Wartosci logiczne

Za zdanie bedziemy uwazac¢ dowolne stwierdzenie, o ktérym mozna powiedziec,
ze jest albo prawdziwe, albo fatszywe, i ktore nie moze bycC jednoczesnie
| prawdziwe, i fatszywe.

Powiedzenie ,studenci miewaja trudnosci ze zdaniem egzaminu” jest zdaniem
(jest bowiem albo prawdziwe, albo nie, i powiedzenie o nim, ze jest prawdziwe
lub fatszywe, ma sens), natomiast sformutowanie ,czy logika jest trudna?” —
zdaniem nie jest, bowiem nie mozna sensownie wypowiedziec sie o prawdziwosci
pytania.

W zgodzie z intuicja bedziemy przypisywac zdaniom wartos¢ logiczng prawdy
lub fafszu. System taki nazywamy logika dwuwartosciowa.
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Przyktad 1. Rozpatrzmy nastepujace wypowiedzenie ,w pewnej wiosce jeden
z jej mieszkancow goli wszystkich tych i tylko tych jej mieszkancow, ktorzy nie
gola sie sami’.

Czy to wypowiedzenie (bedace w sensie gramatyki jezyka polskiego zdaniem
oznajmujacym) jest zdaniem w sensie podanej wyzej definicji? Na pozdr tak.

Sprobujmy jednak odpowiedzie¢ na pytanie, kto goli owego golarza. Jezeli goli
sie on sam, to nie moze sie sam goli¢, bo goli on tylko tych, ktdérzy nie gola sie
sami. Jedli jednak nie goli sie sam, to goli sie sam, bo wtasnie goli on wtasnie
tych, ktdrzy nie gola sie sami. Rozumowanie to dowodzi tezy, ze powyzsza
wypowiedZ nie jest ani prawdziwa, ani fatszywa, stwierdzenie to nie jest zdaniem
| nie ma zadnego sensu.
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Formuly logiczne

Formuty rachunku zdan tworzy sie z danych zdan, taczac je za pomoca
spojnikow zdaniowych ,i", lub”, ,nie", , jezeli" oraz ,wtedy i tylko wtedy”. Kazdy
sensowny napis, ktory da sie utworzy¢ ze zmiennych i spdjnikow bedziemy
uwazac za formute rachunku zdan. Formuty bedziemy oznacza¢ literami ¢, 1, . ..

Wartos¢ logiczna formut ,nie ", 0 i ¥", o lub ¢", ,, jezeli ©, to V", 0 wtedy
| tylko wtedy, gdy 1" zalezy tylko od wartosci logicznej formut ¢ i v, a nie od
ich sensu.

Negacja. Na oznaczenie stowa ,nie’ przyjmiemy znak negacji —. Zgodnie
Z intuicja wyrazenie - jest prawdziwe, gdy ¢ jest fatszywe, natomiast jest
fatszywe, gdy ¢ jest prawdziwe.

Koniunkcja. Na oznaczenie stowa ,i" przyjmiemy znak koniunkcji A. Zgodnie
z intuicja wyrazenie ¢ A 1) (zwane iloczynem logicznym zdan ¢ i 1)) jest
prawdziwe, gdy zaréwno ¢, jak i 1) (zwane czynnikami), sa prawdziwe.

Alternatywa. Na oznaczenie stowa ,lub” przyjmiemy znak alternatywy V.
Zgodnie z intuicja wyrazenie ¢ V 1 (zwane suma logiczna zdan ¢ i 1) jest
prawdziwe, gdy co najmniej jedno ze zdan ¢, ¥ (zwanych skfadnikami) jest
prawdziwe.
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Implikacja. Na oznaczenie stowa ,, jezeli” przyjeliSmy znak implikacji =-.
Wyrazenie ,, jezeli o, to " jest fatszywe, gdy ¢ (zwane poprzednikiem) jest
prawdziwe, a v (zwane nastepnikiem) — fatszywe; w pozostatych trzech
przypadkach jest prawdziwe. Mowimy, ze z prawdy tylko prawda wynika,
natomiast z fatszu zarowno prawda, jak i fatsz wynika.

Intuicyjnie implikacja jest prawdziwa, gdy poprzednik daje sie wywnioskowaé
z poprzednika. Jednakze implikacja nie jest tozsama z wnioskowaniem.
/Zdania wchodzace w sktad implikacji moga nie miec¢ ze soba zadnego
zwiazku, ponadto implikacja jest prawdziwa nawet wtedy, gdy oba te zdania
sg fatszywe. Whnioskowanie natomiast polega na wyprowadzeniu nowego
zdania prawdziwego z innego zdania, uznanego wczesniej za prawdziwe.

Zapis (o = 1) oznacza, ze ( jest warunkiem wystarczajacym dla 1),
natomiast 9 jest warunkiem koniecznym dla .

Rownowaznos¢. Na oznaczenie frazy ,wtedy i tylko wtedy, gdy” przyjemiemy
znak réwnowaznosci <. Zgodnie z intuicja wyrazenie < ) (zwane
réwnowaznoscig zdan ¢ i 1)) jest prawdziwe wtedy, gdy oba jego cztony maja
taka sama wartos¢ logiczna (tzn. oba réwnoczesnie sa prawdziwe lub
fatszywe). Zapis ¢ < 1 oznacza, ze ¢ jest warunkiem koniecznym
| wystarczajacym dla ).

Rachunek zdan 4



Definicja indukcyjna zbioru formut rachunku zdan

Nie bedziemy obecnie zajmowac sie zdaniami w rodzaju ,,Premier lubi
Prezydenta” albo ,,Prezydent boi sie Premiera”. Zastapimy je zmiennymi
zdaniowymi p, q, 7, ... z nieskonczonego zbioru V'; zmienne te beda mogty
mie¢ wartos¢ 1 (odpowiadajacej prawdzie) lub 0 (odpowiadajacej fatszowi).

Wprowadzimy teraz (w miejsce intuicyjnej) formalna definicje indukcyjna zbioru
formut rachunku zdan. Dostarczy nam ona wygodnego narzedzia stuzacego do
dowodzenia twierdzen dotyczacych rachunku zdan.

Definicja 1. Niech V = {p, q,r,...} bedzie nieskonczonym zbiorem
zmiennych zdaniowych, zas > = { L, T, — A, V, =, <} zbiorem spdjnikdw.
Zbiorem JF formut rachunku zdan bedziemy nazywac najmniejszy zbidr napisow
ztozony ze zmiennych ze zbioru V', spdjnikow z > i nawiasow, spetniajacy
nastepujace warunki:

1. VCF
2(a) L, T e F,
(b) jezeli p € F, to ~p € F,
(c) jezeli p, 9 € F, to kazda z formuta postaci o o v, gdzie
o€ {A,V,=,<}, nalezy do F.
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Sens tej definicji jest nastepujacy: z 1. wynika, ze napis ztozony z pojedynczej
zmiennej jest formuta. Zasada wyrazona w punkcie 2. ilustruje sposéb budowania
formuty ztozonej z jednej lub dwdch formut oraz wybranego spdjnika logicznego;
dodatkowo twierdzi sie, ze napis ztozony ze spdjnika fatszu _L jest formuta.

Przyktad 2. Niech V = {p,q,r,...}. W zgodzie z punktem 1 powyzszej
definicji twierdzimy, ze wyrazenia p, q, r sa formutami rachunku zdan. Z 2b
wynika, ze zapis —q jest forumuta. Korzystajac z 2c stwierdzamy, ze rowniez
napis p A (—q) jest formuta. Stosujac ponownie 2c otrzymujemy kolejne
formuty: (p A (—=q)) = 7 lub np. (p A (—q)) &L itd.
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tacznosc

W niektérych formutach (np. powyzszy przyktad) musimy stosowaé nawiasy,
celem unikniecia niejednoznacznosci w sposobie rozbioru formuty. Niekiedy
nawiasy opuszczamy, zaktadajac nastepujaca kolejnos¢ wiazania (od
najsilniejszego do najstabszego): =, A, V, =, < i przyjmujac, ze A i V facza
w lewo, tj. pV ¢ V s znaczy (pV q) V s), zas = i < tacza w prawo, tj.
p=q= sznaczy p = (q = s).

Powiedzenie, ze dany spdjnik taczy w lewo (w prawo) mozna zrozumie¢ w ten
sposob, ze majac ciag zdan potaczonych danym spdjnikiem zdaniowym nawiasy
nalezy zacza¢ stawiaé od lewej (prawej) strony.

Przyktad 3. Niech ¢ oznacza formute p V —q V r A s. Negacja wiaze najsilniej,
mozemy wiec zapisa¢ te formute w nastepujacy sposéb: p VvV (—q) V r A s.
Drugim co do sity wigzania spdjnikiem jest funktor koniunkcji — otrzymujemy
pV (—q) V (r A s). Funktor alternatywy faczy w lewo, zatem ostatecznie ¢ jest
réwnowazne ((p V (—q)) V (r A s)).
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Wartosc¢ logiczna formut

Definicja 2. Zbidér wartosci logicznych B = {0, 1} zawiera dwa elementy: 0 —
na okreslenie fatszu i 1 — na okreslenie prawdy. Wartosciowanie zmiennych to
funkcja o: V — B.

Intuicyjnie — wartosciowanie to przypisanie wartosci logicznych (0 lub 1)
poszczegolnym zmiennym.

Zdefiniujemy obecnie funkcje w, przyporzadkowujaca formutom, dla danego
wartosciowania zmiennych o, jedna z wartosci logicznych prawdy lub fatszu.
Jezeli wartosciowanie zmiennych jest ustalone w danym kontekscie i taki zapis
nie prowadzi do nieporozumien, bedziemy pomija¢ symbol o i zamiast w, pisac
w.

Definicja funkcji w bedzie przypominac sposéb konstrukeji zbioru formut r.z.
Niech V' oznacza zbiér zmiennych wystepujacych w formule, natomiast o niech
bedzie wartosciowaniem tych zmiennych. Oczywiscie dla kazdej zmiennej v € V
zachodzi w(v) = o(v). Nie jest takze zaskoczeniem, ze dla kazdego
wartosciowania ¢ mamy w(_L) = 0.
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Tabele prawdy

Sposdb obliczania wartosci logicznej formut ztozonych obrazuja ponizsze tabele:

w(p) | w(—y)
w(Ll) =01 w(T)=1 0 1
1 0
w(p) | w@) | wleAy) | | wlp) | w) | wipVy)
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
wip) | w@) | wle=1v) | | wlp) | wi) | wie )
0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1
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Arytmetyka w logice

Zauwazmy, ze jesli symbole 0 i 1 potraktowac jako liczby naturalne, to:

w(—p) =1—w(p)
w(p A ) =w(p) - w(t)
w(p V) =w(p) +w(¥)

+ oznacza symbol zwyktego dodawania arytmetycznego, z wyjatkiem sumy
1 4 1, ktéra uznajemy za réwna 1.

Obserwacja ta pozwala zrozumieé geneze nazw iloczynu i sumy logicznej.
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Spetialnosc¢ i tautologie

Mowimy, ze formuta jest:

e spetniona, jezeli dla danego wartosciowania ma wartos¢ logiczna 1,

e spefnialna, jezeli istnieje wartosciowanie, przy ktérym ma wartos¢ logiczna 1,

e tautologia, jesli ma wartos¢ 1 dla kazdego wartosciowania zmiennych (lub —
co na jedno wychodzi — nie istnieje wartosciowanie, dla ktorego ma wartosc
0),

e niespetnialna (albo fafszywa), jezeli ma wartos¢ O dla kazdego
wartosciowania.

O formule spetnionej przez dane wartosciowanie bedziemy niekiedy méowi¢, ze
jest prawdziwa przy tym wartosciowaniu, natomiast formuta nie spetniona bedzie
fatszywa.

Przyktad 4.
p V —p jest tautologia

p A\ —p jest niespetnialna

p = q jest spetnialna, i jest spetniona przy wartosciowaniu oy takim, ze
o1(p) = 01 01(q) = 1, natomiast nie jest spetniona przy wartosciowaniu oo
takim, ze oa(p) = 1 i g2(q) = 0.
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Metoda zerojedynkowa sprawdzania tautologii

Istnieje nieskonczenie wiele tautologii, z ktorych wiele znano juz w czasach
starozytnych. Stanowia one w logice odpowiednik np. tozsamosci
arytmetycznych czy trygonometrycznych, znanych z matematyki.

Aby dowies¢, ze dana formuta jest tautologia, mozna poddac ja sprawdzeniu
metoda zerojedynkowa. W tym celu nalezy sprawdzic¢, czy wartosc logiczna
badanej formuty jest rowna 1 dla kazdego mozliwego wartosciowania zmiennych
W niej wystepujacych.

Przyktad 5. Rozwazmy nastepujaca tautologie

req e ((p=9N(@=>Dp)

opisujaca zwigzek rownowaznosci z implikacja.

plaglpea|p=>q|a=p| =N (eg=p) | P9 ((p=>q9ANI(q
00 1 1 1 1 1
0|1 0 1 0 0 1
1|0 0 0 1 0 1
11 1 1 1 1 1
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»,9zybka” metoda sprawdzania tautologii

Sprawdzenie, czy dana formuta jest tautologia, w podany wyzej sposéb co
prawda jest proste i zawsze prowadzi do celu, ale jest procesem zmudnym.
Dlatego zamiast pracowicie sprawdzac wartos¢ logiczna formuty dla kazdego
wartosciowania zmiennych, korzystniej jest rozwazyc takie wartosciowania, dla
ktorych formuta staje sie fatszywa. Jesli takie wartosciowania istniejg, badana
formuta w oczywisty sposob nie jest tautologia. Natomiast jesli zatozenie
istnienia wartosciowania, dla ktérego formuta jest fatszywa, prowadzi do
sprzecznosci, stwierdzamy, ze takie wartosciowanie nie istnieje, a zatem badana
formuta musi by¢ tautologia.

Przyktad 6. Rozwazmy formute [(p V q) A —p] = q. Zatézmy, ze istnieje
wartosciowanie o, dla ktorego jest ona fatszywa. Poniewaz jest ona implikacja,
to jest to mozliwe tylko wowczas, gdy jej poprzednik jest prawdziwy, a nastepnik
fatszywy. Zatem w(q) = 0 (skad o(q) = 0) oraz w((p V q) A =p) = 1. Ale —
wobec o(q) = 0 — p V ¢ jest réwnowazne p i poprzednik przyjmuje postaé
koniunkcji p A —p, ktdra jest zawsze fatszywa. Zatozylismy jednak uprzednio, ze
poprzednik jest prawdziwy. Nie moze on by¢ jednak i prawdziwy, i fatszywy przy
tym samym wartosciowaniu. Zatem zatozenie istnienia wartosciowania, dla
ktorego badana formuta jest fatszywa prowadzi do sprzecznosci.

Oznacza to, ze wartosciowanie takie nie moze istnieC i formuta jest tautologia.
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Tautologie rachunku zdan

(——p) & p podwdjne przeczenie

pAT &p (T oznacza zdanie prawdziwe)

(pVaq) < (qVp) przemiennosc

(pVqg)Vr]<[pV(gVr) taczno$é

pVgAT) <= [(pVg) A(pVr) rozdzielnosé
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=(pVaq) & (-pA—q)
“(pANq) & (mpV—q)

pP=q= "q="p
p=q<= pVyqg

(p=r)AN(g=7r)=[(pVq) =r]
p=gANp=r)]elP=(@AT)

req elp=9AN(@=>D)

(p=4q) < [(pA—q) =1]

prawa De Morgana

)

zamiana rownowaznosci
na implikacje

sprowadzenie do sprzecznosci
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Przykiad

Wyobrazmy sobie, ze podczas pewnej kampanii wyborczej politycy Olek, Jozek
| Kazik wygtosili nastepujace oswiadczenia:

Olek: Jozek kiamie.
Jozek: Kazik ktamie.
Kazik: Olek ktamie.

Co z tego wynika? Sprobujmy zapisaé te wypowiedzi w jezyku logiki, oznaczajac
przez Py, Py, P fakty, ze Olek, Jozek, i Kazik zawsze mdéwia prawde. Wtedy
wypowiedzi powyzszych prominentdw maja postac:

Po= —-Pj; inaczef —PoV —P;
P;= —-Pg inaczej —P;V Pk
Py = —-Fp inaczej —PgxV -Po

Rozwazmy hipotetyczna mozliwos¢, ze Olek rzeczywiscie mowi wytacznie
prawde. Wtedy z pewnoscig Jozek jest ktamca, no i niestety, musimy przyznac,
ze przynajmniej ,pomylit sie” Kazik. Podobne rozumowanie mozemy fatwo
przeprowadzic¢ dla kazdej z tych osob, a zatem tylko jeden z nich moze miec
racje i by¢ rzeczywiscie prawdomownym. Tylko nie wiemy ktory, jesli w ogole.
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Interpretacje

Przypomnijmy sobie funkcje wartosciowania o przypisujaca kazdej zmiennej
zdaniowej ze zbioru V' jedna z wartosci 0 lub 1.

Definicja 3. Funkcje w, przypisujaca kazdej formule wartos¢ logiczna 0 lub 1
zgodnie z wartosciowaniem o i tabelkami prawdy definiujgcymi operatory
logiczne, nazywamy interpretacja.

To jest tylko uzupetnienie — nowa nazwa dla funkcji w,, ktéra postugiwalismy
sie juz wczesniej.
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Rownowaznosc¢ logiczna

Definicja 4. Jesli dla wszystkich interpretacji w dla danych formut i ¥
mamy w(p) = w(v) to formuty ¢ i Y nazywamy réwnowaznymi logicznie, co

zapisujemy @ = 1.

Pojecie rownowaznosci logicznej formut pojawito sie juz wczesniej, troche
nieformalnie. Zwré¢my uwage w powyzszej definicji, ze odwotujemy sie do
wszystkich mozliwych interpretacji, czyli dowolnych funkcji wartosciowania.
Zauwazmy, ze dla formut rachunku zdan mamy skonczona liczbe mozliwych
wartosciowan, ktore rozpatrywaliSmy w tabelkach logicznych do sprawdzania
tautologii, lub rownowaznosci logicznej formut.

Zwréc¢my uwage na dwa pojecia: spdjnika rdwnowaznosci <, np. w formule

p < q, oraz pojecia rownowaznosci logicznej formut o = 1. Te pojecia maja ze
soba zwigzek, poniewaz formuta ¢ < 1) jest tautologia wtw gdy ¢ = . Ale sa
miedzy nimi istotne réznice: = nie jest spdjnikiem, a wiec ¢ = 1) nie jest
formuta rachunku zdan, i tym samym nie ma wartosci logicznej.
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Modele

Przypomnijmy sobie pojecie spetnialnosci, i formut spetnialnych, niespetnialnych,
oraz prawdziwych, czyli tautologii.

Definicja 5. Modelem formuty v nazywamy kazda interpretacje spetniajaca te
formute.

Zatem formuta niespetnialna nie ma modelu. Natomiast dla tautologii kazda
interpretacja jest modelem.

Bedziemy tez stosowal notacje = ¢ oznaczajaca, ze formuta ¢ jest tautologia.
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Zbiory formut

Bedziemy sie postugiwali zbiorami formut U = {1, o, ..., @, } ktdre
bedziemy traktowali jak koniunkcje wszystkich formut ze zbioru. Wprowadzamy
pojecia modeli i niespetnialnosci dla zbioréw formut:

Definicja 6. Modelem zbioru formut U = {1, @2, ..., pn} nazywamy
interpretacje, dla ktérej w(p1) = w(p2) = ... = w(py) = 1.

Zbior U jest niespetnialny wtw gdy dla kazdej interpretacji w istnieje takie 7, ze
w(p;) = 0.

Zauwazmy, ze zgodnie z przedstawionymi definicjami pusty zbiér formut U = ()
musimy uznac za spetnialny, a wrecz za prawdziwy, czyli tautologie. Moze to sie
wydawac dziwne, ale zauwazmy, ze zbidr formut traktujemy jak koniunkcje,

a poniewaz w prawdziwej koniunkcji wszystkie elementy musza byc prawdziwe,
wiec odrywanie elementow nie zmienia prawdziwosci koniunkcji. Zatem nie
powinno jej zmieni¢ oderwanie ostatniego prawdziwego elementu, ktore tworzy
,pusta” koniunkcje. Pustych koniunkgcji normalnie nie zapisujemy (koniunkcja
jest spdjnikiem dwuargumentowym), ale pusty zbiér formut oczywiscie istnieje.
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WHiasnosci zbiorow formut

Oznaczmy: U = {@1, 2 P Spn}

Fakt: Jesli zbiér U jest spetnialny to zbidér U — {@;} jest spetnialny dla
dowolnego 1 <7 < n.

Fakt: Jesli zbidr U jest spetnialny, a formuta 9 jest prawdziwa, to zbidr
U U {1} jest réwniez spetnialny.

Fakt: Jesli zbiér U jest niespetnialny, to dla dowolnej formuty v zbiér U U {4}
jest rowniez niespetnialny.

Fakt: Jesli zbior U jest spetnialny, a dla pewnego 1 < ¢ < n formuta ¢; jest
prawdziwa, to zbiér U — {p;} jest réwniez spetnialny.

Fakt: Jesli zbidr U jest niespetnialny, a dla pewnego 1 <7 < n formuta ¢, jest
prawdziwa, to zbiér U — {p;} jest réwniez niespetnialny.

Zauwazmy jednak, ze dla dwdch spetnialnych zbioréw formut Uy i Us nie jest
wcale pewne, ze Uy U U, jest spetnialny, np. Uy = {p}, Us = {-p}
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Konsekwencje logiczne

Definicja 7. Niech U bedzie zbiorem formut, a ¢ dowolng formuta. Jesli kazdy
model U jest jednoczesnie modelem ¢ to mowimy, ze ¢ jest konsekwencja
logiczna U, co zapisujemy U = .

Mowi sie rowniez czasami, ze ¢ wynika logicznie z U, ktéry bywa nazywany
zbiorem przesfanek.

Przyktad 7. Rozwazmy formute v = p V —q. Formuta ¢ jest konsekwencja
logiczna zaréwno zbioru Uy = {p}, czyli Uy = ¢, jak i Us = {—q}, czyli

Us = . Jednoczesnie ¢ nie jest konsekwencja logiczna zbioru Us = {—p, ¢},
a wiec Us [~ .

Zwréémy uwage, ze stosowana poprzednio notacja dla tautologii = ¢ jest
spdjna z notacja wynikania logicznego, jesli zauwazymy, ze wtedy () |= . Jest
tak dlatego, ze dowolna interpretacja jest modelem pustego zbioru, ktory jest

z definicji prawdziwy, a jednoczesnie dowolna interpretacja jest modelem
tautologii ¢v. Mozemy wiec powiedziec, ze tautologia jest konsekwencja logiczna
pustego zbioru przestanek.
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Wiasnosci wynikania logicznego

Zauwazmy, ze podobnie jak dla poje¢ < i = istnieje subtelny zwiazek pomiedzy
spojnikiem implikacji = i pojeciem konsekwencji logicznej =. Mamy:

Fakt: Jesli dla pewnego U = {©1, @2, ..., vn} i1 zachodzi U = 1 to formuta
01 N wa A ...N\w, = 1 jest tautologia, inaczej:

= o1 A A ANy =1

Nie mozemy jednak powiedziel, ze tautologia jest U = 1) poniewaz nie jest to
formuta logiczna, a = nie jest spdjnikiem logicznym.

Fakt: Jesli U = ¢ to dla dowolnej formuty ¢ zachodzi: U U {9} E ¢

Fakt: Jedli U = ¢ a 1) jest formuta prawdziwa, to zachodzi: U — {4} = ¢
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Teorie

Definicja 8. Zbiér formut 7 nazywamy teorig jesli jest on zamkniety na
konsekwencje (albo wynikanie) logiczne. Zbiér formut 7 jest zamkniety na
konsekwencje logiczne wtw gdy dla wszystkich formut ¢ zachodzi zaleznosc:
jesli T = ¢, to ¢ € T. Elementy teorii 7 nazywamy twierdzeniami tej teorii.

Teoria T (U) zbioru formut U nazywamy zbiér 7(U) = {p|U E ¢}.
Fakt: Dla dowolnego zbioru formut U teoria tego zbioru 7 (U) jest teoria.

Przyktad 8. Zatézmy, ze mamy jakas teorie 7 i formuta ¢ = p nalezy do tej
teorii. Zauwazmy, ze nastepujaca formuta musi rowniez nalezec¢ do tej teorii:
p V —p, jak réwniez: p V q, jak réwniez: p A (p V q), jak réwniez:

(p A =p) = q, jak réwniez: (¢ V —q) = p, jak réwniez wiele innych.

W rzeczywistosci, kazda teoria jest nieskonczonym zbiorem formut.

Teoria zbioru formut 7 ({p}) na pewno zawiera sie w teorii 7, ale nie musi by¢
jej doktadnie réwna. Na przyktad, formuta 1) = q z cata pewnoscia nie jest
elementem 7 ({p}), natomiast moze by¢ elementem teorii 7, na przyktad

w przypadku, gdy 7 = 7 ({p, q}).
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Wyprowadzanie formut

Tautologie i formuty niespetnialne rachunku zdan nie sa interesujace same

w sobie. Jednak pojecie konsekwencji logicznych i teorii zbioru formut pozwalaja
formutowac ciekawe zagadnienia. Na przyktad mozemy opisac jaka$
hipotetyczna rzeczywistos¢ zbiorem formut, i zadawac sobie pytania czy
konkretne fakty beda spetnione w tej rzeczywistosci, czyli czy sa twierdzeniami
teorii tego zbioru formut. Sprawdzanie czy formuta jest twierdzeniem danej teorii
nazywamy problemem decyzyjnym w logice, a procedura umozliwiajaca
rozstrzygniecie tego problemu nazywa sie procedura decyzyjna.

Zgodnie z przedstawiona metodologia, sprawdzanie czy dana formuta jest
twierdzeniem teorii pewnego zbioru formut powinno wzia¢ pod uwage wszystkie
interpretacje bedace modelami tego zbioru formut. Jednak takie podejscie jest
czesto ktopotliwe i niepraktyczne.

Zamiast sprawdzac interpretacje i spetnialnosc stosuje sie w logice inne
podejscie, zwane wyprowadzaniem (albo dowodzeniem) formut.
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Reguly wnioskowania

Twierdzenia matematyczne maja na ogdt postac implikacji. Dowodzi sie ich
nastepujaco: majac pewien zbidr zdan, zwanych zatozeniami lub przestankami

Y1, P25+ Fn
uznaje sie je za prawdziwe i dotacza do nich nowe zdanie

0

zwane wnioskiem lub konkluzja, ktore wynika z nich zgodnie z prawami logiki.

Dla formalnego wprowadzenia dowoddw logicznych uzywa sie reguf
wnioskowania, postaci:

$1,$P2;,- -3 ¥n
(2
Znaczenie reguty wnioskowania jest takie, ze jesli wiemy, ze prawdziwe sa
formuty ©1, 0o, ..., ©, to mozemy réwniez uznac za prawdziwa formute .

Reguty wnioskowania nazywa sie rowniez regutami dowodzenia, poniewaz stuza
one do budowy dowoddw twierdzen.

Rachunek zdan



Pojecie dowodu

Przyktadowa reguta wnioskowania jest:

©, p = P
(0

zwana regufa odrywania (modus ponens). Sens jej jest nastepujacy: jezeli
uznajemy za prawdziwe zdanie ¢ oraz implikacje ¢ = 1, to mozemy tez uznac
za prawdziwe zdanie 7).

Definicja 9. Zatdézmy, ze dany jest pewien zbidér formut A zwany zbiorem
przestanek, oraz formuta ). Dowodem formuty 9 jest ciag @1, 0o, ..., V0, Y,
sktadajacy sie z formut, z ktorych kazda spetnia jeden z warunkdw:

1. jest jedna z przestanek,
2. jest tautologia,

3. zostata otrzymana w wyniku uzycia jednej z regut wnioskowania zastosowane;
do formut lezacych na lewo od niej w dowodzie.
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Poprawnosc¢ regut wnioskowania

Zmierzamy do tego, zeby za pomoca regut wnioskowania okresla¢ wynikanie
logiczne formut, aby nie trzeba byto w tym celu sprawdzac interpretacji i modeli.
Jednak w tym celu reguty wnioskowania musza by¢ w jakims sensie dobre(?).

Definicja 10. Regute wnioskowania

L1, P25+ Pn
(0

nazywamy poprawng wtedy i tylko wtedy, gdy formuta
P1LAP2 N\ N pp =

jest tautologia.

Latwo zauwazymy, ze reguta wnioskowania modus ponens jest poprawna.
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Czego jeszcze potrzeba do efektywnego dowodzenia
twierdzen?

Wezmy przyktadowy zbiér przestanek A = {p, ¢}, i rozwazmy nastepujaca
prosta formute: p A q. Jesli odwotamy sie do interpretacji i modeli, to tatwo
stwierdzimy, ze kazdy model zbioru A jest rownoczesnie modelem formuty
p A q, awiec mamy A EpAq.

Chcemy skonstruowa¢ dowdd formuty p A q, czyli ciag formut zbudowany wedtug
regut budowania dowoddw, i konczacy sie formuta: p A g. Jednak tego nie da sie
osiggnac przy uzyciu dotychczas wprowadzonych pojec. Zgodnie z definicja
dowodu, aby sie to udato, nasza dowodzona formuta p A ¢ musiataby byc¢ albo:

1. jedna z przestanek, ale nie jest,

2. tautologia, ale tez niestety nie jest,

3. otrzymana w wyniku uzycia jednej z regut wnioskowania zastosowanej do
formut lezacych na lewo od niej w dowodzie.

Potrzebujemy wiecej regut wnioskowania. Na przyktad nastepujaca poprawna
reguta wnioskowania, zwana reguta wprowadzania koniunkcji pozwolitaby

©, P

rozwigzac przedstawiony problem:
N
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Formuly rownowazne

Zwroémy uwage, ze konstruujac dowody formut, nie mozemy korzystaé z faktu
rownowaznosci formut, na przyktad, wiedzac, ze p = ¢ nie mozemy udowodnié
formuty —p V q, ani zreszta na odwrot. Dlaczego?

Bo réownowaznos¢ formut byta wtasnoscia oparta o niespetnialnosé, czyli
o interpretacje. Po prostu wiedzieliSmy, ze formuta p = ¢ jest prawdziwa
zawsze, i tylko wtedy, gdy prawdziwa jest rowniez —p V ¢q, wiec z punktu
widzenia wartosci prawdy lub fatszu mozemy zawsze jedna z tych formut
zastapic druga.

Dowodzenie twierdzen musi byC oparte o reguty wnioskowania. Aby korzystac
z takiej wtasnosci jak wyzej, musimy wprowadzi¢ regute wnioskowania:

o =Y

VY

—p VY
p =P

(nie ma regut wnioskowania dziatajacych w obie strony).
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Woprowadzanie prawdy i fatszu do formut

Wyobrazmy sobie, ze mamy zbiér przestanek A = {p, =q,r}. Z tego zbioru
formut mozemy tatwo udowodnic¢ formute 7, ale siegajac znéw do pojec
wynikania logicznego mamy réwniez wtasno$¢: A = r V q. Latwo to sprawdzié
za pomoca odpowiednich tabelek prawdy, ale mozna tez sobie wyttumaczy¢

w ten sposob: skoro zaktadamy, ze ¢ jest falszywe, to mozemy dotaczy¢ fatszywy
element alternatywy do prawdziwej formuty, i bedzie nadal prawdziwa.
Podobnie: A =1 A p.

Jakie reguty wnioskowania sa potrzebne, aby osiagnaé to samo za pomoca
dowodzenia?

oV (YN )

e N (V)
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Systemy dowodzenia twierdzen

W logice zdefiniowano szereg alternatywnych systemow dowodzenia twierdzen
wprowadzajacych rézne regut wnioskowania (zestawy regut), a takze pewne
formuty, ktorych nie potrzeba udowadnia¢, zwane aksjomatami. Doktadna
konstrukcja tych systemow jest dos¢ skomplikowana i w tym wyktadzie
zapoznamy sie tylko pobieznie z dwoma przyktadowymi takimi systemami.

Fakt, ze w danym systemie wnioskowania z jego aksjomatéw i danego zbioru
przestanek A mozna wywies¢ zapisujemy: A F . Jesli jesteSmy w stanie
wywiesc¢ formute ¢ jedynie za pomoca regut wnioskowania i aksjomatéw danego
systemu, to zapisujemy to jako: - .

Stosuje sie rowniez wariant tej notacji odnoszacy sie do kokretnego systemu
dowodzenia, np. jesli formute © mozna udowodni¢ w hilbertowskim systemie
dowodzenia to zapisujemy to: g . Analogicznie, wywodliwos¢ formuty

w innym popularnym systemie dowodzenia gentzenowskim mozna zapisac:

'_G L.
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System naturalnej dedukcji

wprowadzenie negacji:
eliminacja negacji:
wprowadzenie koniunkg;ji:

eliminacja koniunkgji:

wprowadzenie alternatywy:

eliminacja alternatywy:
wprowadzenie implikac;ji:
eliminacja implikacji:
modus ponens.

modus tollens:

P
©
P
©
©, P

o NP
© N\

©, P
©

eV Y, PV
o= Y,w=>Y,pVw

(0
—p V1

=1
p = 1

i V
©, 0 = 1P

(0
p = P,

¢
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Przyktad 9. Mamy zbiér aksjomatéw A = {p, =q}. Czy jest dowodem ciag
formut: p,—q,—7qV p,g=p?

Odpowiedz: Tak, jest to poprawny dowdd formuty ¢ = p.

W dowodzie moga pojawié sie formuty ze zbioru aksjomatdw, oraz formuty
uzyskane z regut wnioskowania. Zauwazmy, ze pierwsze dwie formuty dowodu (p
| —q) przepisane sa zywcem ze zbioru aksjomatéw A. Nie jest konieczne
przepisywanie w dowodzie formut ze zbioru aksjomatéw, ale jest to dozwolone, a
przy duzym zbiorze aksjomatow moze uczyni¢ dowdd bardziej przejrzystym i
tatwiejszym do sprawdzenia.

Trzecia formuta (—q V p) daje sie uzyskac z reguty wprowadzania alternatywy
przyjmujac ¢ = —q i ¢ = p. Zauwazmy, ze przestanki reguty wnioskowania
musza by¢ obecne w zbiorze aksjomatéw (i w tym przypadku sa), albo we
wczesniejszej czesci dowodu.

Czwarta formuta dowodu (g = p) daje sie uzyskac z reguty wprowadzania
implikacji jesli przyjmiemy ¢ = g i 10 = p. Reguta ma jedna przestanke, i w tej
roli przyjmujemy formute trzecia dowodu, dopiero co wczesniej otrzymana.

Poniewaz wszystkie formuty w ciggu formut zostaty zapisane zgodnie z definicja
dowodu, a wiec podany ciag jest dowodem.
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Dowodzenie twierdzen nie wprost

A, - L
Al

Rachunek zdan
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Poprawnosc i1 petnosc¢ systemu dowodzenia

System dowodzenia nazwiemy poprawnym jesli pozwala on wywodzi¢ jedynie
prawdziwe formuty, czyli jesli: A F ¢ to na pewno: A = .

Jedli system dowodzenia pozwala na zbudowanie dowodu kazdej formuty
prawdziwej (tautologii), czyli jesli zawsze gdy: A = ¢ to réwniez: A F ¢, to
bedziemy taki system dowodzenia nazywacé pefnym.

Fakt: istnieje petny system dowodzenia dla rachunku zdan. Méwimy, ze
rachunek zdan jest rozstrzygalny.
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Normalizacja formut rachunku zdan

Formuty w ktérych symbol negacji wystepuje przed formuta ztozona sg czesto
trudne do zrozumienia (wyrazenie ,nie prawda, ze liczba n dzieli sie przez 2 lub
przez 3" jest bardziej skomplikowane, niz rownowazne mu wyrazenie ,liczba n
nie dzieli sie przez 2 i nie dzieli sie przez 3").

Fakt:

dla kazdej formuty mozemy znalez¢ formute jej rownowazng, w ktdrej negacja
wystepuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi. Na poczatek zauwazmy, ze
poniewaz formuty ze spdjnikami innymi niz koniunkcja, alternatywa, i negacja
(czyli implikacja =, réwnowazno$¢ <, i alternatywa wykluczajaca &), mozna
zamieni¢ na rownowazne im formuty zawierajace tylko koniunkcje, alternatywe,
i negacje. Dalej, zgodnie z prawami de Morgana dla dowolnych formut ¢ i 9
formuty = (1 A p2) oraz =1 V s, a takze formuty —(p1 V ¢2) oraz

-1 A\ T s rownowazne.

Definicja 11. Literalem nazywamy formute, ktéra ma postac pojedynczego
symbolu zmiennej zdaniowej, np. p, albo zmiennej zaprzeczonej —p.

Literat o postaci p, dla pewnej zmiennej zdaniowej p, nazywamy pozytywnym,
a literat o postaci =p nazywamy negatywnym.
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Dysjunkcyjna posta¢ normalna DNF

Definicja 12. Formuta ma dysjunkcyjna posta¢ normalng (DNF,
ang. Disjunctive Normal Form), jesli jest postaci

n m;
i=1 \j=1
gdzie [;; sa literatami, dla¢=1,...,noraz j = 1,...,m;. Méwiac skrétowo,

dysjunkcyjna postaé¢ normalna, to alternatywa koniunkgcji literatow.

Przyktad 10. Rozwazmy formute p A (¢ V 7), ktdra nie jest w postaci DNF.
Mozemy znalez¢ réwnowazna formute DNF przeksztatcajac ja zgodnie
z prawami rozdzielno$ci alternatywy wzgledem koniunkcji: (p A q) V (p A1)

Przyktad 11. Formuta ¢ = (p A —q) V (—p A q) jest w postaci DNF.
Zauwazmy, ze jest ona réwnowazna formule p @ q:

Pl P ||| PAqg | "pPAg | @ || PDY
0|10 1 1 0 0 0 0
0|11} 1 0 0 1 1 1
110} O 1 1 0 1 1
11 O 0 0 0 0 0
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Dla kazdej formuty rachunku zdan istnieje réwnowazna jej formuta w postaci
DNF. Mozna ja otrzymac przeksztatcajac formute zgodnie z prawami de
Morgana i rozdzielnosci. Istnieje ponadto prosty schemat wyznaczania te;
postaci na podstawie tabelki prawdy dowolnej formuty.

D q ro|... %,
0 0 0 | ... 0
0 0 1 1
0 1 0 1

Dla kazdego wiersza tabeli, ktéry ma jedynke w kolumnie formuty ¢
konstruujemy koniunkcje literatéw odpowiadajacych wszystkim zmiennym
zdaniowym formuty, z negacja tylko przy zmiennych, dla ktérych w danym
wierszu wystepuje zero:

o= (pA-gATA..IV(mpAgA-TA..)

Formuta wygenerowana zgodnie z tym schematem rzadko jest jednak
optymalna, tzn. na ogdt istnieje krotsza postac DNF réwnowazna danej formule.
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Koniunkcyjna posta¢ normalna CNF

Definicja 13. Klauzula nazywamy formute postaci

2
j=1

gdzie [; sa literatami, dla 7 = 1, ..., m. Moéwiac krétko, klauzula to
alternatywa literatow.

Definicja 14. Formuta ma koniunkcyjna posta¢ normalng (CNF,
ang. Conjunctive Normal Form), jesli jest postaci

n my
i=1 \j=1
gdzie [;; sa literatami, dlat =1,...,noraz j = 1,...,my, tj. gdy jest

koniunkcja klauzul.

Przyktad 12. Formuta ¢ = (p A q) V (r A s) nie jest w postaci CNF (w istocie
formuta jest w czystej postaci DNF). Korzystajac kilkukrotnie z prawa
rozdzielnosci alternatywy wzgledem koniunkcji otrzymujemy formute
réwnowazna: (pVr)A(gVr)A(pVs)A(qVs)
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Przeksztatcanie formut do postaci CNF

Fakt: Dla kazdej formuty rachunku zdan istnieje formuta réownowazna w postaci
CNF. Algorytm przeksztatcania dowolnej formuty na réwnowazna w postaci

CNF:

1. Usun wszystkie spojniki logiczne z wyjatkiem negacji, koniunkgji
| alternatywy, tworzac rownowazne formuty wykorzystujace tylko te formuty.
Na przyktad:

(r=q¢)=(pVq
pe=((-pVe AV )

2. Przenies wszystkie negacje do Srodka, korzystajac z praw de Morgana:
~(pAg)=(pV —g)
~(pVg)=(—pA—g)

3. Usun podwdjne zaprzeczenia, uzywajac rownowaznosci ——p = p.
Zastosuj prawa rozdzielnosci dla usuniecia koniunkcji z wnetrza alternatyw.
5. Zastosuj tacznos¢ dla potaczenia koniunkgji i alternatyw binarnych w n-arne.

na
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Zapis formut w postaci CNF jako zbioréw

Przyktad 13. Rozwazmy formute: (—p = —q) = (p = q) i znajdzmy dla niej
formute réwnowazna w postaci CNF.

(p=—¢)= P=q9=—(-pVq)V(pVy)
(m=p A=mq) V (mpVq)
(=pAq)V(-pVa)
(=pV-pVg)A(gV-pVa)

Definicja 15. Formuta w postaci klauzulowej nazywamy zbiér zbioréw
literatéw, gdzie zbiory literatéw (traktowanych jako alternatywy) beda
reprezentowaty klauzule, a caty zbiér zbioréw (traktowany jako koniunkcja)
bedzie reprezentowat cata formute.

Taka notacja formut jako zbioréow podkresla niezaleznos¢ wartosci logicznej
formuty w postaci CNF od kolejnosci wystepowania w niej klauzul,

a w klauzulach literatéw, i od ewentualnych powtodrzen literatow w klauzulach,
albo identycznych klauzul w formule.

Postac klauzulowa formuty z powyzszego przyktadu jest nastepujaca:

{{-p,p,q},{a,»,q¢}} = {{-»,q}}
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Puste klauzule i zbiory klauzul

Definicja 16. Pojedynczy literat bedziemy uwazac za klauzule, ktéra
nazywamy klauzula unarna. Ponadto, pusty zbidr literatéw bedziemy uwazac za
klauzule pusta, i oznacza¢: O.

Fakt: klauzula pusta ({} = O) jest niespetnialna (fatszywa), to znaczy jest
rownowazna formule L. Wynika to z prostego uogdlnienia tabelki prawdy
logicznej dla alternatywy n-arnej — taka alternatywa jest spetniona wtedy

i tylko wtedy gdy przynajmniej jeden z jej elementéw (literatdéw) jest spetniony.
Intuicyjnie: alternatywa jest tatwiej spetnialna, gdy ma wiecej elementéw, czyli
Im mniej ma elementéw tym trudniej ja spetnic.

Fakt: formuta pusta ({} = () jest tautologia (formuta prawdziwa), to znaczy
jest réownowazna formule T. Wynika to z prostego uogdlnienia tabelki prawdy
logicznej dla koniunkcji n-arnej — taka koniunkcja jest spetniona wtedy i tylko
wtedy gdy wszystkie jej elementy (klauzule) sa spetnione. Intuicyjnie: koniunkcja
jest tatwiej spetnialna, gdy ma mniej elementow.

Uwaga: formuta {} jest prawdziwa, ale klauzula {} jest fatszywa.
Ponadto fatszywa jest formuta {{}} = {O}.
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Reguta i metoda rezolucji

Definicja 17. Nastepujaca reguta wnioskowania dla klauzul jest nazywana
reguta rezolucji:

{9017---:gpnaw}7{¢17'“7wma_'w}
{9017---790n7¢17---7¢m}

Klauzule wejsciowe rezolucji nazywamy kolidujacymi ze wzgledu na literat w.
Klauzula wynikowa rezolucji nazywana jest rezolwenta klauzul wejsciowych.

Definicja 18. Metoda rezolucji nazywamy nastepujacy algorytm generowania
klauzul z poczatkowego zbioru klauzul S = Sy. W kolejnym i-tym kroku
algorytmu wybieramy wczesniej jeszcze niewybrang pare klauzul kolidujacych
C, (5, tworzymy rezolwente C' klauzul Cy i Cs, oraz zbiér klauzul

S; = S;_1 U{C}. Jedli C'= O to zatrzymaj algorytm stwierdzajac, ze zbiér S
jest niespetnialny. Jesli S; = 5;_1 dla wszystkich mozliwych wyboréw klauzul
kolidujacych, to zatrzymaj algorytm stwierdzajac, ze zbior S jest spetnialny.

Fakt: 1. Algorytm metody rezolucji zatrzymuje sie dla kazdego skonczonego
zbioru klauzul rachunku zdan. 2. Dla kazdego niespetnialnego zbioru klauzul
algorytm wygeneruje klauzule pusta. 3. Algorytm moze wygenerowac klauzule
pusta tylko z niespetnialnego zbioru klauzul.
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Dowodzenie metoda rezolucji

Zauwazmy, ze metoda rezolucji nigdy nie pozwala na stwierdzenie, ze formuta
jest prawdziwa, a jedynie ze jest spetnialna lub niespetnialna. Zatem rezolucja
jest metoda dowodzenia nie wprost, czyli jesli chcemy udowodnic jakies$

twierdzenie, to musimy utworzyc jego zaprzeczenie, i wykazaé metoda rezolucji,
ze jest niespetnialne.

W szczegdlnosci, chcac wykazaé A = ¢ musimy utworzy¢ formute A U {—p},
przeksztatci¢ ja do zbioru klauzul CNF, i uruchomi¢ metode rezolucji.

Whiosek: metoda rezolucji jest poprawnym i petnym systemem dowodzenia
rachunku zdan.
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Drzewa rezolucji

Kolejne kroki w dowodzie niespetnialnosci formuty metoda rezolucji mozna
zobrazowaé graficznie za pomoca nastepujacego diagramu, gdzie C i C5 s3
klauzulami kolidujacymi, a C' ich rezolwenta:

4 Oy

\/

Definicja 19. Peiny dowdd bedzie sie sktadat z zestawu takich diagramoéw
taczacych sie w strukture drzewiasta, zwane drzewem rezolucji.

W symbolicznym zapisie dowoddw rezolucyjnych przydaje sie jeszcze dalsze
uproszczenie notacji. Oznaczajac przez [ negacje literatu jedli jest on pozytywny,
a pozytywna wersje tego literatu jesli jest on negatywny, mozemy stosowaé
jeszcze bardziej uproszczony zapis formut, na przyktad klauzule:

{{~¢,—p, q},{p, —p, ¢} } mozemy zapisal w skrdcie jako: {gpq, Ppq}
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Rozwazmy formute
{p,pq, 7, pqr}.

pqr T pPq P

N/ /
\ﬁ
\IZI

Pusta klauzula zostata
wygenerowana. Formuta
jest niespetnialna.

Przykiady

Rozwazmy formute {p, pq}.
p Pq
N
q

Klauzula pusta nie zostata wygenerowana,
| nie ma zadnej innej mozliwosci wybrania
pary klauzul kolidujacych. Algorytm
rezolucji zatrzyma sie w tym momencie,
konkludujac, ze wyjsciowy zbidr klauzul
jest spetnialny. Natomiast otrzymana
rezolwenta jest petnoprawnym
twierdzeniem teorii rozwazanej formuty.
(Ale ta teoria jest znacznie wieksza,
zawiera inne twierdzenia takie jak

pV -p,pVr,itd.)
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Przykfady (cd.)

Rozwazmy formute {pq7, r, pgr,7}.

pqr T pqr T

N \/
\ -

Pusta klauzula nie zostata wygenerowana. Czy to oznacza, ze rozwazana
formuta jest spetnialna i z rozwazanej formuty mozna wywies¢ jedynie p? Nie!
Zauwazmy, ze to nie jest jedyne mozliwe drzewo rezolucji dla tej formuty,

| algorytm rezolucji nie zatrzymatby sie w tym momencie, tylko dalej generowat
rezolwenty. Catkowicie wystarczajacym dowodem niespetnialnosci rozwazanej
formuty jest natomiast nastepujace drzewo:

r T

N/

O
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Klauzule i formuty Horna

Niech C' = \/;"’:1 l; bedzie dowolna klauzula i niech
Po={j€{1,...,m}| literat [; jest pozytywny},
Ne={je{l,...,m} | literat [, jest negatywny}

C/:/\EZ> \/lj

JENC JjePc

oraz

gdzie E oznacza pozytywna wersje negatywnego literatu.
Fakt: formuty C i C’ sa réwnowazne.

Fakt (wniosek z powyzszego): dowolna klauzule mozna zapisaé w postaci

™m n
Ari=\
i=1 j=1

gdzie p; i ¢; sa zmiennymi zdaniowymi (bez negacji).

Definicja 20. Klauzula \/;n:1 l; jest klauzula hornowska (albo klauzula
Horna), jezeli co najwyzej jeden sposrdd literatow [y, . . ., [, jest pozytywny.
Formuta ma postac hornowska, jezeli jest koniunkcja klauzul hornowskich.

Rachunek zdan 49



Klauzule i formuty Horna (cd.)

Klauzule hornowskie mozna wiec zapisywac¢ w postaci

m m
/\ p; = q lub /\ p; = L
j=1 j=1

gdzie p; oraz ¢ sa zmiennymi zdaniowymi. Nie jest to preferowana postac
zapisu formut, poniewaz bedziemy dazy¢ do normalizacji i ograniczenia sie do
spdjnikdw koniunkeji, alternatywy, i negacji, a w rzeczywistosci do postaci CNF,
ale warto intuicyjnie rozumiec taka interpretacje formut i klauzul Horna.

Przyktad 14. Dla nastepujacych formut podano réwnowazna im formute
w postaci hornowskie;j:

p p
pVq nie ma
PAQq PAQq

PpANgANTr  pANgAT
pANq=1r —"pV-qVr
pVg=r (-pVr)A(-qVr)
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