Motywacja

PoznaliSmy pewien jezyk logiczny zwany rachunkiem zdan. Pozwala on wyrazaé
fakty proste i ztozone (ze spdjnikami logicznymi), a dzieki procedurom
dowodowym mozemy stwierdzi¢, czy przy zachodzeniu faktéow z danego zbioru
mozemy mieC pewno$¢, ze zachodzi réwniez jakis inny fakt. Na przyktad:

wygrat-Prokom-Trefl-BOT-Turéw =- mistrzostwo-Prokom-Trefl
— wygrat-Prokom-Trefl-BOT-Turéw
wygrat-BOT-Turéw-Prokom-Trefl
wynik-BOT-Turéw-Prokom-Trefl-86-71

Jednak wyrazanie faktow w ten sposob nie jest wygodne. Konieczne jest
wprowadzanie duzej liczby symboli zdaniowych, i nie da sie wyrazi¢ zadnych
ogdlnych zaleznosci. To co bytoby potrzebne, to mozliwos¢ wyrazania faktow
z argumentami, na przyktad:

wygrat(BOT-Turéw, Prokom-Trefl)
wynik(BOT-Turéw, Prokom-Trefl, 86, 71)
v,y wygrat(z,y) = —wygrat(y, z)
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Rachunek predykatow — dziedzina i predykaty

Definicja 1. (Dziedzina rachunku predykatéw)
W rachunku predykatow uzywamy zmiennych indywiduowych pochodzacych
z nieskonczonego zbioru V = {x,y, z, 1, T2, ...}, symboli funkcyjnych

F = {fagv f17 f27 o } I SymbO/l re/aCY./nyCh P = {pv q,P1,P2, - - } Symb0|e
relacyjne nazywamy rowniez predykatami.

Z kazdym symbolem funkcyjnym i z kazdym predykatem zwiazujemy liczbe
naturalna, ktéra okresla liczbe jego argumentdw (arnos¢). Symbole funkcyjne
0-argumentowe nazywamy symbolami statych. Predykaty mozna uwazac za
uogdlnienie zmiennych zdaniowych z rachunku zdan (zmienne zdaniowe, to
O-argumentowe predykaty).

Przykiady:
wygrat(.,.) - dwuargumentowy symbol relacyjny (predykat)
PLK-sezon-zakoriczony -  0-argumentowy predykat (formuta rachunku zdan)
kapitan(.) - l-argumentowy symbol funkcyjny (okresla osobe)
ASCO-Slask - 0-argumentowy symbol funkcyjny
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Rachunek predykatow — termy

Definicja 2. Termy sa napisami postaci x, f(x), g(fi(x), f2(x)) itp.
Formalnie:

1. Kazda zmienna indywiduowa jest termem.
2. Kazdy symbol funkcji O-argumentowej (statej) jest termem.

3. Jedlit1,...,t, sa termami, a f jest n-argumentowym (n > 0) symbolem
funkcyjnym, to f(t1,...,t,) jest termem.

4. Kazdy term mozna zbudowaé przy pomocy regut 1-3.

Przyktady:
X - zmienna jest termem
Andrej-Urlep - stata tez jest termem (konkretnym)
kapitan(x) - term z symbolem funkcyjnym (okresla jakas osobe)

kapitan(ASCO-Slask) inny term funkcyjny (okresla konkretna osobe)
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Rachunek predykatow — formuly atomowe

Definicja 3. Formuty atomowe sa napisami postaci p(t1), q(t1,t2) itp., gdzie
t1 1ty sa termami. Formalnie:

1. Symbole L i T sa formutami atomowymi.
2. Kazdy 0-argumentowy predykat jest formuta atomowa.

3. Jedlitq1,...,t, sa termami, a p jest n-argumentowym (n > 0) predykatem,
to p(t1,...,tn) jest formuta atomowa.

4. Kazda formute atomowa mozna otrzymac przy pomocy regut 1-3.

Przyktady:
PLK-sezon-zakonczony - 0-argumentowy predykat
wygrat(Prokom-Trefl BOT-Turéw) - konkretna formuta (prawdziwa? /fatszywa?)
wygrat(Prokom-Trefl x) - formuta otwarta
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Rachunek predykatow — kwantyfikatory i formuty

Definicja 4. Formuty rachunku predykatéw (oznaczane @, 1), . ..) budujemy
z formut atomowych za pomoca spdjnikéw logicznych w sposéb podobny, jak
w rachunku zdan. Ponadto mozemy uzywaé kwantyfikatorow V i d. Formalnie:

1. Kazda formuta atomowa jest formuta rachunku predykatow.

2. Jezeli ¢y i o sa formutami rachunku predykatéw, to sa nimi takze: (—pq),
(P1 A p2), (1 Vp2), (1 = 92) i (1 & @2).

3. Jezeli x jest zmienng indywiduowa, a o — formuta rachunku predykatdéw, to
formutami rachunku predykatéw sa tez (Vx ) i (Jx ).

4. Kazda formute rachunku predykatéow mozna otrzymac przy pomocy
regut 1-3.

Dla zwiekszenia czytelnosci opuszczamy niektore nawiasy w podobny sposdb,
jak w rachunku zdan.

Przyktad:
Va,y wygrat(xz,y) = — wygrat(y, )
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Rachunek predykatéw — zmienne wolne i zwigzane

Definicja 5. Méwimy, ze w formule Vz ¢ (lub 3z ¢) kwantyfikator V (lub 3)
wigze wystapienia zmiennej x w formule ¢, oraz ze wystapienia zmiennej x

w formule ¢ sa zwigzane przez ten kwantyfikator. Wystapienia zmiennych, ktore
nie s3 zwiazane w danej formule, sa w niej wolne. Formalnie zbiér FV ()
zmiennych, ktore wystepuja jako wolne w formule ¢ definiujemy nastepujaco:

FV(x) ={x}
FV(f(th,...,tn)) =FV(t) U...UFV(t,)
FV(L)=10
FV(T) =0
FV(p(te, ... tn)) =FV(t) U... UFV(t,)
FV(=p) =FV(p)
FV(poy)=FV(p) UFV(y), gdzieo € {V,A, =, <}
FV(Vz @) =FV(p) \ {z}
FV(3z @) =FV(p) \ {z}

Podobnie definiujemy zbidr zmiennych wystepujacych w formule jako zwigzane.
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Przyktad

Zastosujemy rachunek predykatow do zapisania pewnych faktow i pojec z teorii
mnogosci, czyli zbioréw i ich elementéw. Symbole zmiennych A, B, C, ... beda
oznaczaty zbiory, a symbole x, vy, z, ... elementy tych zbiorow. Wszystkie
symbole zmiennych sa termami. Operacje wykonywane na zbiorach, takie jak U
albo M sa w rzeczywistosci funkcjami w dziedzinie termdw, okreslajacymi dla
dowolnych dwéch terméw jakis inny (nowy) term. Natomiast symbole € i C,
oznaczajace relacje nalezenia elementu do zbioru, i zawierania sie zbioréw, sa
predykatami.

Tradycyjne zapisy AN B, i A C B mozemy traktowac jako skroty zapisow
N(A, B), i C (A, B). Zatem przekrdj jest dwuargumentowa funkcja termowa,
a zawieranie jest dwuargumentowym predykatem.

Ponizsza formute mozemy uwazac za definicje relacji zawierania sie zbiordw:

VAVB Vxx e A=2€B)< ACB

Natomiast kolejna formuta jest definicja funkcji tworzenia przekroju zbioréw:

VaVAVB (r€e A NxeB)srxeANB
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Mozemy tez wprowadzi¢ relacje réwnosci = i symbol staty () (formalnie
traktowany jako O-argumentowa funkcja). Rozwazmy formute:

VA A=)

Formuta wydaje sie w oczywisty sposob fatszywa, ale jak mozemy to stwierdzi¢?

Rachunek predykatéw 8



Interpretacje

Podobnie jak w przypadku rachunku zdan wprowadzamy pojecie interpretacji 1,
ktéra dla zbioru formut U z symbolami relacyjnymi {p1,p2,...pr} C P,
i symbolami funkcyjnymi { f1, fo,...fi} C F, jest tréjka:

I = (D,{R1, Ry, ..R}, {F1, F>, ... F1})

gdzie D jest pewna niepusta dziedzing interpretacji I, kazde R, jest relacja
okreslona na D przyporzadkowana symbolowi relacyjnemu p; € P, a F; jest
funkcja okreslong na D przyporzadkowana symbolowi funkcyjnemu f; € F.

Interpretacje pozwalaja nam zwiazac¢ symbole wystepujace w rachunku
predykatow z konkretnymi obiektami z pewnej dziedziny. Na przyktad, pewna
interpretacja I; mogtaby przyporzadkowac termowi BOT-Turéw pewna druzyne
koszykarska nalezaca do Polskiej Ligi Koszykdowki. Jednak pamietajmy, ze
mozliwe s3 rowniez inne interpretacje, np. interpetacja Iy mogtaby
przyporzadkowac termowi BOT-Turéw wyktadowce niniejszego kursu, albo
Kaczora Donalda, albo jeszcze cos innego.
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Przyktady interpretac;ji

przyktad 5.11 z B-A, str.117
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Wartosciowanie dla termow

Majac pojecie interpretacji mozemy wprowadzi¢ zwiazane z nia wartosciowanie
terméw. Odréznimy tutaj symbole funkcyjne 0-argumentowe, ktérym
wartosciowanie danej interpretacji przyporzadkowuje obiekty z dziedziny D:

or(fi)=d;

od symboli funkcyjnych 1- lub wiecej argumentowych, ktérym wartosciowanie
przyporzadkowuje rzeczywiste wyrazenia funkcyjne okreslone w dziedzinie
interpetacji:

Of(fz'(tla e 7tn)) — Fz’(al(tl)v e 701(tn))

Rachunek predykatéw
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Wartosciowanie dla formut

Dla formut wprowadzamy funkcje wartosciowania formut w, przyporzadkowujaca
dowolnej formule wartos¢ 1 lub 0 zaleznie od tego, czy relacje w dziedzinie
interpretacji, odpowiadajace predykatom wystepujacym w formule sg spetnione
dla elementéw z dziedziny odpowiadajacych termom z formuty, czy nie.

Definicja wartosciowania formut jest podobna jak w przypadku formut rachunku
zdan, to znaczy okresla wartos¢ formuty ztozonej dla wszystkich symboli
spojnikdw logicznych, i dodatkowo dla formut z kwantyfikatorami.

Jednak nie okreslamy wartosciowania dla formut otwartych, czyli zawierajacych
niezwigzane zmienne. Ich warto$¢ moze po prostu zaleze¢ od wartosciowania
tych zmiennych, wiec w ogdlnym przypadku nie moze byc okreslona.
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Rachunek predykatow — inny przykiad

Teraz zastosujemy rachunek predykatéw do zapisu faktow z arytmetyki liczb
catkowitych. Bedziemy stosowaé symbole zmiennych x, v, z... na oznaczenie
liczb catkowitych. Zbiorem symboli funkcyjnych bedzie F' = {+, —, %, /}.
Zgodnie z przyjeta konwencja mozemy stosowaé symbole statych, takie jak: 0,
1, -1, ..., ale sa one traktowane jako 0-argumentowe funkcje. Natomiast
zbiorem symboli relacyjnych bedzie P = {=, <, <, >, >}.

Wszystkie symbole zmiennych sg oczywiscie termami. S nimi réwniez
wyrazenia typu x + y, ktore jest w rzeczywistosci skrotowym zapisem termu
+(x,y). Zauwazmy, ze w tej drugiej notacji nie ma problemu priorytetéw
operatorow i stosowania dodatkowych nawiasow, poniewaz term x *x y + 2 jest
zapisem niejednoznacznym, i ma dwie wersje: +(x, *(y, 2)) i *(x, +(y, 2)).

Natomiast wyrazenia typu: x < y sa skréconym zapisem formut atomowych

z odpowiednim symbolem relacyjnym, w tym przypadku: < (x,y). Zauwazmy,
ze formuta atomowa nie moze zawiera¢ wiecej niz jednego symbolu relacyjnego.
To znaczy, zapis typu: x < y < z musimy traktowac jako formute ztozona
(nieatomowa), bedaca skrétem zapisu: < (x,y)A < (y, 2). Poniewaz zas nasz
zbiér symboli relacyjnych nie zawiera nieréwnosci, wiec formute: x # y musimy
zapisywac jako: —(= (z,y)).
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Mozemy zapisywac formuty rachunku predykatéw:

VeVydzorx+y==z
VeVy (x <y)e 2%z <2xy)
Ve x =05

Interpretujac symbole wystepujace w tych zapisach jako odpowiadajace
symbolom z normalnej arytmetyki liczb catkowitych, mozemy stwierdzié, ze
pierwsze dwie formuty sg prawdziwe, a ostatnia jest fatszywa. Bardziegj
precyzyjnie, nalezy stwierdzi¢, ze pierwsze dwie formuty sa spetnione przez te
interpretacje, a ostatnia formuta nie.

W ogdlnosci jednak, zadna z tych formut nie jest ani niespetnialna, ani nie jest
tautologia, poniewaz mozna podac inne interpretacje dla nich, dajace inne
wartosciowanie termoéw i formut.
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Tautologie 1 modele

Bedziemy wiec postugiwali sie w rachunku predykatéw pojeciami spetnialnosci,
niespetnialnosci, tautologii, i modelu, analogicznie jak w rachunku zdan.

Definicja 6. Formuta zamknieta ¢ jest spefniona w interpretacji I, jesli

We,(p) = 1, co oznaczamy I = . Méwimy wtedy, ze interpretacja I jest
modelem formuty .

Przyklady: B-A 5.17, 5.19, str 119
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Rownowaznosc¢ logiczna i wynikanie logiczne

Podobnie jak w rachunku zdan bedziemy stosowali pojecia réownowaznosci
logicznej i wynikania logicznego.

Definicja 7. Jedli ¢ i 1 sa formutami zamknietymi i w,,(¢) = we, () dla
kazdej interpretacji I, to @ i ¢ sa logicznie rownowazne, co zapisujemy ¢ = ).

Jesli U jest zbiorem formut zamknietych ¢;, a 1) jest formuta zamknieta, i dla
wszystkich interpretacji I, dla ktérych wszystkie formuty ; € U maja wartosc
logiczna w,,(¢i) = 1, formuta 1) ma réwniez wartos¢ logiczna w,,(¢) = 1, to
mowimy, ze formuta 1) wynika logicznie ze zbioru formut U, co zapisujemy

U = .
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Dowodzenie prawdziwosci formut rachunku predykatéow

Fakt:

=1 wtw, gdy =&Y
UEkEv wtw,gdy E (o1 Ao Ap,) =0

Pierwsza z powyzszych zaleznosci pozwala nam, w celu wykazania, ze jakas
formuta ¢ jest prawdziwa, wykaza¢, ze inna formuta ) jest prawdziwa, o ile

tylko o < 1) jest tautologia.

Tautologie rachunku predykatow: B-A rysunek 5.2, str. 121

Dowodzenie prawdziwosci formut: B-A przyklad 5.23, str. 122

Rachunek predykatéw
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Postac¢ klauzulowa formut

Dazymy do przedstawienia formut rachunku predykatéw w ujednoliconej postaci
normalnej, pozwalajacej na skonstruowanie maksymalnie automatyczne;
procedury dowodzenia, podobnie jak w rachunku zdan. Taka postacia bedzie
koniunkcyjna posta¢ normalna CNF, w ktdérej formuta przedstawiana jest jako
koniunkcja klauzul, ktére same sa alternatywami literatéw (formut atomowych z
negacja lub bez).

Procedura eliminacji spdjnikdw i przeksztatcania formuty moze tu by¢ podobna
jak w przypadku rachunku zdan, jednak w rachunku predykatéw dodatkowym
elementem sa kwantyfikatory.
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Przeksztalcanie formut do postaci prenex

® przemianowanie nazw zmiennych zwiazanych kwantyfikatorami
e eliminacja spdjnikéw logicznych poza —, VvV, A

e przesuniecie negacji do symboli predykatow

e wyciagniecie kwantyfikatoréw na poczatek formuty

e przeksztatcenie do koniunkcyjnej postaci normalnej (CNF)

e skolemizacja

Przyktady: B-A w algorytmie 7.13 str. 162-163, i przyktad 7.14

Twierdzenie (Skolem): formuta ®’, otrzymana w wyniku powyzszego
przeksztatcenia formuty @, jest spetnialna wtedy i tylko wtedy gdy spetnialna
jest formuta ®.

Rachunek predykatéw
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Podstawienia zmiennych

Podstawienie — zbidr par uporzadkowanych definiujacych termy podstawiane
pod poszczegdlne zmienne; wszystkie wystapienia jednej zmiennej w wyrazeniu
musza by¢ jednakowo podstawione i podstawienie nie moze zawierac
podstawianej zmiennej

/tozenie s1So podstawien s; i S5 — podstawienie uzyskane przez zastosowanie
podstawienia s, do terméw z sq, oraz dopisanie do s; wszystkich par z s5 ze
zmiennymi nie wystepujacymi w S

L8182 = (LSl)SQ

81(8283) — (8132)83
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Unifikacja

Unifikacja — znajdowanie podstawienia terméw pod zmienne dla uzyskania
identycznych formut.

Unifikator zbioru formut — podstawienie redukujace zbiér do jednej formuty.

Najogdlniejszy unifikator (mgu) — mozna z niego uzyska¢ dowolny inny

Algorytm unifikacji — oparty na dopasowywaniu lecz musi pozwalaé¢ na obecnosc
zmiennych w obu dopasowywanych wyrazeniach.
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Rezolucja — przypadek klauzul podstawionych

Rezolucja dla dwdch klauzul podstawionych: gdy istnieje wspdlny literal
majacy w dwoch klauzulach przeciwne znaki, to rezolucja tworzy nowa klauzule
bedaca potaczeniem tamtych dwoch z wytaczeniem tego literala:

PV Q(A) oraz =SV -Q(A) ~ PV-~S

Ciekawe przypadki szczegdlne:

Poraz=PVQ ~Q modus ponens
PV Qoraz—PV{Q ~Q
PV Qoraz—=PV ()~ PV P tautologia
PV Qoraz—=PV -Q~QV-Q --
Poraz—-P ~ NIL sprzecznosc
PV Qoraz—-Q VR ~-PV R przechodnios¢

(P = Q) (Q = R) (P = R)implikacji
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Rezolucja — przypadek ogdlny

Rezolucja w ogdlnym przypadku: gdy dla dwdch klauzul (zbiordw literali) {L;}
i {M;} istnieja ich podzbiory {/;} i {m;} takie, ze zbidr {l;} U {—m;} daje sie
zunifikowac i s jest jego mgu, wtedy ich rezolwenta jest zbior

{Li} = {litls U[{Mi} — {mij]s

Moga istnie¢ rézne rezolwenty danych klauzul dla réznych wyborow podzbiorow
ich literali. Na przyktad, rozwazmy nastepujace klauzule:

Plz, f(A)]V Plz, f(y)] vV Q(y) oraz = P|z, f(A)] V =Q(z)

Wybierajac {l;} = {P|x, f(A)]} oraz {m;} = {—-P|z, f(A)]}, dla s ={x/z}

otrzymujemy rezolwente:

Plz, f(y)] V Q(y) V ~Q(z)

Natomiast dla {l/;} = {P|x, f(A)], Plz, f(y)]}, {m:} = {=Plz, f(A)]}, oraz
s={x/z,y/A} otrzymujemy:

Q(A) vV -Q(z)
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Dowodzenie twierdzen — przyktad

Rozwazmy przyktad z matematyki. Chcemy udowodnié¢, ze przekrdj dwaéch
zbioréow zawiera sie w dowolnym z nich. Zaczynamy od wypisania aksjomatéw, z
ktorych rozumowanie bedzie musiato korzystaé. W tym przypadku s to definicje
pojecC przekroju i zawierania sie zbiorow.

VaVsVt (xes N xet)sxzesnt
VsVt Vrxxes=axet)sCt

Formuta do udowodnienia:
VsVt sNt C s
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Po przetworzeniu do postaci klauzul otrzymujemy:

1. {z&s,xdt,xe€snt} zdefinicji przekroju
2. {x&snt,xe s} z definicji przekroju
3. {xgsnt,xet} z definicji przekroju
4. {F(s,t) €s,s Ct} z definicji zawierania sie
5. {F(s,t) €t,s Ct} z definicji zawierania sie
6. {ANBYZ A} Z zaprzeczenia tezy

Zauwazmy funkcje Skolema w klauzulach 4 i 5, oraz state Skolema s klauzuli 6.
Dalej nastepuje wywdd prowadzacy dosy¢ prosto do klauzuli puste;j.

7. {F(ANB,A)e ANB} zklauzul 4.i6.
8. {F(ANB,A)¢ A} z klauzul 5. i 6.
9. {F(ANB,A) e A} z klauzul 2.1 7.
10. {} z klauzul 8. i 9.

To koniec dowodu. Cel osiagniety. Troche trudno poczué satysfakcje jaka zwykle
towarzyszy osiagnieciu tradycyjnego dowodu matematycznego. Trudno tez
przesledzi¢ rozumowanie i np. je sprawdzic.

Rachunek predykatéw 25



Nierozstrzygalnos¢ rachunku predykatow

Twierdzenie (Alonzo Church, 1936): rachunek predykatéw jest nierozstrzygalny,
to znaczy, nie istnieje procedura pozwalajaca stwierdzi¢, czy dane zdanie jest
prawdziwe.

Co to oznacza w praktyce, skoro dowodzenie twierdzen jest mozliwe? Procedura
dowodowa dziata w petli, w kazdym przebiegu tej petli generuje nowe formuty,

| zatrzymuje sie dopiero wtedy, gdy wygeneruje fatsz (pusta klauzule). | po
prostu nie ma gwarancji, ze ta procedura kiedykolwiek sie zatrzyma.

Twierdzenie (Godel): Teoria liczb naturalnych, czyli rachunek predykatéw ze
statg 0, pojedynczy symbol funkcyjny s (funkcja nastepnika), i pojedynczy
symbol relacyjny =, nie jest zupetna.

Definicja 8. Teoria 7 (U) jest zupetna wiw. gdy U - A lub U F —A dla
kazdej zamknietej formuty A
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