Drzewa — podstawowe pojecia

e drzewo — graf reprezentujacy regularng strukture wskaznikowa, gdzie
kazdy element zawiera dwa lub wiecej wskaznikéw (ponumerowanych)
do takich samych elementéw; wezty (albo wierzchotki) grafu
reprezentuja elementy pamieciowe, a tuki reprezentuja wskazniki

e drzewo binarne — kazdy element zawiera doktadnie dwa wskazniki

e korzen — element drzewa, od ktérego zaczynaja sie wskazniki do
pozostatych elementéw

e liScie — elementy drzewa, ktérych oba wskazniki sa puste (NIL)

e wewnetrzne wezty drzewa — wezty, ktdre nie sa ani lisciami ani
korzeniem

e Sciezka — ciagg weztéw biegnacy zgodnie ze wskaznikami od korzenia
do jakiegos liscia

e poddrzewo — drzewo, ktdre jest catkowicie zawarte w innym drzewie

e rzad drzewa — liczba wskaznikéw (> 2) w jednym weZle drzewa
(niektdre z nich sa NIL)

e wysokos$¢ — dtugos¢ najdtuzszej Sciezki drzewa

[log, (N +1)] < hg(N) <N

e waga — catkowita liczba weztéw w drzewie
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Struktury drzewiaste

e grafy skierowane e zbiory zagniezdzone
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e tekstowe listy symboli e typ danych drzew binarnych
(A, (B, (D), (A (B (D) TYPE
(E), (E) T_Drzewo = “T_Element;
(F)), (F))
O, O T_Element = RECORD
(C, (@), (C (&) info: T_info;
O, O lewe: T_Drzewo;
0O)) 0O)) prawe: T_Drzewo;
END;

(A, (B,(D),(E),F),0,(,G,0,0))
(A, (B,(D),(E),F),O,(C,G)))
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Dodawanie elementu do drzewa (1)

PROCEDURE DodajElementl (VAR drzewo: T_Drzewo;
element: T_Drzewo);
{ wersja minimalna }

BEGIN
element”.lewe := drzewo;
element” .prawe := NIL;
drzewo := element;

END; {DodajElementl}

zmienne statyczne : pamie¢ dynamiczna
- [e g info
El: D B lewe jprawe
, //o NIL
BD: E - - |info
. lewe prawe]
info info
lewe [prawe lewe [prawe
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diagram uproszczony tworzonego drzewa binarnego:

El:( )

BD:Q/

/ \

= procedura DodajElement1 tworzy drzewa zdegenerowane!




Dodawanie elementu do drzewa (2)

PROCEDURE DodajElement2(VAR drzewo: T_Drzewo;
element: T_Drzewo);

{ wersja ulepszona }

BEGIN
IF drzewo = NIL THEN drzewo := element
ELSE IF drzewo™.lewe = NIL THEN drzewo”.lewe = element
ELSE IF drzewo”.prawe = NIL THEN drzewo”.prawe = element

ELSE BEGIN

element”.lewe := drzewo; (v
element” .prawe := NIL; /
drzewo := element; //// ‘\\\\
END @
END; {Doda] ~ N
; jElement2} © ©@
o
v e
2

= otrzymane drzewo nie jest wiele lepsze!
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Dodawanie elementu do drzewa (3)

PROCEDURE DodajElement3(VAR drzewo: T_Drzewo;
element: T_Drzewo);
{ wersja "optymalna" }
BEGIN
IF drzewo = NIL THEN drzewo := element
ELSE IF Waga(drzewo™.lewe) < Waga(drzewo~.prawe)
THEN DodajElement3(drzewo”.lewe, element)
ELSE DodajElement3(drzewo”.prawe, element);
END; {DodajElement3}

= procedura tworzy drzewa zréwnowazone

e Definicja: drzewo binarne nazywamy zrownowazonym
albo: w petni zrownowazonym,

albo: doktadnie zréwnowazonym,

albo: zrownowazonym wagowo,

jezeli dla kazdego wezta liczby weztéw w jego lewym i prawym poddrzewie
(czyli wagi tych poddrzew) réznia sie co najwyzej o 1
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Przeszukiwanie drzew binarnych

FUNCTION Wyszukaj(drzewo: T_Drzewo;
elem_wzorc: T_Element;
FUNCTION PorownajEl(el,e2:T_Element):CHAR): T_Drzewo;
{znajd.na drz.el.rownowazny danemu;zwraca wsk.el.,lub NIL gdy go nie ma}
VAR test: T_Drzewo;
BEGIN
IF drzewo=NIL THEN Wyszukaj := NIL
ELSE
IF PorownajEl(elem_wzorc, drzewo™) = ’=’
THEN Wyszukaj := drzewo

ELSE
BEGIN

test := Wyszukaj(drzewo~.lewe, elem_wzorc, PorownajEl);

IF test <> NIL THEN Wyszukaj := test

ELSE Wyszukaj := Wyszukaj(drzewo~.prawe, elem_wzorc, PorownajEl);
END

END; {Wyszukaj}

Cwiczenie: przepisa¢ powyzsza funkcje w wersji iteracyjne;!
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Przegladanie drzew binarnych

PROCEDURE Przegladaj(Drzewo: T_Drzewo;
PROCEDURE Op(e:T_Element));
BEGIN
IF Drzewo<>NIL THEN
BEGIN
Op(Drzewo~) ; (*x porzadek "preorder" *)
Przegladaj (Drzewo~.lewe) ;
Przegladaj(Drzewo™ .prawe) ;
END;
END; {Przegladaj}

e przydatne porzadki przegladania drzewa binarnego:

o preorder: najpierw korzen, potem cate lewe poddrzewo, potem prawe
o Inorder: najpierw lewe poddrzewo, nastepnie korzen, na koncu prawe
o postorder: najpierw lewe poddrzewo, potem prawe, na koncu korzen
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Drzewa uporzadkowane

e Definicja: drzewo binarne jest uporzadkowane gdy dla wszystkich weztéw
drzewa spetniona jest wtasnosé

wszystkie elementy , wszystkie elementy
. < korzen < :
w lewym poddrzewie w prawym poddrzewie

e zyskujemy na przeszukiwaniu:

FUNCTION Wyszukaj(drzewo: T_Drzewo;
elem_wzorc: T_Element;
FUNCTION PorownajEl(el,e2:T_Element) :CHAR): T_Drzewo;
BEGIN
IF drzewo=NIL THEN Wyszukaj := NIL
ELSE CASE PorownajEl(elem_wzorc, drzewo~) OF

’<?: Wyszukaj := Wyszukaj(drzewo~.lewe, elem_wzorc, PorownajEl);

’=’. Wyszukaj := drzewo;

’>7: Wyszukaj := Wyszukaj(drzewo™.prawe, elem_wzorc, PorownajEl);
END; {CASE}

END; {Wyszukaj}

e wysokos¢ drzewa binarnego o N weztach: [logo(N +1)] < hy < N
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Dodawanie elementu do drzewa (4)

e dodawanie uporzadkowane jest bardzo podobne do wyszukiwania:
praktycznie znajdujemy miejsce gdzie element powinien w drzewie sie
znalez¢, po czym go tam wklejamy

PROCEDURE DodajElement4 (VAR drzewo: T_Drzewo;
element: T_Drzewo;
FUNCTION PorownajEl(el,e2:T_Element) :CHAR);

BEGIN
IF drzewo=NIL
THEN
drzewo := Element
ELSE

CASE PorownajEl(element”, drzewo™) OF
’<’: DodajElement4(drzewo”.lewe, element, PorownajEl);
’=?: WRITELN(’Element juz jest na drzewie!’);
’>’: DodajElement4(drzewo” .prawe, element, PorownajEl);
END;
END; {DodajElement4}

Drzewa binarne
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Budowa drzew uporzadkowanych

e Od czego zalezy wysokos$¢ drzewa utworzonego procedura
uporzadkowanego dodawania elementéw?

Rozwazmy przypadki skrajne:

o ciag elementéw: ABCDEF ... XY Z
= wysoko$¢ drzewa bedzie 26 (= N)

o ciag elementéw: M FTCIPW ... ALNZ
= wysokos$¢ drzewa bedzie 5 (= log,(V))

e /ta wiadomosé: wysokos¢ tak tworzonych drzew uporzadkowanych moze
wahac sie od log,(NN) do N

e Dobra wiadomosc¢: $rednia oczekiwana wysokos¢ drzewa tworzonego z
przypadkowej sekwencji N elementéw ~ 1.4 X log, (V)
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Usuwanie elementu z drzewa

PROCEDURE UsunElement (VAR drzewo: T_Drzewo;
element: T_Drzewo) ;
FUNCTION PorownajEl(el,e2:T_Element) :CHAR) ;
{ wylacza z drzewa podany element }
BEGIN
IF drzewo=NIL THEN WRITELN(’Nie ma takiego elementu’) ELSE
CASE PorownajEl(element”, drzewo™) OF
’<’: UsunElement (drzewo”.lewe, element, PorownajEl);
’>?: UsunElement (drzewo”.prawe, element, PorownajEl);
’=’: IF drzewo”.lewe=NIL THEN drzewo := drzewo” .prawe ELSE
IF drzewo”.prawe=NIL THEN drzewo := drzewo”.lewe ELSE
BEGIN
DodajElement4(drzewo”.lewe, drzewo”.prawe, Porownaj) ;
drzewo := drzewo” .lewe;
END;
END; {CASE}
END; {UsunElement}

= niestety, metoda pogarsza zréwnowazenie

Drzewa binarne
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Usuwanie elementu z drzewa (2)

e ciekawy pomyst: aby usunaé z drzewa element
E, przenosimy na jego miejsce maksymalny
element jego lewego poddrzewa (albo minimalny
element poddrzewa prawego); w ten sposdb
sprowadzamy usuwanie wezta do usuwania liscia

= niestety, tej metody nie zawsze mozna uzy¢, bo nie zawsze MAXp,
(albo MINp ) bedzie lisSciem w drzewie

e uzupetnienie pomystu: jesli MAXp, nie jest
lisciem to po przeniesieniu go na miejsce wezta E AMAXD
usuwamy go z kolei wywotaniem rekurencyjnym
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Zastosowanie drzew uporzadkowanych

Podsumujmy: rozwazamy struktury danych do przechowywania elementéw
np. jakiej$ bazy danych. Dynamiczna struktura danych — odpowiednikiem
statycznej tablicy nieuporzadkowanej — jest lista wskaznikowa. Pomimo iz
tablica, w odréznieniu od listy, zapewnia bezposredni dostep do wszystkich
elementéw, bez sekwencyjnego przeszukiwania, to bez uporzadkowania
elementow kazde przeszukiwanie | tak musi by¢ sekwencyjne.

W takim razie dynamicznym odpowiednikiem tablic uporzadkowanych sa
drzewa uporzadkowane. W jednych i drugich mozliwe jest niesekwencyjne
wyszukanie konkretnego elementu. Jednak w przypadku drzew
uporzadkowanych liczba (albo czas) operacji niezbednych do dotarcia do
elementu zalezy od zréwnowazenia drzewa, nad ktérym nie umiemy
zapanowaé (na razie).

Jednak zagadnienie réwnowazenia drzew uporzadkowanych jest trudne —
nie jest znana praktyczna metoda tworzenia drzew uporzadkowanych |
jednoczesnie w petni zréwnowazonych. Podobnie nie istnieje zadna
efektywna metoda réwnowazenia juz zbudowanego drzewa. Jak sie okaze,
najlepszym rozwigzaniem s drzewa czesciowo zrownowazone.
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Zagadnienie rownowazenia drzew

e rozwazmy dodanie pojedynczego wezta do drzewa uporzadkowanego z
zachowaniem réwnowagi

= struktura drzewa ulegta catkowitej zmianie, zaden wezet nie pozostat na
swoim miejscu
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Inne zastosowania — drzewa wyrazen

Drzewa binarne s3 przydatne w wielu zastosowaniach, nie tylko do
przechowywania elementdéw jakiej$ bazy danych. Jednym z nich sa drzewa
wyrazen reprezentujace wyrazenia algebraiczne wyrazone w jakims jezyku
zawierajacym operatory i operandy. Takie drzewa byty uzyte do
reprezentacji wyrazen Pascala — dowolne wyrazenie mozna przedstawic za
pomoca drzewa, ktérego liscie reprezentuja zmienne i state, a wezty

wewnetrzne operatory.

RYSUMEK 5.3,
Drzcwa Wy ren

(a){E, + £} {bi (—£,) dla (B +Eh vraz -1, )
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(a)Dla x

(d) Dla {(—{x + 10))

(b) Dla 10

Or

{e}Dlay

(f) Dla {y * ={x + 10})

Ay

RYSUNEK 5.4,
Konstrukeja drzew
WYTAECH
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