Woprowadzenie do grafow i terminologia

Graf G = (V, E) jest para sktadajaca sie ze zbioru weztéw (nodes) albo
wierzchotkdéw (vertex/vertices) V i zbioru taczacych je tukéw (arcs) albo krawedzi
(edges) E. Rozrézniamy grafy skierowane (po lewej ponizej), gdzie kazdy tuk ma
ma poczatek i koniec, oraz grafy nieskierowane (po prawej ponizej), gdzie oba
konce kazdego tuku sg rownoprawne.
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W grafach skierowanych tuk mozna zapisa¢ jako pare weztéw (u,v), a wiec tuk (4,5)
jest rézny od tuku (5,4), i w danym grafie moze wystepowac jeden z nich, lub oba.
Mozliwy jest réwniez tuk z wezta do samego siebie, tzw. petla (tuk (2,2) powyzej).
W grafach nieskierowanych tuki nie okreslaja kolejnosci weztéw i mozna je zapisaé za
pomoca dwuelementowych zbioréw {u, v}, co wyklucza mozliwo$¢ istnienia tuku

z wezta do samego siebie (petli).

W obu rodzajach graféw moga istnie¢ izolowane wezty, lub grupy weztéw.
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Wierzchotek moze nie mie¢ zadnych wpadajacych do niego tukéw (wierzchotek
izolowany), lub mie¢ jeden lub wiecej takich tukéw. Liczbe tukéw wchodzacych do,
wychodzacych z wierzchotka, oraz jego petli nazywamy stopniem tego wierzchotka.
W grafie nieskierowanym o n wierzchotkach stopien wezta wynosi maksymalnie n — 1.
W grafie skierowanym stopien wierzchotka moze wynosi¢ maksymalnie 2n — 1.
Nieskierowany graf o n wierzchotkach moze mie¢ maksymalnie n(nQ_l) tukow,
natomiast graf skierowany maksymalnie n? tukéw. Graf nieskierowany zawierajacy
wszystkie mozliwe pofaczenia miedzy weztami nazywa sie petnym, natomiast graf
zawierajacy duzo mniej niz ta maksymalna liczba tukéw nazywamy grafem rzadkim.

Sciezka w grafie jest ciagiem wierzchotkéw potaczonych tukami. W grafie
skierowanym Sciezka, ktorej wszystkie tuki podazaja w jednym kierunku nazywa sie
Sciezkg skierowana. Gdy wszystkie wierzchotki sciezki sg rozne to jest to Sciezka
prosta. Dtugoscia Sciezki jest liczba jej tukow. Gdy w grafie istnieje Sciezka od wezta
u do v to wezet v jest osiagalny z u (w grafie skierowanym musi to by¢ Sciezka
skierowana).

Gdy pierwszy i ostatni wezet Sciezki sg te same, to taka sciezka jest cyklem. Petla jest
przyktadem cyklu dtugosci 1. Graf bez cykli (prostych) nazywa sie acykliczny.
Skierowane grafy acykliczne stanowig specjalng klase graféw i uzywany jest dla nich
skrot dag (directed acyclic graph).
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Graf nieskierowany jest spojny jesli kazdy wierzchotek jest osiggalny z kazdego innego.
Jesli graf nie jest spdjny, to sktada sie ze spdjnych sktadowych, czyli podgraféw,
ktére sg spdjne. Spdjnymi sktadowymi moga byé pojedyncze wezty. Na przyktad,
nieskierowany graf na rysunku ponizej ma trzy spdjne sktadowe: {1,2,5},{3,6}, {4}.

Analogicznie, graf skierowany jest silnie sp@jny jesli dla kazdej pary wierzchotkow,
kazdy jest osiggalny z drugiego. Jesli graf nie jest spojny, to sktada sie ze silnie
spojnych sktadowych, czyli podgraféw, ktére s3 silnie spdjne. Na przyktad,
skierowany graf na rysunku po lewej ma trzy silnie spojne sktadowe:
{1,2,4,5},{3},{6}. Mozna sprawdzi¢, ze sposréd wierzchotkéw: 1,2,4,5 kazda para
jest wzajemnie osiagalna. Natomiast zbior wierzchotkéw {3, 6} nie tworzy silnie spdjne;
sktadowej, poniewaz wierzchotek 6 nie jest osiggalny z wierzchotka 3.
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W niektérych zastosowaniach tuki moga miecC przypisane im wagi, ktére reprezentuja
jakie$ atrybuty tuku, np. dtugos¢ drogi, przepustowos¢ tacza, itp.
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Konwencje dla algorytmoéw przetwarzania graféow

Okreslajac czasy dziatania algorytméw grafowych wyrazamy je wzgledem wielkosci
grafu. Jednak ta wielko$¢ obejmuje zaréwno liczbe wierzchotkéw |V| jak i liczbe
weztéw |E/|. Konsekwentnie, asymptotyczne wyrazenia O lub © bedg jako argumenty
przyjmowaty jedng z tych zmiennych, lub obie. Dla celéw zapisywania tych wyrazen
bedziemy przyjmowali uproszczone oznaczenia V = |V| i E = |E|. Na przyktad,
wyrazenie O(V E)) jest uproszczonym zapisem dla O(|V| - |E]).

Przeszukiwanie grafu oznacza systematyczne przechodzenie wzdtuz krawedzi grafu
w celu odwiedzenia wszystkich jego wierzchotkow. Niektore algorytmy moga zaczynac
prace od przeszukania grafu w celu pozyskania informacji o jego strukturze. Niektore
inne algorytmy bazujg na jakim$ schemacie przeszukiwania grafu w celu wykonania
swojej pracy.
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Reprezentacja graféow nieskierowanych

Najczesciej stosowane sg ponizsze dwie reprezentacje grafow.

Lista sgsiedztwa (b) dla grafu (a) ponizej, w ktérym wierzchotki s3 ponumerowane
kolejno, jest tablicg o nazwie Adj o rozmiarze |V'|, w ktérej kazda pozycja ¢ zawiera
liste numerdw wierzchotkow potaczonych tukami z wierzchotkiem ¢. Zauwazmy, ze
kazdy tuk pojawia sie w tych listach dwa razy, dla kazdego z koncowych wierzchotkow.

Macierz sgsiedztwa (c) dla tego samego grafu (a) jest tablica dwuwymiarowa

o nazwie A o rozmiarze |V | x |V|, w ktdrej kazdy element a; ; jest réwny 1 jesli graf
zawiera tuk (7, j), oraz réwny 0 w przeciwnym wypadku. Tutaj podobnie, kazdy tuk
jest reprezentowany w macierzy sasiedztwa dwukrotnie, jako (¢, 7) i (4,) (z wyjatkiem
tukéw z wezta do samego siebie, jesli wystepuja). tatwo zauwazyé, ze taka macierz
jest zawsze symetryczna.

1 23 45

1| 2] P57 110100 1

(1) ) 2| [ P55 P33 P4/ 211 0 1 1 1
3| 2] Pl 310 1.0 1 0

® 4| 2] 5] P3]/ 40 11 0 1

(5) (4] s| 4] P11 2]/ 5011010

(a) (b) (c)
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Reprezentacja grafow skierowanych

W przypadku grafow skierowanych stosuje sie takie same reprezentacje, ale kazdy fuk
pojawia sie tylko raz zaréwno na listach s3siedztwa, jak i w macierzy sasiedztwa, ktéra
w tym przypadku nie jest juz symetryczna.

1 23 456

1| 2] 4]/ 110 1.0 100

2| 5]/ 210 00010

() () (3) 3| 6] 5]/ 3]0 000 1 1
4| 2]/ 40 1000 0

s| 4]/ 510 00100

(4) 5] (670 6| 6]/ 6/0 0 0 00 1

Listy sasiedztwa sg ogdlnie bardziej elastyczng forma reprezentacji, poniewaz pozwalaja
na dotaczenie dowolnych informacji zaréwno do poszczegdlnych weztéw (elementéw
tablicy Adj) jak i tukéw (elementdw list sasiedztwa). Jednak wymagaja przeszukiwania.

Macierz sgsiedztwa na pozér wykorzystuje wiecej pamieci, poniewaz reprezentuje
zaréwno wszystkie krawedzie istniejace, jak i te nieistniejace, za pomoca wartosci 0.
Jednak w wielu zastosowaniach macierz jest wygodniejsza, ze wzgledu na bezposredni
dostep do jej elementdw, niewymagajacy przeszukiwania list. Dodatkowo, w przypadku
tukéw z wagami macierz moze zawiera¢ wagi fukéw, a w przeciwnym przypadku moze
zawieraC tylko pojedyncze bity zamiast wartosci 1/0.
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Przeszukiwanie wszerz (BFS)

Przeszukiwanie wszerz (Breadth-First Search, BFS) jest jednym z najprostszych
algorytméw przeszukiwania i baza dla wielu innych algorytméw. Dla grafu G = (V| E)
w przeszukiwaniu BFS wyrézniony jest jeden wierzchotek s zwany zrédfem (source).
Celem jest dotarcie do wszystkich wierzchotkow osiggalnych z s. Algorytm buduje
drzewo przeszukiwania wszerz o korzeniu s, ktore zawiera wszystkie wierzchotki
osiggalne z s, ale w odroznieniu od oryginalnego grafu G zawiera dokfadnie po jednej
Sciezce do wszystkich tych wierzchotkéw (w grafie G tych Sciezek moze by¢ wiele).

Jednoczesnie algorytm oblicza odlegtos¢ od s kazdego wierzchotka osiggalnego z s
w postaci dfugosci najkrotszej Sciezki od s to kazdego osiggalnego wierzchotka,
wyrazanej liczba krawedzi (inaczej zwang liczba krokéw). Algorytm systematycznie
oblicza i wykorzystuje nastepujace atrybuty kazdego wierzchotka v grafu:

v.color — jest kolorem v: BIALY, SZARY, lub CZARNY; poczatkowo wszystkie
wierzchotki sg biate, wierzchotki poczatkowo znalezione na Sciezce z s staj3 sie
szare, i ostatecznie stajg sie czarne gdy wszyscy ich sasiedzi w G zostali odwiedzeni,

v.d — jest odlegtoscig v od zrédta s, rowng +00 gdy v nie jest osiggalny z s,

v.m — jest poprzednikiem (rodzicem) v w drzewie przeszukiwania wszerz, réwnym
NIL gdy v nie ma poprzednika (jest nieosiagalny z s, lub jest réwny s).
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BFS wykorzystuje listy sasiedztwa i dziata na grafach skierowanych i nieskierowanych:

BFS(G, s)

1 for each vertex u € G.V — {s}

2 u.color = WHITE

3 u.d = 00

4 u.m = NIL

5 s.color = GRAY

6 s.d=0

/ S.m = NIL

8 Q=10

9 ENQUEUE(Q, s)

10 while Q # 0

11 u = DEQUEUE(Q)

12 for each vertex v in G.Adj|u] / search the neighbors of u
13 if v.color == WHITE // is v being discovered now?
14 v.color = GRAY

15 v.d = u.d+1

16 VT = U

17 ENQUEUE(Q,v) / v is now on the frontier

18 u.color = BLACK / u is now behind the frontier
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Przyktad przeszukiwania BFS grafu nieskierowanego. Rysunki
przedstawiajag stan grafu i kolejki () na poczatku kazdej iterac;ji
petli while. Liczby w weztach i kolejce () oznaczaja odlegtosci.
Pomaranczowe tto wskazuje na wierzchotek wtasnie usuniety

z kolejki i tuki wtasnie dodane do drzewa przeszukiwania.
Niebieskie tuki stanowig zbudowane drzewo przeszukiwania BFS.
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Nazwa algorytmu ,wszerz" odnosi sie do jego zachowania przypominajacego
rownomierne rozlewanie sie odwiedzonej czesci grafu.

Zaden wezet w odlegtoéci d od zrédta nie zostanie usuniety z kolejki () stanowiacej
granice obszaru przeszukiwania, zanim nie beda z niej usuniete wszystkie wezty
znajdujace sie w odlegtosci < d od zrédfa.

Przeszukiwanie wszerz ma szereg interesujgcych wtasnosci.

Algorytm oblicza dtugosci najkrotszych Sciezek od zrodta do wszystkich weztow
grafu osiagalnych ze zrodfa (a dla nieosiagalnych okresla te dtugosé jako o0o).

Algorytm efektywnie konstruuje drzewo przeszukiwania wszerz, za pomoca wskaznikow
poprzednika v.m w kazdym wezle, pozwalajacych odnalez¢ najkrotsza Sciezke ze zrédta
do kazdego wezta grafu, odpowiadajaca tej obliczonej najkrotszej odlegtosci. Te sciezke
— w razie potrzeby — budujemy od wierzchotka docelowego v wstecz do zrodta s
podazajac za wskaznikami poprzednika.

Mozna udowodnié, ze czas dziatania algorytmu BFS wynosi O(V + E), czyli jest
liniowy wzgledem reprezentac;ji list sgsiedztwa.
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Przeszukiwanie wgtab (DFS)

Przeszukiwanie wgtab (Depth-First Search, DFS) prébuje podazac ,, gtebiej”

w graf, jesli jest to tylko mozliwe. Zatem po odwiedzeniu wezta v algorytm podejmuje
przeszukiwanie weztoéw do ktorych prowadzg krawedzie wychodzace z v, a dopiero gdy
wszystkie takie wezty i wszystkie takie krawedzie zostang w pefni zbadane, algorytm
wraca do poprzednika wezta v aby bada¢ ,rodzenstwo” wv.

Proces ten powtarza sie tak dtugo, az zostang odwiedzone wszystkie wezty osiggalne
ze zrodfa s. Wtedy, o ile zostaty w grafie jakieS nieodwiedzone wierzchotki, to jeden
z nich jest wybierany jako nowe zrodfo, i algorytm kontynuuje prace.

Zatem w odrdéznieniu od BFS, ktéry buduje tylko pojedyncze drzewo przeszukiwania
wszerz sktadajace sie z weztéw osiggalnych z s, DFS moze zbudowac las
przeszukiwania wgtab sktadajacy sie z drzew przeszukiwania wgtab,
obejmujacych wszystkie wezty grafu.

Ta réznica miedzy BFS a DFS nie jest réznicg samych algorytmoéw, ale racze;
sposobem ich ujecia zastosowanym w podreczniku CLRS, i w konsekwencji tez tutaj.
Bytoby catkowicie mozliwe sformutowanie algorytmdw inaczej, np. na odwrét, z BFS
restartujagcym z kolejnych zrodet, i DFS konczacym z jednym drzewem wynikowym.
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Algorytm DFS w czasie pracy koloruje wezty podobnie jak BFS. Zaczyna od
pokolorowania wszystkich weztéw na biato, potem zmienia na szary kolor kazdego
wezta odwiedzanego po raz pierwszy, i ostatecznie zmienia na czarny kolor wezta,
ktorego przetwarzanie zostato zakonczone, poniewaz algorytm zbadat wszystkie wezty
z jego listy sasiedztwa.

Ponadto, algorytm odnotowuje dla kazdego wezta nastepujace etykiety czasowe
(timestamps):

v.d — jest numerem kroku obliczen gdy wezet v jest odkryty po raz pierwszy,
| pokolorowany na szaro,

v.f — jest numerem kroku obliczen gdy przeszukiwanie konczy przetwarzanie listy

sgsiedztwa wezta v, i koloruje go na czarno.

Etykiety czasowe s3 liczbami catkowitymi z przedziatu [1,2|V|], poniewaz dla kazdego
wezfa jest tylko jedno zdarzenie odkrycia i jedno zdarzenie zakonczenia przetwarzania.

Dla kazdego wezta v zachodzi v.d < v.f. Wezet v jest biaty przed krokiem wu.d, szary
pomiedzy v.d i v.f, i czarny potem.

Algorytm DFS dziata zaréwno dla graféw skierowanych jak i nieskierowanych. Mozna
udowodni¢, ze czas dziatania algorytmu DFS wynosi ©(V + E), podobnie jak BFS.
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DFS(G)
1 for each vertex u € G.V

2 w.color = WHITE

3 u.7m = NIL

4 time = 0

5 for each vertex u € G.V

6 if w.color == WHITE
7 DFS-VisiT(G, u)

DFS-VisiT(G, u)

1 time = time + 1

2 u.d = time

3 wu.color = GRAY

4

5 if v.color == WHITE
6 VT = U

7 DFS-Visit(G, v)
8 time = time+ 1

9 wu.f = time

10 wu.color = BLACK

// white vertex u has just been discovered

for each vertex v in G.Adj|u] / explore each edge (u,v)

// blacken w: it is finished
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Przykfad przeszukiwania DFS grafu skierowanego: pomaranczowe podswietlenie —
aktualnie analizowany tuk i wezet, niebieskie tuki — budowany las przeszukiwania
wgtab, liczby w weztach — etykiety czasowe. Etykiety tukéw: T - tuk drzewa/lasu
przeszukiwania, F /B - tuk do potomka/przodka w drzewie, C - tuk pomiedzy drzewami.
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Wtasnosci przeszukiwania wgtab

Algorytm DFS przedstawiony w powyzszym pseudokodzie jest niedeterministyczny,
poniewaz petla ,for each vertex u € G.V" w wierszu 5 procedury DF'S moze
wybiera¢ wezty w dowolnej kolejnosci. Wynik dziatania algorytmu zalezy od tej
kolejnosci. Na przyktfad, dla grafu na poprzedniej stronie, gdyby przeszukiwanie DFS
zaczeto sie od wezta w zamiast od u to wynikiem bytyby inne dwa drzewa (drzewo

(w (2) (y (z (v)))) oraz (u)).

Dla grafu skierowanego jest rowniez mozliwe, ze jedno przeszukanie DFS danego grafu
wygenerowafoby pojedyncze drzewo, a inne przeszukania las dwoch lub wiecej drzew
(np. rozwaz rézne warianty przeszukiwania DFS grafu @)— ©)—@W)—@)).

Algorytm przeszukiwania DFS mozna zapisa¢ podobnie do przeszukiwania BFS
wykorzystujac stos zamiast kolejki. W ten sposéb, po zakonczeniu przeszukiwania
danego poddrzewa algorytm wroci do ostatnio odfozonego na stos wezfa, zanim
wznowi przeszukiwanie weztow zapamietanych wczesniej. W powyzszym pseudokodzie
rekurencyjna implementacja procedury DFS-VISIT réowniez wykorzystuje stos, tylko
niejawnie — jest to stos rekurencyjnych wywotan funkg;ji.
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