KATEDRA CYBERNETYKI | ROBOTYKI
WYDZIAL. ELEKTRONIKI
POLITECHNIKA WROCLAWSKA

Notatki do wyktadéw z dziedziny automatyki i robotyki

Krzysztof Tchon
Robert Muszynski

Mechanika
analityczna

Wroctaw 2018




Krzysztof Tchon Robert Muszynski

Mechanika analityczna

Notatki do wyktadow
7 dziedziny automatyki i robotyki

Kompilacja: 2 lipca 2019

Wroctaw 2018



Krzysztof Tchon, Robert Muszynski
Wroclaw 2018

Podrecznik jest dostepny na licencji Creative Commons: Uzna-
BY SA

nie autorstwa-Na tych samych warunkach 4.0 Polska

Utwér udostepniany na licencji Creative Commons: uznanie autor-
stwa, na tych samych warunkach. Udziela sie zezwolenia do kopio-
wania, rozpowszechniania i/lub modyfikacji tresci utworu zgodnie
z zasadami w/w licencji opublikowanej przez Creative Commons.
Licencja wymaga podania oryginalnego autora utworu, a dystry-
bucja materialéw pochodnych moze odbywaé sie tylko na tych
samych warunkach (nie mozna zastrzec, w jakikolwiek sposéb
ograniczyé, ani rozszerzy¢ praw do nich). Tekst licencji jest dostep-
ny pod adresem: https://creativecommons.org/licenses/by-sa/
4.0/legalcode.pl.

Autorzy

Krzysztof Tchon

Robert Muszyrnski

Katedra Cybernetyki i Robotyki,
Wydziat Elektroniki,
Politechnika Wroctawska

Komputerowy sklad tekstu
Robert Muszyrnski
Krzysztof Tchon


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/legalcode.pl
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/legalcode.pl

Spis tresci

Spis oznaczen

Rozdziat 0. Preludium

0.4. Réwnaniaruchu ... ....... ... . ... . ...
0.2. Niezmienniki . . ... ... ... . . . . . . . . e
03. Orbity . . . .. i e e e
0.4. Trajektorie. . . . . . .. . . e
05. Zadania . .. ... ... . e e
0.6. Komentarze i odniesienia literaturowe . . ... ... ... ... ..
Literatura . . . . . . . . . e e e

Rozdziatl 1. Mechanika newtonowska: kinematyka punktu

materialnego
1.1. Czas, przestrzeniruch .. ... ... ... ... ... .. ... ...
1.2. Trdjécian Freneta . ... ... ... ... .. ... . . ... ...
1.3. Krzywiznaiskrecenie. ... ... ... ... ... ... . . ...,
1.4. Roéwnania Freneta-Serreta . . ... ... .. ... ... .......
15. Przykltady .. ... ... . .. e
1.5.4. Przyspieszenie. ... ... ... ... ... . oo,
1.5.2. Krzywa plaska o stalej krzywiznie . . ... ... ... ...
1.6. Zadania . ... .. .. ... e
1.7. Komentarze i odniesienia literaturowe . .. ... .. ... .. ...
Literatura . . . . . . . . . e

Rozdziat 2. Mechanika newtonowska: dynamika uktadu punktéow

materialnych

21. Prawo Powszechnego Cigzenia . . . ... ...............

2.2. Zasady Dynamiki Newtona . . . . .. ... ... .. ... .......

2.3. Ped, moment pedu, energia . . ... ... ... ...,

24, Przyklady . ... ... . .. e
2.41. Niejednoznaczno$é rozwigzania rownan ruchu . ... ..

2.4.2. Wahadlo matematyczne . . . . ... ... ... ... ...

VII

NN N NN

(o]

11
12
14

15
15
16

16
17
17



Spis tresci

v

25, Zadania . . . . . ... e e e
2.6. Komentarze i odniesienia literaturowe .. ... ... ... .....
Literatura . . . . . . o e e e e e e e e e e e e

Rozdziat 3. Elementy rachunku wariacyjnego

34. Pochodna . ........ .. ... e
32. Funkcjonaty . .. ... ... .. ..
3.3. Ekstremum funkcjonalu ... ........ ... . ... ...,
3.4. Ekstrema warunkowe . . . . . . ... ... e
35. Przyklady ... ... ... .. ... e
3.5.1. Pochodna Gateaux wzgledem wektora i macierzy
3.5.2. Najkrétsza linia na ptaszczyznie . . . .. .. ... ... ...
3.6. Krzywa dajaca najmniejsze pole powierzchni bocznej figury
obrotowej . ... ... e
3.6.1. Zadanie Dydony .. ... ... . ... . . ... . .. ...,
3.6.2. Integrator Brocketta . . . ... ... ... ... ... ....
B37. Zadania . . . . . . ... e e e e
3.8. Komentarze i odniesienia literaturowe . ... ... ... .. .. ..
Literatura . . . . . . . . o e e e e e e e

Rozdziat 4. Mechanika lagranzowska

44, Przyktady . ... .. .. e e
414, Belkaikula ......... ... . . ... . . . e e
41.2. Wahadto Furuty . ... . ... ... ... .. ... . . ....

4.2. Ogodlna posta¢ réwnart ruchu . . .. ... ... ... Lo,

4.3. Interpretacja geometryczna mechaniki lagranzowskiej . . . . . .

44 Przyklady cd. . . . . . . ..

45, Zadania . .. . . . ... e e e

4.6. Komentarze i odniesienia literaturowe . ... ............

Literatura . . . . . . . . e e e e e e

Rozdzial 5. Mechanika hamiltonowska

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.

5.5.
5.6.
5.7.
5.8.
5.9.

Przeksztalcenie Legendre’a . . . .. ... ... .. Lo L.
Hamiltonian . . . . . . . . . . . e
Réwnania kanoniczne Hamiltona . . . . ... ... .. ... .....

Przyktady . .. ... .. . . . e
5.41. Belkaikula ............ . . . . . . . . . . . . . ...
5.42. Wahadto Furuty ... ..... ... ... ... .. . .....

Niezmienniki. Nawias Poissona . . ... ... .............
Twierdzenie Liouville’a o niezmiennikach . .. ... .. ... ...
Przyktady: niezmienniki . ... .. ... ... .. . . ... . . . ...
Twierdzenie Liouville’a o dywergencji . . . . . ... ... ... ...
Przyklady: dywergencja . . ... ... ... ... ... ...

26
27
27

28
28
29
30
31

32
32
33

34
34
36

37
39
40

41

42
42
43

45
47
48
49
52
53



Spis tresci

5.10.
5.11.
5.12.
5.13.

59.4. Przyklad 1 .. ... .. . . .. e
592. Przyklad 2 . ... .. . . . . e

Twierdzenie Poincaré o powrocie . ..................
Przyktady: uktad dynamiczny na torusie . ... ... ... .....
Zadania . . . ... e e e
Komentarze i odniesienia literaturowe . .. .............

Literatura . . . . . . . o e e e e e e e e e e e

Rozdziat 6. Kinematyka i dynamika ciala sztywnego

6.1. Ruch . ... .. . e e
6.2. Obroty elementarne . . . . . ... ... ... .. . ...
6.3. Wspdlrzedne w SE(3) . . . . . . ... L
6.4 Predkoséruchu ............. .. .. . . . ... ...
6.5. Dynamika lagranzowska . . . . ... ... ... ...
6.6. Roéwnania Eulera-Lagrange’a ... ........... ... .....
6.7. Roéwnania Eulera-Newtona . . . . ... ... ... .. .........
6.8. Przyklady . .. ... .. . . . e
6.9. Zadania. .. .. .. ... e
6.10. Komentarze i odniesienia literaturowe .. ... ... ........
Literatura . . . . . . . . . e e e e

Rozdziat 7. Bak Lagrange’a

7.1. Roéwnania Eulera-Lagrange’a ... ...................
7.2. Réwnania kanoniczne Hamiltona . . . . ... ... ... ... ....
7.3. Niezmiennikii kwadratury . . . ... .. ... ... ... ... ....
7.4. Ruch bgka Lagrange’a . ........... ... ... .. ... ...
75, Zadania . . . . . .. .. e e e e e
7.6. Komentarze i odniesienia literaturowe . ... ............
Literatura . . . . . . . . e e e e

Rozdziat 8. Uktady z wiezami

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

Wiezy konfiguracyjne . . . . . ... ... . o e
8.1.1. Wahadlo sferyczne . . . . ... ... ... ... o
Wiezy fazowe . . . . . . . . e e
821. Kolo, lyzwa, narta ... ... .. ... ... .. ... ...
82.2. Kolotoczacesie ... ... ... ... . .. o oo,
8.2.3. Samochéd kinematyczny . . ... .. ... 0.
Wiezy dla ruchu ciata sztywnego . . . . . ... ... ... ...
83.4. Kulatoczacasie.. ... ... ... ... . ..
Wiezy holonomiczne i nieholonomiczne . ... ...........
8.41. Kolo poruszajgce sie bez poslizgu bocznego . . ... ...
8.4.2.  Warunek nieholonomicznodci . . . . ... .... ... ...

84.3. Przyklad . ... ... .. .. e

64
64

65
65
67
68
68

69
69
7
72
73
T4
7
78
79
79
80
80

81
82
83
84
85
89
89
89



Spis tresci

VI

85. Zadania . . . . . . ... e e e e o 104

8.6. Komentarze i odniesienia literaturowe . ... ............ 106
Literatura . . . . . . . e e e e 106
Rozdziat 9. Dynamika ukladéw nieholonomicznych 107
94. Przyklady ... ... ... . . . . . e e o109
9.4.1. Lkyzwiarz Czapltygina . ... ... ... ... .. ... ... 109

9.1.2. Kolo toczace sig pionowo . . . . ... L oL 111

9.1.3. Kulatoczacasie..... ... ... ... ... .. .. 113

9.1.4. Kolopochylone .......................... 116

92. Zadania . . . . . . . . . . e e e e e e 119
9.3. Komentarze i odniesienia literaturowe . ... ............ 119

Literatura . . . . . . . . . i i e e e e e e e e e e 120

Skorowidz
Spis rysunkoéw

Spis twierdzen

121

123

125

Do sktadu ksigzki wykorzystano system przygotowania dokumentéw IATEX, opraco-
wany przez L. Lamporta [Lam94], bedacy naktadka systemu TEX [Knu86a,Knu86b].
Matematyczne czcionki o nazwie AMS Euler, ktérych uzywamy w tej ksigzce, zo-
staty opracowane przez H. Zapfa [KZ86] na zlecenie Amerykanskiego Towarzystwa
Matematycznego, i uzyte do skladu ksigzki [GKP96]. Wybrane czcionki sktadu tek-
stu, Antykwa Torunska [Now97] - jeden z nielicznych krojéw pisma zaprojektowany
specjalnie dla jezyka polskiego w sposéb uwzgledniajacy jego rytm — w odczuciu
autoréw doskonale wspolgrajq z ksztattem czcionki AMS Euler, pozwalajac na uzy-
skanie harmonijnej calosci.

[GKP96] R.L.Graham, D. E. Knuth i O. Patashnik, Matematyka konkretna. PWN,
Warszawa, 1996.

[Knu86a] D. E. Knuth, The TgXbook, volume A of Computers and Typesetting.
Addison-Wesley, Reading, 1986.

[Knu86b] D. E. Knuth, TgX: The Program, volume B of Computers and Typesetting.
Addison-Wesley, Reading, 1986.

[KZ86] D. E. Knuth i H. Zapf, AMS Euler — A new typeface for mathematics.
Scholary Publishing, 20:131-157, 1986.

[Lam94] L. Lamport, IATEX: A Document Preparation System. Addison-Wesley,
Reading, 1994.

[Now97]  J. Nowacki, Antykwa Torunska — od poczatku do konca polska czcionka.
Biuletyn Polskiej Grupy Uzytkownikéw Systemu TEX, 9:26-27, 1997.



Spis oznaczen

> =
0
=2

<

& O T
=

R(X, ),
Si

S2
SE(3)
SO(3)
T

T

nawias Poissona (59)

macierz Pfaffa (92)

macierz sit Coriolisa (46)

symbole Christoffela I rodzaju (46)

symbole Christoffela II rodzaju (46)
dywergencja (63)

strumien (62)

katy Eulera (72)
hamiltonian (55)

dziatanie (41)

krzywizna (13)

energia kinematyczna (41)
algebra Liego (102)
lagranzian (41)

moment pedu uktadu (22)
ped uktadu (21)

macierz inercji (45)
macierz obrotu (69)

zbidr liczb rzeczywistych (8)

3-wymiarowa przestrzen rzeczywista (8)

R(Y,B), R(Z,y) obroty elementarne (72)

okrag jednostkowy (65)

sfera jednostkowa (48)

specjalna grupa euklidesowa (70)
specjalna grupa ortogonalna (72)
skrecenie (torsja) (13)

wektor przesuniecia (69)



Spis oznaczen

VIII

T torus (65)

V(q) energia potencjalna (41)

vI'Q(q)w metryka Riemanna (48)
pochodna funkcji (28)
przestrzen Banacha (28)

D

X

X(x) pole wektorowe (62)

Q macierzowa predkosé katowa (73)
w

wektorowa predkosé katowa (74)



Rozdziat O

Preludium

Celem niniejszego wykladu jest przedstawienie metod tworzenia opi-
séw matematycznych ruchu ukladé4w mechanicznych spotykanych w au-
tomatyce i robotyce. W kolejnych rozdzialach notatek pokazemy trzy
ujecia mechaniki: mechanike newtonowska, mechanike lagranzowska
i mechanike hamiltonowska, a nastepnie zajmiemy sie kinematyka i dy-
namika uktadéw z wiezami.

Dla zorientowania Czytelnika w przedmiocie, metodach i wynikach
mechaniki analitycznej, w tym rozdziale zajmiemy sie wyprowadzeniem
I Prawa Keplera ruchu Planet. Prawo to méwi, ze Planety poruszajg sie
wokét Stonca po orbitach eliptycznych; w jednym z ognisk tej elipsy znaj-
duje sie Stonce. Zatozymy przy tym, ze Czytelnik zna II Zasade Dynamiki
Newtona dla ruchu punktu materialnego i Prawo Powszechnego Ciaze-
nia. Przedstawione wyprowadzenie pokazuje metody, jakimi postuguje
sie mechanika analityczna: prawa ruchu, przeksztalcenia wspoétrzednych,
poszukiwanie niezmiennikdw ruchu, dazenie do rozwigzania réwnan ru-
chu przez kwadratury, wyznaczenie orbit lub trajektorii.

0.1. Réwnania ruchu

Zaktadamy, ze trajektoria ruchu Planety wok&t Stonca lezy na plasz-
czyznie. Zaréwno Stonce, jak i Planete traktujemy jako punkty material-
ne. Umieszczamy poczatek uktadu wspodtrzednych w srodku Storica i opi-
sujemy potozenie Planety wzgledem Storica za pomoca wspdlrzednych
kartezjanskich (x,y), patrz Rysunek 1. Niech M oznacza mase Slonca,
a m mase Planety. W celu uzyskania réwnan ruchu Planety przywoluje-
my Il Zasade Dynamiki Newtona,

ma=F,
gdzie F oznacza sile przyciggania grawitacyjnego Planety zadana przez

Prawo Powszechnego Cigzenia, zas a jest jej przyspieszeniem. Jezeli po-
tozenie Planety w chwili t wynosi (x(t),y(t))', laczac wymienione dane
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Rysunek 1: Polozenie Planety P wokdl Stonca S

otrzymujemy nastepujgce réwnania ruchu we wspoétrzednych kartezjan-
skich

o (x) _ GMm 1 <x> "
Y X2 +y? X212 \y/)
Dla uproszczenia zapisu, w dalszym ciggu bedziemy zaktadaé, ze wspot-
czynnik GM = 1. Réwnania kartezjanskie nie odznaczaja sie prostotg,
z tego powodu wyrazimy je w innych wspdtrzednych. Naturalnym kan-
dydatem sq wspodlrzedne biegunowe

x =T1co0s0

Yy =rsin0
Po obliczeniu pochodnych i wykonaniu odpowiednich przeksztalcen o-
trzymujemy nastepujace rdwnania ruchu okreslone we wspdtrzednych
biegunowych

. ég 1 -0
T @)
10+ 270 =0

Naszym celem jest wyznaczenia trajektorii Planety, (r(t),0(t))".

0.2. Niezmienniki

Klasyczne zastosowanie metod mechaniki analitycznej przy rozwiazy-
waniu réwnan ruchu polega na wyznaczeniu tzw. niezmiennikéw (statych
ruchu). Sa to wielkos$ci zalezne od potozen i predkoéci, ktére pozostaja
stale podczas ruchu. Rozwazmy moment pedu Planety h = mr20. Po-
chodna wzdtuz trajektorii réwnan (2) wynosi

h = 2mri0 + mr?6 = mr (ré + 2%9) =0.
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W ten sposdb pokazaliSmy, ze moment pedu h jest niezmiennikiem ru-
chu. Drugim kandydatem na niezmiennik jest energia

. 1 ) .9 m . 1 ) 1 . m
E—2m<x —1—9) - =mf +2h9 i
Pochodna energii wzgledem czasu jest réwna
. om,
E = mit + éhe + T—Qr.
Wzdluz trajektorii rownan (2) mamy

R A N TPV B S O
E_mr(r+r2>+2he_mrr9 +§h9_§?(r6+2r9)_0,

CcO oznacza, ze energia jest takze niezmiennikiem.

0.3. Orbity

Okazuje sie, ze te dwa niezmienniki pozwola na rozwigzanie réwnan
ruchu Planety wokot Stonica. Tymczasowo zrezygnujemy jednak z wy-
znaczenia trajektorii (r(t), 0(t)), a zamiast niej poprzestaniemy na wyli-
czeniu orbity ruchu r = r(0), a doktadniej funkcji u(6) = r—1(0). W celu
wyrazenia energii poprzez funkcje u(0) obliczamy

s 1 — 4 —2dugd _ _ 24du
{T‘— =—u dee_ rede
s h.o
e*m

u
1h [ /adu\?

E=-—|( (= 2| —mu
2m<<d9> +u) mu

Przedstawiajac to ostatnie wyrazenie w postaci

2
<(3119l> +u? = Qh—n;(E + mu) (3)

i rézniczkujac wzgledem czasu otrzymujemy
cdu [ dPu m?
00— | —5 —— | =0.
do <d62 T )

Widzimy, ze z matematycznego punktu widzenia Planeta moze wykony-
wadé trzy rodzaje ruchdéw: 6 = const — ruch prostoliniowy wzdtuz promie-
nia r, u = const — ruch po orbicie kolowej i ruch opisany réwnaniem
rézniczkowym

oraz

d?u m2
@ TV e )



Rozdziat 0. Preludium 4

Dwa pierwsze rodzaje ruchu nie sg obserwowane do$wiadczalnie, pozo-
staje zatem ruch trzeci. ROwnanie (4) jest liniowe, rzedu 11, ze stalq prawa
strong, wiadomo wiec, Ze jego rozwigzanie ma postaé

m2
u(0) =r1(0) = Tzt Ccos(0 + 0p)

dla pewnych statych C i 0. Zaktadajac, ze 05 = O stalg C wyliczymy ze

m? du

wzoru (3) dla kata 0 = 7t/2. Daje to u = Tz qo = —C 1w efekcie
9 o\ 1/2
c="0 (1 42 ) .
h2 m3

Po podstawieniu uzyskujemy wzdr na orbite Planety wokét Stonca

r(1+ecosB) =1, (5)
1/2
gdzie ¢ = (1 + 2&%) il= :1—22 Otrzymane réwnanie jest rownaniem

elipsy we wspoétrzednych biegunowych. Stanowi ono kwintesencje I Pra-
wa Keplera. Wspdtezynnik ¢ nazywa sie mimosrodem, a wspdlczynnik 1
parametrem elipsy. Wspdtczynniki € i | wyznaczaja jednoznacznie diuz-
sza a i krétszg b podlos elipsy wystepujace w réwnaniu elipsy we wspol-
rzednych kartezjanskich

0.4. Trajektorie

Wykorzystujac istnienie niezmiennikéw w poprzednim rozdziale wy-
znaczyliémy orbite Planety wokoét Stonca. Majac dany kat 0 bylismy
w stanie okresli¢ potozenie Planety r(0). W niektérych zastosowaniach
astronomii, takich jak na przyklad w zadaniu okreslenia daty Wielkano-
cy, znajomos¢ orbity jest jednak niewystarczajaca i potrzebna jest trajek-
toria (r(t),0(t))" Planety. W celu jej wyznaczenia odwolamy sie znowu
do niezmiennikdéw. Mamy mianowicie

, do

h = mr“— = const,
dt
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Rysunek 2: Elipsa

co po wykorzystaniu réwnania orbity (5) pozwala napisa¢ nastepujace
réwnanie rézniczkowe
h do

dt = .
ml? (1 + ecos0)?

Roéwnanie to pozwala wyznaczy¢ zaleznosé

(7)

ml12 © ad
t(0) = 5.
h Jo (1+ecosd)

Funkcja odwrotna 0(t) = t—1(0) daje réwnanie trajektorii Planety we
wspoétrzednych biegunowych

1 T
t)= ——, 0(t
<r( ) 1+ ecosO(t) ( )>
i kartezjanskich

x(t) = r(t) cosO(t)
=r(t)sin 0(t)

W celu wyznaczenia funkcji (7) wykorzystamy parametryczne réwnania
elipsy (zob. Rysunkek 2). Oznaczajgc parametr litera u mozemy napisa¢
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nastepujacy zwigzek

. (8)

X =acosu—e=rcosf
y =bsinu=rsin6

gdzie e oznacza odlegtosé ogniska elipsy od jej srodka. Nietrudno poka-
zaé, ze
e=a—r1(0) = ag,

skad wynika, ze x = a(cosu — ¢). Na podstawie Rysunku 2 i (8) otrzymu-

jemy wzdr
r=+vx2+y%=a(1—ecosu).
Poniewaz jednoczesnie
l
r=—,
1+ecosH

wziecie rdzniczek prawych stron dwdch ostatnich wzoréw, po odpowied-
nich podstawieniach z (8), prowadzi do zaleznosci

1do asinu . la?

= =—01- .
(1 4+ ecos0)? sing " b( ecosu)du

Ostatecznie, poszukiwana catka jest opisana przez tzw. rownanie Keplera

t(u) = m}ilb (u—esinu),

z ktérego nalezy wyznaczy¢ funkcje u(t). Zwigzek miedzy katem 0 a pa-
rametrem u wynika z zaleznosci (8)

bsinu

tgf = ———.
g alcosu — ¢)

0.5. Zadania
Zadanie 0.1 Korzystajac z definicji elipsy wyprowadzi¢ zalezno$¢ (6).

Zadanie 0.2 Na podstawie I Prawa Keplera wyprowadzi¢ II Prawo Ke-
plera: Predko$¢ polowa Planety (pole zakres$lone przez promien r w jed-
nostce czasu) jest stata.

Zadanie 0.3 Na podstawie I i II Prawa Keplera wyprowadzi¢ III Prawo

Keplera: Stosunek kwadratéw okreséw obiegu dwéch dwoch Planet wo-

kot Stonica jest rowny stosunkowi szesciandw diuzszych pélosi ich orbit,
T _q

T2 T 3¢
7 a
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0.6. Komentarze i odniesienia literaturowe

Prawa Keplera zostaly opublikowane w dwdéch ksiegach Johannesa
Keplera: [Kep09] zawiera prawo [ i II, za$ [Kep19] podaje prawo III. Ist-
nieja przektady angielskie tych dziel, natomiast nie ma ttumaczenia na
jezyk polski. Nasze wyprowadzenie I Prawa Keplera jest wzorowane na
rozdziale 2 monografii [RK95].

Literatura

[Kep09] J. Kepler, Astronomia nova. Voegelin, Heidelberg, 1609.
[Kep19] J. Kepler, Harmonices mundi. ]. Planck, Linz, 1619.

[RK95] W. Rubinowicz, W. Krdélikowski, Mechanika teoretyczna. PWN, War-
szawa, 1995.



Rozdziat 1

Mechanika newtonowska: kinematyka
punktu materialnego

Mechanika newtonowska zajmuje sie ruchem punktu materialnego
lub uktadu punktéw materialnych. Punkt materialny bedziemy traktowad
jako pojecie pierwotne, niedefiniowane. Scenerie ruchu punktu material-
nego stanowiag czas i przestrzen.

1.1. Czas, przestrzen i ruch

Matematycznym opisem czasu jest zbidr liczb rzeczywistych R. Zbidr
R jest nieskoniczony, nieograniczony, uporzadkowany w sposéb linio-
wy, spdjny i ciagty; ta ostatnia wlasnos$é¢ oznacza, ze miedzy dowolny-
mi dwoma chwilami znajduje sie trzecia chwila. Przestrzen bedziemy
utozsamiaé¢ z 3-wymiarowq przestrzenig rzeczywista R3. Elementami R3
sq tréjki liczb rzeczywistych postaci u = (ug, ug,uz)’, v = (vq,ve,v3) T
ktére interpretujemy jako wspdtrzedne punktu materialnego wzgledem
pewnego ukladu odniesienia. Elementy przestrzeni mozemy dodawad,

’

w +w
ut+v=|u+vo |,
uz + v3

a takze mnozy¢ przez liczby rzeczywiste, dla « € R mamy

xXuq
Xxu=\|xu |,
xXusz

co oznacza, ze R? jest przestrzenia wektorowa nad R. Co wiecej, wek-
tory u,v € R® mozemy takze mnozyé przez siebie. Wynikiem mnozenia
skalarnego jest liczba,

3
(wv)=u'v= Z uvi € R,

i=1
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natomiast mnozenie wektorowe daje wektor

ik
uxv=det [y uy uz| =1i(ugvz —wvouz) —j(wyvs —viuz)+
Vi V2 V3

+ k(uve — viug) € R,

przy czym 1i, j, k symbolizujg wektory jednostkowe w R3. Zdefiniowany
powyzej iloczyn skalarny bedziemy nazywaé¢ euklidesowym. Nietrudno
pokazaé, ze iloczyn skalarny jest przemienny, (u,v) = (v,u) i dwulinio-
wy, tzn. dla liczb oy, 0 € R i wektoréw w,v,w € R3 zachodzi wzér
(qu + xov,w) = oq(u, w) + ag(v,w). Inaczej niz iloczyn skalarny, ilo-
czyn wektorowy jest antysymetryczny, u x v = —v X u (zatem anty-
zwrotny u x u = 0); jest on takze nielgczny, bowiem (u x v) x w =
UX (VXW)+vx(wxu)Zux(vxw).

Za pomocaq iloczynu skalarnego definiujemy dtugosé (norme) wekto-
ra

Il = (W) =

Tak okreélona norme nazywamy normgq euklidesowq. Przestrzen R?
z norma euklidesowa bedziemy nazywa¢ przestrzenia euklidesowa. Przy-
pomnijmy wtasnosci normy |[u]| =0 < u =0, dla € R ||aul| = |o [[ull
i nieréwno$¢ trédjkata [[u + v|| < Jjull + |Vl

Oprécz iloczynu skalarnego i wektorowego wprowadzimy iloczyn
mieszany wektoréw. Dla trzech wektoréw u,v,w € R3

w U2 U3 w v wq
(uxv,w)=det |vi vy wvz| =det|uy vo wy
Wi Wy W3 uz vz Wws

Wprowadzone iloczyny wektoréw z R® maja przemawiajacg do wyobraz-
ni interpretacje geometryczna:

1. iloczyn skalarny:
(wv) = lull [vllcos Z(u,v)

— jezeli |u|| =1, to (u,v) = |v|]|cos Z(u,v) wyznacza rzut wektora v
na wektor u,

— jezeli (u,v) = 0, to |lu/] = 0 lub [v|] = 0 lub cos Z(u,v) = 0; ta
ostatnia wlasnosé oznacza, ze wektory u i v sq prostopadte, u_lv;
interpretacje iloczynu skalarnego ilustruje Rysunek 1.1;

2. iloczyn wektorowy:

llw x vI| = [[ul] [v]| sin Z(u, V)
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Rysunek 1.1: Iloczyn skalarny

Tuxv

Rysunek 1.2: lloczyn wektorowy

— dtugoéé¢ (norma) iloczynu wektorowego jest rowna polu réwnole-
globoku rozpietego na wektorach wiv,

— Kkierunek iloczynu wektorowego jest prostopadly do plaszczyzny
rozpietej przez wektory u i v i skierowany zgodnie z regula sru-
by prawoskretnej; interpretacje iloczynu wektorowego pokazuje
Rysunek 1.2.

3. iloczyn mieszany:

(uxv,w) =luxv||w|lcos Z(u x v,w)

jest réwny objetosdci rownolegtoscianu rozpietego na wektorach u, v,
wi; ilustruje to Rysunek 1.3.

Czas i przestrzen stanowigce scenerie ruchu nazywamy czasoprzestrze-
nig Galileusza. Majgac dang scenerie ruchu, ruch punktu materialnego
zdefiniujemy w nastepujacy sposéb.

Definicja 1.1.1 Ruch punktu materialnego jest to odwzorowanie czasu
w przestrzen euklidesowq

c1(t)
c:R—R% c(t)=|cot)
cs(t)
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Rysunek 1.3: Iloczyn mieszany

Odwzorowanie c(t) powinno byé ciqggte i mieé cigglte pochodne co naj-
mniej do rzedu drugiego wilqcznie.

Jak wynika z podanej definicji, ruch punktu materialnego utozsamiamy
z trajektorig punktu w przestrzeni. Majac ruch c(t) definiujemy predkosé
ruchu jako pochodna

1.2. Trdjscian Freneta

Zajmiemy sie teraz blizej geometria ruchu. Majac wektor predkosci
ruchu definiujemy wektor styczny do trajektorii ruchu w punkcie c(t)

¢(t)

Y= eolr

Wektor styczny wyznacza w punkcie c(t) plaszczyzne prostopadla do
t, zwang plaszczyzna normalng. Oznaczmy przez P punkt c(t) i wezmy
dwa inne punkty Py i Py lezace na trajektorii po obu stronach punktu
P. Poprowadzmy przez punkty Py, P, Py plaszczyzne i przejdzmy z niq do
granicy, przy P1 i Py dazacych do P. Otrzymana w granicy ptaszczyzna, na
ktérej lezy wektor styczny t, nazywa sie ptaszczyzng styczng. Przeciecie
plaszczyzny stycznej i ptaszczyzny normalnej definiuje wektor normalny
n, o dlugosci jednostkowej, skierowany w strone zakrzywienia sie tra-
jektorii. Wektory styczny i normalny uzupetniamy do bazy ortogonalnej
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binormalna plaszczyzna
/ .
4\ prostujgca

b glquczyzna
scisle styczna

- [t~ 1
i 2 7 normalna
v gtéwna

)

| plaszczyzna
normalna

styczna / |

Rysunek 1.4: Tréjscian Freneta

wprowadzajac wektor binormalny b = t x n. Wektory styczny, normalny
i binormalny definiuja w punkcie c(t) tzw. trdjscian Freneta przedsta-
wiony na Rysunku 1.4. Trdjscian Freneta przemieszcza sie z czasem
wzdhuz trajektorii punktu materialnego i shuzy do opisu jej wlasnosci.
Dalsza analize rozpoczniemy od przypomnienia wzoru na element dtu-
goéci trajektorii, ds = ||¢(t)||dt, skad wynika, ze jezeli s(0) = 0, to dtugosé
trajektorii przebytej od chwili O do chwili t wynosi

t
s(t) =J le(o)lld.

0

1.3. Krzywizna i skrecenie

Ustalmy teraz na trajektorii c(t) pewien punkt odniesienia i wezmy
punkt P odlegly od niego o s. Wyznaczmy wektor styczny t(s) do trajek-
torii w punkcie P i wektor styczny t(s + As) w punkcie P’ przesunietym
wzgledem P o odlegtosé As. Obliczmy przyrost wektora stycznego przy
przesunieciu o As i utwdérzmy iloraz réznicowy

. ts+As)—t(s) dt(s)
K(s) _Alirgo As - ds

Norme euklidesowq tego wektora,

dt(s)
ds

’

o |
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nazywamy krzywizng trajektorii c(t) w punkcie P, a wektor

nazywa sie promieniem krzywizny trajektorii c(t) w punkcie P. Jak wy-
nika z definicji, krzywizna trajektorii okresla jak nieprostoliniowa jest
trajektoria, jak dalece odbiega od linii prostej.

Na podstawie definicji mozna wyprowadzi¢ nastepujacy wzér na krzy-
wizne trajektorii ruchu w punkcie c(t) odlegtym od punktu odniesienia
os=[glle(r)ldr

::JMWWP*@iP

ell®

K(s) (1.1)
Analogicznie do pojecia krzywizny definiujemy pojecie skrecenia lub tor-
sji trajektorii. W tym celu, zamiast wektora stycznego badamy zmiennosé
wzdhuz trajektorii wektora binormalnego

T(s) = Alirgo b(s +AA32 —b(s) _ dl()iis)'

Norme euklidesowa tego wektora nazywamy skreceniem lub torsja

Na mocy definicji, skrecenie okresla jak nieplaska jest trajektoria ru-
chu. Trajektorie plaskie leza na plaszczyznie stycznej i maja skrecenie
réwne zeru. W celu wyznaczenia skrecenia obliczamy najpierw wektor
binormalny

db(s)
ds

|

1 (¢x¢&c®)

N OREE 12

okreslajacy skrecenie trajektorii c¢(t) w punkcie P odlegtym od punktu
odniesienia o odlegtoéé¢ s = fé [|¢(T)]|d.
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1.4. Rownania Freneta-Serreta

Jak zauwazylismy, w kazdym punkcie trajektorii punktu materialnego
mozemy zdefiniowaé uklad trzech ortogonalnych wektoréw jednostko-
wych (t(s),n(s), b(s)) poruszajacych sie wzdhuz trajektorii. Wektory te
mozna utozsamiaé z tréjscianem Freneta. Zbadamy teraz ruch tréjscianu
Freneta. Zauwazmy, ze wektor styczny, normalny i binormalny tworza
baze, a zatem pochodne tych wektoréw musza mieé jednoznaczny roz-
ktad wzgledem tej bazy. Oznacza to, ze istniejq funkcje i (s), Bi(s) ivi(s),
i=1,273, takie ze

% = oyt + aon + azb, (1.3)
dn
as = B4t + Pon + B3b, (1.4)
db
e = v1t+von + y3b. (1.5)

Naszym zadaniem jest wyznaczenie tego rozktadu. Zauwazmy od razu,
ze % = Kn, zatem oy = oz = 0 i ag = K. Wiemy takze, ze wektory t(s),
n(s) i b(s)) majg dhugosé 1, (t,t) = (n,n) = (b,b) = 1 i sg ortogonalne,
tzn. (t, n) = (t,b) = (n,b) = 0. Po zrdzniczkowaniu, z pierwszego zestawu
réwnosci otrzymamy

(i:,t> _ <‘3$“,n> — (i,b) —0, (1.6)

natomiast z drugiego wynika

(22 (2) - (2)- () - (£3)-(o2) o

Mnozac skalarnie wyrazenia (1.4) i (1.5) odpowiednio przez n i b i ko-
rzystajac z (1.6) otrzymujemy Py = ys = 0. Z kolei, biorgc pod uwage,
ze (&, n) = K i pierwszy z wzoréw (1.7) wyliczamy B; = K. Podobnie,
z faktu ze (%,b) = 0 i z drugiej identycznosci (1.7) wynika, ze y; = 0.
Daje to w rezultacie 2 = yon. Z definicji skrecenia || 4[| = hyol = T,
a zatem yy = £T. W koncu, z ostatniej zaleznosci (1.7) wyliczamy Bz =
—v2. Wybierajac yo = —T otrzymujemy 3 = T i dochodzimy do na-
stepujacego ukladu réwnan, ktéry bedziemy nazywaé uktadem réwnan

Freneta-Serreta

% =Kn
dn
3 = Kt+Tb . (1.8)

db _
L= Tn
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Niech R(s) = [t(s),n(s), b(s)] oznacza macierz, ktérej kolumnami sq wek-
tory styczny, normalny i binormalny. Latwo pokazaé, ze réwnaniom (1.8)
mozna nadaé nastepujaca posta¢ macierzowa

=R(s)A(s), (1.9)
0 —K(s) 0

gdzie A(s) = | K(s) 0 —T(s) | jest macierzq skoénie symetryczng, AT =
0 T(s) O

—A, zadanag przez funkcje krzywizny i skrecenia. Z twierdzenia o istnie-
niu i jednoznacznoéci rozwigzania réwnania rézniczkowego wynika, ze
réwnanie macierzowe (1.9) ma rozwiazanie R(s) zalezne od warunku po-
czatkowego R(0). Biorac pierwsza kolumne macierzy R(s) otrzymujemy
wektor styczny t(s). Zakladajac, ze trajektoria ruchu jest sparametryzo-
wana dhugoscig tuku s, tzn. ¢ = c(s), otrzymujemy

de(s) ¢
ds el

= t(s).

Calkujac to rownanie wyznaczamy

S

c(s) =c(0) + JO t(T)dr, (1.10)

a zatem otrzymujemy zreparametryzowanag trajektorie ruchu. Pokazali-
Smy, ze krzywizna i skrecenie trajektorii determinuja trajektorie punktu
materialnego z doktadnoscia do parametryzacji.

1.5. Przyklady

1.5.1. Przyspieszenie

W celu pokazania roli, jaka odgrywaja wektor styczny i wektor nor-
malny, wyznaczymy przyspieszenie punktu materialnego. Z definicji ma-
my ¢ = ||¢||t. Stad wyznaczamy przyspieszenie

dIICII
+ e IIf

Podstawiajqc do powyzszego wzoru % = g;% = %Iléll i korzystajac

z tego, ze d = Kn otrzymujemy zaleznos¢

_ dijell
dt

z ktorej wynika, ze wektor przyspieszenia lezy na ptaszczyznie stycznej.

2+ 1¢]PKn,
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1.5.2. Krzywa ptaska o stalej krzywiznie

Jako przyklad wykorzystania ukladu réwnan Freneta-Serreta okre-
Slimy ksztalt krzywej o statej krzywiznie K, bez skrecenia. Niech zatem
bedzie dane réwnanie (1.9) ze stalg macierza

0 —K O
A=K 0 O
0 0 O

Rozwigzanie tego réwnania ma posta¢ R(s) = R(0) exp (sA), gdzie macie-
rzowa funkcja wyktadnicza jest zadana wzorem exp (sA) = Y 7, (SS)I
aR(0) = [t(0),n(0), b(0)] oznacza warunek poczatkowy. Zatézmy, ze t(0) =

e, n(0) = ey i b(0) = 0. Korzystajac z definicji obliczamy

’

cosKs —sinKs O
R(s) = |sinKs cosKs Of R(0),

0 0 1
skad wynika, ze
cosKs
t(s) = | sinKs
0

Przyjmujac c(0) = 0, z zaleznosci (1.1) otrzymujemy

Nietrudno zauwazy¢, ze krzywa o statej krzywiznie K jest okregiem o row-
naniu
2
C2 + {co— 1 = i
! K K2’

1.6. Zadania

Zadanie 1.1 Korzystajac z rOwnan parametrycznych wyznaczy¢ Rrzywi-
zne i skrecenie okregu, elipsy, cykloidy i linii $rubowej.

Zadanie 1.2 Wyprowadzi¢ wzory na krzywizne (1.1) i skrecenie (1.2).
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1.7. Komentarze i odniesienia literaturowe

Istote pojecia pierwotnego, za jakie uznajemy pojecie punktu mate-
rialnego, dobrze oddaje definicja konia podana w pierwszej polskiej en-
cyklopedii opracowanej przez ks. Benedykta Chmielowskiego [Chm45]:
L,Kon jaki jest, kazdy widzi”. Zauwazmy na marginesie, ze tytut tej ency-
klopedii moze shuzyé¢ za wzér wszystkim autorom poszukujacym tytutu
dla swojego dziela. Dodatkowe wiadomosci na temat geometrii krzywych
w R3, w tym dotyczgce rownan Freneta-Serreta, mozna znalezé w ksigz-
ce [Goe65].

Literatura

[Chm45] B. Chmielowski, Nowe Ateny Albo Akademiia Wszelkiej Scyencyi
Pelna, Na Rézne Tytuty Jak Na Classes Podzielona, Mqdrym Dla
Memoryjatu, Idiotom Dla Nauki, Politykom Dla Praktyki, Melanko-
likom Dla Rozrywki Erygowana. P. ]J. Golczewski, Lwéw, 1745.

[Goe65] A. Goetz, Geometria rézniczkowa. PWN, Warszawa, 1965.



Rozdziat 2

Mechanika newtonowska: dynamika
ukltadu punktéw materialnych

Rozwazmy uklad n punktéw materialnych w przestrzeni euklideso-
wej. Przez ruch uktadu punktéw bedziemy rozumie¢ ciagta i rézniczko-
walna funkcje

c:R— RN, ct)= ) ,

gdzie ¢! oznacza polozenie punktu i a N = 3n. Zgodnie z dynamika
newtonowska ruch ukladu punktéw podlega dwdém zasadom: Zasadzie
Determinizmu i Zasadzie Niezmienniczoéci (wzglednosci). Zasada Deter-
minizmu orzeka, ze ruch jest zdefiniowany przez polozenie i predkosé
poczatkowa. Matematycznie oznacza to, ze ruch mozna opisa¢ réwna-
niem roézniczkowym rzedu drugiego,

¢ =F(c, ¢ t),
skad wynika, ze c(t) = @(t,¢(0),¢(0)). Funkcje F nazywamy prawem ru-
chu. Zakladamy domysélnie, ze rozwigzanie réwnan ruchu istnieje i jest
jednoznaczne. Prawo ruchu w mechanice newtonowskiej podlega Zasa-
dzie Niezmienniczosci, ktéra orzeka, ze prawo ruchu jest:
— niezmiennicze ze wzgledu na przesuniecie w czasie,

F(c,¢,t+s) =F(¢, ¢,t), seR,

(tzn. F nie zalezy jawnie od czasu, ¢ = F(c, ¢)),
— niezmiennicze ze wzgledu na przesuniecie w przestrzeni,

Fc'+we?+w...,c™+wé)=Fchc...,.cMeé), ueRs,
— niezmiennicze ze wzgledu na ruch jednostajny,

Fle, et +v,¢% +v,...,¢" +v) =F(c, ¢!, ¢?,...,¢M), veR?,
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AZ

—<V

X

Rysunek 2.1: Dwa punkty materialne

— niezmiennicze ze wzgledu na obroty w przestrzeni,

F, (Rci,RCQ,...,Rc“, Réi,Rég,...,Ré“> -

= RF; (cl,c2,...,c“,(':1,(:2,...,é“) ,

dla i = 1,2...,n i macierzy obrotu R, tzn. takiej macierzy 3 x 3, ze
RRT = RTR = I, detR = 1. Niezmienniczo$¢ ze wzgledu na obroty
oznacza izotropowo$¢ przestrzeni.

2.1. Prawo Powszechnego Cigzenia

Przykladem prawa ruchu, ktére spelnia warunki niezmienniczosci
jest Prawo Powszechnego Cigzenia. Wybierzmy dwa punkty o masach
m; i m; i potozeniach c' i ¢J pokazane na Rysunku 2.1. W my$l Prawa
Powszechnego Cigzenia silq, z jakq masa m; dziala na mase m;, jest dana
wzorem ) )

Gmim]— ct—o¢J

Fio=— v = 7%
Y et = d2 it = d)|

gdzie G oznacza stalg grawitacji. We wzorze pierwszy czynnik okresla
wielko$¢ sily, a drugi jej kierunek; jak tatwo zauwazyé, sita jest skierowa-
na w strone masy m;. Widzimy, ze sita oddzialywania grawitacyjnego nie
zalezy od czasu, zalezy od wzglednego potozenia punktéw i w ogodle nie
zalezy od predkosci punktéw. Trzy pierwsze niezmienniczosci sq zatem
zagwarantowane w sposOb oczywisty. Aby sprawdzi¢ niezmienniczos¢ ze
wzgledu na obroty w przestrzeni zastosujmy obroty wektordéw potozenia,
ct — Retid — ReJ, gdzie R jest macierzq obrotu. Z definicji macierzy
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obrotu wynika, ze ||[Rct — RcJ|| = ||R(ct — ¢J)|| = |lct — JJ|| (przy obrocie
dhlugos¢ wektora nie zmienia sie), mamy takze Rc! — RcdJ = R(ct — ¢J),
a zatem
Gmimj; Rc'—Rd  _ Gmymy c'—d
[Ret —RcI|? [[Ret —ReI[| — let — I [t — oI |”

2.2. Zasady Dynamiki Newtona

Jest rzecza dobrze znang, ze mechanika newtonowska opiera sie na
trzech nastepujacych zasadach.

1. Kazde ciatlo zachowuje swéj stan spoczynku lub ruchu jednostaj-
nego wzdtuz linii prostej, chyba ze jest zmuszone do zmiany tego stanu
przez przytozone do niego sity.

2. Zmiana ruchu (przyspieszenie) jest proporcjonalna do czynnej silty
przytozonej i ma kierunek wzdluz linii prostej, wzdtuz ktérej ta sila jest
przytozona,
¢ = iFi, miéi = Fi.

my

3. Do kazdej akcji zawsze istnieje przeciwna i rowna co do wielkosci
reakcja, wzajemne oddzialywania na siebie dwéch cial sq zawsze réwne
co do kierunku i wielkosci i zawsze przeciwne co do zwrotu.

2.3. Ped, moment pedu, energia

Przy opisie ruchu ukladu punktéw materialnych w ramach mecha-
niki newtonowskiej pozyteczne jest wykorzystanie takich pojeé, jak ped,
moment pedu i energia. W celu ich wprowadzenia rozwazmy uklad n
punktéw materialnych oddziatujgacych na siebie sitlami grawitacyjnymi
i podlegajacych dziataniu sit zewnetrznych, przedstawiony na Rysun-
ku 2.2. Z drugiej Zasady Dynamiki Newtona wynika, ze ruch masy m;
jest opisany wzorem

mi&' =Fi = Fyi + Foi,

gdzie F,,; oznacza sity wewnetrzne, a F,; sily zewnetrzne (tzn. sily po-
chodzace z zewnatrz ukladu) dziatajace na m;. Sity wewnetrzne maja

charakter grawitacyjny
Fuwi = Z Fji,

i#t
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Rysunek 2.2: Uktad punktéw materialnych

przy czym Fj; oznacza sile, z jakq masa m; dziata na mase m;. Zgodnie
z Prawem Powszechnego Cigzenia

Gmym; o —ct
lle) — P et — I’

Fj; =
W tym kontekscie ped masy m; definiujemy jako
pi = myéh,
a ped uktadu

n n .
P = Zpi = Zmiél.
i=1 i=1
Obliczmy pochodng pedu ukladu po czasie
n ) n n n n
P=) met=) ) Fi+) Fa=) Fu,
i=t i=tj=t i=t i=1
gdzie ostatnia réwnos$é¢ wynika z IIl Zasady Dynamiki Newtona (Fji =

—Fij). Uzyskalidmy w ten sposéb nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 2.3.1 Predkosé zmiany pedu ukltadu jest réwna sumie
sit zewnetrznych dziatajgcych na uktad. Jezeli suma sit zewnetrznych
wynosi 0, to ped uktadu jest staty.

Ostatnie zdanie powyzszego Stwierdzenia jest sformutowaniem Zasady
Zachowania Pedu.
Momentem pedu masy m; nazywamy iloczyn wektorowy

M =c' x py = myc* x ¢".
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Konsekwentnie, moment pedu ukladu
n n . .
M:ZMI :Zmlcl X él.
i=1 i=1

1 1

Obliczamy pochodng momentu pedu uktadu wzgledem czasu

n n n
M = E mic' x ¢* + g myct x ¢t = E ¢t x mych,
i=1 i=1 i=1

gdzie skorzystaliSmy z wlasnosci iloczynu wektorowego. Na podstawie
IT Zasady Dynamiki Newtona dla ruchu masy m; otrzymujemy

n
M:ZCi X ZFji—l—ZCi X Fi.
i=1 j=1 i=1
W pierwszym sktadniku sumy pojawiaja sie elementy postaci

Cl><Fji—|—C) ><F1'_]' :CIXFji—C] XFji:(Cl—C)) XFjiZO,

co wynika z Il Zasady Dynamiki Newtona i wspoHtiniowosci wektordw
ct — ¢ i Fji. W rezultacie

n
v i
M= Z ¢t x Fu,
i=1
co mozna wyrazié¢ stownie jako

Stwierdzenie 2.3.2 Predkosé zmiany momentu pedu uktadu jest réw-
na sumie momentéw sit zewnetrznych dziatajqcych na uktad. Jeze-
li suma momentéw sit zewnetrznych jest réwna 0, to moment pedu
uktadu jest staty.

Ostatnie sformutowanie nosi nazwe Zasady Zachowania Momentu Pedu.
Kolejnym pojeciem jest energia kinetyczna masy m;,
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Pochodna energii kinetycznej uktadu wzgledem czasu jest réwna su-
mie mocy wszystkich (wewnetrznych i zewnetrznych) sit dzialajacych
w ukladzie,

d n n n
EE Z C C = Zl C ml Zl
i=1 i= i=

Ostatnim rozwazanym pojeciem bedzie energia caltkowita ukladu
E=K+V,

gdzie V(c) oznacza energie potencjalng. Majgc dang energie potencjalng,
site F; nazwiemy potencjalng, jezeli

oV

Fi —_ .
oct

Obliczmy pochodna wzgledem czasu energii catkowitej uktadu

. . . . ov .. ov
<1 3 <1
E_—K—i—V——igi(c,Fl)—l—iEi<aci,c> 1El(c F+—a )

Nietrudno zauwazyé, ze jezeli F; = — to £ = 0. Uzyskaliémy w ten

sposéb Zasade Zachowania Energii.

a e
Stwierdzenie 2.3.3 Jezeli wszystkie sity dziatajqgce w uktadzie sq po-

tencjalne, to energia catkowita uktadu jest stata.

Mozna pokazaé, ze kazda sita wewnetrzna F,,; dzialajagca w ukladzie
przedstawionym na Rysunku 2.2 jest potencjalna, z potencjatem grawi-

tacyjnym
m-
) 2
i#t

2.4. Przyklady

2.4.1. Niejednoznaczno$é¢ rozwigzania réwnan ruchu

Ponizszy przyktad zawdzieczamy uprzejmosci Prof. Marka Kusia z In-
stytutu Fizyki Teoretycznej PAN. Rozwazmy funkcje potencjatu

V(r) = —%T3/2
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Rysunek 2.3: Wahadlo matematyczne

dv

— @ a zatem

i niech ruch zachodzi pod dziataniem sity F =

i =rl/2,
Nietrudno sprawdzié, ze przez punkt r(0) = 0, ¥(0) = O przechodza dwie
trajektorie ruchu,
_ e
9-16
W tym przypadku ruch nie jest zdeterminowany przez polozenie i pred-
kos¢ poczatkowa.

r(t)=0 i 7(t)

2.4.2. Wahadlo matematyczne

Jako przykltad wyprowadzenia réwnan ruchu metodami mechani-
ki newtonowskiej rozwazymy wahadlo matematyczne przedstawione na
Rysunku 2.3. Przy tej okazji pokazemy takze pewien sposdb analizy i re-
prezentacji zachowania ukladu dynamicznego. W oparciu o Il Zasade
Dynamiki Newtona réwnanie ruchu wahadla przyjmuje nastepujaca po-
stad¢

m12¢') = —mglsin @,

gdzie m oznacza mase wahadla, 1 jego dtugosé, g przyspieszenie ziem-
skie, a ¢ kat wychylenia. Zaktadajac, ze % = 1 otrzymujemy rdéwnanie
rézniczkowe rzedu II,

@ = —sin .
Standardowy sposéb postepowania z takim réwnaniem jest przeksztatce-
nie go do dwéch réwnan rzedu 1. Dokonujemy tego przez podstawienie

q=9
p=0o
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co prowadzi do uktadu réwnan

q=p
p =—singq

Zakladajac, ze szukamy zaleznoéci p = p(q), z uzyskanych réwnan wy-
nika réwnanie o zmiennych rozdzielonych

pdp = —sinqdq,
ktérego rozwigzaniem jest
p?=2cosq+C,

gdzie C oznacza stalg calkowania. Zauwazmy, ze rozwigzanie istnieje pod
warunkiem, ze C > —2. W celu uzyskania trajektorii q(t) powinni$my
teraz rozwigza¢ réwnanie

g ==++/2cosq+ C.

Zamiast tego poshuzymy sie tzw. metoda plaszczyzny fazowej, a wiec
przedstawimy na plaszczyinie wykres zaleznosci p(q) dla réznych war-
toéci stalej C. Taki wykres nazywa sie portretem fazowym ukladu. Za-
uwazmy, ze portret fazowy mozna uzyskaé rysujgc w przestrzeni po-
wierzchnie z = p? — 2cos g, a nastepnie biorac jej przekroje ptaszczyzna
prostopadta do osi z i rzutujac te przekroje na plaszczyzne (q,p). Zada-
nie to zrealizujemy czedciowo analizujac krzywe fazowe dla wybranych
wartosci statej C.

Zauwazmy, ze dla C = —2 mamy p? = 2cos q — 2, co daje zbiér punk-
tow q = k2m, p = 0, gdzie k = 0,£1,£2,.... Wezmy z kolei C = 2, co
daje zalezno$¢ p? = 2cos q + 2 = 4 cos? %q. Krzywe fazowe majq postaé
p = £2| cos%ql. Krzywe te dziela plaszczyzne fazowa na dwa obszary:
wewnetrzny i zewnetrzny rdznigce sie zachowaniem uktadu. Z tego po-
wodu nazywa sie je separatrysg. Na zewnatrz separatrysy C > 2, czyli
p? =2cosq+ C > 0. Krzywe fazowe sq otwartymi krzywymi rozciagaja-
cymi si¢ od —oo do +o0, polozonymi powyzej lub ponizej osi q. Inaczej
wyglada portret fazowy wewnatrz separatrysy, dla —2 < C < 2. Zatdézmy,
ze q i p sa w poblizu zera. Rozwijajac zaleznosé p? =2cos q+C w szereg
Taylora otrzymujemy p? = 2 (1 — $q?) + C, a zatem ¢2 +p% = C+2, co
oznacza, ze krzywe fazowe sq zamkniete.

W wyniku naszej analizy uzyskaliSmy nastepujaca charakterystyke
zachowania wahadta matematycznego:
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Rysunek 2.4: Portret fazowy

— Punkty réwnowagi q = km, p = 0. Punkt rownowagi nazywamy
stabilnym, jezeli krzywa fazowa zapoczatkowana w poblizu tego punktu
nie oddala sie od niego zbytnio, i niestabilnym w przeciwnym wypadku.
Wynika stad, ze punkty réwnowagi postaci q = k27, p = 0 sa stabilne,
natomiast punkty q = (2k 4+ 1), p = 0 niestabilne.

— Wewnatrz separatrysy p = +|cos %ql wystepuja zamkniete krzywe
fazowe, co oznacza, ze uktad wykonuje drgania.

— Na zewnatrz separatrysy krzywe fazowe sa otwarte i wygladaja
jak zdeformowana o$ liczb rzeczywistych R.

Na krzywych fazowych zachodzi warunek q = p, z ktérego wynika
kierunek ruchu wzdtuz tych krzywych. Jezeli p > 0, to wspdlrzedna q
rodnie, a jezeli p < 0 — maleje. Portret fazowy wahadla matematycz-
nego pokazujacy wymienione wyzej wlasnosci zostat przedstawiony na
Rysunku 2.4.

2.5. Zadania

Zadanie 2.1 Wyznaczy¢ trajektorie rozwazane w podrozdziale 2.4.1.

Zadanie 2.2 Znalez¢ trajektorie ruchu uktadu poddanego dzialaniu sity
potencjalnej z potencjatem

[N

V(r) =1+ §T4'

dla warunkéw poczatkowych r(0) = 0, #(0) = 1. Pokazaé, ze w skonczo-
nym czasie trajektoria ,ucieka” do oco.

Zadanie 2.3 Rozwazmy prosty uktad elektromechaniczny przedstawio-
ny na Rysunku 2.5, w ktéorym natadowana kulka o masie m i ladun-
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Rysunek 2.5: Uklad elektromechaniczny

ku g zostala umieszczona na sprezynie o statej k nad tadunkiem punkto-
wym Q przeciwnym do ladunku q, odlegltym o | od punktu zawieszenia
sprezyny. Pomijamy wplyw grawitacji. Nalezy napisa¢ réwnanie ruchu
kulki i przeanalizowaé zachowanie uktadu metoda ptaszczyzny fazowej.

2.6. Komentarze i odniesienia literaturowe

O mechanice newtonowskiej punktu i ukladu punktéw materialnych
traktujg, odpowiednio, rozdziaty 1 i 2 ksigzki [RK95], a takze rozdziat 1
tomu I podrecznika [Tay12]. Zasady Dynamiki Newtona przedstawione w
podrozdziale 2.2 pochodza z polskiego przektadu [New11] fundamental-
nego dzieta Philosophiae Naturalis Principia Mathematica Isaaca New-
tona. Tam réwniez mozna znalezé sformutowanie Prawa Powszechnego
Ciagzenia. Prezentacja zasad zachowania zamieszczona w Rozdziale 2.3
jest wzorowana na rozdziale 2 ksigzki [RK95]. Mozna je takze znalezé w
rozdziale 3, t. I [Tay12].

Literatura

[New11] 1. Newton, Matematyczne zasady filozofii przyrody. Copernicus Cen-
ter, Krakéw, 2011.

[RK95]  W. Rubinowicz, W. Krélikowski, Mechanika teoretyczna. PWN, War-
szawa, 1995.

[Tay12] J. R. Taylor, Mechanika klasyczna: t. I, II. PWN, Warszawa, 2012.



Rozdziat 3

Elementy rachunku wariacyjnego

Podstawa mechaniki newtonowskiej jest rachunek rézniczkowy
w przestrzeni R™. Podobng role w stosunku do mechaniki lagranzow-
skiej odgrywa rachunek wariacyjny, w ktérym rézniczkowanie wykonuje
sie w pewnej nieskorniczenie wymiarowej przestrzeni Banacha. Przypo-
minamy, ze przestrzen Banacha jest to przestrzen liniowa, unormowana
i zupela. Niech X oznacza przestrzen Banacha. Liniowo$¢ X oznacza, ze
dla dowolnych elementéw x,y € X i dowolnych liczb «, 3 € R kombinacja
liniowa ax+ Py € X. Norma, albo dlugos¢ elementu przestrzeni Banacha
jest funkcja || -||: X — R, taka ze dlax,y e X i x € R

Xl 20, [Ix[[ =0 <= x=0, lax|| = la[ [[x|l, [}x +yll < [IxI] + llyll.

Trzecia z wtasnosci definiujacych przestrzen Banacha, zupetnosé, polega
na tym, ze kazdy zbiezny ciag elementdéw przestrzeni ma granice nale-
7zacq do tej przestrzeni.

3.1. Pochodna

Niech w przestrzeni Banacha X bedzie dana funkcja f : X — R.
Szczegdlnym przypadkiem funkcji f jest funkcja liniowa, dla ktérej f(oox+
By) = af(x) + Bf(y). Pochodng funkcji f definiujemy w nastepujacy spo-
séb.

Definicja 3.1.1 Pochodna Df(x) : X — R funkcji f w punkcie x € X

jest to funkcja liniowa, taka ze

[[f(x +v) — f(x) — Df(x)v]| _o.

lim
v—0 1%
Tak zdefiniowana pochodna nazywamy pochodna Frécheta. Do obliczen,
zamiast pochodnej Frécheta, uzywamy pochodnej Gateaux okreslonej
formuta
Df(x)v = — f(x 4+ av). (3.1)

=0
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Znaczenie powyzszego wzoru wynika z faktu, ze jezeli pochodna Fréche-
ta istnieje i jest ciggla, to jest réwna pochodneJ Géateaux. Oczywidcie, dla
funkcji f : R™ — R zachodzi Df(x) = af . W rozdziale poswieconym
przyktadom wyliczymy pochodne Géteaux wybranych funkcji.

3.2. Funkcjonaly

Rozwazmy przestrzen funkcji okreslonych na interwale czasu [tg, t1],
o wartosdciach w R™, majacych ciagte pochodne do rzedu k > 0

X ={x:[to, t1] — R™}.

Elementami tej przestrzeni sq krzywe x(-) = {(t,x(t))[tg < t < t4}, gdzie
x(t) € R™. Przestrzen X jest przestrzenig Banacha z norma

(e = Maxee e e X +FMaxee e e KO+ Maxeepe o™ (D)1,

gdzie norma w R™ jest norma euklidesowa, [[v|| = (>4 v%)i/ 2,
Funkcje f : X — R nazywamy funkcjonatem. Ponizej podajemy kilka

przyktadéw funkcjonaldow:

1. dhugosé krzywej x(-) na plaszczyznie

t
f1(x(+)) = J X2(t) + %5 (t)dt,

to

2. pole pod krzywa x(-) na plaszczyznie

t
Bx() = [ vt
to
3. pole figury obrotowej powstatej przez obrdt krzywej x(-), zob. Rysu-

nek 3.1

ty

falxl) = 2 | “xalt)y 5510 + 0t

4. Sredniokwadratowa krzywizna krzywej x(-)

fx()) = 1 Jti (1 (£)%s () — %1 (t)%0)”
ti—to)y,  (XF(t) +%5(1))°
Zauwazmy, ze z wyjatkiem funkcjonahlu f,, wszystkie pozostate funkcjo-

naly sa zalezne od krzywej i jej pochodnych rzedu pierwszego; mozemy
zatem powiedzieé, ze majq postaé

dt.

ty
f(x(-)) = J L(t,x(t),x(t))dt, (3.2)

to
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A X9 dS

x(to) x(t1)

27xeds = 27txg/XF + X3dt

Rysunek 3.1: Figura obrotowa

gdzie L oznacza pewna funkcje rézniczkowalng. Okaze sie, ze funkcjonat
postaci (3.2) odgrywa podstawowaq role w mechanice lagranzowskiej.

3.3. Ekstremum funkcjonatu

Podobnie jak w rachunku rézniczkowym w przestrzeni R™, zerowa-
nie sie pochodnej Frécheta (Gateaux) stanowi warunek konieczny na
ekstremum funkcjonalu. Znalezienie ekstremum funkcjonatéw f;—f, ma
oczywisty sens praktyczny. Z tego powodu wyprowadzimy wzdér na po-
chodng funkcjonatu (3.2). Wezmy krzywa x(-) € X i jej przyrost (wariacje)
v(-) € X. Pochodna Géateaux wynosi

D(x()v() = 2

_ 4 J " Lt x() 4+ av(t), X(0) + ad(t))dt —
do

to

=0
— Jti oLt %) X'X)v(t)dt + Jti oLt x %) X'k)\')(t)dt
t,  0x t, 0% )

Po zastosowaniu do drugiego skladnika wzoru na catkowanie przez cze-
sci

v(t)dt

Jti oL(t, x, X)\_}
X ox

e Jti d AL(t,x, %)
to 0x

~ [OL(t,x%)
ar = (S )| - [T S

to
i przyjeciu zatozenia, Ze wariacja v(-) znika na koncach przedzialu calt-
kowania, v(ty) = v(t1) = 0, otrzymujemy nastepujace wyrazenie na po-
chodng funkcjonatu (3.2)

Y AL(t,x,%x)  doL(t,x, %)
Df(x(-)))v(-) = Lo (ax _ dtak) v (33)
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Z warunku, ze wyrazenie (3.3) powinno sie zerowaé dla kazdej waria-
cji v(-) wynika nastepujacy warunek konieczny na ekstremum zwany
réwnaniem Eulera-Lagrange’a.

Twierdzenie 3.3.1 (Ré6wnanie Eulera-Lagrange’a) Zatézmy, ze krzy-
wa x(-) stanowi ekstremum funkcjonatu (3.2). Wéwczas, krzywa ta
spetnia réwnanie Eulera-Lagrange’a

AL(tx%)  doL(txX)
dx at ox

=0. (3.4)
Réwnanie Eulera-Lagrange’a jest rownaniem rézniczkowym rzedu 11

E)QL(t,x,k))_é_’_ 62L(t,x,7'<)7_(+ 9%L(t,x, %) _ oL(t,x,x) 0
ox2 x0% otox x

Poniewaz zmienna x jest zwykle wektorem, réwnanie Eulera-Lagrange’a
jest w istocie ukladem réwnan, dlatego w dalszym ciggu bedziemy uzy-
wadé terminu w liczbie mnogiej: ,ré6wnania Eulera-Lagrange’a”. Krzywa
x(-) spekiajacq te rownania nazywamy ekstremalg funkcjonatu (3.2).
W podobny sposdéb mozna uzyskaé réwnanie ekstremali funkcjonatu

typu f,. Zat6zmy, ze h(x(-)) = :(1) L(t,x, %, %)dt. Mamy wéwczas

Twierdzenie 3.3.2 (Réwnanie Eulera-Poissona) Ekstremala funkcjo-
natu h(x(-)) spelnia réwnanie Eulera-Poissona

OL(tx,% %) doLltx%%) —d dL{tx %K)
ox dt 0% dt> 0%

= 0. (3.5)

3.4. Ekstrema warunkowe

Podobnie, jak w przypadku funkcji zmiennej nalezacej do R™, moze-
my rozwazaé zadanie na ekstremum warunkowe funkcjonatu. Wyrdz-
niamy dwa rodzaje takich zadan.

1. Zadanie izoperymetryczne: znalezé ekstremum funkcjonatu

t1

f(x()) :J L(t,x,%x)dt,
to

pod warunkiem ze funkcjonat

ty
h(x(:)) = L K(t,x,x)dt = const.
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2. Zadanie wakonomiczne: znalez¢ ekstremum funkcjonalu

f(x(+)) = r L(t,x, %)dt,

to

pod warunkiem ze funkcja
G(t,x,x) =0.

Nastepujace twierdzenie podaje warunki konieczne na ekstrema warun-
kowe.

Twierdzenie 3.4.1 (O ekstremum warunkowym)
1. Zadanie izoperymetryczne: Definiujemy funkcje

L - L(t; X, ).(-) + }\K(tl X, ’)‘(),

A € R i piszemy réwnania Eulera-Lagrange’a (3.4) dla funkcji £. Mnoz-
nik A eliminujemy korzystajqc z warunku h(x(-)) = const.
2. Zadanie wakonomiczne: Definiujemy funkcje

L =1L(t,x%)+AG(t,x, %),

gdzie A = A(t) jest pewnq funkcjq czasu i piszemy réwnania Eulera-La-
grange’a (3.4) dla funkcji C.

Ograniczenia, jakie sie pojawily w zadaniu wakonomicznym mozna spo-
tkaé przy analizie ruchu kotowych robotéw mobilnych poruszajgcych sie
bez poslizgu lub w zadaniach sterowania. Jako przyktad rozwazmy koto,
lyzwe lub narte poruszajace sie bez poslizgu bocznego, przedstawione na
Rysunku 3.2. Wspoétrzedne potrzebne do opisu ruchu obejmuja potozenie
punktu kontaktu z podtozem i orientacje, q = (x,y, @)'. Warunek braku
poslizgu bocznego oznacza, ze rzuty predkosci na kierunek prostopadty
do powierzchni kota znosza sie. Oznacza to, ze podczas ruchu, w kazdej
chwili jest spelniony warunek

G(t.q,q) =xsingp —ycos ¢ =0.

W nastepnym rozdziale podamy rozwigzania przyktadowych zadan na
ekstremum warunkowe funkcjonatu.

3.5. Przyklady

3.5.1. Pochodna Gateaux wzgledem wektora i macierzy

1. f(x) =x"Qx, x € R™, Q - macierz n x n. Pochodna

Df(x)v = dioc (x+ov)TQ(x+av) =v Qx+x"Qv=x"(Q+Q")v.
=0
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Y A

Rysunek 3.2: Ruch bez poslizgu bocznego

2. f(X) =tr XTX, X — macierz n x n, tr — $lad. Pochodna

Df(X)V = % te(X+oaV)T(X+aV) =te VIX +tr XV =2tr X" V.
=0

3. f(X) = det X, X — macierz n x n. Pochodna

Df(X)V = 4 |o—0 det(X + aV) =
do

d
= Ix la—o det[Xq = aVy, Xo + aVo, ..., Xn + V] =

=det[Vy, Xo,..., Xn] +det[Xy, Vo,..., Xu] + - - - +det[Xy, Xo, ..., Vi,

gdzie symbole X; i V; oznaczajg i-ta kolumne macierzy X i V.

3.5.2. Najkrotsza linia na ptaszczyznie

Niech x(-) oznacza krzywa w R?, x(t) = (x4(t), x2(t))". Szukamy naj-
kroétszej krzywej taczacej dwa zadane punkty, a wiec minimalizujgcej

funkcjonat ;. Mamy L(t,x, %) = \/Xf + xg Roéwnania Eulera-Lagrange’a

doL_aL
dtox 0x
przy%—%,%:()'ﬂ Xy L

dla pewnych stalych C; i Co. Po wyeliminowaniu czasu otrzymujemy
g—:f = C, a zatem

xo =Cxq1 +D, C,D - stale.
Szukanag najkroétsza krzywa jest odcinek linii prostej.
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3.6. Krzywa dajaca najmniejsze pole powierzchni bocznej
figury obrotowej

Rozwazmy funkcjonat f3; szukamy krzywej x(-), x(t) = (x4 (t), xo(t)) T,

takiej zeby pole powierzchni bocznej figury obrotowej byto najmniejsze.
Po opuszczeniu wspdlczynnika 27t otrzymujemy L(t,x, X) = xg4 /7'(% + x%
Obliczenia wynikajace z réwnania Eulera-Lagrange’a daja nastepujace

L _  xo%q  OL oL xpXp 0L _ X2 +%3. W konse-

wyniki: ~= = Nt L

oxq /)'(%_’_)'(%' oxq 0' OXg

kwencji otrzymujemy dwa rdwnania rézniczkowe

X2

Wyznaczajac z pierwszego z nich = X% i podstawiajac do drugiego

X3+%3

réwnania uzyskujemy

ECXQ _ X2 +)_<2 _ X2X1’

dt %y ! C
a zatem

d dxy d%x ook

TN R 2X1,

dt dX1 dx%

gdzie a = % Nietrudno zauwazy¢, ze sqa dwie kandydatury na ekstremale:
prosta pionowa o réwnaniu x4 = const i krzywa spekiajaca réwnanie
d2X2 _
axf
powierzchni bocznej. Rozwigzaniem drugiego z réwnan jest krzywa

a’xy. Pierwsze rozwigzanie odrzucamy jako dajace zerowe pole

xg = ccosh(axq +b), a,b,c - stale,

przedstawiona na Rysunku 3.3, od ksztaltu zawieszonego tancucha zwa-
na krzywa tancuchowg, dajaca najmniejsze pole powierzchni bocznej.
Figura powstala przez obrét krzywej lanncuchowej nazywa sie katenoida.

3.6.1. Zadanie Dydony

Zadanie Dydony polega na znalezieniu krzywej zamknietej x(t) =
(x1(t),x2(t))T o zadanym obwodzie ograniczajqcej najwieksze pole. Za-
danie Dydony jest przyktadem zadania izoperymetrycznego, z funkcjo-
nalem ekstremalizowanym zdefiniowanym przez funkcje

L(t,x, %) = xo%4
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Rysunek 3.3: Krzywa lancuchowa

i funkcjonatem ograniczen opisanym przez funkcje

K(t,x, %) = /X3 +%3.

W celu rozwigzania zadania Dydony korzystamy z Twierdzenia 3.4.1 i de-

finiujemy funkcje
L =xo%1 + M /%F + %2,

gdzie A € R oznacza mnoznik Lagrange’a. Aby otrzymac¢ réwnania Eule-
ra-Lagrange’a obliczamy pochodne

oL =Xy + AX4

%1 K’
0L _ AXg
oxy ~— K’
oL _
ax1 -
2L _ ¢
oxg X1
co prowadzi do réwnan
{XQ + % =C
d Axg _ o d
at K - M T @
Z pierwszego z tych réwnan wynika zaleznosé
AXq
T = C — X9,

natomiast po scatkowaniu drugiego otrzymujemy

AXg
Atz D,
K X1 +
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dla pewnych statych C i D. Dzielgc te réwnania stronami eliminujemy
stalag A i uzyskujemy réwnanie rdzniczkowe

dxo o D+ x4

dx;y C—xo

ktdrego rozwigzaniem jest okrag
(x1 +D)* + (xg — C)? = R~

W ten sposéb pokazalismy, ze rozwigzaniem zadania Dydony jest okrag.
Stale C, D i R mozna wyznaczy¢ majgc zadany pewien punkt na okregu
i jego dhugosé.

3.6.2. Integrator Brocketta

Integrator Brocketta jest uktadem sterowania postaci

7'(1 =1
5(2 = Uy i
X3 = X1Ug — XoWy

z wektorem stanu x = (x1,%9,x3)7 € R® i wektorem sterowan u =
(ug,u9)" € R2 Nalezy znalezé sterowanie u(t) przeprowadzajace uklad
ze stanu poczatkowego x(0) = xg do stanu koncowego x(1) = x4 w czasie
T = 1 i minimalizujace energie sterowan fé(u%(t) + u%(t))dt. Nietrud-
no zauwazy¢, ze zadanie sterowania optymalnego integratora Brocketta
mozna sformutowaé jako zadanie wakonomiczne, w ktérym

Litx%x) =5 +%5,  G(t,x %) = X5 — X1Xg + XoXy.
Zgodnie z brzmieniem Twierdzenia 3.4.1, definiujemy funkcje
£ =%2 + %5 + A(%3 — x1%g + XoX1),

gdzie A = A(t) jest pewna funkcja czasu. W celu otrzymania réwnan
Eulera-Lagrange’a obliczamy pochodne

0L __ oy
0% = 2%1 + Axy,
oL oy
%y 2X2 7\7(1,
0L __
oxz A
oraz
oL
aX1
9L

= —AXy,
= AXq,
9L _
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co daje A = const i

X1+ A% =14 +Auy =0
5&2*)\7'(2:112*7\11,1:0

Oba uzyskane réwnania rézniczkowe sprowadzaja sie do réwnania linio-
wego rzedu II, a zatem

’

iy +A%2u =0
g +A%uy =0

ktérych rozwigzania sq postaci

uq(t) = Ay cosAt + By sinAt
Uy (t) = AgcosAt + By sin At

Przez rozwigzanie zadania wakonomicznego pokazalismy, ze optymalne
energetycznie sterowania integratora Brocketta sg sinusoidalne. Przy za-
tozeniu x1(0) = x1(1) = 01 x9(0) = x9(1) = 0 wspdlczynnik A = 2k, dla
calkowitego k.

Majac sterowania wyliczamy trajektorie przechodzaca przez punkt
x(0) =0,

x9(t) = ¥ (Agsin At — By cos At + By)
x3(t) = %(AiBQ — ApB1) (At — sinAt)

x1(t) = %(A1 sinAt — By cos At + By)
1
A

W szczegdlnym przypadku Ay = B = C i Ay = By = 0 ruch na plasz-
czyznie (x4, xy) zachodzi po okregu

) c\* /c\?*
X1+ XQ—X = X )

C = const, natomiast wspdtrzedna xs(t) = t5. Optymalna trajektorie (or-
bite) integratora Brocketta pokazuje Rysunek 3.4.

3.7. Zadania

Zadanie 3.1 (Zadanie poscigu) Pies biegnie z predkoscig o statej war-
todci v i goni zajaca, ktéry ucieka wzdtuz linii prostej x = a, ze stala
predkoscia c, zob. Rysunek 3.5. Wyprowadzi¢ réwnanie krzywej poscigu
y(x) zaktadajac, ze kierunek predkosci psa jest w kazdej chwili wyzna-
czony przez potozenie zajgca. Rozwigzad to rOwnanie i wyznaczy¢ krzywa
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AX3
C X2
/ 2

X3

Rysunek 3.4: Optymalna orbita integratora Brocketta (widok z boku
i z gory)

Y A c
Z

X a X

Rysunek 3.5: Zadanie poscigu

poscigu. Okresli¢ warunek skutecznosci poscigu i wyznaczyé czas, po
uptywie ktdérego pies dogoni zajaca. Wskazdwka: zauwazyé, ze w kazdej
chwili

x iy
vt = 1+ (y/,)%du, I ==,
JO (Yl Yx 1

Zadanie 3.2 (Zadanie brachistochrony) Znalez¢ réwnanie krzywej, po
ktérej powinien sie poruszaé¢ w polu grawitacyjnym punkt materialny
o0 masie m, miedzy punktem Py a punktem P4, tak aby czas potrzebny na
przemieszczenie byl najkrétszy, zob. Rysunek 3.6.

Wskazdéwka: zauwazyé, ze predkosé ruchu punktu mozna obliczyé ze
wzoru

—mv?=m v—ﬁ
2 UL TS
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Rysunek 3.6: Zadanie brachistochrony

3.8. Komentarze i odniesienia literaturowe

Podstawowe wiadomosci na temat rachunku wariacyjnego mozna
znalez¢ w réznych podrecznikach, na przykitad w klasycznej ksigzce
[GET79], a takze w rozdziale 6, t. I ksigzki [Tay12]. Pouczajace moze bydé tez
siegniecie do wspdtczesnego podrecznika [Kom09]. Termin ,zadanie izo-
perymetryczne” pochodzi od greckich stéw ,isos” — réwny i ,perimetron”
— obwdd. Klasycznym przykladem tego zadania jest zadanie Dydony. Za-
danie Dydony (Dydona — wedrowniczka) zawdziecza swojg nazwe staro-
zytnej ksiezniczce Tyru, Dydonie, ktdra, zmuszona do opuszczenia ojczy-
zny dotarta do wybrzezy Numidii, paristwa lezacego w pdlnocnej Afryce.
Numidyjczycy zaproponowali Dydonie kawatek ziemi na brzegu morza,
taki jaki obejmie skdéra wolu. Dydona pocieta skére na waskie paski, a na
objetym przez nie obszarze zatozyta miasto Kartagina i zostata jego kroé-
lowa. Jedna z wersji historii Dydony opisal Wergiliusz w IV ksiedze po-
ematu Eneida [Mar80]. Termin ,wakonomiczny” wprowadzit V. V. Kozlov
na okreslenie pojecia ,mechanics of variational axiomatic kind”. Uktad
sterowania zwany integratorem Brocketta zostal zdefiniowany i zbada-
ny przez Rogera Brocketta, profesora Uniwersytetu Harvarda i autora
fundamentalnych prac z dziedziny teorii sterowania. Zadanie brachisto-
chrony zostato sformutowane w roku 1696 przez Johanna Bernoulliego.
Nazwa ,brachistochrona” wywodzi sie od greckich stéw ,brachistos”, co
znaczy najkroétszy i ,chronos” — czas. Brachistochrona jest takze zwana
tautochrong (,tautos” — taki sam), poniewaz ma te wlasciwosé, ze czas
przebycia kazdego jej odcinka zawierajacego punkt koncowy jest taki
sam, jak czas przejscia catej brachistochrony. Zadanie poscigu pochodzi
z ksigzki [RK95].
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Rozdzial 4

Mechanika lagranzowska

Rachunek wariacyjny wykorzystamy jako $rodek do wprowadzenia
podstawowych poje¢ mechaniki lagranzowskiej. Jej sformutowanie opie-
ra sie na nastepujacych elementach. Zaktadamy, ze ruch uktadu zostat
opisany wspétrzednymi uogélnionymi q = (qy, qg,...,qn)" € R™ i pred-
koéciami uogélnionymi ¢ = (q1,d2,..., qn)" € R™. Wspélrzedne moga
oznaczaé polozenia liniowe lub katowe, natomiast predkosci sa pochod-
nymi wspotrzednych wzgledem czasu. Majac okreslone wielkosci q i ¢
definiujemy lagranzian uktadu

L(q,q) =K(q,4) —V(q)

rozumiany jako réznica energii kinetycznej i potencjalnej uktadu. Przyj-
miemy, ze ruch ukladu odbywa sie na przedziale czasu [ty, t1] i podlega
zasadzie wariacyjnej zwanej Zasada Najmniejszego Dzialania. Zasada ta
orzeka, ze trajektoria ukladu jest ekstremala funkcjonatu

t
I(qm):j L(q(t), 4(1)dt

to

zwanego dziataniem. Réwnania ruchu ukladu otrzymuje sie z réwnan
Eulera-Lagrange’a
daot ot . (4.4)
dtoq Odq
Symbol F wystepujacy po prawej stronie réwnania (4.1) oznacza sity
niepotencjalne (nie bedace pochodna/gradientem energii potencjalnej)
wystepujace w uktadzie. Do sit niepotencjalnych zaliczamy silty tarcia,
przyczepnosci, sity sterujace itp. Jezeli sity niepotencjalne nie wystepuja,
podstawiamy F = 0. Nietrudno zauwazy¢, ze réwnanie (4.1) prowadzi do
uktadu réwnan rézniczkowych drugiego rzedu postaci

L oL oL
021 Taqag T aq T
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Xy

Rysunek 4.1: Belka i kula

W powyzszym rdéwnaniu wystepuje macierz drugich pochodnych giq]g.
Jezeli macierz ta jest nieosobliwa, to réwnanie mozemy rozwiklaé ze
wzgledu na druga pochodna otrzymujac

2L\ ' /oL %L
=== — — q+F]. 4.2
1= (5z) (36 2a070*7) 2
Rozwigzanie réwnania (4.2) przy zadanych warunkach poczgtkowych
q(to) i q(tp) okresla ruch (trajektorie) q(t) uktadu.

4.1. Przyklady

Dla zilustrowania sposobu tworzenia lagranzowskich réwnan ruchu
rozwazymy dwa przyklady.

4.1.1. Belka i kula

Niech bedzie dany uklad ztozony z obracajacej sie belki, po ktérej to-
czy sie kula, pokazany na Rysunku 4.1. Zakladamy, ze belka ma moment
bezwladnosci I, a kula jest punktem materialnym o masie m. Jako wspot-
rzedne uogdlnione wybieramy kat obrotu belki ¢ i potozenie kuli wzdtuz
belki r, zatem q = (1, @)', § = (+, @) 7. Energia kinetyczna uktadu sktada
sie z energii kinetycznej ruchu obrotowego belki i energii kinetycznej
kuli, tzn.

2

1 1
K= §I¢)2+§mv ,

gdzie v jest predkoscig kuli. Oznaczajac wspdlrzedne kuli jako x i vy,
otrzymujemy v =x2+ 132. Jak wynika z Rysunku 4.1

X =TCOS @
Yy =rsing
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a po zrdzniczkowaniu

X =Tcos@ —Tr@sing@
Y=7sinp+19cos e

Oznacza to, ze kwadrat predkosci kuli v = % +12¢?, a energia kinetyczna
uktadu zlozonego z belki i kuli

1 1
K= E(I +mr?) ¢ + Eme.
Energia potencjalna ukladu pochodzi od sity grawitacji dzialajacej na

kule; obliczymy ja z wzoru
V = —m(r,g) = mgrsin @,

gdzie pogrubionym drukiem zaznaczyliSmy wektor potozenia kuli i wek-
tor przyspieszenia ziemskiego, oba wyrazone w uktadzie wspdlrzednych
(x,y). baczac otrzymane wyniki otrzymujemy lagranzian

1 1
L=K-V= §(I + mr?) ¢ + meQ — mgrsin @.

Aby napisaé réwnania Eulera-Lagrange’a (4.1), wyliczamy najpierw po-
chodne

oL __ .

2F — mr,

oL _ 2) ¢

g({) = (I+;m‘ )P,

o = mre~ — mgsin o,
oL __
%——mgTCOS(p

i przy zatozeniu, ze w uktadzie nie wystepuja sity niepotencjalne otrzy-
mujemy

%%—%:m?—mr(bQ—l—mgsin(p:O
d%%_% = (I+mr?)$ + 2mri¢ + mgrcos @ =0

4.1.2. Wahadlo Furuty

Wahadlo Furuty sklada sie z pionowej kolumny obrotowej o dtugo-
Sci | potaczonej z prostopadtym ramieniem o ditugosci a, do ktérego
zostato przymocowane wahadto o dlugosci b zakonczone masa m, zob.
Rysunek 4.2. Wahadlo Furuty mozna potraktowaé jako model cztowieka
obracajgcego sie wokoét osi pionowej, z wyprostowanym ramieniem, trzy-
majgcego przedmiot w wyciggnietej rece lub jako model robota o dwéch
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<y

Rysunek 4.2: Wahadto Furuty

stopniach swobody typu obrotowego. Przy analizie pomijamy mase ko-
lumny i ramion. Do opisu wahadta Furuty wykorzystamy kat obrotu

kolumny i kat wychylenia wahadla, q = (6, ¢)T. Energia kinetyczna jest
energia ruchu masy m i wynosi K = %mvg. Oznaczajac wspotrzedne
kartezjariskie masy m przez (x,y,z)T otrzymujemy v: = %%+ 92 + 22,

Z Rysunku obliczamy

x = (a+bsing)cosHO
y=(a+bsing)sin0d
z=1l—bcoseg

Po zrdzniczkowaniu mamy

%X =—(a+bsin@)dsin® + bcos e cosd
= (a+bsin@)0cosd +bcospsind ,
z=Db@sine

skad wynika wzér na predkosé

V2 = (a + bsin ¢)%0% + b%¢>.

Energia potencjalna ukltadu pochodzi od sit grawitacyjnych dziatajacych
na mase m i wyraza sie wzorem V = —m(r,g). Poniewaz r = (x,y,z)",
ag=(00—-g)7, wyliczamy V = mgz = mg(l — bcos @). Ze wzgledu na
to, ze staly sktadnik energii potencjalnej nie ma znaczenia przy wypro-
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wadzeniu réwnan Eulera-Lagrange’a, pominiemy skladnik mgl. W re-
zultacie otrzymujemy lagranzian
1 . 042 1 9.9
L= Qm(a#—bsmcp) 0“ + me ¢~ + mgbcos .
Ostatnim etapem przed napisaniem réwnan Eulera-Lagrange’a jest wy-
liczenie pochodnych

9L — m(a + bsin )26,

%? — mb2¢)’
=0,
= m(a+ bsin @)bd%cos ¢ — mgb sin @.

@@@‘@@
LSl [miellnest

Réwnania Eulera-Lagrange’a maja postaé

e — g—L = mb%p — m(a + bsin ¢)bd% cos ¢ + mgbsin @ = 0.

{éit' —0=0= m(a+bsin )20 = const,
d
dt ®

Jak wida¢, pierwsze réwnanie ruchu jest rownowazne zachowaniu mo-
mentu pedu przy obrocie wokét osi pionowej.

4.2. Ogoélna posta¢ réwnan ruchu

Dla typowych ukladéw energia kinetyczna ma posta¢ formy kwadra-
towej zaleznej od predkosci uogdlnionych, z macierzg formy zalezng od
wspotrzednych uogdlnionych, tzn.

1. .1 ¢ .
Kla.4)=54"Qla)a =5 > Qila)did;.
ij=1
Macierz formy Q nazywa sie macierza inercji uktadu. Macierz inercji

jest symetryczna, Q7 = Q i dodatnio okreslona, v Qv > 0 dla v # 0.
Z postaci energii kinetycznej wynika, ze lagranzian

1 n
La.d) =5 ) Qula)did; — V(a). (4.3)

ij=1

Po wykonaniu odpowiednich operacji matematycznych otrzymujemy na-
stepujgce réwnania Eulera-Lagrange’a dla k =1,2,...,n

oV(q)

W - Fk. (4.4)

Y Quil@di+ ) cl(a)aig; +
i=1

ij=1
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W uzyskanym réwnaniu wspdtezynniki
ek (q) = 1 /09Qix(q) n 0Qikj(q)  9Qs5(q)
Y 2\ 0gqj 9qs g
nosza nazwe symboli Christoffela I rodzaju, natomiast F, oznacza site
dziatajgca na wspotrzedng k. Rownania (4.4) wygodnie jest zapisaé w po-
staci macierzowej,

Q(q)4+Clq,9)g+D(q) =F, (4.5)

gdzie Q(q) jest macierza inercji, C(q, ) oznacza macierz sit odsrodko-
wych i Coriolisa, D(q) jest wektorem sit potencjalnych, a F wektorem
sil niepotencjalnych. Majac symbole Christoffela I rodzaju macierz sit
odsérodkowych i Coriolisa wyznaczamy ze wzoru

q q kj — chj

Oczywiscie
i F=(F,Fy....,Fu)".

0qx
Réwnania (4.4) przedstawia sie niekiedy w alternatywnej postaci, rozwi-
ktane ze wzgledu na przyspieszenie,

n
i+ ) TH(q)aid; + Dilq) = Fu, (4.6)
Lj=t

gdzie Fk(q) jest symbolem Christoffela Il rodzaju oraz

ZQM Di(q), Fr=) Qyl(q)F
1=1 1=1

Nietrudno pokazaé, ze symbole Christoffela II rodzaju mozna wyliczyé

7€ WZOoru n
5(0) =) Qi (a)c(a)
1=1

W powyzszych wzorach Qi_j1 (q) oznacza (ij)-ty element odwrotnosci ma-
cierzy inercji.
Na mocy definicji symbole Christoffela I rodzaju sa symetryczne ze
wzgledu na dolne wskazniki, tzn.
c(q) = cfi(q).
Mamy takze nastepujaca wlasnos$é. Wzdtuz trajektorii q(t) zachodzi

Q(q) =Clq,4)+C"(q,9). (4.7)
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4.3. Interpretacja geometryczna mechaniki lagranzowskiej

Zaldézmy, ze lagranzian ukladu sklada sie wylacznie z energii kine-
tycznej,

L(q,9) 2q "Qlq (4.8)

Réwnania Eulera-Lagrange’a przyjma woéwczas postaé

Q(q)d +C(q,4)g=0. (4.9)
Pokazemy, ze wzdtuz trajektorii q(t) tak okresdlony lagranzian jest staly,

dL(q(t), 4(t))

it =0.

W tym celu obliczamy

dL(q(t), q(t))

T . E.T- .
&t = Q(q)q+2q Q(q)g.

Po wykorzystaniu rownan ruchu, a nastepnie wzieciu pod uwage wla-
snosci (4.7) prawa strona tego rownania staje sie roéwna

Tora . . S I AN s
54'Qla)a—a'Cla.a)q = 54" (Qa) —2C(q.)) 4 =
1, , TN s
= 54" (CT(q.4) ~ Cla,9)) 4 =0,
przy czym ostatnia réwnoéé wynika z faktu, ze forma kwadratowa, ktorej
macierz jest skosnie symetryczna znika.
Pozostanmy przy zatozeniu (4.8) i réwnaniach Eulera-Lagrange’a (4.9).

Z mechaniki lagranzowskiej wynika, ze trajektoria uktadu spehiajaca te
réwnania jest ekstremala funkcjonatu dziatania

t ty
21— | aTQua)ad = | Liga)at (4.10)

to

poniewaz ekstremale funkcjonaléw I i 21 sq identyczne. Rozwazmy teraz

funkcjonat
t
]:J \/q"Q(q th—J vL(q, q)dt. (4.11)
to

i wyznaczmy dla niego réwnania Eulera-Lagrange’a

dovL ovL _d 1 3L 1 3L
dt 99  0q  dt2yL0q 2VLOq
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Poniewaz lagranzian L jest stalty w czasie, po zrdzniczkowaniu otrzymu-

jemy
NEROE
oL \dtdg 0q/)
poniewaz q(t) jest ekstremalq dziatania I. Przedstawiony wywdd mozna
by podsumowaé¢ w nastepujacy sposdb

Stwierdzenie 4.3.1 Ekstremale funkcjonatu dziatania sq ekstremala-
mi funkcjonatu J.

Zauwazmy podobienistwo miedzy funkcjonalem ] a dlugodcia trajekto-
rii q(t), ktdra jest opisana wzorem ﬁé v/ qT gqdt zawierajacym euklideso-
wy iloczyn skalarny predkosci. Na podstawie tego podobieristwa mozna
uznad, ze funkcjonat | takze wyznacza dtugoé¢ tej trajektorii, z ta réznica,
ze iloczyn skalarny predkosci ¢ wylicza sie z wykorzystaniem macierzy
bezwladnosci Q(q), a wiec w kazdym punkcie q sposéb mnozenia wek-
tordéw jest inny. Iloczyn skalarny

(vw)Q =v'Qlq)w

definiuje metryke Riemanna w przestrzeni wspdlrzednych uogdlnionych.
Krzywa stanowigca ekstremale funkcjonatu dhugosci nazywa sie geode-
zyjna. W tym konteks$cie, Spostrzezenie 4.3.1 prowadzi do nastepujacego
wniosku

Twierdzenie 4.3.1 (O geodezyjnych metryki Riemanna) Jezeli lagra-
nzian ma postaé (4.8) to uktad porusza sie wzdtuz geodezyjnych me-
tryki Riemanna wyznaczonej przez macierz bezwladnosci.

Twierdzenie 4.3.1 traktujemy jako interpretacje geometryczng mechani-
ki lagranzowskiej.

4.4. Przyklady c.d.

W celu przyblizenia Czytelnikowi pojecia metryki Riemanna wyzna-
czymy teraz te metryke dla sfery S* pokazanej na Rysunku 4.3. Wprowa-
dzamy na sferze wspétrzedne sferyczne F: R? — R3, F(,0) = (x,y,2)",
gdzie

x =sinBcos ¢
Yy =sin0sin ¢
z=cos0
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ZA

<V

Rysunek 4.3: Sfera S2

Pochodna DF(@, 0) dziata na wektorach stycznych do sfery w punkcie
o wspdlrzednych (¢, 0). Wezmy obrazy wektordw stycznych uy i uy po-
kazanych na Rysunku, wiec niech

vy = DF((p,e)u1, i Vo = DF((p,e)ug.

Wektory v4 i vo nalezg do przestrzeni R3 z euklidesowym iloczynem ska-
larnym (vq,vy) = viT\)Q. Metryka Riemanna na S? powinna by¢ okreslona
w taki sposdb, zeby

(U1, up) g = uf Qup = v{ vo.
Obliczamy
vivy =uf (DF(@,0)) "DF(¢,0)uy,
Q

skad wynika, ze metryka Riemanna na sferze jest okredlona przez ma-
cierz

sin”0 0
Qo0 = "7 4.

4.5. Zadania

Zadanie 4.1 Wykaza¢ zalezno$é (4.7).
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Rysunek 4.4: Odwrdcone wahadlo
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Rysunek 4.5: Noga robota

Xy

Zadanie 4.2 Korzystajac z metod mechaniki lagranzowskiej wyprowa-
dzi¢ réwnania ruchu odwréconego wahadta przedstawionego na Rysun-
ku 4.4. Odwrécone wahadto sktada sie z punktowej masy M poruszajacej
sie wzdtuz osi X i zamocowanego do niej wahadla o dtugoéci 1 i masie m.

Zadanie 4.3 Korzystajac z metod mechaniki lagranzowskiej wyprowa-
dzi¢ réwnania ruchu nogi robota skaczacego w fazie kontaktu z podto-
zem przedstawionej na Rysunku 4.5. Zatozyé, ze noga sktada sie z masy
m zamocowanej na sprezynie o dtugoéci 1. Przyjaé, ze energia spre-
zystosci sprezyny jest rowna %kIQ. Podczas ruchu punkt kontaktu nogi
z podtozem nie zmienia swojego potozenia.

Zadanie 4.4 Korzystajac z metod mechaniki lagranzowskiej wyprowa-
dzi¢ réwnania ruchu planarnego manipulatora typu 2R przedstawionego
na Rysunku 4.6. Pomingé masy ramion i przyjaé, ze przedmiot manipu-
lacji ma mase m.
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Rysunek 4.6: Manipulator 2R
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:
Rysunek 4.7: Robot kosmiczny

Zadanie 4.5 Korzystajac z metod mechaniki lagranzowskiej wyprowa-
dzi¢ réwnania ruchu plaskiego robota kosmicznego przedstawionego na
Rysunku 4.7. Robot sktada sie z bazy o masie M i momencie bezwtad-
noéci I oraz ramienia o zmiennej dlugosci 1 zakonczonego masa m po-
laczonego z baza przegubem obrotowym. Kat 8 opisuje orientacje bazy,
a kat ¢ polozenie przegubu obrotowego. Zalozy¢ zerowe przyspieszenie
Ziemskie i poming¢ mase ramienia robota.

Zadanie 4.6 Metodami mechaniki lagranzowskiej wyprowadzi¢ réwna-
nia ruchu ptaskiego robota typu ,Ballbot” przedstawionego na Rysun-
ku 4.8. Robot ma postaé odwréconego wahadla (korpusu) zamontowa-
nego na kole toczacym sie wzdluz osi X. Dlugo$é i masa wahadta sa
réwne 1 i m. Kolo ma promien r, mase M i moment bezwladnosci 1.
Kat obrotu kota wzgledem korpusu wynosi 6, a orientacja korpusu jest
opisana katem . Przyjaé, ze koto toczy sie bez poslizgu, co oznacza, ze
jego droga x = r(¢ + 0).
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Rysunek 4.8: Robot Ballbot
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Rysunek 4.9: Elastyczne wahadlo sferyczne

Zadanie 4.7 Metodami mechaniki lagranzowskiej wyprowadzi¢ réwna-
nia ruchu elastycznego wahadta sferycznego pokazanego na Rysunku 4.9.
Wahadto ma ramie w postaci teleskopu o zmienne dtugosci L i statej spre-
zystosci k. Koncéwka wahadla o masie m moze przyjmowacé polozenia
na sferze o promieniu 1. Pomingé mase ramienia wahadla. Przyja¢ wzér

na energie potencjalng sprezystosci Vs = %le.

4.6. Komentarze i odniesienia literaturowe

Uzupekniajace wiadomoséci na temat mechaniki lagranzowskiej moz-
na znalez¢é w podrozdziale 14 rozdziatu 2 ksigzki [RIK95]; zostalt jej takze
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poéwiecony rozdziat 7, t. I ksigzki [Tay12]. Zasada Najmniejszego Dzia-
tania nalezy do calkowych zasad wariacyjnych mechaniki analitycznej,
zob. rozdziat 3 ksigzki [Gut71]. Teorie i przyklady wyprowadzenia réw-
nan Eulera-Lagrange’a zawiera rozdzial 4 tej ksigzki.

Literatura

[Gut71] R. Gutowski, Mechanika analityczna. PWN, Warszawa, 1971.

[RK95] W. Rubinowicz, W. Krélikowski, Mechanika teoretyczna. PWN, War-
szawa, 1995.

[Tay12] ]. R. Taylor, Mechanika klasyczna: t. I, II. PWN, Warszawa, 2012.



Rozdziat 5

Mechanika hamiltonowska

Alternatywnym sposobem sformutowania réwnan ruchu jest wyko-
rzystanie poje¢ mechaniki hamiltonowskiej. Pojecia te wyprowadzimy
z poje¢ mechaniki lagranzowskiej, bedziemy wiec zakladaé, ze mamy
dane wspodtrzedne i predkoéci uogdlnione, a takze lagranzian i réwna-
nia Eulera-Lagrange’a. Wprowadzenie poje¢ mechaniki hamiltonowskiej
poprzedzimy krétkim wstepem matematycznym.

5.1. Przeksztalcenie Legendre’a

Niech bedzie dana funkcja f : R — R zadana wzorem y = f(v).
Definiujemy nowa funkcje F(p) w nastepujacy sposdb

F(p) = max(pv — f(v)).
Funkcje F(p) nazywamy przeksztalceniem Legendre’a funkeji f(v). Za-
ktadajac, ze funkcja f(v) ma ciggte pochodne, z warunku na maksimum
otrzymujemy
<y () =0,

. df . . s, . .
czylip = %. Po obliczeniu z tej rownoéci argumentu maksimum v =

v(p) otrzymujemy wartod¢ maksimum

F(p) =pv(p) — f(v(p))-

Obrazowo istote przeksztatlcenia Legendre’a ilustruje Rysunek 5.1. Wi-
da¢ z niego, ze nie kazda funkcja ma przeksztalcenie Legendre’a; jest
ono dobrze okreslone na przyklad dla funkeji f(v) = v? lub f(v) = v*, na-
tomiast nie istnieje dla funkcji f(v) = v3. Definicja przeksztalcenie Legen-
dre’a w naturalny sposdb rozszerza sie do funkcji zaleznej od zmiennej

wektorowej, F: R™ — R. Wéwczas p € R™ i

F(p) = max (p'v—1f(v)).
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f(v)A

pv

F(p)
\_)/ v

Rysunek 5.1: Przeksztalcenie Legendre’a

Argument maksimum v(p) spelnia réwnanie

_ of(v)
P= 5

czyli
Fip) =p v(p) — f(v(p)).

5.2. Hamiltonian

Niech bedzie dany lagranzian L(q,v) = K(q,v)—V(q), q,v € R™, w kt6-
rym przez v oznaczyliSmy predkosé¢ . Wprowadzamy nastepujaca defi-
nicje.

Definicja 5.2.1 Hamilfonianem uktadu opisanego przez lagranzian
L(q,v) nazywamy przeksztatcenie Legendre’a lagranzianu ze wzgledu
na predkosé v, przy q trakfowanym jako parametr,

H(q,p) = max (pTv—L(q,v)).

Argument maksimum v(q, p) obliczamy z warunku

_ 0L(q,v)
P="%

i w konsekwencji hamiltonian

H(q,p) = p'v(q,p) —L(q,v(q,p)) (5.1)
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Zmienng p nazywamy uogdlnionym pedem uktadu. Przy zalozeniu, ze
energia kinetyczna jest zadana forma kwadratowa K(q,v) = %vTQ(q)v
otrzymujemy

zatem
v(g.p) =Q (q)p.

Podstawienie do wzoru (5.1) daje nastepujacqg formute na hamiltonian

H(a.p) = ;" Qla)p + V(a) (52)

Z formuty tej wynika, ze hamiltonian jest catkowita energig uktadu, suma
energii kinetycznej (wyrazonej za pomocq pedu) i energii potencjalnej.

5.3. Rownania kanoniczne Hamiltona

Jak pokazalidmy w poprzednim rozdziale, mechanika lagranzowska
opiera sie na pojeciu wspdtrzednych i predkosci uogdélnionych

q,q€R™

lagranzianu
L(g,q) =K(q,q) —V(q)
i rownaniach Eulera-Lagrange’a

doL(q,q) 09L(q.9)
dt 9q 0q

=F.
Analogicznymi kategoriami dla mechaniki hamiltonowskiej sa wspot-
rzedne i pedy uogdlnione

oL(q,v)
ov

qp€ER", p=
i hamiltonian
H(q,p) =p'v(q,p) — L(q.v(q, p))-

W celu otrzymania réwnan ruchu ukladu obliczamy pochodne hamilto-
nianu

oH Tav_aL_<aL>T ov
0g; " 9qi 9qi \ov/) dqi’
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Korzystajac z definicji pedu p = % otrzymujemy

oH oL

dqi  0qi

Na koniec, z réwnan Eulera-Lagrange’a wynika, ze

oL
=1 —F;,
aqi pl 1
a zatem
. __aH LT
pl_ aql 1°

Podobnie obliczamy

oM _ o, rdv  (3L)' ov
opy TP apy ov/) opi’

Ponownie jak poprzednio, z definicji pedu wynika wzér

oH
opi

:\):U

czyli
_ OH
opi’

Ji

Réwnania dla ¢; i p; nosza nazwe kanonicznych réwnan Hamiltona.
W zapisie wektorowym mozna im nadaé postaé

q — aHéQrP)

p (5.3)

. dH(q, ,
p=—2gdRl 4T

gdzie F oznacza sily niepotencjalne dzialajace w ukladzie. Przy braku sit

F, z rédwnan kanonicznych wynika nastepujgca wtasno$é hamiltonianu

Twierdzenie 5.3.1 (O niezmienniczo$ci hamiltonianu) Na trajektor-
iach uktadu réwnan kanonicznych Hamiltona hamiltonian jest staty,

dH(q(t)p(t)  (AHN'. (OH\' . . .
&t 3 q+ o) P P a+qp=0.
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5.4. Przyklady

5.4.1. Belka i kula

Napiszemy hamiltonowskie réwnania ruchu dla uktadu belka i kula
analizowanego w poprzednim rozdziale. Mamy q = (1, @)", p = (p1,p2) .
Lagranzian

L:K—V:%<I+mr2) (i)er%mfz—mgrsin(p.

W celu wyznaczenia hamiltonianu wykorzystamy macierz bezwladnosci

m 0
Q= [O I+ mTQ] )
Macierz odwrotna .
- 0
Q'= [m 1 } )
0 I+mr2

na mocy (5.2) definiuje hamiltonian

1(vi P .
H(q,p) == [ = :
(ap) =3 (m e ) Tmarsine

Réwnania kanoniczne Hamiltona zwigzane z tym hamiltonianem sa na-
stepujace

_ 0 _ Pt
= opy  m

_ OoH __ P2
® = po ~ I+mr2 )
. QH _ mrpj .
Pt =—%% = (Trmme — Mgsine
. oH
P2 = —% = —mgrcos ¢

5.4.2. Wahad}o Furuty

Wahadlo Furuty zostalo opisane dwoma katami q = (6, ¢)". Odpo-
wiadajacy im wektor pedéw p = (p1,p2)'. W poprzednim rozdziale wy-
znaczylidmy lagranzian

1 . 1
L= Qm(a + bsin @)?6” + meQq')Q -+ mgb cos @.

Z postaci energii kinetycznej otrzymujemy macierz inercji

B m(a+bsing)? 0
Q= 0 mb?| "
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Macierz odwrotna

0 1

mb?

I S 0
Q—i _ | m(a+bsing)?

pozwala zdefiniowaé hamiltonian

H(q p):1 p% + p% —mgbcos @
’ 2 \m(a+bsing)? mb? 9 '

Réwnania kanoniczne Hamiltona wahadta Furuty maja postaé

_ OoH P2
(p - a‘p% - mb2
_ H _
P1=—"%39 = 0
. 9H _ _ bpfcosep .
P2 = ® — m(a+bsing)’d mgb sin @

5.5. Niezmienniki. Nawias Poissona

Niech bedzie dany uklad opisany wspétrzednymi q € R™ i pedami p €
R™, z hamiltonianem H(q, p). Funkcje F(q, p) nazywamy niezmiennikiem,
stalg ruchu lub calka pierwsza ukladu, jezeli F(q(t),p(t)) = const. na
trajektoriach q(t), p(t). Oznacza to, ze

dF(q(t),p(t))
dt
W Twierdzeniu 5.3.1 ustaliliSmy, Ze hamiltonian jest przykladem nie-

zmiennika. W celu sprawdzenia, czy zadana funkcja F(q, p) jest niezmien-
nikiem, wyliczamy

dF(q(t),p(t))  [OF\' . [OF\ . [OF\'9H [OF\' oH

———=—=) a4+ =) p=|x=) =— || =—={FHL
dt 0q op oq/ Op op/ 0q

Wyrazenie stojace po prawej stronie powyzszego wzoru nazywamy na-

wiasem Poissona funkecji F i hamiltonianu H. Wynika z niego, Zze warun-
kiem, zeby F bylo niezmiennikiem jest znikanie nawiasu Poissona

(F,H} = 0.

=0.

Nawias Poissona mozna zdefiniowaé¢ dla dowolnych (odpowiednio gtad-
kich) funkcji F1(q,p) i Fo(q,p)

(R OF, (R OF,
(FuFal = <6q> o <6p dq 54)

Nawias Poissona jest rodzajem mnozenia funkcji, przypisujacym funk-
cjom Fy i Fy funkcje {Fq, Fo}, 0 nastepujacych wlasnosciach:
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1. {F,F} = 0 — antyzwrotnosg,
2. {Fo, F1} = —{Fy, Fo} — antysymetria,
3. {Fq,{Fo, F3}} + {Fo,{F3, F1}} + {F3,{F1, Fo}} = 0 — tozsamo$¢ Jacobiego.

Zauwazmy, ze z tozsamosci Jacobiego wynika nietgacznos$é nawiasu Po-
issona, w sumie wiec nawias Poissona przypomina iloczyn wektorowy
w RS,

Znaczenie nawiasu Poissona dla mechaniki hamiltonowskiej polega
na tym, ze przy jego pomocy mozna generowaé¢ niezmienniki. Opisuje
to nastepujgce

Twierdzenie 5.5.1 (O nawiasie Poissona) Jezeli F; i Fy sq niezmien-
nikami, to nawias Poissona {Fy, Fo} jest takze niezmiennikiem.

5.6. Twierdzenie Liouville’a o niezmiennikach

W Rozdziale 0 zwréciliSmy uwage na znaczenie niezmiennikéw przy
rozwigzywaniu réwnan ruchu; zobaczylidmy, ze dzieki temu, ze moment
pedu i energia ruchu Planety wokot Stonica okazaty sie niezmiennikami,
potrafilismy rozwigza¢ réwnania ruchu i wyprowadzi¢ I Prawo Keple-
ra. W odniesieniu do rozwigzania réwnania rézniczkowego uzyskanego
w sposdb analityczny (symboliczny), tak jak to miato miejsce w przy-
padku réwnan ruchu Planety wokél Stonca, bedziemy uzywaé terminu
"rozwigzanie przez kwadratury’. Mozliwoéé rozwigzania réwnan ruchu
przez kwadratury jest okolicznoécia bardzo pozadang. Warunki wystar-
czajace rozwigzalnosci przez kwadratury podaje

Twierdzenie 5.6.1 (Liouville’a o niezmiennikach) Zaltézmy, ze uklad
rownan kanonicznych Hamiltona

q,p € R™, ma n niezmiennikéw {Fy = H,Fy,...,Fn}, niezaleznych i po-
zostajgcych w inwolucji. Wowczas

1. trajektoria q(t),p(t) uktadu lezy na n-wymiarowej rozmaitosci
Mo ={(q,p) € R*™[F1(q,p) = o1, F2(q,p) = &g, Fr (4, ) = oxn};

2. réwnania kanoniczne Hamiltona mozna rozwiqzaé przez kwadra-
tury.
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W powyzszym twierdzeniu o« = (g, ®9,...,0n )" oznacza wektor sta-

tych. Jezeli jest dany warunek poczatkowy (qo,po), to «i = Fi(do, Po),
i =1,2,...,n. Niezalezno$¢ niezmiennikéw nalezy rozumie¢ jako nieza-
leznoé¢ funkcji Fy, Fo, ..., Fn, co oznacza, ze dla (q,p) € My

oF oF R oF
9q1 "°° 9qn Op1 "7 Opm
rank | : olgp)=n
OFn OFn  OFn OFy
Sqr o opr vt ope

Wymaganie, zeby niezmienniki byty w inwolucji oznacza, ze dla kazdego
i,j = 1,2,...,n nawias Poissona {F;,F;} = 0. Niezmienniki w Twierdze-
niu 5.6.1 tworza wiec uklad maksymalny, w tym sensie, ze nie da sie
z nich wygenerowaé¢ nowych niezmiennikéw. Przypominamy, ze przez
k-wymiarowa rozmaitosé w przestrzeni R™ rozumiemy podzbiér R™, na
ktdrym sie zeruje n — k niezaleznych funkcji.

5.7. Przyklady: niezmienniki

Powrdéémy jeszcze raz do wahadta Furuty. Mamy n = 2. Na pod-
stawie réwnan ruchu uzyskanych w podrozdziale 5.4.2 wnioskujemy, ze
istnieja dwa niezmienniki: hamiltonian H i ped p1. W celu zbadania ich
niezaleznosci tworzymy macierz

d
d
Z réwnan kanonicznych, a takze z niezaleznoéci sktadowych pedu od

siebie i od wspdélrzednych, warunek niezaleznosci niezmiennikéw przyj-
muje postaé

)
T
)
T

@[T
o)
he]
N

2

o|Qolw

B2k
o)
el

[
<
N
[
)
N

0 p2 =0 —¢] _
rank[o 0 1 O}_Q'

Niezmienniki sq zatem niezalezne, pod warunkiem, ze albo ¢ # 0, albo
Po # 0. Poniewaz py = mb?@, niezmienniki bedq niezalezne, jezeli ¢ # 0
lub $ # 0. Wymaga to, zeby ramie wahadta poruszalo sie, a w punk-
tach zatrzymania mialo niezerowe przyspieszenie. Mozemy uznaé, ze
przy ,naturalnym” ruchu wahadla Furuty niezmienniki sq niezalezne.
Do sprawdzenia warunku inwolucji wystarczy policzy¢ nawias Poissona

{H,p1}. Mamy
(Hpy— (1) 2 _ (2HY 3Py
PU=\23q) op  \op) 3q
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Poniewaz % = (0,%)T, gwiazdka oznacza element, ktérego wartosé nie

jest istotna, % =(1,0)" i %%1 = (0,0)7, otrzgymujemy

{H,p1}=0.

Pokazaliémy, ze hamiltonowskie réwnania ruchu wahadta Furuty maja
dwa niezmienniki, ktére sq niezalezne i w inwolucji, dlatego na podsta-
wie Twierdzenia 5.6.1 stwierdzamy, ze réwnania te sg rozwiazalne przez
kwadratury.

5.8. Twierdzenie Liouville’a o dywergencji

Uktad réwnan kanonicznych Hamiltona (5.3) bez sil niepotencjalnych
mozna potraktowaé jako uktad réwnan rézniczkowych lub jako uktad
dynamiczny

OH(qp)
k=X, x=(qp), X ={ 23Tqp
_otilap)

w przestrzeni R2", Taki uktad nazywa sie hamiltonowskim. Niech 2n = s.
Funkcje X(x) nazywamy polem wektorowym. Majgc dany stan poczat-
kowy x uktadu dynamicznego, jego trajektoria x(t) = @(t, x). Funkcje

@ :R xRS — RS

nazywamy strumieniem ukladu dynamicznego. Strumien wyznacza stan
ukladu w chwili t przy znanym stanie poczatkowym x w chwili 0. Jezeli
ustalimy t, strumien definiuje funkcje

et R —R®%,  @(x) = o(t,x).
Funkcja ta ma nastepujace wlasnosci:

1. @o(x) = x — wlasnoé¢ identycznosci,
2. ©i1s(x) = @t(@s(x)) — whlasnosé pdélgrupowosci.

Z wkasnosci tych wynika, ze (pt_i(x) = @_¢(x).

Wezmy zbidr standéw poczatkowych D C R® i wyznaczmy jego obraz
@¢(D) w chwili t, zob. Rysunek 5.2. Sposdéb, w jaki funkcja ¢ prze-
ksztalca zbidér D (a wiec, w jaki strumien "ptynie") dostarcza informacji
o zachowaniu uktadu dynamicznego. Niech V; oznacza objetos¢ obrazu
e¢(D),

Vi =vol(g(D)).

Z definicji, Vo = vol(D). Interesujace sa trzy relacje miedzy V; a Vj:
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P(x)

-

Rysunek 5.2: Strumien uktadu dynamicznego

1. Vi < Vp - strumien uktadu jest kontrakcjq (strumien zwezajacy),

2. Vi > Vj — strumien ukladu jest ekspansjq (strumien rozszerzajacy),

3. Vi =V, - strumien ukladu zachowuje objetosé (strumien izochory-
czny).

Oczywiscie, wymienione sytuacje nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci;
moze byé tak, ze w pewnej chwili objeto$¢ rosnie, a w innej maleje.
Niewatpliwie jednak ustalenie ktérejs z nich jest warte zachodu.

W tym celu wprowadzmy pojecie dywergencji. Dla uktadu dynamicz-
nego z polem wektorowym X(x) dywergencja pola

0X(x)

div X(x) =tr ,
0x

gdzie tr M oznacza $lad macierzy M. Warunek wystarczajacy zachowania
objetosci podaje

Twierdzenie 5.8.1 (Lioville’a o dywergencji) Jezeli dywergencja
divX(x) =0,

to strumien uktadu zachowuje objetosé. Strumien uktadu hamiltonow-
skiego zachowuje objetosé.

Sprawdzenie, ze pole wektorowe uktadu hamiltonowskiego ma zerowa
dywergencje jest natychmiastowe. Mamy bowiem

9’H(q,p) 9’H(q,p)

oX(x) 3q0p op?
Ox | _9?°H(qp) _ 2’H(qp) |’

9q? opadq
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a zatem

; — tp |®H(ap) | _ ¢t [®H(ap) | —
divX(x) =tr [W} tr [W =0

na mocy rownoséci pochodnych mieszanych.

5.9. Przyklady: dywergencja
W celu objasnienia pojecia dywergencji rozwazymy dwa przyklady.
5.9.1. Przyktad 1
Roéwnanie ruchu wahadta
X = —sinx

mozna przedstawi¢ w formie uktadu dynamicznego

7'(1 = X9
X9 = —sinxq

a zatem pole X(x) = (xg, —sinxq)". Obliczamy pochodna

0 1
DX(x) = [— cosxyq 0] ’

skad wynika, ze divX(q) = tr DX(x) = 0. Strumient ukladu zachowuje
objetosé.

5.9.2. Przyklad 2

Wezmy uklad dynamiczny

{7’(1 =% +X%

7'(2 :X?

Mamy X(x) = (x1 + xg, x?)T. Dywergencja

. o 1 2X2 .
divX(x) =tr [SX% 0 ] =1,

co oznacza, ze strumien ukladu ma cechy ekspansji.
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(pt’[)(’)

Rysunek 5.3: Twierdzenie o powrocie

5.10. Twierdzenie Poincaré o powrocie

Konsekwencja Twierdzenia Liouville’a o dywergencji jest nastepujace
twierdzenie, ktore charakteryzuje trajektorie ukladu hamiltonowskiego.

Twierdzenie 5.10.1 (Poincaré o powrocie) Zatézmy, ze uktad dyna-
miczny x = X(x), x € RS, ze strumieniem @(x) ma zerowq dywer-
gencje, divX(x) = 0. Niech D C R® oznacza podzbiér niezmienniczy
(p¢(D) C D) i ograniczony (volD < oo). Wéwczas, w kazdym otocze-
niu U punktu x € D istnieje punkt x’ € U, taki ze w pewnej chwili t’
zachodzi @/ (x’') € U, albo ¢ (U) NU # (), zob. Rysunek 5.3.

Poniewaz dywergencja uktadu hamiltonowskiego wynosi zero, twierdze-
nie o powrocie zachodzi dla uktadéw hamiltonowskich okreslonych na
ograniczonym podzbiorze przestrzeni potozen i peddéw.

5.11. Przyklady: uklad dynamiczny na torusie

Dobra ilustracja Twierdzenia Poincaré o powrocie jest nastepujacy
uklad dynamiczny okreslony na torusie T? = S! x S'. Jak pokazuje Rysu-
nek 5.4, jako wspdtrzedne okreslajace potozenie punktu na torusie moz-
na wzigé katy (a4, ag). Torus T? powstaje przez utozsamienie na plasz-
czyZznie R2 punktéw o wspoéirzednych calkowitych, zob. Rysunek 5.5.
Méwige obrazowo, najpierw ,zwijamy” ptaszczyzne R? w kierunku pio-
nowym, tak zeby pokryly sie linie poziome o wspdlrzednych bedacych
liczbami catkowitymi, a nastepnie tak otrzymany nieskonczenie dlugi
rulon ,zwijamy” wzdluz osi pionowej w taki sposéb, zeby pokryly sie
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Rysunek 5.4: Torus T2

(x9)
Y a
3 l l 1 1 1
I e R A R I
| | | |
2 [ [ [ [ |
P e
| | | |
1 | | | |
R A U R I B
| | | |
| | | |
| | | | | =
1, 2, 3, 4, 5, X (o)

Rysunek 5.5: Definiowanie torusa T?

linie pionowe o wspdtrzednych catkowitych. Z definicji torus jest zbio-
rem ograniczonym; jego powierzchnia jest réwna 4m%. Zdefiniujmy na
T2 uktad dynamiczny

(3(1 = aq, (3(2 = b,

gdzie a € Ri b € R sq liczbami rzeczywistymi. Jest oczywiste, ze dywer-
gencja tego uktadu jest zerowa, a trajektorie uktadu nie opuszczaja toru-
sa, CO 0zZnacza, ze jest on zbiorem niezmienniczym. Warunki Twierdzenia
Poincaré o powrocie sq zatem speklnione. Z réwnan ukladu wynika, ze
przy zalozeniu a4 (0) = xy(0) = 0 jego trajektorie spelniaja warunek

doy _b
doq N (1’
co daje linie prosta oy = %oq pokazang na Rysunku 5.5. Zauwazmy,

ze przebieg tej linii na torusie zalezy od typu liczby 2. Gdy utamek 2
jest liczba wymierng, wtedy prosta oy = %oq przechodzi przez pewien
punkt o wspdlrzednych catkowitych, a zatem na torusie powstanie orbita
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Rysunek 5.6: Wahadlo sferyczne

zamknieta. Kazdy punkt tej orbity powraca nieskonczenie wiele razy. W
przypadku, gdy ultamek % jest liczba niewymierng, prosta oy = %oq nie
przechodzi przez zaden punkt o wspdélrzednych calkowitych. Orbita na
torusie nawija sie nieprzerwanie, jak nitka na szpulce. Powroty nastepuja
do coraz to innych punktéw. Przyktad ten pokazuje w sposéb obrazowy,
jakiego rodzaju trajektorii mozna sie spodziewaé¢ w ukladzie hamilto-

nowskim, a wiec, jak moga wyglada¢ rozwigzania réwnan ruchu.

5.12. Zadania

Zadanie 5.1 Wyznaczyé przeksztalcenie Legendre’a funkcji f(v) = v?

if(v)=v~

Zadanie 5.2 Korzystajac z metod mechaniki hamiltonowskiej wypro-
wadzi¢ réwnania ruchu Planety wokdt Stonca. Wskazdwka: skorzystaé
z ustalen zawartych w Rozdziale 0.

Zadanie 5.3 Korzystajac z metod mechaniki hamiltonowskiej wyprowa-
dzi¢ réwnania ruchu odwréconego wahadla i nogi robota skaczacego
z zestawu zadan dolaczonego do poprzedniego Rozdziatu.

Zadanie 5.4 Korzystajac z metod mechaniki hamiltonowskiej napisaé
réwnania ruchu wahadla sferycznego przedstawionego na Rysunku 5.6.
Koncéwka wahadla przyjmuje polozenia na sferze S2.
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Zadanie 5.5 Korzystajac z metod mechaniki hamiltonowskiej wyprowa-
dzi¢ réwnania ruchu robota kosmicznego opisanego w zestawie zadan
z poprzedniego rozdzialu. Poming¢ ruch postepowy bazy robota i przyjaé
trzy wspdlrzedne uogdlnione q = (¢,0,1)7.

Zadanie 5.6 Korzystajac z metod mechaniki hamiltonowskiej napisaé
réwnania ruchu robota typu ,Ballbot” opisanego w zestawie zadan dola-
czonym do poprzedniego Rozdziatu.

Zadanie 5.7 Udowodni¢ Twierdzenie 5.5.1. Wskazdéwka: wykorzystaé toz-
samoé¢ Jacobiego.

5.13. Komentarze i odniesienia literaturowe

Podstawom mechaniki hamiltonowskiej jest poswiecony rozdziat 3
ksigzki [RIK95] i rozdzial 13, t. II ksigzki [Tay12]. Przeksztalcenie Legen-
dre’a i wyprowadzenie réwnan kanonicznych Hamiltona zawiera roz-
dzial 7 pracy [Gut71]. Dodatkowe wiadomosci na ten temat mechaniki
hamiltonowskiej mozna znalezé w ksigzce [Arn81]. Tamze, w rozdziale
10, podano pelne sformutowanie Twierdzenia Liouville’a o niezmienni-
kach, wraz z dowodem; niekiedy w stosunku do tego twierdzenia uzywa-
ne jest okredlenie Twierdzenie Liouville’a-Arnolda. Dowéd Twierdzenia
Liouville’a o dywergencji mozna znalezé w rozdziale 3 ksigzki [Arn81].
W tym samym rozdziale zostal podany prosty dowdd Twierdzenia Poin-
caré o powrocie i przyktad (5.11).
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Rozdziat 6

Kinematyka i dynamika ciata sztywnego

6.1. Ruch

Ciato sztywne definiujemy jako zwarty (domkniety i ograniczony)
podzbiér B C R3. Przypominamy, ze zbiér domkniety to taki, ze kazdy
zbiezny cigg jego elementéw ma granice lezacqa w tym zbiorze, a ogra-
niczony oznacza, ze B mozna zamknaé¢ w kuli o skonczonej objetodci.
Podczas przemieszczenia ciata sztywnego zachowane sg odlegtosci i katy;
w odniesieniu do Rysunku 6.1 oznacza to, ze norma euklidesowa wekto-
row |[lu—w|| i [[v—wl|| i kgt miedzy wektorami u—w i v—w nie zmieniajq sie.
Zatdézmy, ze dany jest uktad wspoétrzednych (Xs, Ys, Zs) zwany uktadem
przestrzeni. Z ciatem sztywnym B wigzemy drugi uktad wspoétrzednych
(Xg,YB,Zg), ktoéry bedziemy nazywaé ukladem ciala. Oba uktady po-
kazano na Rysunku 6.2 Przemieszczenie ciala sztywnego opisujemy ja-
ko przeksztalcenie uktadu (Xs,Ys,Zs) w uklad (Xg, Yg, Zg) realizowane
przez 4 x 4 macierz przeksztalcen jednorodnych

A= {ORT H (6.)

w ktorej sktad wchodzi macierz obrotu R rozmiaru 3 x 3, spelniajaca
warunek ortogonalnogci RRT = RTR = I (I5 — macierz jednostkowa 3 x 3)
i warunek detR = +1, i wektor przesuniecia T € R®. Niech bedzie dany
punkt P w ciele B, ktérego polozenie wzgledem ukladu ciata jest opi-
sane wektorem r € R3. Wspétrzedne jednorodne punktu P definiujemy
jako pare (1,1) € R Przeksztalcenie A pozwala wyznaczyé¢ wspétrzedne
jednorodne punktu P wzgledem uktadu przestrzeni jako

(1)<l 2 ()= ()

Poniewaz poczatek uktadu ciata ma w uktadzie ciala wspdlrzedne jed-
norodne (0,1), widzimy ze jego wspdlrzedne w uktadzie przestrzeni sa
(T,1), co oznacza, ze wektor T okreéla polozenie poczatku ukladu ciata
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AZ

X
Rysunek 6.1: Ciato sztywne

Xs

Rysunek 6.2: Przemieszczenie ciala sztywnego

wzgledem uktadu przestrzeni. Zatézmy teraz T = 0, co oznacza, ze po-
czatki obu ukladéw pokrywaja sie i niech 11, 79 i 3 beda kolumnami
macierzy obrotu R. Obrazy wersordw osi ey, ey, es uktadu ciata w ukla-
dzie przestrzeni majq posta¢ sy = Rey =11, sp = Reg =19 i s3 = Rez = 13.
Stwierdzamy, ze macierz R opisuje orientacje ciata sztywnego, a wektor
T jego potozenie. Zbiér macierzy (6.1) opisujgcych przemieszczenie ciata
sztywnego tworzy tzw. specjalng grupe euklidesowa SE(3). Jezeli

Ry T Ry T
AL= [o% 11]' Az = {0% 12]
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oznaczaja dwa elementy SE(3), to mnozenie definiujemy jako mnozenie
macierzy blokowych, zatem

R1 RQ R1 T2 “F T1
0" 1 '

SE(3) jest tzw. grupag macierzowsq, z elementem neutralnym I, i elemen-

tem odwrotnym
RT —RTT
—1 .
Al [OT 1 ]

Przez analogie do ruchu punktu materialnego, ruch ciata sztywnego
okresdlamy jako przeksztalcenie czasu w specjalng grupe euklidesowa,

¢:R—SE(3), c(t) = [RO(P T(it)]

ciggle i rézniczkowalne w sposdb ciggly co najmniej do rzedu 2. Po-
wiemy, ze scenerie ruchu ciala sztywnego stanowi czas R i specjalna
grupa euklidesowa SE(3). Opis ruchu ciata sztywnego wymaga poda-
nia w kazdej chwili potozenia i orientacji uktadu ciata wzgledem uktadu
przestrzeni. Mozemy mie¢ na my$li opis ruchu samolotu wzgledem ukta-
du zwigzanego z lotniskiem.

6.2. Obroty elementarne

Zatézmy, ze uklad ciata pokrywa sie z ukltadem przestrzeni i ze uktad
ciala obraca sie wzgledem uktadu przestrzeni. Obrotami elementarnymi
nazywamy obroty wokélt osi Xs, Ys i Zs. Chcemy znalezé postaé macierzy
obrotu R(X, ), R(Y,B) i R(Z,v) opisujacych obroty elementarne, odpo-
wiednio wokét osi X o kat o, wokdt osi Y o kat i wokot osi Z o kat y. Dla
przykladu zajmiemy sie wyprowadzeniem postaci macierzy R(X, ), zob.
Rysunek 6.3, pozostate obroty elementarne uzyskuje sie analogicznie.
Wezmy wersory osi uktadu ciata. Ich obrazy w ukladzie przestrzeni sa
kolumnami szukanej macierzy obrotu. Oznaczmy je jako 14, 19, 73. Przy
obrocie wokoét osi X wersor e nie zmienia sie, dlatego 11 = eq. Wspdt-
rzedne wersora ey sa réwne (0,cos o, sin ) ', a wspélrzedne wersora es
wynosza (0, —sin &, cos oc)T. W ten sposéb otrzymalismy wzor

1 0 0
R(X,a) = |0 cosax —sina
0 sinax cosa
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Rysunek 6.3: Obrdt elementarny wokot osi X

Dwa pozostale obroty elementarne sa opisane macierzami

cosp O sinf cosy —siny O
R(Y,B) = 0 1 0 |, R(Zy)=|siny cosy O
—sinf3 0 cosfp 0 0 1

6.3. Wspoirzedne w SE(3)

Niech bedzie dana macierz

A= [ORT H € SE(3)
opisujaca potozenie i orientacje ciata sztywnego. Macierz obrotu R ma 9
elementéw, ktére speiajq 6 warunkéw ortogonalnoéci RRT = Is. Ozna-
cza to, ze macierze obrotu tworzq w R? tréjwymiarowq rozmaitosé¢. Ozna-
czamy jq symbolem SO(3) i nazywamy grupg obrotéw. Wektor T € R3
jest dowolny, dlatego cala grupa SE(3) jest rozmaitoscig 6-wymiarowa
zawarta w R!2. Ze wzgledéw obliczeniowych punkty rozmaitoéci opisu-
jemy za pomoca wspotrzednych; w przypadku grupy SE(3) potrzebnych
jest 6 wspdlrzednych. W dalszym ciggu zajmiemy sie jednym z nich.
Dla wektora potozenia T = (Ty, To, Ts) " bedziemy uzywaé wspdlrzednych
kartezjanskich, tozsamych ze skladowymi tego wektora. Dla macierzy
obrotu przyjmiemy jako wspélrzedne tzw. katy Eulera ZYZ, wyznaczone
dla zadanej macierzy R z zaleznosci

R=R(Z ¢)R(Y,0)R(Z, ) =E(@,0,¥) =
cos @ cosBcos —sin@sinl —cos@cosOsin —sin@cosyp cos@sind
= |sin@pcosOcosP +cospsiny —sin@cosOsind +cosecos singsind | .
—sin0cosy sin 0 sin cos©
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Katy Eulera jako wspdlrzedne sg okreélone lokalnie, zauwazmy, ze je-
zeli © = 0 lub 6 = £, to nie da sie w sposdb jednoznaczny wyznaczyé
pozostatych dwdch katéw. Nie istniejg globalne wspdétrzedne na SO(3),
a wiec takze na SE(3).

6.4. Predkosé¢ ruchu

W odréznieniu od predkoéci ruchu punktu materialnego, zdefiniowa-
nie predkosci ruchu ciata sztywnego nie jest rzeczaq oczywista. W dalszym
ciggu ograniczymy sie wylacznie do zmiany orientacji i zatozymy, ze

Poniewaz R(t) jest macierza ortogonalng, w kazdej chwili zachodzi
R{RT (1) =RT(DR(t) =I5,
z czego wynika, ze
R(t)RT (1) + R(t)RT(t) = RT(H)R(t) + RT(H)R(t) = 0. (6.2)

Otrzymujemy w ten sposdb dwie macierzowe predkosci katowe ciala
sztywnego:

1. Qs = RRT — predkos¢ w przestrzeni,

2. Qg = RTR - predkosé¢ w ciele.

Jak wynika z tej definicji,

R =QgR =RQg,

to znaczy
Qs =RQgR'.

Przez podstawienie do wzoru (6.2) stwierdzamy, ze obie macierzowe
predkosci katowe speltniajag warunek

Q+0Q7 =0,

co oznacza, ze macierze Qg i Qg sa skosdnie symetryczne. Z algebry
linowej wiadomo, ze macierz skosnie symetryczna rozmiaru 3 x 3 jest
zdefiniowana przez 3 swoje elementy. Przyjmuje sie, ze wektorowi w =
(w1, we, wz) " odpowiada macierz

0 —wz wy
—Wo Wy 0
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Rozmieszczenie sktadowych wektora w jest takie, zeby
Qv=w XV,

gdzie v € R3, a x oznacza iloczyn wektorowy. Stosujac to do obu macie-
rzowych predkosci kagtowych mozemy zdefiniowaé wektorowa predkosé
w przestrzeni ws i wektorowa predkosé w ciele wg, w taki sposéb ze

Qs =[ws], Qp = [wsl.

Pokazalidémy, ze z wtasnosci macierzy obrotu wynikaja dwa pojecia pred-
kosci katowej. Predkos$¢ wp rezyduje w ukladzie ciala, a predkosé ws
w ukladzie przestrzeni. Zwigzek miedzy nimi jest nastepujacy

ws = RwB.

Predkos¢ w przestrzeni oznacza predkosé katowa ciata wzgledem ukla-
du przestrzeni. Oczywiscie, predkoé¢ w ciele nie jest predkoscia ciata
wzgledem uktadu ciata, bo ciato wzgledem tego uktadu jest nieruchome.
Predko$¢ wp mozna interpretowaé jako predkosé¢ ws przeniesiong do
ukladu ciata. Niezaleznie od ich bezposredniego sensu fizycznego, z for-
malnego punktu widzenia obie predkosci sa rOwnowazne. Zobaczymy, ze
przy tworzeniu roéwnan ruchu ciata sztywnego pojecie predkosci w ciele
jest nawet wygodniejsze w uzyciu niz predkosci w przestrzeni.

Na podstawie definicji kgatéw Eulera mozemy uzyskac¢ nastepujacy
zwigzek miedzy predkoscia katowa w ciele a predkosciami zmian katéw
Eulera e = (¢, 6,1)

ET(¢.0,0)E(¢,0,¢) = [wg], (6.3)
gdzie wektor wp
—sinBcosy siny Of /¢

wp =Mgé= | sinBsinp cosyPp Of[ 6
cos O 0 1]\

6.5. Dynamika lagranzowska

Cialo sztywne B z ukladem ciala (Xg, Yg, Zg) porusza sie wzgledem
uktadu przestrzeni (Xs, Ys, Zs). Przeksztalcenie ukladéw opisuje macierz

R T
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Xs

Rysunek 6.4: Ruch elementu masy dm

Niech bedzie dany element masy dm ciala B, ktérego poltozenie w ukla-

dzie ciata opisuje wektor r € R3, zob. Rysunek 6.4. Do uzyskania modelu

dynamiki ciata B zastosujemy formalizm lagranzowski. Niech v ozna-

cza predkoéé¢ elementu masy dm wzgledem uktadu przestrzeni. Energia
kinetyczna masy dm wynosi

1 T 1 T

dK = édmv v = Edmtr(w )

’

gdzie skorzystaliSmy z wlasnosci, ze dla liczby o« € R trax = « i ze
tr(AB) = tr(BA). Polozenie s masy dm w uktadzie przestrzeni wynosi
s = Rr + T, zatem predkosé

v=¢=Rr+T,

poniewaz r nie zmienia sie¢ w czasie. Korzystajac z postaci predkosci
otrzymujemy

aK = Zamite (R 1) (FTRT +17))

Rozwijajac powyiszy wzdér wyliczamy

1 . . 1 .. 1 . . 1 ..
dK = édmtr(RrrTRT) + §dmtr(RrTT) + Edm‘[r(TrTRT) + édmtr(TTT).

Biorac jeszcze raz pod uwage, ze tr(AB) = tr(BA), atakze ze tr A = tr AT
i tr « = « uzyskujemy nastepujacy wzoér

1 e T
dK = g dmtr (RrrTRT) 4+ dm T Rr + §|\T||2.
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Energie kinetyczna ciata B wyznaczymy catkujac dK,

1 . . A 1 .
K= J dK = tr(RJ rrTdmRT) + TTRJ rdm + =mgl[T|?
B 2 B B 2

gdzie mp oznacza mase ciata. Catka, ktéra sie pojawila w pierwszym
sktadniku sumy nazywa sie macierza pseudoinercji ciala B. Przy ozna-
czeniu v = (x,y,z)"

[gx2dm  [pxydm [gxzdm
Jg = J midm= |[gyxdm [py?dm [yzdm|. (6.4)
B [gzxdm  [pzydm [;z%dm

Zauwazmy takze, ze w drugim sktadniku pojawity sie wspdtrzedne $rod-
ka ciezkosci ciala B,

TR = J rdm,
msp JB

wyrazone w uktadzie ciata. Korzystajac z tych spostrzezen energie kine-
tycznag ciala mozemy zapisaé w postaci

1 . s 1 .
K= Etr (RJgRT) + mp T Rrg + EmBHTH2~

Jak wiadomo, pochodna macierzy obrotu wystepujaca w tym wzorze mo-
ze byé wyrazona za pomoca macierzowej predkosci w przestrzeni lub
w ciele, R = QgR lub R = RQg. Wybierzmy te druga mozliwoéé. Mamy
wowczas

tr (RJgRT) = tr (RO3J3OERT) = —tr (J503 ).

gdzie po raz kolejny skorzystaliSmy z wkasnosci tr(AB) = tr(BA) i ze
skosnej symetrii macierzy Q. Wyliczamy takze

TTIBTTR = mBTTRQBTB = mBTTR(wB X T‘B).

W efekcie tych przeksztalcen energia kinetyczna

1 . 1 .
K = —5 H’UBQ%) +mpT R(wg x T8) + QmBHTHZ-

W celu wyznaczenia energii potencjalnej ciata B zatozymy, Ze jego masa
jest skupiona w $rodku ciezkosci, a zatem

V = -—mg(g,sg) = —mg(g,Rrg +T).
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Symbol sg odnosi sie do potozenia srodka ciezkoéci w ukladzie prze-
strzeni, a g oznacza wektor grawitacji wyrazony w tym uktadzie. Laczac
uzyskane wyniki uzyskujemy lagranzian

1 . T
L=K-V=—3tr (JBQ%) +mp T R(wp x7g)+ 5 mp [ T*+ma(g, Rre+T).

Formuta lagranzianu staje sie jeszcze bardziej przejrzysta, jezeli wpro-
wadzimy macierz inercji ciata B

JBo2 + JB33 —JB12 —JB13
Ig = —JB2t JB11 + JB33 —JB23
—JB31 —JB32 JB11 + JB22

Przy pomocy macierzy inercji lagranzian mozna zapisa¢ w nastepujacej
postaci

1 . 1 .
L= QwEIBwB + mBTTR(wB X T‘B) + §m]3||T||2 + mp (g, Rrg + T). (6.5)

6.6. Rownania Eulera-Lagrange’a

Przed wyprowadzeniem réwnan Eulera-Lagrange’a ruchu ciala szty-
wnego musimy wyrazié¢ lagranzian (6.5) we wspétrzednych. Wykorzysta-
my w tym celu wspdélrzedne kartezjariskie dla polozenia i katy Eulera
ZYZ e = (¢,0,¢) dla orientacji. Zatézmy, ze uklad ciata zostal umiesz-
czony w $rodku ciezkodci ciata, zatem rg = 0. Po uwzglednieniu wzoru
(6.3) otrzymamy

1 1 . . .

L= §éTMEIBMEé + EmB(Tf +T2+T2) +mp(g T).
Przyjmijmy, ze macierz bezwladnoséci jest diagonalna, Ig = diag{Ig1, Igo,
Ig3}, a wektor przyspieszenia Ziemskiego skierowany wzdtuz osi Zg, tzn.
g = —ges. Przy takich zalozeniach lagranzian we wspdtrzednych jest
réwny

L = =(Ipy sin® 0 cos? Y + Iy sin® 0 sin® P + Iz cos? 0) g2+

N =~

1 . 1 .
+ é(lgi sin® P + Iy cos® )% + QIggll)Q—i-
— (Igy — Igy) sin O siny cos YO + Igz cos O+
1 . . .
+5mp (T2 + T2 +T2) —mpgTs. (6.6)

Majac lagranzian (6.6), réwnania ruchu ciala sztywnego uzyskujemy
w sposédb standardowy.
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6.7. Rownania Eulera-Newtona

Alternatywnym do lagranzowskiego jest opis ruchu ciata sztywnego
za pomocq réwnan Eulera-Newtona. Zatézmy, ze sq dane uktady prze-
strzeni i ciala, i ze uktad ciala zostalt umieszczony w jego $rodku ciez-
kosci. Ruch ciala jest opisany za pomocg macierzy obrotu R i wektora
potozenia T. Niech Ig oznacza macierz bezwladnosci ciala wzgledem
uktadu ciata a vg i wp predkos¢ liniowa i katowa w ciele. W uktadzie
ciata wyliczamy ped i moment pedu

PB = MBVBEB,
Mg = Igws,

i przedstawiamy je w ukladzie przestrzeni

Ps = Rpg = mpRvg,
Mg = RMB = RIB(,UB.

Jezeli na ciato nie dzialaja sity zewnetrzne, w uktadzie przestrzeni obo-
wigzuje Zasada Zachowania Pedu i Zasada Zachowania Momentu Pedu,
tzn.

Ps = mBRvB 4+ mgRvg =0,

Mg = RIB(DB + RIgdg = 0.

Stosujemy podstawienie R = RQp = Rlwg], ktére daje

mgRQOQgvg + mgRvg = R(mbB X VB + mB\')B) =0
ROQglIgwg + Rlgdg = R(wB x (Igwg) + Igdg) =0.

Po lewostronnym pomnozeniu obu réwnan przez macierz R' otrzymu-
jemy réwnania Eulera-Newtona

. (6.7)
Igdp = (Ipwp) x wp

{\')B =vp X WBR
Jezeli w ukladzie ciata dziataja sity Fg lub momenty sit 15, nalezy je doda¢
do prawej strony roéwnan (6.7). Po rozwigzaniu rownan Eulera-Newtona
ze wzgledu na predkosci vg i wp, z réwnania R = R[wg] wyznaczamy
macierz orientacji ciala R. Nastepnie wyliczamy predko$é w przestrzeni
vs = Rvg. W konicu polozenie ciata sztywnego znajdziemy z réwnania
T= Vs.
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6.8. Przyklady

Jako ilustracje réwnan Eulera-Newtona przedstawimy tzw. rownania
Eulera ruchu obrotowego ciata sztywnego. Zakladamy, ze macierz mo-
mentéw bezwladnosci ciala jest diagonalna

I= diag{Ii, 12, 13}
Z drugiego z réwnan (6.7) wynika, ze
I = (Iw) x w.

Biorac pod uwage posta¢ macierzy bezwladnoéci otrzymujemy réwnania

Eulera dla predkoéci katowej w = (wyq, wog, wsz) T
. I,—1
Wy = F 2 waws
. I5—1
Wy = “wiws
. L—1
3 = FFwiwe

6.9. Zadania

Zadanie 6.1 Zdefiniowaé mnozenie, element neutralny i element od-
wrotny w grupie SO(3).

Zadanie 6.2 Wyprowadzi¢ wzory na macierze obrotdéw elementarnych
wokoét osi Yi Z.

Zadanie 6.3 Korzystajac z tego, ze Qv = [w]v = w x v pokazad, ze
Rlw]R" = [Rw].

Zadanie 6.4 Niech bedzie dana macierz pseudoinercji Jg opisana wzo-
rem (6.4). Zaktadajac, Zze rg oznacza potozenie $rodka ciezkosci ciata
w ukladzie ciala, a wektor T € R® i macierz R € SO(3) opisujq potozenie
i orientacje ukladu ciata wzgledem ukladu przestrzeni pokazaé, ze ma-
cierz pseudoinercji w uktadzie przestrzeni mozna wyrazi¢ uogdlnionym
wzorem Steinera

Js = RJgRT + mp(RrgT" + TriRT) + mpl[T|.
Zadanie 6.5 Wyprowadzié¢ formutle (6.5).

Zadanie 6.6 Napisa¢ réwnania Eulera-Lagrange’a ruchu ciata sztywne-
go odpowiadajgce lagranzianowi (6.6).
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Zadanie 6.7 Pokazaé, ze przy 11 = Iy norma ||w|l predkosci katowej
spekniajgcej réwnania Eulera jest stala. Rozwigzaé réwnania i wyznaczy¢
w tym przypadku wq(t) i wy(t).

6.10. Komentarze i odniesienia literaturowe

Dodatkowe informacje na temat ruchu ciala sztywnego mozna zna-
lezé w rozdziale 6 ksigzki [Arn81]. Tam tez wyprowadzono rdéwnania
Eulera-Newtona dotyczace orientacji. Ruch obrotowy ciala sztywnego
jest przedmiotem rozdzialu 10, t. I ksigzki [Tay12]. Zastosowanie metod
mechaniki lagranzowskiej do modelowania dynamiki robotéw opisano
w [TMD™00] i w notatkach do wykladu [TM18].
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Rozdziat 7
Bak Lagrange’a

Bak Lagrange’a jest ciatem sztywnym w ksztalcie stozka przedstawio-
nym na Rysunku 7.1. Zakladamy, ze bagk wiruje na poziomej ptaszczyz-
nie wokoét swojej osi w taki sposdb, ze potozenie jego punktu kontaktu
z podtozem nie zmienia sie. Naszym zadaniem jest wyprowadzenie réw-
nan ruchu bagka metodami mechaniki lagranzowskiej i hamiltonowskiej,
a nastepnie przeprowadzenie analizy tego ruchu. W tym celu definiu-
jemy uklad przestrzeni (Xs,Ys,Zs) i uklad (Xg,Ys,Zg) zwigzany z ba-
kiem, w sposdéb przedstawiony na Rysunku. Zakladamy, ze masa baka
wynosi m, a jego momenty bezwladnosci wzgledem osi uktadu bagka sa
Iy, Iy i Is. Z uwagi na symetrie bagka, momenty wzgledem osi Xg i Yy
sq jednakowe, I; = I. Srodek ciezkosci bgka znajduje sie na osi Zg,
w odlegtosci r od poczatku ukladu. Zauwazmy, ze ukltad ciata nie zo-
stat umieszczony w $rodku ciezkosci baka, ale w nieruchomym punkcie
kontaktu bagka z podlozem. Z tego powodu polozenie bgka jest opisane
wektorem T = 0.

Do opisu orientacji bgka wygodnie jest uzyé katéw («, 3,v) przed-
stawionych na Rysunku. Katy te okreslaja ciag obrotéw elementarnych,
jakie nalezy wykonaé, zeby uklad przestrzeni pokry! sie z uktadem ciata:
zaczynamy od obrotu wokot osi Zg, tak aby 0$ X stata sie prostopadta do
plaszczyzny Zs, Zg, nastepnie wykonujemy obrét wokoét chwilowej osi X,
w wyniku ktérego 08 Zs pokryje sie z osig Zp i koriczymy obrotem wokét
osi Zs = Zg, po ktérym 03 X pokryje sie z osig Xg. Wspdlrzedne orien-
tacji definiujg wektor q = (&, ,v)" wspétrzednych uogélnionych baka
Lagrange’a. W terminach katéw Eulera (¢, 6,1) obrotu wokot osi ZYZ,
ktérych uzywaliSmy do opisu orientacji ciala sztywnego w poprzednim
Rozdziale, otrzymujemy

©=o0—Tm/2
0=p
Y=vy+m/2
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Rysunek 7.1: Bak Lagrange’a

7.1. Réwnania Eulera-Lagrange’a

W poprzednim rozdziale otrzymalismy formute dla lagranzianu ciata
sztywnego z diagonalng macierza bezwladnosci, ktérego orientacja jest
wyrazona za pomoca katéw Eulera ZYZ. Zauwazmy, Zze co prawda w
naszym przypadku uktad ciata nie lezy w jego $rodku ciezkosci, niemniej
jednak drugi skladnik we wzorze (6.5)

. =T 1 =112
L= ngIBwB +mT R(wB X TB) + QmBI\TII + mB(g, Rrg +T)

znika z wzgledu na stalo$¢ wektora T = 0, co pociaga za sobg T = 0.
Znika takze skladnik trzeci. Biorgc to pod uwage mozemy skorzystaé
z formuly (6.6) z dodang energig potencjalng wedhug (6.5)

1
L= 5(131 sin® 0 cos® Y + Iy sin® O sin’ P + Igszcos®0)p>+

1 . 1 .
+ 5 (Tb1 sin® P + Igy cos® )62 + 5133¢2+
— (Igg — Igo) sin O sin cos Y PO+
+ Igzcos 0 + mg(g, Rrg).

Whystepujaca w ostatnim skladniku sumy macierz R jest macierza katéw
Eulera E(¢,0,1)) opisang w podrozdziale 6.3. Poniewaz rg = (0,0,7)T,
mg = m, a takze g = (0,0, —g) ", wyliczamy

mg(g,Rrg) = —mgrcoso.



Rozdziat 7. Bqk Lagrange’a 83

Wykorzystujgc rownosé momentéw bezwladnosci I = Iy otrzymujemy

1_ . 1 .
L==0(0%+ ¢>sin’0) + 513(11) + ¢ cosB)? —mgrcoso.

2
Po wstawieniu katéw «, 3,y lagranzian baka Lagrange’a przyjmie postaé

L= %M(BZ + &”sin” B) + %13(1'/ + &cos B)* — mgrcos B.

Wyznaczymy teraz roéwnania Eulera-Lagrange’a przy zatozeniu, ze nie
dziataja sity niepotencjalne

dor_ oL _
dtog 0dq
Wyliczamy
% = Li&sin® B + I5(y + &cos B) cos B,
9L _
ox ’ .
% =TB,
g—ﬁ =T1;&%sin B cos B — I3(y + &cos B)é&sin B + mgrsin 3,
57 = Is(¥ + &cos B),
9L _
[RY :

Korzystajac z tych wyliczen uzyskujemy nastepujgce rdéwnania ruchu
baka

<11 sin” B + I3 cos® [3) & + I3y cos 3 = const
Lip+ (Is—11)é®sin B cos B + Is&ysinp — mgrsinp =0 - (7.1)
Is(y + &cos ) = const

7.2. Rownania kanoniczne Hamiltona

W celu wyznaczenia hamiltonianu obliczymy najpierw macierz bez-
wladnosci, ktéra definiuje energie kinetyczng baka

I;sin’ B +Izcos?B 0 Iscosp

Q(q) = 0 I 0
Izcosf 0 I3
Macierz odwrotna
1 11 13 0 _11 I:’) Ccos B
Q '(q) = Plsin?p 0 IiIpsin” B 0
115 sin*p —IiIzcos B 0 I; (14 sin® B + Iz cos? B)
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84

Niech p = (p1,p2.p3)" oznacza wektor pedéw. Hamiltonian

H(g.p) = sp"Q ' (q)p + V(q),

+ mgrcos f3.

T2
zatem dla bagka Lagrange’a
1 p? 1p2 1 ,1;sin®B + Izcos? B
Hiqp) = 5t 4 572 + 5P —
2L;sin“p 2L 2 1113 sin”
_ p1pzcosf
I; sin? B
Roéwnania kanoniczne Hamiltona zwigzane z tym hamiltonianem sa na-
stepujace
& = OH _ p1—pscosf
T 0p1 T Lsin®B
3 — OH _ p2
b= ope ~ Ly
. dH _ p3(lisin® B+Izcos’® B)—pilzcosp
Y =0ps — I115sin® B
1= _% =0
2 2 2
Py = — 3 = PleoBrpeos Bpws(reod ) g gin
P3 = _%7'; =0

7.3. Niezmienniki i kwadratury

Jak wiadomo, hamiltonian jest zawsze niezmiennikiem réwnan kano-
nicznych Hamiltona; dodatkowo z czwartego i szdstego réwnania w (7.2)
wynika, Ze pedy p1 i p3 sq takZze niezmiennikami. Liczba niezmiennik éw
jest taka, jak wymaga Twierdzenie Liouville’a o niezmiennikach. Pozo-
staje zbada¢ ich niezalezno$¢ i sprawdzi¢ warunek inwolucji. W tym celu

najpierw obliczymy macierz
dH @H dH @H @H dH .

da OB 0y Opi Ops Ops 0 —po=-Lp 0 & B v
9ps  9py 9p1 9p1 Op1 9P| _ | 0 01 0 0
ox 0B Oy Op1 Opa Ops|

9ps 9ps dps Odps Ops Ops 0 0 0 0 01
ox  0Of oy Op1 Op2 Ops

Latwo zauwazyé, ze niezmienniki sg niezalezne, pod warunkiem ze pred-
koé¢ zmiany lub przyspieszenie kata 3 sa rézne od zera. Wyliczymy teraz
nawiasy Poissona niezmiennikdow:

T T
oH 5} oH 5} oH
Moprd=(34) Qo — (31) 3o =g g,
T T
— (oH) 9ps _ (@H) 9ps _ _dH _
{H,p3}— (aq) ap3 ( p) q3 = v =0,

sl = () 32— () =0
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Pokazaliémy, ze niezmienniki sq niezalezne i w inwolucji, a zatem réw-
nania (7.2) mozna rozwigzaé przez kwadratury.

7.4. Ruch baka Lagrange’a

Korzystajac z niezmiennikéw przeanalizujemy teraz ruch bagka La-
grange’a. Poniewaz podczas ruchu zmienia sie tylko orientacja baka,
jego ruch sklada sie z trzech obrotéw nazywanych, odpowiednio, pre-
cesja (kat «), nutacja (kat B) i wirowaniem (kat ). Jako punkt wyjscia
przyjmiemy hamiltonian

1 p? 1p5 1 ,Iisin®p + Iscos? B
Higp)=5—5-+52+5
a.p) 2Lsin’B 214 2Ps I,I5sin” B
_PIPSCOSB o os .
I1 sin”

Oczywiscie, hamiltonian ten jest dobrze okreslony dla katéw 3 # 0,7
Sktadnik numer 3 przedstawiamy jako sume dwéch sktadnikoéw

1], 1pheos’
213 2 Isin®p
Korzystajac teraz z tego, ze H, p1 i p3 sa niezmiennikami, mozemy ha-

miltonian przepisa¢ w nastepujacy sposéb

1p5 _1(p1—pscosp)® 1

E=H-— + =11 8% + mgrcos B = const.
21z 2 Ijsin®B 21[5 J g

Zauwazmy, ze w powyzszej formule wystepuja tylko dwie zmienne, i f.
Zastosujmy podstawienie u = cos f3, takie ze 1t = —sin 33, a zatem

w? =sin? Bp% = (1 —u?)p2
Z drugiej strony mamy

2

A2 — 2 (p1—psw)” 2mgru

L B —u?) I

Ostatnie dwa rownania prowadza do roéwnania rézniczkowego dla zmien-
nej u,

_ _ 2
W= _uz)Q(E mgru) . (p1 ;9311) _
Iy I

= (a—bu)(1 —u?) — (c — du)® = f(u),
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fu)a

Rysunek 7.2: Funkcja f(u)

gdzie

_2E _ 2mgr Pt _P3
a_Il’ b_ 11 ’ C_Il’ d—Ii.

Pierwsze i trzecie réwnanie z (7.2) pozwalajg na wyrazenie za pomoca
zmiennej u predkosci katowych baka Lagrange’a,

przy oznaczeniu e = %3

Funkcja f(u) jest wielomianem stopnia 3; zatézmy, ze jej wykres wy-
glada tak, jak na Rysunku 7.2. Poniewaz 11> > 0, interesuje nas przebieg
f(u) miedzy punktami uq i wy. Jezeli uy = cos Py, i = 1,2, oznacza to, ze
Bo < P < B1. Nachylenie osi Zg bagka moze sie zmienia¢ wylgcznie w tym
zakresie. Pokazalismy, ze predkos¢ zmiany kata o« wynosi

d_c—du_ L(u)
I T

Mianownik tego wyrazenia jest dodatni, zatem zmiany kata o zaleza
od licznika L(u). Mozliwe polozenia prostej L(u) pokazuje Rysunek 7.3.
W przypadku, gdy w przedziale [u4, ug] zachodzi L < 0, predko$é¢ zmiany
« jest ujemna i 0§ Zg baka obraca sie w lewo. Jezeli w tym przedziale
L > 0, o$ baka obraca si¢ w prawo. Gdy w przedziale [u4, ug] wyrazenie
L zmienia znak, o$ baka zmienia kierunek obrotu. Sytuacje te przedsta-
wiaja Rysunki 7.4, 751 7.6.
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Rysunek 7.3: Funkcja L(u)
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N)utacja
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Rysunek 7.4: L(u) <0

Predkos$¢ zmiany kata y wyraziliémy jako

(d—eu?—cu+e  L(uw
1 —u? 1l —u?

Licznik L(u) tego wyrazenia jest kwadratowg funkcjq zmiennej u, ktérej
mozliwe przebiegi przy I} > I3 i p3 > 0 przedstawia Rysunek 7.7. Widzi-
my, ze podobnie jak w przypadku kata «, w przedziale [u4, up] wyrazenie
L moze by¢ ujemne, dodatnie lub zmieniaé znak. Stosownie do tego bak
wiruje wokot osi Zg w lewo, w prawo lub zmienia kierunek wirowania.
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Rysunek 7.5: L(u) >0
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Rysunek 7.6: L(u) zmienia znak
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Rysunek 7.7: Funkcja L(u
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7.5. Zadania

Zadanie 7.1 Zaktadajac, ze uklad ciata zostal umieszczony w $rodku
ciezkosci baka Lagrange’a napisa¢ rownania Eulera-Newtona ruchu ob-
rotowego baka.

7.6. Komentarze i odniesienia literaturowe

Material na temat bgka Lagrange’a przedstawiony w tym Rozdziale
bazuje na rozdziale 6 ksigzki [Arn81]. Rozliczne aspekty ruchu baka sa
analizowane w rozdziale 1V, par. 8 ksigzki [RK95]. Okreélenie ,nutacja”
pochodzi od taciniskiego stowa ,nutare”, ktére oznacza chwiaé sie. Ter-
min ,precesja” wywodzi sie z tacinskiego ,precedere”, czyli i8¢ przed,
poprzedzad.

Literatura

[Arn81] W. L. Arnold, Metody matematyczne mechaniki klasycznej. PWN,
Warszawa, 1981.

[RK95] W. Rubinowicz, W. Krélikowski, Mechanika teoretyczna. PWN, War-
szawa, 1995.



Rozdziat 8

Uktady z wiezami

Do tej pory przyjmowalismy zatozenie, ze ruch uktadéw, dla ktérych
wyprowadzaliSmy réwnania ruchu nie podlega zadnym ograniczeniom,
a wspdétrzedne i predkosci uogélnione mogly przyjmowaé dowolne war-
todci z przestrzeni R™. Jednak ruch wielu ukladéw podlega ogranicze-
niom (wiezom) i naszym zadaniem w tym rozdziale bedzie uzyskanie
réwnan ruchu takich ukladdéw. Jako punkt wyjécia przyjmiemy forma-
lizm lagranzowski. Niech zatem bedzie dany uklad opisany wspdtrzed-
nymi q € R™ i predkodciami g € R™, z lagranzianem L(q, q). Bedziemy
rozwazac¢ dwa rodzaje wiezéw natozonych na ruch uktadu: wiezy konfi-
guracyjne i wiezy fazowe.

8.1. Wiezy konfiguracyjne

Wiezy konfiguracyjne dotycza wspdtrzednych uktadu. Przyjmujemy,
ze maja one posta¢ ukladu niezaleznych réwnan

F(q) = (F1(q), Fo(q), ..., Fi(q)) =0, (8.1)

gdzie liczba réwnan 1 < n. Funkcje F;i(q) maja ciagte pochodne czastko-
we do odpowiedniego rzedu, a ich niezaleznos¢ oznacza, ze

rank DF(q) = L.

Natozenie wiezéw konfiguracyjnych powoduje, ze uktad porusza sie w ob-
rebie rozmaitosci konfiguracyjnej

M ={q € R"[F(q) = 0}

zawartej w R™. Wymiar rozmaitoéci Mg wynosi m = n—1. W celu otrzy-
mania rownan ruchu ukladu na rozmaitosci wprowadzamy na rozmaito-
4ci wspdtrzedne § € R™, wyrazamy lagranzian w nowych wspdétrzednych
i piszemy odpowiednie réwnania Eulera-Lagrange’a. Nalezy pamietaé, ze
wspotrzedne na rozmaitos$ci majg zwykle charakter lokalny (rozmaito$é
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Rysunek 8.1: Wiezy konfiguracyjne

M¢r ma topologie inng niz przestrzen linowa R™), dlatego otrzymane réw-
nania ruchu beda obowigzywaé na tej czesci rozmaitosci, na ktérej wpro-
wadzono wspotrzedne. Przykladem wspdlrzednych na rozmaitosci SO(3)
sa katy Eulera wykorzystywane w rozdziale dotyczacym ciata sztywne-
go. Dla ilustracji sposobu uwzglednienia w réwnaniach ruchu wiezéw
konfiguracyjnych rozwazymy nastepujacy przyktad.

8.1.1. Wahad}o sferyczne

Bedziemy badaé ruch punktu materialnego o masie m w przestrze-
ni R3, zob. Rysunek 8.1. Niech q = (x,y,z)" € R® oznacza potozenie
punkty, a q = (%,1,2)" jego predkoéé. Energia kinetyczna ruchu punk-
tu K = %m()’cQ + 1% 4+ 2%), a jego energia potencjalna V = mgz, zatem
lagranzian jest réwny

L= %m (Xg + 12 —I—i2) — mgz.

Zatdzmy teraz, ze na potozenia punktu zostato nalozone ograniczenie

F(q) :x2+y2+z2—r2 =0,

ktdre oznacza, Zze masa m porusza sie po sferze o promieniu r i stanowi
wahadlo sferyczne. Rozmaito$é konfiguracyjna

Mr = { (xy,2) € R[5 4% + 22 =12} =0

jest sferg o promieniu r. Wymiar rozmaitosci m = 2. Niezaleznos¢é ogra-
niczenia oznacza, ze w punktach q € M wektor DF(q) = 2(x,y,z)" # 0.
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Zgodnie z przedstawionym wyzej sposobem postepowania definiujemy
wspotrzedne sferyczne q = (6, @), takie ze

X =1sin0cos @
Yy =7rsin0Osin @
z=71c0s0

Obliczamy predkosci

x =10cosBcos @ —r¢sindsin ¢
Y =10cosBsin @ + rpsinBcos @
z=—10sin®

i wyrazamy lagranzian za pomocg wspotrzednych @ i predkosci q
- 1 .
L= 5 (mr292 + 12 sin? 9(@2) — mgr cos 0.
Whyliczamy pochodne

oL _ .24

06 —mT 0,

% = mr?sin 0 cos ¢? + mgrsin,
oL _ 2.2

o — mrosin 0¢,

oL _

X =0

i otrzymujemy réwnania Eulera-Lagrange’a ruchu wahadta sferycznego

2

mr20 — mr®sin 0 cos 0% — mgrsin® =0
mr? sin’ 8¢ = const

8.2. Wiezy fazowe

Drugi rodzaj ograniczen, jakim podlega ruch ukladu dotyczy jedno-
czednie wspdtrzednych i predkosci. Takie ograniczenia nazywamy wie-
zami fazowymi. Bedziemy rozwazaé wiezy fazowe w postaci Pfaffa, tzn.
liniowe ze wzgledu na predkosé,

Alq)q =0, (8.2)

gdzie A(q) oznacza macierz wymiaru 1 x n, 1 < n, ktéra jest pelnego
rzedu, rank A(q) = |, zwang macierzq Pfaffa. Formula (8.2) oznacza, ze
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Rysunek 8.2: Kolo toczace sie bez poslizgu bocznego

przy zadanym potozeniu q dopuszczalne predkosci uktadu naleza do ja-
dra macierzy A(q), tzn. ¢ € KerA(q), ktére jest m = n — l-wymiarowa
podprzestrzenia liniowq przestrzeni predkosci R™. Zakladajac, ze wekto-
ry (Scislej: pola wektorowe) g1(q),g2(q),.--,gm(q) rozpinaja te podprze-
strzen, A(q)gi(q) = 0, wiezy w postaci Pfaffa mozemy przedstawié w po-
staci uktadu sterowania

qg=G(qu=) gilqu. (8.3)
i=1

Uktad (8.3) bedziemy nazywaé¢ ukladem sterowania stowarzyszonym
z wiezami fazowymi lub, po prostu, ukladem stowarzyszonym. Pomimo,
ze przy w kazdym potozeniu predkosci uktadu sq ograniczone do pewnej
podprzestrzeni, nie musi to ograniczaé osiggalnych potozen ukladu. Py-
tanie, czy uklad podlegajacy wiezom (8.2) moze osiggnaé kazde potozenie
q € R™ jest rownowazne pytaniu o sterowalno$¢ ukladu sterowania (8.3).

Wiezy fazowe w postaci Pfaffa pojawiaja sie przy analizie ruchu koto-
wych robotéw mobilnych poruszajgcych sie bez posdlizgu két. Zapozna-
my sie teraz z kilkoma przykladami takich uktadéw i wyprowadzimy dla
nich wiezy (8.2).

8.2.1. Kolo, lyzwa, narta

Na Rysunku 8.2 zostat przedstawiony widok z géry kota toczacego sie
po plaszczyznie XY. Poniewaz nie bierzemy pod uwage kata obrotu kola,
Rysunek ten moze réwniez reprezentowaé widok z géry Slizgajacej sie
lyzwy lub narty. Zakladamy, ze koto porusza sie bez posdlizgu bocznego.
Jako wspdtrzedne uogdlnione wybieramy potozenie punktu kontaktu ko-
la z podlozem i orientacje kola, g = (x,y, ®)". Predkoéé w punkcie kon-
taktu ma skladowe x i 1j. Warunek braku poslizgu bocznego oznacza, ze
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Rysunek 8.3: Koto toczace sie

predkos$¢ w kierunku poprzecznym do kota (wzdtuz osi kola) jest réwna
zero. Jak wynika z Rysunku, warunek ten mozna zapisa¢ w postaci

xsing —Yycosp =0

czyli

z macierzq Pfaffa
A(q) =[sing —cos¢ 0.

Poniewaz w rozwazanym przykladzie n = 3 il =1, jadro macierzy A(q)
jest dwuwymiarowe, m = 2. Jako generatory jadra mozna wybra¢ pola
wektorowe g1(q) = (cos @,sin @,0)" i go(q) = (0,0,1)". Uktad stowarzy-
szony (8.3) ma zatem postaé

X =1U4 COos @

Yy=wsing

¢ =uy
Sterowanie 1y ma sens predkosci liniowej przemieszczania sie kota,
a sterowanie wy jest predkoscig skrecania kota.

8.2.2. Kolo toczace sie

Zalozymy teraz, ze koto toczy sie po plaszczyznie i oznaczymy przez
0 jego kat obrotu. Do widoku z géry z Rysunku 8.2 dodamy widok kota
z boku, Rysunek 8.3, ukazujacy punkt kontaktu kota z podtozem. Wek-
tor wspdtrzednych bedzie miat 4 sktadowe, q = (x,y, @, 0) . Toczenie sie
kola polega na ruchu bez poslizgu bocznego i bez poslizgu wzdhuzne-
go. Warunek braku poslizgu bocznego jest taki sam, jak w poprzednim
przyktadzie

xsin @ —ycos @ =0.
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Poslizg wzdluzny kota pojawia sie w dwdch przypadkach: jezeli predkosé
przemieszczania sie kola jest mniejsza od predkosci toczenia sie kola,
mamy do czynienia z tzw. buksowaniem kota; w przypadku, gdy pred-
koé¢ przemieszczania sie jest wieksza od predkosci toczenia sie, koto
jest przyblokowane. Na Rysunku 8.3 pierwsza z wymienionych predko-
4ci zostata oznaczona jako v, a druga jako 0. Brak poslizgu wzdhuznego
oznacza zatem réwnosé

v=rf.
Z Rysunku 8.2 wynika, ze
X =VCos @
Yy =vsinge

Mnozac stronami pierwsza rownosé przez cos ¢ a druga przez sin ¢ i do-
dajac stronami otrzymamy

vV =%Ccos@ +ysin g,
a zatem warunek braku poslizgu wzdluznego przyjmuje postaé
xcos @ +1sing — 10 =0.
Stad macierz Pfaffa dla kota toczacego sie

sinpg —cose 0 O

Ala) = cosp sing 0 —r|°

Mamy n = 4,1 = 2, m = 2. Pola sterujace uktadu (8.3) mozna wybraé jako
g1(q) = (rcos@,rsin@,0,1)T i ga(q) = (0,0,1,0)". Uktad stowarzyszony
reprezentujacy toczenie sie kola ma postaé

X =1WTCcosQ
Y =wrsin@
¢ =uy
é =1
Sterowania wystepujace w tym ukladzie majg sens predkosci katowej

toczenia sie kola uy i predkosci skrecania kota .

8.2.3. Samochdd kinematyczny

Widok z géry samochodu kinematycznego przedstawia Rysunek 8.4.
Przednie kota samochodu sa skretne; dlugosé¢ samochodu wynosi L.
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Rysunek 8.4: Samochdd kinematyczny

Wektor wspdtrzednych q = (x,y, @,0)" zawiera potozenie érodka tyl-
nej osi, orientacje samochodu i kqt skrecenia osi przedniej (kierownicy),
wektor predkosci q = (%, U, ¢, 0)7. Zaktadamy, ze samochéd porusza sie
bez poslizgu bocznego két tylnych i przednich. Przy takim zalozeniu oba
tylne kola, jak réwniez oba przednie kola mozna utozsamié i traktowad
samochdd kinematyczny jak dwukolowy rower. Jezeli wystepuje poslizg
boczny jest on taki sam zaré6wno w punktach kontaktu koét z podtozem,
jak i w kazdym innym punkcie na osi tylnej i przedniej; dlatego wystarczy
wyeliminowaé poslizg srodka kazdej osi.

W przypadku osi tylnej, warunek braku poslizgu bocznego ma znana
postaé

xsing —ycosp =0.

Oznaczajac przez (&,m) wspdtrzedne Srodka osi przedniej otrzymamy
analogiczny warunek

&sin(@ +0) —1jcos(p +0) =0.

Pozostaje tylko wyrazié pochodne wspdtrzednych & in przez predkosci g.
Na podstawie Rysunku obliczamy
E=x+1lcoso
n=y+lsing
a zatem )
E=x—1¢psing
N=y+lcose
Podstawienie do warunku braku poslizgu bocznego daje

xsin(@ +0) —ycos(p +0) —1lpcosd =0.
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Macierz wiezéw Pfaffa dla samochodu kinematycznego ma postaé

sin @ —Cos @ 0 0

Ala) = sin(@ +0) —cos(@+6) —lcos® 0|

Nietrudno sprawdzi¢, ze generatory jadra macierzy A(q) mozna wy-
bra¢ w postaci g1(q) = (Lcos @ cos 8, sin @ cos6,sin6,0)7, go(q) = (0,0,
0,1)T. Definiuja one nastepujacy stowarzyszony uklad sterowania repre-
zentujacy ruch samochodu kinematycznego bez poslizgu bocznego

x =1wlcos@cosO
Yy =wlsin@cosO
® =uysin@
0=y

Wystepujace w powyzszym ukladzie sterowania w4, 1y maja jasnag in-
terpretacje fizycznag. Sterowanie w1y jest skalowana przez 1 predkoscia
postepowa Srodka przedniej osi samochodu, co mozna utozsamié z za-
tozeniem, ze samochdd ma naped na przednie kota*. Sterowanie uy jest
predkoscia skrecania kierownicy.

8.3. Wiezy dla ruchu ciata sztywnego

W rozwazanych dotad przyktadach wiezy fazowe uzyskaliSmy w spo-
séb intuicyjny i bezposredni. Wiezy te byly szczegdlnym przypadkiem
wiezéw fazowych ruchu ciata sztywnego, ktére wyprowadzimy w tym
rozdziale. Zal6zmy, ze ciato sztywne B porusza sie wzgledem nierucho-
mego ukladu przestrzeni (Xs,Ys, Zs). Niech (Xg, Yg, Zg) oznacza uklad
ciata, zob. Rysunek 8.5. Zalézmy, ze orientacja ciala jest opisana przez
macierz obrotu R € SO(3), a polozenie przez wektor T € R®. Przyjmij-
my, ze p € R3 oznacza polozenie punktu P kontaktu ciata z podtozem
w ukladzie ciala. Na podstawie analizy przeprowadzonej w rozdziale 6,
wspotrzedne s punktu kontaktu w uktadzie przestrzeni wyrazaja sie wzo-
rem

s=Rp+T.

Wiezy fazowe ruchu ciala wywodza sie z zadania, by predkos$¢ punktu
kontaktu wzgledem uktadu przestrzeni wynosita zero. Oznacza to, ze
§=Rp+T=0.
*Wybierajac alternatywnie wektor g;(q) w postaci gi(q) = (cos @, sin @, 225, )’
otrzymamy model ruchu samochodu kinematycznego, w ktérym wu; bedzie miato inter-

pretacje predkosci postepowej $rodka tylnej osi samochodu (samochéd z tylnym nape-
dem).
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Rysunek 8.5: Wiezy fazowe

Wykorzystujac definicje macierzowej i wektorowej predkosci katowej
w przestrzeni, R = QsR = [w]R, biorgc pod uwage, ze QsRp = ws x Rp,
a nastepnie podstawiajac Rp = s — T otrzymujemy ogdélna formute na
wiezy fazowe przy ruchu ciata sztywnego

ws X (s—T)+T=0. (8.4)

W formule tej ws oznacza predkosé katowa w ukladzie przestrzeni, a s,
T oznaczaja wspoétrzedne punktu kontaktu i poczatku uktadu ciata wzgle-
dem uktadu przestrzeni.

8.3.1. Kula toczaca sie

Dla ilustracji przydatnosci wzoru (8.4) wyznaczymy wiezy fazowe dla
kuli toczacej sie po ptaszczyinie, przedstawionej na Rysunku 8.6. Przyj-
miemy, ze jest dany uklad przestrzeni (Xs, Ys, Zs), uklad ciata (Xg, Yg, Zg)
zwigzany z kulg i dodatkowo uklad (Xp, Yp, Zp) umieszczony w punkcie
kontaktu kuli z podtozem. Niech kula ma promient r. Do opisu ruchu
kuli zastosujemy wspétrzedne q = (x,y, @,0,)T, ktére oznaczajq odpo-
wiednio polozenie (x,y) (wspdlrzedne kartezjanskie) punktu kontaktu
kuli z podltozem w ukladzie przestrzeni, potozenie (¢,0) (wspdtrzedne
sferyczne) punktu kontaktu w uktadzie ciala i orientacje kuli rozumia-
na jako kat miedzy osia Xp a osig Xs, zob. Rysunek. Intuicyjnie, przez
toczenie sie kuli rozumiemy ruch bez poslizgu wzdtuz poludnika i row-
noleznika, i bez wirowania kuli w miejscu, tzn. wirowania niezwigzanego
Z przemieszczeniem sie kuli.
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Rysunek 8.6: Kula toczaca sie

W celu uzyskania wiezéw fazowych wynikajacych z definicji tocze-
nia wykorzystamy formule (8.4). Zaczynamy of wyznaczenia polozenia
i orientacji kuli. Oczywiscie, potozenie poczatku uktadu ciata T = (x,y,7)T.
Polozenie punktu kontaktu w ukladzie przestrzeni s = (x,y,0)". Aby wy-
znaczyé predkosé katowa ws wykorzystamy wzér Qs = RRT, gdzie R
oznacza macierz orientacji kuli zdefiniowana jako ciag obrotéw elemen-
tarnych, jakim nalezy poda¢ uktad przestrzeni, aby pokryt sie z uktadem
ciala. Zamiast macierzy R latwiej wyznaczyé macierz RT, tzn. cigg ob-
rotéw przeksztalcajacych uktad ciata w uklad przestrzeni. Na podstawie
Rysunku 8.6 otrzymujemy

RT = R(Z, ¢)R(Y,0)R(X, m)R(Z, —),

czyli, korzystajac z whasnoéci RT (04,kat) = R(0$, -kat) i RT (X, 1) = R(X, ),
macierz orientacji

R = R(Z,P)R(X, m)R(Y,—0)R(Z,—).
Obliczymy teraz macierzowa predkos$¢ katowa w przestrzeni

Qs = RR" = (R(Z, P)R(X, ©)R(Y, —0)R(Z, — )+
+ R(ZP)R(X, T)R(Y, —O)R(Z, —)+

+ R(ZP)R(X, T)R(Y, —0)R(Z, —))R(Z, @)R(Y, 0)R(X, m)R(Z, —).

Biorac pod uwage wzory na elementarne obroty wyprowadzone w Roz-
dziale 6, a takze zalezno$é RQRT = R[w]R = [Rw] (zob. Zadanie 6.3) otrzy-
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mujemy nastepujacy wzér na wektorowa predkosé katowa kuli w prze-
strzeni )
@ cosPsin® — Osiny
ws = | sinPsind + 6 cos
G cosd +1

Po podstawieniu niezbednych danych do wzoru (8.4) wyznaczamy wa-
runki braku poslizgu wzdtuz potudnika i rownoleznika

X —r¢sinyPsin® —rdcosyPp =0

Y+ r¢cosPsin® —rsin =0

Zakaz wirowania w miejscu oznacza, ze trzecia skladowa predkoéci kg-
towej ws powinna by¢ réwna 0,

¢ cosO+1 =0.

Polaczenie ze sobg wszystkich trzech ograniczen toczenia sie prowadzi
do macierzy Pfaffa

1 0 —rsinPsin® —rcosy O
A(q)=10 1 rcosypsin® —rsinyp O
00 cos© 0 1

Pola wektorowe anihilowane przez macierz Pfaffa sa réwne gi(q) =
(rsinsin®, —rcossin®,1,0,—cos0)T, ga(q) = (rcosP,rsin,0,1,0)T,
a stowarzyszony uktad sterowania ma postaé

X =wrsin sin 0 + uprcosP
U = —wrcosPsin O + uyrsinip
o =w

é:ug

P = —uy cosO

8.4. Wiezy holonomiczne i nieholonomiczne

Wiezy fazowe typu Pfaffa mogaq mieé szczegdlng postaé, jak na przy-
ktad

a=xy2)", Al@=[x y z.

Mamy wtedy
AlqQ)g=xx+yy+zz=0,
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co jest rOwnowazne

x? +y2 + 22 = const.

Ostatnie ograniczenie ma charakter konfiguracyjny. Jego spelnienie ozna-
cza, ze uktad porusza sie po 2-wymiarowej sferze. Przyktad ten pokazuje,
ze istniejq wiezy fazowe, ktére mozna sprowadzi¢ do wiezéw konfigu-
racyjnych przez scatkowanie. Takie wiezy nazywaja sie holonomiczny-
mi lub catkowalnymi. Wiezy fazowe, ktére nie sq calkowalne nazywa-
ja sie nieholonomicznymi. Holonomiczno$¢ wiezéw mozna scharaktery-
zowa¢ w nastepujacy sposdb. Wezmy wiezy fazowe opisane réwnoscia
A(q)g = 0. Wiezy te nie ulegna zmianie po pomnozeniu z prawej strony
przez nieosobliwg macierz M(q) wymiaru | x 1, ich réwnowazna posta¢
jest zatem M(q)A(q)gq = 0. Zatézmy, ze potrafimy dobra¢ macierz M(q)
w taki sposob, ze

M(q)A(q) = DF(q)

dla pewnej funkcji F : R™ — R!, rézniczkowalnej w sposéb ciagly co
najmniej do rzedu 2. Jezeli tak jest, otrzymujemy

M(q)A(q)4 = DF(q)4 = SF(q(t) =0,

e

wzdhuz trajektorii q(t). Wynika stad, ze na trajektoriach funkcja F(q) =
const, a zatem wiezy sa holonomiczne. Powyzszy wywdd dostarcza de-
finicji holonomiczno$ci. Powiemy, ze wiezy fazowe A(q)gq = 0 sa holo-
nomiczne, jezeli istnieje nieosobliwa macierz M(q) i funkcja F(q), takie
ze M(q)A(q) = DF(q). Sprawdzenie holonomicznoéci/nieholonomiczno-
4ci z definicji moze byé trudne. W nastepnym podrozdziale podajemy
przyktad, gdy takie sprawdzenie doprowadzito do rozstrzygniecia.

8.4.1. Kolo poruszajace sie bez poslizgu bocznego

Jak pokazalismy, koto toczace sie bez poslizgu bocznego jest opisane
wspétrzednymi q = (x,y, @) ' i podlega wiezom fazowym zdefiniowanym
przez macierz A(q) = [sin @ —Ccos@ 0]. Pytamy, czy tak zdefiniowane
wiezy sqa holonomiczne. Zatézmy, ze odpowiedz jest pozytywna. Ozna-
czaloby to, ze istnieje nieosobliwa macierz wymiaru 1 x 1 (czyli funkcja
m(q) # 0) i funkcja F(q), takie ze

m(QA() = (aF(q) OF(q) aF(q)>.

ox 9y ' Q¢
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Biorac pod uwage postaé macierzy A(q) wyprowadzamy z tego warunku
trzy réwnania

. oF
m(q)sin@ = 6(xq)
oF
m(q) cos ¢ = — 2L
0= 9F(q)
o9

Poniewaz funkcja F(q) ma ciagte pochodne czastkowe rzedu 2, pochodne
mieszane s réwne, a wiec

9%F(q) . 0%F(q)
300 =0, atakze dudp =0

Wynika z tego uktad réwnan liniowych
sing cos¢@ a“a‘iéq) _0
cose —sing| \m(q)/)

ktérego rozwigzaniem jest a%qu) =01 m(q) = 0. UzyskaliSmy sprzecz-
noé¢ z zatozeniem, ze m(q) # 0, zatem wiezy fazowe, jakie spelnia ruch

kola, sa nieholonomiczne.

8.4.2. Warunek nieholonomicznosci

Warunek nieholonomicznosci wiezé6w w postaci Pfaffa, ze stowarzy-
szonym ukladem sterowania

qg=G(au=) gilqw
i=1

mozna wyrazi¢ za posrednictwem pewnych operacji na polach wektoro-
wych g1(q),92(q),...,gm(q). Dla dwdch pdl wektorowych gi(q) i gj(q)
definiujemy rodzaj operacji mnozenia, zwany nawiasem Liego, w naste-
pujacy sposéb

(91, g;1(q) = Dgj;(q)gi(q) — Dgilq)gj(q)-

Nawias Liego ma wlasnoéci podobne jak nawias Poissona, ktéry pozna-
lismy w rozdziale dotyczacym mechaniki hamiltonowskiej. Oznacza to,
ze

— [gi, gi]l = 0 — antyzwrotnosé

— [gj, 9] = —lgi, gj] — antysymetria,

— l94.lg5, 9l + (95, (9%, 9il] + gk, [gi, g5]] = 0 — tozsamos¢ Jacobiego.
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Dla ukladu stowarzyszonego definiujemy algebre Liego uktadu £ jako
najmniejszq przestrzen liniowa nad zbiorem liczb rzeczywistych R, ktéra
zawiera pola sterujace uktadu g; i jest zamknieta ze wzgledu na operacje
nawiasu Liego. W tym kontekscie formutujemy nastepujace

Twierdzenie 8.4.1 (O nieholonomicznosci wiezéw) Jezeli w kazdym
punkcie q € R™ rzqd algebry Liego ukladu stowarzyszonego jest row-
nyn,

rank £(q) =n,

to wiezy fazowe sq nieholonomiczne.

Rzad algebry Liego w punkcie q jest to wymiar przestrzeni liniowej roz-
pietej w tym punkcie przez pola wektorowe nalezace do algebry. Chociaz
algebra Liego jest z reguty nieskoniczenie wymiarowa, to do sprawdzenia
warunku rzedu wystarczy zwykle wzigé pola sterujace i policzyé kilka
nawiaséw Liego.

8.4.3. Przyklad

Pokazemy na prostym przykladzie, jak postugiwaé sie warunkiem
nieholonomicznoéci. Niech bedzie dane kolo toczgce sie analizowane
w podrozdziale 8.2.2. Wektor wspétrzednych q = (x,y, ¢,0)". Pola steru-
jace uktadu stowarzyszonego sa nastepujace

TCOS @

gla)=|""0"] ela=

1

Obliczamy nawias Liego tych pol

(91, g2l(q) = Dga(q)g1(q) —Dg1(q)g2(q) = —Dg1(q)ga(q) =
__9g9i(q)
ST

= r(sin ¢, — cos ¢,0,0) 7.

Przestrzen liniowa rozpieta przez pola g1, go, g12 = [g1, go] ma wymiar
réwny rzedowi macierzy

rcosp 0 rsineg
rsinpg 0 —rcos@
0 1 0
1 0 0

rank =3.



Rozdziat 8. Uklady z wiezami 104

Na mocy definicji, do algebry Liego uktadu stowarzyszonego nalezg row-
niez pola g112(q) = [g1, g1l 1 go12(q) = [ge, g12l. Obliczmy je

.0
g112(9) = Dg12(q)g1(q) — Dg1(q)gr2(q) = rsin @ gi)ic(q)+
+r5in@6912(q) + 99124) —T1sin @M —i—rcoscpM =0,
dy 00 0x dy

g212(q) = Dg12(q)g2(q) — Dgalq)g12(q) =
_ 9912(9)

= (rcos@,Tsin@,0,0)7.
¢

Wymiar przestrzeni liniowej rozpietej przez pola g4, go, g1o I go1o jest
réwny rzedowi macierzy

rcose O rsing Trcose
rsinpg 0 —rcos@ Trsinge
0 1 0 0
1 0 0 0

rank = 4.

Poniewaz wymiar przestrzeni generowanej przez wskazane 4 pola jest
réwny n = 4, rzad algebry Liego ukladu stowarzyszonego jest takze
réwny 4, a wiec wiezy fazowe sq nieholonomiczne. W podobny sposéb
mozna wykaza¢ nieholonomicznos¢ wiezéw dla innych przyktaddw.

8.5. Zadania

Zadanie 8.1 Korzystajac ze wzoru (8.4) uzyska¢ wzdr na ograniczenia
fazowe dla kola toczacego sie.

Zadanie 8.2 Uzupehié szczegdly wyprowadzenia wzoru na predkosé
katowa w przestrzeni dla kuli toczacej sie.

Zadanie 8.3 Opisa¢ ograniczenia fazowe dla ruchu dwukotowego robo-
ta mobilnego przedstawionego na Rysunku 8.7. Zalozy¢ brak poslizgu
bocznego i wzdtuznego obu kot Przyjaé dhugosé osi réwna 21.

Zadanie 8.4 Wyprowadzi¢ wzdr na ograniczenia fazowe dla samochodu
Z przyczepa poruszajgcego sie bez poslizgu bocznego két, przedstawio-
nego na Rysunku 8.8.
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Y 4

Rysunek 8.9: Samochdd pozarniczy
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Zadanie 8.5 Wyprowadzi¢ wzor na ograniczenia fazowe dla samochodu
pozarniczego przedstawionego na Rysunku 8.9, poruszajacego sie bez
poslizgu bocznego kol Zauwazyé, ze zaréwno kola przednie, jak i tylne
sq skrecane.

Zadanie 8.6 Zbada¢ nieholonomicznos$é¢ ograniczen fazowych dla wy-
branych uktadow.

8.6. Komentarze i odniesienia literaturowe

Uklady z wiezami sq analizowane w rozdziale 2 ksigzki [RIK95], a takze
w rozdziale 1 ksigzki [Gut71], gdzie uzywa sie termindéw: wiezy geome-
tryczne i wiezy kinematyczne. Punkt widzenia dominujacy w robotyce
zostal przedstawiony w rozdziale 11 pracy [TMD"00], w notatkach do
wyktadoéw [TM17] i rozdziale 7 monografii [MZS94]. Z tejze monogra-
fii pochodzi zadanie 8.5. Sterowaniu nieholonomicznych manipulatoréw
mobilnych jest poswiecona monografia [Maz09]. Termin ,holonomicz-
ny”, utworzony przez Hertza, wywodzi sie od greckich stéw ,holos” czyli
catos¢ i ,nomos” — prawo.
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Dynamika uk}ladéw nieholonomicznych

W poprzednim rozdziale wyrdzniliSmy ograniczenia konfiguracyjne
i fazowe, a te ostatnie podzieliliSmy na holonomiczne, réwnowazne kon-
figuracyjnym, i nieholonomiczne. Pokazaliémy, jak nalezy uktadaé¢ row-
nania dynamiki uktadéw z ograniczeniami konfiguracyjnymi. Zajmiemy
sie teraz dynamika uktadéw podlegajacych ograniczeniom nieholono-
micznym. Niech bedzie dany taki uktad, opisany wspdtrzednymi i pred-
kodciami uogélnionymi q € R™, ¢ € R™, z lagranzianem L(q, q), podlega-
jacy 1 < n nieholonomicznym ograniczeniom fazowym w postaci Pfaffa,
A(q)q = 0. Zakladamy, ze te ograniczenia fazowe sq wynikiem dzialania
sil niepotencjalnych F, ktére nazwiemy silami przyczepnosci. Procedura
tworzenia rownan ruchu takiego uktadu jest nastepujaca:

1. Piszemy réwnania Eulera-Lagrange’a w postaci

gdzie P(q, q) oznacza sity odsrodkowe, Coriolisa i potencjalne, a F — sity
przyczepnosci.

2. Sity przyczepnoéci wyznaczamy na podstawie Zasady d’Alemberta,
ktéra orzeka, ze sity przyczepnosci nie wykonuja pracy na dopuszczal-
nych przesunieciach. Dopuszczalnymi przesunieciami sa przesuniecia
z predkodcia spelniajacq ograniczenia fazowe, czyli takie, ze A(q)q = 0.
Z Zasady d’Alemberta wynika, ze

A(q)g=0— (Fq)=F'qg=0.

Geometrycznie, z Zasady d’Alemberta wynika, ze sita przyczepnosci ma
by¢ prostopadta do predkosci, podobnie jak wiersze macierzy A(q). Wy-
nika stad, ze istnieje wektor A € R! (zalezny od q i ), taki ze

F' =ATA(q), ie. F=AT(qA
3. Réwnania dynamiki przedstawiamy w postaci

Q(q)g+P(q,q) =AT(QA (9.1)
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4. Korzystajac z przedstawienia ograniczen fazowych w postaci sto-
warzyszonego ukladu sterowania

q=G(qhn,

n € Rm=n-1, A(q)G(q) = 0, eliminujemy wektor A mnozac réwnanie
(9.1) przez macierz G'(q),

G'(9)Q(q)d + G'(q)P(q,q) =0.

5. Wyliczamy przyspieszenie jako

§=G(q)n+ Glq)m,

gdzie G(q) oznacza pochodna macierzy G(q) wzgledem czasu wzdhiz
trajektorii q(t), i podstawiamy do otrzymanego réwnania

G'Q(q)G(q)n+G"(q)Q(q)G(qm + G'(q)P(q, g) =0.

Ze wzgledu na niezaleznoé¢ ograniczen fazowych, macierz G(q) wymiaru
n x m ma pelny rzad m. Macierz bezwladnosci Q(q) jest nieosobliwa,
stad m x m macierz G' QG ma macierz odwrotna.

6. Korzystajac z odwrotnoéci macierzy GTQG otrzymujemy nastepu-
jace réwnania ruchu uktadu podlegajacego nieholonomicznym ograni-
czeniom fazowym

q=G(qmn
, . T . _ ) (9.2)
1=—(G"(q)Q(q)G(q))"G'(q)(Q(q)G(gn +P(q,q))

7. Zamiast eliminowa¢ wektor A, z réwnania (9.1) mozemy go wyli-
czy¢ i wyznaczyé sity przyczepnosci. W tym celu mnozymy obie strony
rownania przez macierz A(q),

A(9)Q(q)d +A(q)P(q,q) = A(q)AT(q)A,

a korzystajac z odwracalnosci macierzy AAT, otrzymujemy

F=AT(qA=AT(q)(A(q)AT(q)) *A(q)(Q(q)d + P(q,q))- (9.3)

Réwnanie (9.3) pozwala sprawdzié, czy sity tarcia dzialajace na uktad sa
wystarczajace do spetnienia ograniczen nieholonomicznych.

Tworzenie réwnan ruchu ukladéw nieholonomicznych przeanalizu-
jemy na kilku przyktadach.
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Rysunek 9.1: byzwiarz Czaplygina

9.1. Przyklady

9.1.1. byzwiarz Czaplygina

Rozwazmy tyzwiarza (narciarza) zjezdzajacego po stoku o nachyle-
niu «, przedstawionego na Rysunku 9.1. Jako wspétrzedne q = (x,y, @) "
tyzwiarza b przyjmiemy jego polozenie i orientacje wzgledem ukladu
(X,Y) wyznaczajacego plaszczyzne stoku. Zakladamy, ze lyzwiarz zjezdza
z punktu o wspélrzednych (0,0,0)T, z zerowa poczatkowq predkoscia li-
niowaq i pewna predkoscia katowa w, i porusza sie bez poslizgu bocznego;
odpowiednia macierz Pfaffa

A(q) =[sing —cos¢ O0].
Jak pokazaliSmy w Rozdziale 8, ograniczenia fazowe natozone na ru-

chu tyzwiarza sa nieholonomiczne. Macierz sterowan uktadu stowarzy-
szonego

cosp O
G(q) = |sine O
0 1

zostala réwniez wyznaczona w poprzednim Rozdziale. Dla uproszczenia
obliczen zakladamy, Zze masa i moment bezwladnosci lyzwiarza zostaty
tak dobrane, ze energia kinetyczna K = %(722 + 12 + ¢?), a wymiary
stoku sa takie, Zze energia potencjalna lyzwiarza V = —x. Przy takich
zatozeniach lagranzian tyzwiarza
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Réwnania dynamiki tyzwiarza wyprowadzimy zgodnie z procedura
przestawiong w poprzednim podrozdziale. Zaczynamy od réwnania (9.1)

X—1=Asing
{j=—Acoso
$=0

W celu wyeliminowanie mnoznika A mnozymy pierwsze réwnanie przez
cos @, drugie przez sin ¢ i dodajemy stronami

Xcos@ —cos@+{sing =0. (9.4)
Nastepnie, z réwnania 4 = G(q)n wyliczamy
X =11 COS @
y=mnysing
@ =12

Poniewaz przyspieszenie katowe tyzwiarza jest zero, otrzymujemy 1o =
w = const, a zatem orientacja tyzwiarza

e(t) = wt.
Przyspieszenia liniowe sq réwne
X =1m1cos@ —Mpsine
{9 =M1sing +ny1pcos @
a ich podstawienie do roéwnania (9.4) daje
1 = cO0s @ = cos wt.

Zerowa predkoéé poczatkowa lyzwiarza oznacza, ze 1n1(0) = 0, a zatem
1.
M1(t) = — sin wt.
w

Calkowanie réwnan na predkos¢ liniowa

przy zerowych warunkach poczatkowych pozwala wyznaczy¢ trajektorie
lyzwiarza

x(t) = L5 (1 — cos 2wt)

y(t) = 5 (2wt — sin 2wt)

fw?
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«cv

przodem tytem przodem tytem
X

Rysunek 9.2: Tor ruchu tyzwiarza

Zsa

Rysunek 9.3: Koto pionowe

Otrzymalismy réwnania parametryczne cykloidy rozwijajacej sie w Kkie-
runku osi Y ukladu wspdélrzednych umieszczonego na stoku, zob. Ry-
sunek 9.2. byzwiarz Czaptygina, ktéremu nadano niezerowa poczatkowa
predkosé katowa ("tyzwiarz zakrecony"), nie zjezdza w dot stoku, ale prze-
mieszcza sie wzdtuz jego gérnej krawedzi, jadac na przemian do przodu
i do tytu.

9.1.2. Kolo toczace sie pionowo

Wyprowadzimy teraz réwnania ruchu kota o promieniu r toczacego
sie po poziomej plaszczyznie (Xs,Ys), ustawionego prostopadle do tej
plaszczyzny, zob. Rysunek 9.3. Zakladamy, ze kolo jest cienkie i jedno-
rodne. Uklad ciata umieszczamy w $rodku kota w taki sposdb, ze 08 Xg
lezy w ptaszczyznie kola, a 08 Yy jest osig obrotu kota. Jako wspdétrzedne
q= (xy & B)" wybieramy polozenie punktu kontaktu kota z podtozem,
orientacje kota i kat obrotu kota. Poniewaz podczas ruchu koto nie odry-
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wa sie od podtoza, jego energia potencjalna jest stala; mozemy przyjaé,
ze V = 0. Wynika stad, ze lagranzian jest rowny energii kinetycznej kota,
a zatem

— _1 02 | 2 1 32 1 .92
Lfo2m<x +y>+212{3 + 5 lsd

gdzie m oznacza mase kola, Iy = %mr — moment bezwladnosci ko-
ta wzgledem osi Yg, a I3 = %mr2 jest momentem bezwladnosci kota
wzgledem osi Zg. W poprzednim rozdziale pokazaliSmy, Ze ograniczenia

fazowe odpowiadajace toczeniu sie kota sg opisane macierza Pfaffa

sine —cosax O O
cosx sinae 0 —1|°

2

Alq) =

Wektory rozpinajace jadro macierzy A(q) definiuja kolumny macie-
rzy sterowan

rcosa O

rsinax O

G(q) = 0 1
1 0

uktadu stowarzyszonego. Réwnanie (9.1) dla kota toczacego sie wygla-
daja nastepujaco

mx = A1 sinx + Ag cos «

my = —A;cosax+ Agsinx
Iz =0
IQB = —7\21‘

Po pomnozeniu uzyskanych réwnan przez macierz GT otrzymujemy dwa
réwnania

(9.5)

mrxcos o+ mrijsin + I =0
Iz =0

Z drugiego z tych réwnan wynika, ze & = const = w, co przy zerowej
poczatkowej orientacji kota, «(0) = 0, daje

x(t) = wt.

Uktad stowarzyszony jest zdefiniowany przez macierz G(q) i ma po-
sta¢
X =1M4TCosS

Y =mrsin«
& ="o
p=m
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Biorac pod uwage, ze & = w z trzeciego rdwnania otrzymujemy 1, = w.
Pozostale roéwnania pozwalaja wyliczyé przyspieszenia

X =1M4rCcos x —yr&sin «
[ =1mrsino+mr&cos«
B =
Podstawienie tych przyspieszen do pierwszego z réwnan (9.5) daje zalez-
nosé
(mr® + Ip)iy =0 =1y = const =1,

z ktorej wynika natychmiast, ze przy 3(0) = 0, trajektoria

B(t) =nt.

Trajektorie wspdtrzednych polozenia punktu kontaktu znajdziemy
Z rOwnan
X =T1nrcos wt
Y =nrsinwt

Po scalkowaniu przy zerowych warunkach poczatkowych x(0) =y(0) =
0 otrzymujemy

x(t) = T sin wt
y(t) = T (1 —cos wt)

Tory ruchu punktu kontaktu sa okregami

2 2
s (o= - (3)
w w
o Srodku w punkcie (0, %) i promieniu % Przedstawia je Rysunek 9.4.

9.1.3. Kula toczaca sie

Jako kolejny przyklad tworzenia réwnan ruchu ukladu poddanego
ograniczeniom nieholonomicznym rozwazymy kule toczaca sie po plasz-
czyznie, przedstawiong na Rysunku 9.5. Przyjmiemy, ze kula ma mase m
i moment bezwladnosci I4 = Iy = I3 = . Wspdlrzedne opisujace ruchu
kuli beda takie same, jak w podrozdziale 8.3.1, ale dla odrdznienia od
katéw Eulera przyjmiemy oznaczenie q = (x,y, &, 3,v)". Macierz Pfaffa

1 0 —rsinfsiny —rcosy 0
A(q)=10 1 rsinfcosy —rsiny O
00 cosf 0 1
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a) b)
n<0 X A n>0 X A
w <0 sgn%:—}—l w >0
w=0 " Y To=0 Y
w >0 Sgn(l};:—i w <0

Rysunek 9.4: Tor ruchu kota: a) n <0, b) >0

Zsh
gl
~ Y >
$ L/ Ys
x oz N\
2
Y
XS P Xp

Rysunek 9.5: Kula toczaca sie

a macierz uktadu stowarzyszonego

rsinf3siny rcosy
—rsinfpcosy rsiny

G(q) = 1 0
0 1
—cosf3 0

Biorac pod uwage posta¢ macierzy R orientacji kuli wyznaczong w pod-
rozdziale 8.3.1 mozna pokazaé, ze

R =R(Zy)R(X, mR(Y,—B)R(Z,—a) = E(¢,0,)
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dla katéw Eulera e = (m+v,m— B, —«) . Zauwazmy takze, ze wektor T
oznacza potozenie $rodka ciezkosci kuli w uktadzie przestrzeni, zatem
T = (x,y,7)7. Katy Eulera e i wspétrzedne T wstawiamy do wzoru na
lagranzian (6.6) i otrzymujemy

L= él (éc2—|— B2 +i/2> + I&ycosf +% (7’(2 +92> — mgr.

Ostatni sktadnik lagranzianu odnosi sie do energii potencjalnej kuli, kté-
ra jest stala, a wiec nie odgrywa roli w réwnaniach Eulera-Lagrange’a
i dlatego moze zosta¢ pominieta.

Punktem wyjscia do napisania réwnan ruchu kuli jest wzér (9.1).
W przypadku kuli przyjmuje on nastepujaca postaé

X=MN\
J=»A
I& + Iy cos B — IBy sin p = —Aqrsin B siny+
+Aorsin 3 cosy + Az cos 3
Ip + I&y sin p = —AqTcosy — Agrsiny
I¥ + I&cos B — I&P sin B = Az

W celu eliminacji mnoznikéw A otrzymane rdéwnania mnozymy lewo-
stronnie przez macierz G' uzyskujac dwa nastepujace réwnania

mrxcosy + mrijsiny + I + I&ysin =0
mriX sin 3 siny — mrij sin 3 cosy + L& sin® B+
—Ipysinp + I&psinBcosp =0

Nastepny krok polega na wyznaczeniu przyspieszen z réwnan stowa-
rzyszonego ukladu sterowania q = G(q)n

X =myrsin siny +norcosy
Y =—4rsinBcosy +norsiny
o=y

B=ms

Y =-nicosf
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Na podstawie tych réwnan wyznaczamy przyspieszenia

X =mrsinp siny +nyry sin 3 cosy+

+my 7P cos B siny + MeT cosy — Nty siny
{j = —yrsin 3 cosy +ny1rysin f siny+

—11 7B cos B cosy + Tarsiny — nary cosy
& =1
B =ms
¥ = —fg cos B +mPsinp

Polaczenie dwdch ostatnich réwnan zawierajacych przyspieszenia, po od-
powiednio starannych przeksztatceniach, prowadzi do koricowych réw-
nan dynamiki

(mr? + 1)1y sin? B + 2 (mr? + ) yma sin B cos p =0
{(mr2 +1)ng— (mr? + I)nfsinBcosp =0

Pele réwnania ruchu kuli toczacej sie mozna zapisaé w nastepujacej

postaci

X =myrsin P siny +ngrcosy

Y = —4rsin3cosy +norsiny

& =m
Y =-mn1cosf
B=mno

1 sin® B + 2nyme sin B cos B =0
o —M3sinBcosP =0

Struktura réwnan ruchu pokazuje, ze trzy ostatnie réwnania sq niezalez-
ne od pozostatych.

9.1.4. Koto pochylone

Ostatnim z analizowanych wyprowadzen réwnan ruchu uktadéw nie-
holonomicznych bedzie kolo pochylone, toczace sie ukosnie w stosunku
do plaszczyzny, przedstawione na Rysunku 9.6. Jest to naturalne uogél-
nienie przykladu badanego w podrozdziale 9.1.2, zobaczymy jednak, ze
wyprowadzenie réwnan ruchu kota pochylonego jest technicznie dosé
skomplikowane. Zalozymy, ze kolto ma promien r, mase m, a jego mo-
menty bezwladnosci wzgledem ukladu ciata sq réwne [} = Ip = %mrQ
oraz [z = %mrQ. Niech q = (x,y, % ,v)" oznacza wektor wspétrzednych
kota, w ktérym x,y sq wspdlrzednymi punktu kontaktu kota z podtozem,
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Rysunek 9.6: Koto pochylone

« jest orientacja kola, 3 — jego pochyleniem, a vy oznacza kat obrotu ko-
ta. Ruch kotla podlega ograniczeniom nieholonomicznym zadanym przez
macierz Pfaffa

sine —cosx O O O

Alg) = cosx sinax 0 O —r|°

Stowarzyszony uklad sterowania ma macierz sterowan

rcosax 0 O

rsinac 0 O

G(q) = 0 1 0
0 01

1 00

Jak wynika z Rysunku, katy Eulera ZYZ opisujace orientacje kola
pochylonego sa réwne

Tt Tt
(P:O(_g, GZB—E, ll)z‘y.

Z Rysunku mozna takze wyznaczyé potozenie $rodka ciezkosci kota
wzgledem ukladu przestrzeni

X 4+ rsin acsin 3
T=|y—rcosasinf3 |,
rcosf
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skad otrzymujemy predkosci

Ty = x4+ r&cos asin f + rf sin x cos p
Ty =1 4 r&sin asin f — 13 cos x cos 3
T5 = —rp sin B

Majac te dane, lagranzian kota pochylonego wyznaczymy ze wzoru (6.6),

_1 .0 9 ) 1 . . 12
L_Eh (oc cos B—HS)—i—éIg(ocsm[S—i-y) +

1 1
+ Qm (x + r& cos asin [3)2 + ém(y + ré& sin « sin [3)2 +

1 . .
+ EmrQBZ + mrf (xsin « — Y cos &) cos 3 — mgrcos .

Wyprowadzenie réwnan ruchu rozpoczynamy od wzoru (9.1),

mX + mr& cos asin p + mrp sin x cos p+

+2mr&p cos x cos f — mri?

sin ocsin 3+
—mr (62 + B2) sinasin B = Aq sin & + Ag cos «
my + mr&sin asin 3 — mrp cos acos B+
+2mr&p sin occos B + mr&? sin o sin B+
—mr (62 + p2) cos asin p = —Aq cos x + Ag sin «
mr (X cos & + { sin ) sin 3 + (11 cos’ B + (13 + mrQ) sin’ (5) &+
+I5ysin B + 2 (Is — Iy + mr?) &P sin xcos x + Ipfy cos p =0
mr (% sinx — {j cos &) cos B + (Iy +mr?) p+
—(Is — I + mr?) &2 sin B cos B — Is&y cos p — mgrsinp =0
I (&sin p + V) + Is&p cos B = —Aor

W celu wyeliminowania mnoznikdw A mnozymy otrzymane rdwnania
przez macierz GTi otrzymujemy

mrX cos o + mri sin o« + (13 + mr2) & sin 3+
+15V + (I + 2mr?) &P cos B =0
mrX cos ocsin 3 + mr{j sin x cos 3+
+ (mr2 sin® B + I; cos? B + I sin® [5) & + Iy sin 3+
+2 (mr2 + 15— I;) &P sin B cos B — Ispy cosp =0
mr (%sina —{jcos «) cos B + (Ig +mr?) B+

— (mr?+1Is—1;) &%sin B cos B — Iséy cos B+ mgrsin B =0
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Stowarzyszony uklad sterowania jest postaci

X =14TCOS X

Y =mrsin o

& ="g
B=mns3
Y=m

Wyliczamy z niego przyspieszenia

X =mMrcosa —nyrasin «

J=mrsina+mr&cos

& =T
B =3
Y ="M

i wstawiamy je do wczesniej otrzymanych réwnan. W efekceie, réwnania
ruchu kola pochylonego przyjmuja nastepujaca forme

X =14TCOoS X

Y =mrsina

& ="
B=mn3
Y=m

(mr? +13) 0y + (mr? + Is) Mg sin B + (Is + 2mr?) nonscos p =0
(mr? +13) 1 sin B + ((mrQ +15) sin? B + I4 cos? [5) Mo+
+2 (mr? 4+ Is — Iy) nons sin B cos B — Ismymz cos p = 0
(mr? + I; ) i3 — mr?nymg cos P+
— (mr? + 15— L1) n3sin B cos B — Isnyma cos B + mygrsin p =0

9.2. Zadania

Zadanie 9.1 Pokazaé, ze przy zerowym pochyleniu, 3 = 0, lagranzian
dla kola pochylonego jest taki sam, jak lagranzian dla kota toczacego
sie pionowo.

9.3. Komentarze i odniesienia literaturowe

Klasyczna pozycja literatury traktujaca o dynamice uktadéw nieholo-
nomicznych jest ksigzka [NF71]. Kompendium wiadomosci na ten temat
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zawiera rozdziat 9 monografii [Gut71]. Modele dynamiki robotéw mo-
bilnych omawia praca [TMD"00]. O sterowaniu na poziomie dynamiki
traktuje praca [Maz09]
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