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Rozdzial 1
Wstep

Czyz nie kazdy z nas cho¢ raz w zyciu prébowat balansowaé¢ rdéznego rodzaju
podtuznymi przedmiotami postawionymi na dtoni czy palcu tak, aby utrzymad je
w pionie ? Dla pojedynczego przedmiotu nie jest to wcale tatwe, a co dopiero, je-
zeli polaczylibysmy dwa albo nawet trzy takie przedmioty przy uzyciu przegubdw.
Szybko okazatoby sie, ze jest to, dla czlowieka w zasadzie zadanie niewykonalne. Mi-
mo to istniejg jednak réznego rodzaju algorytmy pozwalajgce na sterowanie takimi
obiektami w efektywny sposéb i tym wladnie sie w tej pracy zajmiemy.

Odwrécone wahadto jest niestabilnym, wielowymiarowym systemem nielinio-
wym, ktére w procesie rozwoju teorii sterowania oraz metod sterowania stato sie
idealnym obiektem stuzacym do testowania nowych teorii i sposobdéw sterowania
[ODFY11]. Odwrécone wahadto sktada sie z preta polaczonego swobodnie przegu-
bem obrotowym z poruszajacym sie poziomo, napedzanym wodzkiem. Dzieki sto-
sunkowo prostemu modelowi matematycznemu mozna w tatwy sposéb symulowad
zachowanie takiego odwréconego wahadla. Pozwala to na implementacje rézne-
go rodzaju algorytméw w srodowiskach symulacyjnych, weryfikacji ich przydatno-
$ci do sterowania obiektu nieliniowego, badanie ich wlasnosci, poréwnywanie oraz
ulepszanie. Odwrdécone wahadto moze by¢ tez dobrym i dos¢ widowiskowym przy-
ktadem, pokazujacym jak trudne jest sterowanie nieliniowymi i niedosterowanymi
obiektami. Zainteresowaniem badaczy cieszy sie réwniez odwrdcone, podwdjne czy
tez nawet potrdjne wahadto. Istnieje wiele prac opisujacych rdéznego rodzaju algo-
rytmy stosowane do sterowania takimi wahadtami. Dla przyktadu mozemy przyto-
czy¢ [Raj16], w ktdrej wykorzystano jedng z metod maszynowego uczenia, uczenie
przez wzmacnianie, do stabilizowania podwdjnego, odwrdéconego wahadta. Kolej-
nym przykladem moze byé [TNVY03], w ktérej uzyto sztucznej sieci neuronowej do
sterowania podwdjnym, odwrdéconym wahadlem. Innym podejsciem do problemu,
opisanym w [KCHI17], jest zastosowanie regulatora LQR do stabilizacji podwdjnego,
odwréconego wahadta. W [ODFY11] natomiast wykorzystano sterownik predykcyj-
ny z dyskretnym czasem sterowania. Oczywiscie przytoczone tu prace sg tylko nie-
wielka czescig rdznego rodzaju rozwigzan stosowanych do sterowania odwréconym
wahadtem.

Celem pracy jest przeglad nowoczesnych algorytméw sterowania stosowanych
do odwréconego, podwéjnego wahadta. W pracy zebrano przykladowe algorytmy
shuzace temu celowi oraz opisano sposob ich implementacji w srodowisku symu-
lacyjnym. Nastepnie wykonano badania symulacyjne wtasnosci algorytméw oraz
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pordwnano je. Do badan wybrano algorytmy opisane w [LZG16] oraz [GAK13].

Jako pierwsze w pracy przedstawimy krotkie wprowadzenie dotyczace zagadnien
matematycznych oraz z zakresu teorii sterowania, zwigzanych z pojeciami wykorzy-
stanymi w dalszych rozdziatach. W kolejnym rozdziale wyprowadzimy model mate-
matyczny podwdjnego, odwrdconego wahadta. Wykorzystujac formalizm Lagrage’a,
wyliczymy réwnania ruchu dla naszego wahadta i podamy ich posta¢ wektorowa
oraz afiniczna. W rozdziale zostang rozpatrzone dwa modele, pierwszy bez uwzgled-
niania tarcia i drugi z jego uwzglednieniem. Rozdzial 4 poswiecony jest sterowaniu
do punktu podwdéjnego, odwrdconego wahadta. Przedstawimy trzy sposoby sterowa-
nia: z wykorzystaniem regulatora LQR, regulatora LQR potaczonego z regulatorem
PID oraz regulatora LQR z regulatorem PID, ktérego nastawy sa modyfikowane
z wykorzystaniem modelu chmury. Wykonie symulacji uktadéw regulacji pozwoli
na zbadanie ich wlasnosci. W rozdziale 5 przedstawimy sposdb Sledzenia trajektorii
przez podwdjne, odwrdécone wahadto. Pokazemy, w jaki sposd6b mozna generowad
trajektorie ruchu wahadta oraz wykorzystamy regulator feedforward wraz z regu-
latorem LQOR do jej sledzenia. Ostatni rozdziat pracy zostat przeznaczony krotkiemu
podsumowaniu oraz przedstawieniu spostrzezen i wnioskéw, ktdre nasunety sie au-
torowi podczas préb symulowania poszczegdlnych sposobdéw sterowania modelu
wahadta i ich testow.



Rozdziak 2

Preliminaria matematyczne

W rozdziale zostang przedstawione podstawowe metody matematyczne wyko-
rzystane w dalszej czesci pracy. Pozwoli to na zaznajomienie czytelnika z przyjeta
konwencjg oznaczen oraz formalizmami i, w efekcie, na latwiejsze zrozumienie na-
stepnych rozdziatéw. Opis zagadnienn matematycznych zostat opracowany na podsta-
wie pozycji literatury [TM18a, TM18b, TM17, SK08, Mur06, LDO5, TMD 00, GAK13].
Mozna w nich znalez¢ bardziej szczegdtowe opisy poruszanych zagadnien, jak réw-
niez wyprowadzenia oraz dowody.

2.1 Formalizm Lagrange’a

Przyjmujac, ze ruch uktadu zostat opisany za pomoca zmiennych uogdélnionych
q = (q1, qg, ... qn) " oraz predkosci uogélnionych q = (d, ds, ... 4 ), lagranzian ukla-
du moze zosta¢ okreslony jako

L(q.q) =K(q,q) = V(q), (2.1)

gdzie K(q, q) — jego energia kinetyczna uktadu, natomiast V(q) — energia poten-
cjalna. Wéwcezas roéwnania ruchu uktadu moga zostaé otrzymane z rownan Eulera-
Lagrange’a

— == _F (2.2)

gdzie F oznacza sity niepotencjalne dzialajace na uklad, takie jak sily sterujace ukta-
dem, tarcie, opory ruch. Uktad réwnan (2.2) stanowi uklad réwnan rézniczkowych
zwyczajnych drugiego rzedu

°L(q.4).  9°L(q.q). OL(q.,q)

_T 03
2" T Taqoq 1T g (23)

Zapisanie ukladu réwnan dynamiki (2.3) w postaci wektorowej prowadzi do naste-
pujacej formy
Q(q)4+C(q,4)qg+D(q) =F (2.4)

W powyzszym réwnaniu symetryczna i dodatnie okreslona macierz Q(q) jest ma-
cierza bezladnoéci uktadu, macierz C(q, q) uwzglednia wplyw sit Coriolisa i odérod-
kowych, natomiast wektor D(q) stanowi wektor sit grawitacji.
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2.2 System nieliniowy wejsciowo afiniczny

Zalézmy, ze wartosé sit niepotencjalnych F z réwnania (2.4) bedzie stanowié ste-
rowanie systemu u. Przeksztalcajgc posta¢ wektorowa réwnan dynamiki (2.4) otrzy-
mujemy

4=-Q '(q)(C(q,4)qd+D(q) + Q' (q)u. (2.5)
Dodajac do réwnan dodatkowe rdwnania predkosci
AR . L (2.6)
d=—-Q (q)(C(q.9)4+D(q))+Q (q)u
oraz odpowiednio segregujac poszczegdlne elementy, uzyskujemy réwnanie postaci
X(t) = f(x(t) + g(x(D)u(t) = f(x(t) + > gi(x(t))us(t), (2.7)
i=t
zwanej afiniczng, gdzie wektor stanu x = (q c'])T, f(x) jest dryfem uktadu, g(x)

jest macierza pdl wektorowych gy, go, ..., g,y odpowiednio zwigzanych z wartoscia-
mi wy, Uy, ..., U, sterowan uktadu. Uktad nieliniowy wejsciowo afiniczny zachowuje
liniowq zalezno$¢ od sterowan ukladu u(t).

2.3 Regulator LQR

2.3.1 Roéwnanie stanu i przyblizenie liniowe uktadu

Wiele uktadéw dynamicznych mozna opisa¢ za pomocq rownan stanu

x =Ax+ Bu
y==Cx , (2.8)
x(0) =xo

gdzie macierz A jest macierzq stanu, macierz B macierza wejscia, macierz C macie-
rza wyjscia, x wektorem stanu systemu, u sterowaniami, natomiast y wyjsciem ukta-
du. Przeksztatcenie uktadu nieliniowego danego réwnanie (2.7) do postaci liniowych
réwnan stanu moze zosta¢ dokonane poprzez jego przyblizenie liniowe w danym
punkcie pracy. Przyblizenie liniowe mozna wyznaczy¢ z pomocq pochodnych czast-
kowych policzonych odpowiednio wzgledem kolejnych zmiennych wektora stanu x
oraz wektora sterowani u
A= ai(f(x) + Q(X)U)\x:xo, u=ug s

X

2.9
~ du (f(X) + g(x)u)|><:xo, u=ug ’ ( )

gdzie xy oraz u, jest punktem pracy, w ktérym wyznaczamy przyblizenie liniowe
uktadu. Wystepujgca w réwnaniach (2.8) macierz C okresla, ktére zmienne wektora
stanu x i w jaki sposéb zostang przekazane na wyjscie systemu. Jej posta¢ wynika
z wlasnosci danego systemu.
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x = Ax+ Bu y
y=Cx

Rysunek 2.1 Schemat regulatora LQR

2.3.2 Regulator LOR

Regulator liniowo-kwadratowy (Linear—-quadratic regulator, LQR) okresla roz-
wigzanie problemu optymalnego sterowania dla systemu dynamicznego opisanego
liniowymi réwnaniami rézniczkowymi postaci (2.8) oraz kwadratowym wyznaczni-
kiem jakosci. LQR wykorzystuje sprzezenie zwrotne od stanu, jego schemat zostat
przedstawiony na rysunku 2.1.

Celem regulatora LQR jest znalezienie optymalnego prawa sterowana

u=—Kx (2.10)

poprzez minimalizacje funkcji kosztu. Dla nieograniczonego horyzontu czasowego
funkcja ta przyjmuje forme

] = JOO(XTQX +uTRu) dt, (2.11)
0

gdzie macierz Q jest symetryczng dodatnio pétokreslong macierza postaci

Q 0 ... O
0 ... 0

Q=1 . Q.2 : ) (2.12)
0O 0 ... Qnm

oraz macierz R jest macierza symetryczng, dodatnio okreslong postaci
Ry 0 ... O
0O Ry ... O
= . . . . (2.13)

0O 0 ... R,

Rozmiary macierzy Q i R zalezg odpowiednio od liczby zmiennych w wektorze sta-
nu x oraz liczbie sterowan uktadu u. Wspdtezynniki Q4, Qo, .., Q.n okreslajq koszt,
jaki uktad poniesie za przejscie z obecnego stanu ukladu do stanu ukladu w punk-
cie pracy, dla ktérego jest liczone sterowanie. Wspdtczynniki Ry, Ry, ..., R, okreslaja
natomiast koszt, jaki uktad poniesie za dostarczenie do systemu energii poprzez
sterowania u.
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Dla tak okreslonej funkcji kosztu optymalng macierz sprzezenia od stanu K,
z réwnania (2.10), mozna obliczy¢ zgodnie ze wzorem

K=R'B'P), (2.14)
gdzie macierz P mozna otrzyma¢ rozwigzujac ciggte rownanie Riccatiego

AP+ PA— (PB)R}B'P)+Q=0. (2.15)

2.3.3 Dobdér wartosci parametréw macierzy Qi R

Poprawne dziatanie regulatora LOR wymaga odpowiedniego dobrania wartosci
parametréw w macierzach Q oraz R. Do okredlenia ich poczatkowych wartosci
mozna postuzy¢ sie wzorem
1
_2 )]
1

qi = (2.16)

(<

gdzie e; jest wartoscig dopuszczalnego bledu stanu x;. Na przyktad, jesli rozwazamy
pojedyncze odwrdécone wahadlo i chcemy, aby dopuszczalne odchylenie wartosci
kata od punktu réwnowagi chwiejnej, w ktérym nasz uktad ma pozostaé, byto réwna
% to zgodnie ze wzorem (2.16) warto$¢ parametru q powinna wynosié

1

1
(36

2 = 900.

q e
Analogicznie mozna postapi¢ dla wartosci parametréw macierzy R. Dobér parame-
tréw z wykorzystaniem przytoczonej metody moze jednak nie spowodowaé dzia-
lania systemu w satysfakcjonujacy sposéb. Dalsze modyfikacje parametréw moga
odbywad sie metodaq préb i bteddéw, na bazie obserwacji zachowania uktadu po do-
konanych zmianach.

2.5 Model chmury

Model chmury (Cloud Model) pozwala na okres$lenie relacji miedzy pojeciami
jakosciowymi, takimi jak dobrze, Zle, a wartodciami iloSciowymi, na przyktad 10, -10.
Zgodnie z definicjq podana w [L.LD05] zatézmy, ze zbiér U jest uniwersalnym zbiorem
opisanym precyzyjnie za pomocaq liczb oraz C jest jako$ciowym pojeciem zwigzanym
z U. Kroplg mozemy nazwaé kazda wartosci x € U, ktéra losowo realizuje pojecie
C, natomiast u(x) € [0, 1] stanowi stopient pewnosci x dla C

w:U—[0,1] vx € U X — p1(x). (2.17)
Chmurg nazywamy rozktad x w U. Do opisu chmury wykorzystuje sie trzy wartosci:
e wartos¢ oczekiwana Ex, ktdra jest najbardziej reprezentacyjng wartoscia dla

danego pojecia jakosciowego — mozna utozsamié jg z wartoscia oczekiwang
w znaczeniu prawdopodobienstwa,



2.4. Model chmury 9

3En

A

H(X)
7I\
D

Ex

Rysunek 2.2 Przykladowa chmura wygenerowana dla wartosci Ex =0, En = 1 oraz
He = 0.1 (na podstawie [LZG16])

e entropia En, ktdra jest miaraq niepewnosci wartosci w danym pojeciu jakoscio-
wym — pozwala okresli¢ jak bardzo wartos¢ x moze by¢ odlegta od wartosci
oczekiwanej Ex, zeby przynalezala do danego pojecia ze stopniem pewnosci
u(x) >0,

e hiperentropia He, ktora jest miarg niepewnosci entropii — innymi stowy jezeli
warto$¢ He jest rowna 0, chmura przyjmuje postaé¢ ciggtej linii, a nie kropel
rozrzuconych wokét pewnej linii.

Przyktadowa chmura wraz z zaznaczonymi Ex, En, He zostala przedstawiona na
rysunku 2.2.

2.41 Rodzaje chmur

Zaprezentowana na rysunku 2.2 chmura przedstawia symetryczny model chmu-
ry. Wyrdzniamy réwniez modele chmur potowicznych oraz modele chmur asyme-
trycznych, ktére sq potgczonymi ze sobg réznymi chmurami. Wizualizacje réznych
typéw chmur zostaly przedstawione na rysunku 2.3. Pokazana chmura symetryczna
jest inng wariacja chmury zaprezentowanej jako przyktad.

2.4.2 Generowanie chmury

Zaprezentowane w podrozdziale chmury zostaly wykonane na bazie rozktadu
normalnego oraz dzwonowej funkcji przynaleznosci. Generowanie chmur odby-
wa sie za pomocg generatoréw chmur. Wyrdézniamy dwa rodzaje generatordw:
forward normal cloud generator (CG) oraz backward normal cloud generator
(CG™'). Pierwszy z nich shuzy do generowania chmury na podstawie trzech warto-
$ci (Ex, EN, He). Schemat generatora zostat przedstawiony na rysunku 2.4a. Drugi
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0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

u(x)
u(x)

0.5

u(x)

u(x)

Rysunek 2.3 Roézne rodzaje chmur: a) symetryczna, b), ¢) potowiczna, d) asyme-
tryczna [LDO5]
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Ex —» —= Ex

En —» CG |—» Drop(x; ) Drop(x;y) —= CG™ ——=En

—= He

He —»

(a) (b)

Rysunek 2.4 Schematy generatoréw chmury: a) forward cloud generator, b) bac-
kward cloud generator [[.LD0O5]

typ generatordéw pozwala natomiast odtworzyé wartosci (Ex, En, He) na podstawie
kropli chmury. Schemat zostal przedstawiony na rysunku 2.4b. Na potrzeby pra-
cy dokladniej zostanie przyblizona tylko zasada dziatania generatora CG. Wiecej
informacji na temat generatora CG~! mozna znalezé w [LD05].

Tak jak przy definiowaniu chmury zatézmy, ze zbidér U jest uniwersalnym, iloscio-
wy zbiorem opisanym precyzyjnie przez liczby oraz C jest jako$ciowym pojeciem
zwigzanym ze zbiorem U. Jezeli istnieje x € U, ktdére realizuje losowo pojecie C oraz
x spetnia x ~ N(Ex, En'2), gdzie En’ ~ N(En, He?) i stopient pewnosci x w C jest réwny

(xfEx)2

L= 27, (2.18)

woéwecezas rozklad x w U nazywamy chmurg o rozkladzie normalnym (normal clo-
ud). Na podstawie definicji zaprezentowanej powyzej mozna poda¢ prosty algorytm
shuzacy do generowania chmur.

Dane wejsciowe: wartosci (Ex, En, He) oraz liczba kropel w chmurze n
Dane wyjsciowe: n kropel x z wartos$ciami ich stopnia pewnosci p(x),
Drop(xi, i), i=12..1n

Algorytm

1. Generujemy liczbe En/ o rozkladzie normalnym z wartoécia oczekiwang Ex
oraz wariacjg He?, En! = N(En, He?).

2. Generujemy liczbe x; o rozktadzie normalnym z wartoscia oczekiwang Ex
oraz wariacjq En?, x; = N(Ex, En?).

3. Obliczamy

_ (x—Ex)?
2(En{)2

Hi=¢€
4. Eaczymy x; oraz stopien pewnosci p; w jedng krople.
5. Powtarzamy krok od 1 do 4 do momentu wygenerowania n kropel.

W tym miejscu warto zauwazy¢, ze wartosci En oraz He powinny byé wieksze
od zera. Jezeli warto$¢ He = 0, wtedy chmura przyjmie postaé krzywej dzwonowej,
natomiast dla He = 0 i En = 0, wszystkie wygenerowane wartoéci x beda doktadnie
réwne wartosci oczekiwanej Ex.
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Ex — »
En ——| PreCG —— Drop(a, p)

He —

Y

Ex — =

En —| PostCG |— Drop(x, )

He —
(a) (b)

Rysunek 2.5 Schematy generatoréw chmury: a) precondition cloud generator, b)
postcondition cloud generator (na podstawie [L.D05])

2.4.3 Tworzenie regut opartych o model chmury

Przedstawione w poprzednim podrozdziale model chmury o rozktadzie normal-
nym moga zosta¢ wykorzystane do tworzenia zasad opartych o pojecia jakosciowe.
Pozwala to na wykonanie bazy regut w postaci poje¢ oraz systemdéw wnioskowania
wykorzystujacych te baze do sterowania obiektami. Do tworzenia regut typu

Jezeli A wtedy B,

gdzie A i B odpowiadaja pojeciom C; i Cy, odpowiednio w uniwersalnych zbiorach
U; i Uy, wymagane bedzie wprowadzenie dwdch generatordw. Pierwszy, pokaza-
ny na rysunku (2.5a), nazywamy precondition cloud generator (PreCG). Pozwala
on na obliczenie stopnia pewnosci u dla podanej wartosci a oraz wartosci (Ex, En,
He) chmury, ktéra opisuje dane pojecie C;. Drugim generatorem jest postcondi-
tion cloud generator (PostCG), przedstawiony na rysunku 2.5b. Daje on mozliwo$¢
okreslenia wartosci x dla podanego stopnia pewnosci p oraz wartosci (Ex, En, He)
chmury, opisujgcej dane pojecie C,. Nieznacznie modyfikujgc zaprezentowany w po-
przednim podrozdziale algorytm tworzenia chmur (2.4.2), mozna podaé¢ algorytm
dziatania generatordéw PreCG oraz PostCG. Algorytm dla generatora precondition
cloud generator przedstawia sie nastepujaco:

Dane wejsciowe: warto$é a oraz (Ex, En, He) zwigzane z danym pojeciem C

Dane wyjsciowe: kropla zwigzang z wartoécig a oraz odpowiadajacy jej stopien
niepewnosci p(a)

Algorytm

1. Generujemy liczbe En’ o rozkladzie normalnym z wartoéciq oczekiwang Ex
oraz wariacjg He?, En’ = N(En, He?).

2. Obliczamy

_ (a—Ex)?
u —=e 2(En’)2 .

3. baczymy a oraz wyliczone pu w jedna krople.

Analogicznie moze zosta¢ zaprezentowany algorytm dla generatora postcondition
cloud generator:

Dane wejsciowe: warto$¢ stopnia pewnosci u oraz (Ex, En, He) zwigzane z da-
nym pojeciem C

Dane wyjsciowe: kropla x zwigzang ze stopniem niepewnosci p(a)

Algorytm
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Exg — Drop(a, p)
En, —=| PreCG,
Hey — H

A /

_ExB —
Enp ——| PostCGy — Drop(b, p)
HCB —

Rysunek 2.6 Generator zasady z pojedynczym warunkiem (na podstawie [L.LD05])

EJ‘A . .
En— PreCG, dropla; Ex. En.He,
He —» M, * * +
‘i min(g,. fy) % PostCG, M x
A
Ex,— sy
En—w» PreCG
Hi (ez—h» iy dropib, ;)

Rysunek 2.7 Generator zasady z podwdjnym warunkiem (na podstawie [[.ZG16])

1. Generujemy liczbe En’ o rozkladzie normalnym z wartoécig oczekiwang Ex
oraz wariacjg He?, En’ = N(En, He?).

2. Obliczamy

x = Ex £ En'/—2In(n).

3. Laczymy x oraz wyliczone pu w jedna krople.

Z, zaprezentowanych generatordéw mozna stworzy¢ jedno warunkowa zasade typu
Jezeli A wtedy B. Schemat odpowiednio polaczonych generatordéw zostal przedsta-
wiony na rysunku (2.6). Nalezy zwrdci¢ uwage, ze generator PostCG generuje dwie
wartosci x (patrz krok 2 algorytmu).Aby wybra¢ wlasciwg nalezy pordéwnaé war-
tos¢ a z wartoscig oczekiwang Ex dla pojecia A. Jezeli wartos¢ ta jest mniejsza od
wartosci oczekiwanej, nalezy wzigé wartoéé x = Ex —En’y/—2In(u). W przeciwnym
wypadku warto$¢ x = Ex + En’y/—2In(u).

Przedstawiony sposdb generowania regut mozna rozbudowywaé na przyktad
dodajac kolejne warunki. Przy podwdjnym warunku postaé reguty przyjmuje forme

Jezeli A4, Ay wtedy B.

Schemat polaczonych generatoréw zostal przedstawiony na rysunku 2.7. Mozna
zauwazy¢, ze dodanie kolejnego warunku powoduje dodanie kolejnego generatora
PreCG. Nastepnie stopnie pewnoéci 1, i 1, dla podanych wartosci a oraz b sg ze soba
poréwnywane i wybierana jest najmniejsza warto$é stopnia pewnosci, ktéra jest
w dalszym etapie wejsciem do generatora PostCG i na jej podstawie otrzymujemy
koncowa wartosé x.
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2.5 Generowanie trajektorii ruchu

Projektowanie trajektorii ruchu odwrdéconego, podwéjnego wahadla bedzie ba-
zowalo na postaci afinicznej réwnan ruchu (2.7). Z postaci tej zostaly wyodrebnione
réwnania zwigzane z przyspieszeniami i zapisane jako uktad réwnan

ST . 2.19)
¢ =Flo, )+ Gle)u

Przy projektowaniu trajektorii wykorzystamy funkcje nasycenia zwigzane z warto-
Scig przemieszczenia wozka s, predkoscia wozka § oraz przyspieszeniem wozka §
[GAK13]. Pozwoli to na wyliczenie trajektorii w taki sposéb, aby byta dopasowana do
fizycznego modelu wahadta, na przyklad dtugosci szyny, po ktérej bedzie poruszad
sie wozek czy przyspieszenia, jakie mozna wygenerowaé¢ za pomocq wybranego
silnika. Wymagane jest, aby funkcje nasycenia dla s oraz $ byly rdézniczkowalne.
Z tego powodu zostaty wybrane funkcje dane réwnaniem

b —vp

o (wf'fh,;> (2.20)

Vi (B i) =07 —

dla i = 1,2, gdzie & sqa nowo wprowadzonymi zmiennymi stanu i Lpii sq goérnym
i dolnym ograniczeniem funkcji nasycenia. Trzecia funkcja nasycenia nie musi by¢
rézniczkowalna, jednakze powinna da¢ mozliwos¢ zamodelowania odpowiedniego,
cyklicznego ruchu wézka. Do tego celu zostata uzyta funkcja

Y3 dla v>pF
Ps (vh5) =< v dla ve by, il (2.21)
P, dla v <y

gdzie xpgt s ponownie gérnym i dolnym ograniczeniem, a v jest funkcja modelujaca
zachowanie wozka pozwalajacq zrealizowaé zaplanowang trajektorie. Jej wartosci
mozna obliczy¢ za pomocg roéwnania

0 hmtt
v=0(tp) = E pisin ( IT ) ) (2.22)
i1

gdzie h; s dodatnimi, kolejnymi liczbami naturalnymi speliajacymi warunek h; #
h;Vi # j, T jest czasem wykonywania manewru przez wahadto, natomiast p; sq
wspodlczynnikami pozwalajacymi odpowiednio dopasowad funkcje do manewru. Wy-
korzystujgc tak zdefiniowane funkcje nasycenia mozna zapisa¢, ze

s =11 (&, 07). (2.23)
Nastepnie, rézniczkujac wyrazenie dwukrotnie otrzymujemy
oy .
LYY (2.24)

0&y
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oraz - -
N 1:9 1y
§ = &5+ I 2.25
aa? 1 65,1 1 ( )
gdzie -
&1 = o (82,05 (&1)), (2.26)
a takze ‘
Ea =5 (v, )5 (E1, &) (2.27)
Zatézmy, ze wartosci s, § i § nalezq kolejno do przedziatow [sy, sg 1, [s7, s, [s5, 85
oraz s;7 = —s; dla i =0,1,2. Ograniczenia
Vi = s7. (2.28)

Zgodnie z réwnaniami (2.24) i (2.26) mozemy zapisaé

< —y < 57 .
s; < 3%, Po < 55 (2.29)
Przeksztatcajac tg nieréwnoéé otrzymujemy warto$é ograniczen
o]
+ |91
11)2 (‘ii) =8 |:a£1 :| . (230)
Analogicznie mozna wyliczy¢ ograniczenia
amaw]i Fwi anm]lwnwﬂi
+ + 2
, =8, |57 =5— — + — | . 2.31
11)3 (‘Ei 5.2) 2 la& a((-.Q aE% le a(t—yi Eyi 11)2 aai 6&2 ( )

Zapisujgc uklad réownan (2.19) z wykorzystaniem wprowadzonych zmiennych
&1 1 & otrzymujemy

&1 = Vo (&0, (£1))
& = Vs(v, VT (&1, &) , (2.32)
¢ =Flo, ¢)+G(e)u

gdzie zgodnie z rownaniem (2.25)

_ PPy, Oy [Ogy Oy .
u= dE? e, | 9%, Py + 6_5,211)3 (Ot p), b3 (&1, &) (2.33)

3+

Aby wygenerowad trajektorie, nalezy znalezé rozwigzanie ukladu réwnan (2.32) przy
odpowiednio dobranych warunkach brzegowych i zadanych ograniczeniach. I tak,
do wygenerowania przyktadowo trajektorii miedzy pozycja wahadta pionowo w dét,
a pionowo w gére, nalezy rozwigzac uktad (2.32) przy warunkach brzegowych s(0) =
so=0,@"(0) = @y = (mm)', 5(0) =0, (0) = ¢o=0,s(T) =s7 =0, @(T) = @1 =
(0,0)7T, 3(T) = 0, @(T) = o1 = 0, &40 = Wi (50, VT), &1 = V7 (s, V7)), &0 = O,
&1 = 0 oraz ograniczeniach (2.28), (2.30) i (2.31).






Rozdziat 3

Podwoéjne odwrocone wahadto

W rozdziale zostang przedstawione modele matematyczne podwdjnego, odwroé-
conego wahadta. Rdwnania ruchu uktadu zostang wyprowadzone z wykorzystaniem
formalizmu Lagrange’a. ROwnania zostang zapisane w postaci wektorowej, a nastep-
nie przeksztatcone do postaci afinicznego systemu nieliniowego.

Przy wyprowadzeniu modelu zatozono, ze wahadto sktada si¢ z dwdch niewaz-
kich pretéw potaczonych przegubem z punktowymi masami umieszczonymi w ich
potowie i jest zamocowana wahliwie na przemieszczajagcym sie w poziomie, napedza-
nym wézku (zobacz rysunek 3.1). Rozdzial zawiera dwa modele: nieuwzgledniajgcy
i uwzgledniajgcy tarcie wiskotyczne w przegubach wahadta.

3.1 Wpyprowadzenie roéwnan ruchu

Jako wspétrzedne uogdlnione, opisujace ruch uktadu, zostaty wybrane katy ¢4 i @9
miedzy ramionami wahadla a osig pionowa oraz przesuniecie wozka s, wzgledem
poczatku ukladu wspétrzednych. Wspdtrzedne te stanowia wektor konfiguracyjny
w postaci

P1
q=| o2 (3.1)
S

Zgodnie z przyjetym wektorem konfiguracji q, wspotrzedne punktéw srodka masy
mozna opisa¢ jako

_ (x1) _ (s $sin(e)
P11 = (y1> o ( 1—21(:203(([)1) ) (32)
oraz 1
(x2\ _ [s—Usin(@q) — Zsin(@yg)
P2 = <92> B ( Licos(@1) + 12—2(:205(@2) ) ' (3.3)

W celu wyznaczenia modelu wahadta z wykorzystaniem zaprezentowanego w pod-
rozdziale 2.1 formalizmu Lagrage’a nalezy wyznaczy¢ jego energie kinetyczng i po-
tencjalna. Energia kinetyczna wahadta wynosi

o1, e L.
j=1
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P2 1

P1
1%

&

c | X1 X2

Rysunek 3.1 Schemat odwréconego, podwdjnego wahadta

natomiast energia potencjalna

V(q) = g(m1y1 + mgyg). (35)

Woéwezas lagranzian (2.1) jest dany jako
1 1 ¢
L(q,q) = §m032 + 5 Z m]-f);-f)cj — g(myys + moys). (3.6)
j=1

Przyjmujac, Zze jedyna niepotencjalng sita dzialajaca na uktad jest powodujaca prze-
mieszczenie wozka sita 1. Stad wystepujacy w rownaniach (2.2) wektor sity F przyj-
muje postac
0
F=(0]. (3.7)
T

Wprowadzona sita T bedzie stanowito sterowanie uktadu. Wyliczajgc réwnanie (2.2)
otrzymujemy model dynamiki analizowanego wahadla w postaci wektorowej (2.4)
z macierzq bezwladnosci Q(q) réwna

1 (3my +my) slalimacos(@r — @) —Li(Fmy + my)cos(@y)
Q(q) = | jllimscos(ps — @2) My —1lymycos(@y) , (3.8)
—li(§my + my)cos(@1) —1lomacos(@s) my + my + me

macierza sit Coriolisa oraz od$rodkowych

0 slalimasin(@r — @2)@s 0
C(q,q) = | —jLlimesin(@r — @2)@s 0 0 (3.9)
11(%“11 + my)sin(@1) @y %lgmgsin((pg)(p'z 0

oraz wektorem sit grawitacji

—gli(Fmy + my)sin(eq)
D(q) = —1glomysin(¢y) : (3.10)
0
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3.2 Przeksztalcenie do postaci afinicznej

Po otrzymaniu réwnan dynamiki podwéjnego, odwrdéconego wahadta w formie
wektorowej, przeksztalcimy je do postaci wejsciowo afinicznego systemu nielinio-
wego. Zgodnie z réwnaniem (2.7) system sklada sie z dryfu oraz czesci zwigzanej
ze sterowaniami. Z uwagi na fakt, ze odwrdécone wahadto jest sterowane jedynie za
pomocq sity zewnetrznej T przytozonej do wdzka, ktdéra bezposrednio wpltywa na
jego przyspieszenie §, sterowanie u(t) ukladu (2.7) jest skalarem w postaci rzeczo-
nego przyspieszenia §. Wydzielajac z macierzy Q(q), C(q, ) oraz wektora D(q),
danych réwnaniami (3.8) — (3.10), cze$¢ zwigzana z przyspieszeniem §, otrzymujemy

Qoo = { %12111;(2“;;(::2) o %12111112;132(1(51 ) } ’ (3.11)

Q. [ —11(_%;1;;{2:;28)((:;;(@1) } ’ (3.19)

Coole @) = [ —%lzlimzsiT?((m — @2)@2 %l211m23mé(01 e ] (3.13)
Dot [ e | o

Porzadkujac tak otrzymane réwnanie uzyskujemy

Quo(@)® =—Qus(@)8 = Cyo(@, @) —Dyylo) (3.15)

z @ = (@1, @2)". Na podstawie tak przeksztalconych réwnan dynamiki mozna zapisaé
postaé afiniczng modelu podwdjnego, odwréconego wahadta jako

x =f(x) + g(x)u (3.16)

(@1, @2,8)T, f(x) = (4, F(@, ¢),0)" i Q(X) (013 G(e), 1)"

gdzie x = (q,4)7, q = =
(@) (Coo(@ @)D +Dyy(@)) Gl@) =—Q,u(0)Q,. (@)

) q
oraz F(o, ¢) = —Q,,

3.5 Uwzglednienie tarcia

Przedstawione w poprzednich podrozdziatach modele matematyczne podwéjne-
go, odwréconego wahadta nie uwzgledniajg wystepowania tarcia w przegubach. Do
jego zamodelowania przyjmujemy model tarcia wiskotycznego opisany funkcjg roz-
praszania Rayleigha postaci [GAK13]

1., 1 . .

R= §d1<P% + §d2(¢)2 — ¢1)% (3.17)
gdzie d; i dy sa wspdtczynnikami tarcia wiskotycznego wystepujacego odpowiednio
w pierwszym oraz drugim przegubie. Réwnania Eulera-Lagrange’a (2.2) z uwzgled-
nieniem tarcia dla zaprezentowanego wahadta dane jako

d oL oL 0

56 3a FagR—F (5.18)
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co zapisane w postaci wektorowej daje

Q(q)4+C(q.9)4+Gq+D(q) =F (3.19)

gdzie macierze Q(q), C(q,q), wektor D(q) oraz sita F sq takie jak zdefiniowane
w podrozdziale 3.1, natomiast macierz G jest rowna

di+dy, —do O
G=| -d d, O]. (3.20)

0 0 O

W sposdb analogiczny do przedstawionego w podrozdziale 3.2, réwnanie (3.19) moz-
na zapisa¢ w postaci afinicznej

x =f(x) + g(x)u, (3.21)

gdziex = (q,q)", 9 = (@1, 92,5)", f(x) = (4, F(e, $),0)T i g(x) = (013 G(¢@),1)" oraz
Fl@, @) = Q0 (0)(Coo(@,@)9 + Gpod +Dyyu(@)), G(@) = —Qu 0 (0)Q (@)

i G(p(p = [dijal;12 7d22}'



Rozdziat 4

Sterowanie do punktu

W rozdziale zostang przedstawione algorytmy pozwalajace na sterowanie po-
dwodjnym, odwréconym wahadlem do punktu. W zaprezentowanym przyktadzie,
zadaniem jakie ma zostaé zrealizowane przez regulator bedzie prdba ustawienia
oraz utrzymania wahadla w punkcie réwnowagi chwiejnej (@1 = 0, @, = 0). Na
poczatku rozdziatu zostanie opisany sposdb wykorzystania regulatora LOR do tak
postawionego zadania. Nastepnie zostanie dokonana modyfikacja uktadu sterowania
poprzez dodanie regulatora PID. Na koniec przedstawimy algorytm modyfikowania
nastaw regulatora PID wykorzystujacy model chmury opisany w podrozdziale 2.4.

4.1 Regulator LQR

Opis zasady dzialania regulatora LOR zostal doktadniej przedstawiony w pod-
rozdziale 2.3. Ponizej zaprezentujemy algorytm pozwalajacy na implementacje re-
gulatora LQR jako ukladu sterowania podwdjnym, odwréconym wahadtem.

Pierwszym krokiem, jaki nalezy wykonaé by zastosowaé regulator LQR, jest
otrzymanie roéwnania stanu poprzez przyblizenie liniowe réwnan dynamiki w wy-
branym punkcie pracy. Zgodnie z metodologia zaprezentowana w podrozdziale 2.3.1,
mozna tego dokonad poprzez wyliczenie odpowiednio pochodnych czastkowych
rownan w postaci afinicznej (2.7) wzgledem wspdlrzednych wektora stanu x oraz
sterowan u z réwnan dynamiki w postaci afinicznej. Alternatywnie mozna wyliczyé
przyblizenie liniowe réwnan dynamiki (2.4) zapisanych w postaci wektorowej. Wy-
maga to jednak najpierw przeksztatcenia do postaci

4=Q '(q)F-Q'(q)(C(q.4)q + D(q)), (4.1)

a nastepnie policzenia w analogiczny sposdb pochodnych czastkowych prawej stro-
ny tego réwnania, z przyjetym wektorem sterowan u = F.

Kolejnym krokiem jest okreslenie macierzy Q (2.12) oraz R (2.13). Dobér ele-
mentéw macierzy moze odby¢ sie zgodnie z zasadg podana w podrozdziale 2.3.3.
Nalezy jednak pamietaé, ze zaprezentowana tam metoda pozwala jedynie wstepnie
okresli¢ wartosci elementéw skladowych macierzy Q oraz R.

Nastepnym krokiem jest wyliczenie macierzy P z wykorzystaniem ciggtego row-
nania Riccatiego (2.15).
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Tabela 4.1 Parametry nominalne modelu podwdjnego, odwréconego wahadta

Parametr | Wartosé
me 1[kg]
m 0.13[kg]
my 0.522[kg]
L 0.0775[m]

Ostatni krok, jaki nalezy podjaé¢, prowadzi do wyliczenia macierzy sprzezenia
zwrotnego K na podstawie wzoru (2.14). W rezultacie otrzymujemy regulte sterowa-
nia postaci

u=—Kx. (4.2)

4.1.1 Przyklad zastosowania regulatora LOQR

Regulator LQR zostat zaimplementowany dla podwéjnego, odwrdéconego waha-
dla zgodnie z podanym powyzej algorytmem. Réwnania dynamiki w postaci afinicz-
nej dla wahadla zostaly podane w podrozdziale 3.2. Na ich podstawie, z wykorzysta-
niem systemu Mathematica, zostaly wyliczone macierze A oraz B. Wektor stanu, dla
ktérego zostalo wyliczone przyblizenie liniowe, byt réwny x = (0,0,0,0,0,0)T oraz

sterowanie u = 0. Kolejno przyjmujac wartoéci dopuszczalnych blteddéw e; = % dla
10

i=1,..4%4 e5 = 21—2 i e = 5, zostaly dobrane na podstawie formuty (2.16) wartosci
macierzy
[ 100 O 0 0 0 0]
0 100 O 0O 0 O
0 0O 100 0 0 O |,
Q= 0 0 0 100 O O (43)
0 0 0 0 500 O
| 0 0 0 0 0 20|

oraz, z uwagi na skalarne sterowanie u, macierz R w postaci pojedynczej war-
tos¢ R = 1000. Nastepnie, na podstawie uzyskanych macierzy, za pomoca funk-
cji lgr dostepnej w programie Matlab, policzono macierz sprzezenia zwrotnego
K = (-327.22, 330.15, —0.32, —3.39, 8.45, —1.15). Symulacje dzialania systemu
z regulatorem LQR zostaly przeprowadzone z wykorzystaniem pakietu Simulink
dostarczanego z oprogramowaniem Matlab. Wartodci mas oraz dtugosci poszcze-
gbélnych czedci wahadla, zgodnie z oznaczeniami na rysunkach 3.1 zostaly podane
w tabeli 4.1. Wykresy na rysunku 4.1 przedstawiajq przebieg katéw ¢4 i ¢, oraz prze-
suniecia wézka s dla wahadta sterowanego regulatorem LQR. Poczatkowa wartosé
wektora stanu przyjeto jako xo = (0.1,0,0,0,0,0)". Jak wida¢, w analizowanej sytu-

*Ustawienie duzej warto$é w macierzy Q dla predkoéci kgtowej na drugim przegubie ma zapo-
biec lamaniu sie wahadla podczas jego stabilizacji w punkcie rownowagi chwiejnej. Pozwala to na
latwiejsze jego wysterowanie. Natomiast mata wartoé¢ dla predkosci wézka jest spowodowana fak-
tem, ze nie zalezy nam na utrzymaniu matych przeregulowan dla tej sktadowej wektora ¢. Takie
ustawienie pozwala rdwniez na latwiejsze sterowanie obiektem, poniewaz regulator moze uzywadé
wiekszych predkosci podczas ustawiania wahadta w punkcie réwnowagi chwiejnej.
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Rysunek 4.1 Przykladowy przebieg wektora konfiguracji q = (@1, @g,s)"

z zastosowaniem regulatora LOR

uzyskany

Tabela 4.2 Alternatywne wartosci parametréw modelu podwdéjnego, odwrdconego
wahadta

Parametr | Wartosé
me 1lkg]
L 3[m]
Ly 1.3[m]

acji regulator LQR poprawnie stabilizuje wahadto w punkcie rownowagi chwiejnej
q = (0,0,0)" przy malym, poczatkowym jego odchyleniu.

4.1.2 Badanie wlasciwosci regulatora LOR

Pierwszy test ma na celu pokazanie, ze wartosci macierzy Q oraz R nalezy do-
biera¢ w zaleznosci od parametréw wahadla. Alternatywne wartosci parametréow
wahadta zostaly przedstawione w tabeli 4.2. Dla tak okredlonego wahadta prze-
prowadzono symulacje z przyjetymi identycznymi wartosciami macierzy Q, R oraz
poczatkowa konfiguracjg jak w przyktadzie z podrozdziatu 4.1.1. Na rysunku 4.2
przedstawiono przebieg katdw oraz pozycje wézka. Wynika z nich, ze regulator nie
poradzil sobie z zadaniem. Dobranie niewlasciwych parametréw macierzy Q oraz
R moze prowadzi¢ do niepoprawnego dzialania uktadu sterowania, mimo ze dla
podobnego obiektu sterowanie jest poprawne.

W drugim tesdcie pokazemy, ze zmiana macierzy Q oraz R pozwala na poprawne
dziatanie regulatora LQR dla rozpatrywanego tu wahadta. Macierz Q przyjmuje
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Rysunek 4.2 Przebieg skladowych wektora q przy alternatywnych wartosciach
parametréw wahadta i niezmienionych wartosciach regulatora LOQR
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Rysunek 4.3 Przebieg skladowych wektora q przy alternatywnych wartosciach
parametréw wahadla i zmienionych wartosciach regulatora LOQR

teraz postac

F9000 0 0 O O 0 ]
0O 100 0 0 O 0
0O 0 9000 0 0 0
Q= 0 0 0 100 O 0 ’ (4.4)
O 0 0 0 5000 0
. 0 0 0 0 0 20000 |

natomiast R = 10. Wykresy ilustrujgce dzialanie regulatora w takim przypadku
zostaty zaprezentowane na rysunku 4.3.

Kolejne testy beda dotyczyé wpltywu poczatkowej konfiguracji wahadta na sku-
tecznos$¢ regulatora LOQR. Zostanie pokazane, ze regulator radzi sobie tylko z pewny-
mi matymi odchyleniami od punktu rownowagi chwiejnej. Na poczatek dla wartosci
parametréw wahadta przedstawionych w tabeli 4.1 oraz wartosci macierzy Q i R po-
danych w przyktadzie z podrozdziatu 4.1.1 zostata przeprowadzona symulacja dla
konfiguracji poczatkowej xq = (0.3,0,0,0,0,0)". Wyniki symulacji zostaty przedsta-
wione na rysunku 4.4. MozZzna zauwazy¢, ze dla takiego poczatkowego wektora stanu
regulator LOR radzi sobie z utrzymaniem wahadla w punkcie réwnowagi chwiejnej.
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Rysunek 4.4 Przebieg skladowych wektora q uzyskanych z zastosowaniem regu-
latora LQR dla konfiguracji poczatkowej xo = (0.3,0,0,0,0,0)" przy nominalnych
wartosciach parametréw wahadta
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Rysunek 4.5 Przebieg skladowych wektora q uzyskanych z zastosowaniem regu-
latora LQR dla konfiguracji poczatkowej xo = (0.315,0,0,0,0,0)" przy nominalnych
wartosciach parametrow wahadta

Jezeli jednak, przy identycznych wartosdciach parametréw wahadta oraz macierzy
Q i R, zostanie zmieniona nieco konfiguracje poczatkowa xo = (0.315,0,0,0,0,0)7
to, jak wynika z wykreséw zawartych na rysunku 4.5, regulator LOR przestanie
spetnia¢ swoje zadanie.

Ostanie badanie, jakie zostato przeprowadzone, miato na celu pokazanie wpltywu
parametréw wahadla na poczatkowa konfiguracje, przy ktérej regulator LOQR potra-
fi utrzymadé wahadto w punkcie rownowagi chwiejnej. Rozpatrzmy dwa przypadki,
pierwszy z wahadlem o parametrach podanych w tabeli 4.1 i macierzach Q danej
réwnaniem (4.4) oraz R = 1000. Drugi z wahadlem o parametrach podanych w ta-
beli 4.2 oraz identycznych macierzach Q i R jak w pierwszym przypadku. Dla obu
przypadkow zostala przeprowadzona symulacja, w ktérej konfiguracja poczatkowa
wynosila xo = (0.25,0,0,0,0,0)". Wyniki symulacji zostaly przedstawione na rysun-
kach 4.6 i 4.7, odpowiednio dla pierwszego oraz drugiego przypadku. Analizujac
wykresy mozna zauwazy¢, ze w pierwszym przypadku regulator LOR utrzymuje
wahadto w punkcie rownowagi chwiejnej, natomiast w drugim nie jest w stanie
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Rysunek 4.6 Przebieg skladowych wektora q uzyskanych z zastosowaniem regu-
latora LQR dla konfiguracji poczatkowej xo = (0.25,0,0,0,0,0)" przy nominalnym
wartosciach parametréw wahadta
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Rysunek 4.7 Przebieg sktadowych wektora q uzyskanych z zastosowaniem regula-
tora LQR dla konfiguracji poczatkowej xo = (0.25,0,0,0,0,0)" przy alternatywnych
wartosciach parametréw wahadta
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Rysunek 4.8 Schemat podlaczenia regulatora LQR oraz PID

wysterowad uktad.

41.3 Podsumowanie

Na podstawie przeprowadzonych testéw mozna wyciggnaé kilka wnioskéw do-
tyczacych uzycia regulatora LOQR jako regulatora dla podwdéjnego, odwrdconego
wahadta. Jedng z niedogodnoséci uzycia regulatora jest konieczno$¢ dobierania war-
todci macierzy Q oraz R dla konkretnego przypadku metoda proéb i btedéw. Fakt, ze
dla jednego wahadta dane wartosci pozwalaja nim sterowac nie oznacza, Zze pozwo-
la sterowad¢ innym. Kolejnym slaby punktem jest wrazliwos¢ regulatora na wiek-
sze odchylenia od punktu pracy, dla ktérego zostato policzone przyblizenie liniowe.
W zaleznosci od wartoéci macierzy Q i R oraz parametréw wahadta, dopuszczalne
odchylenia od punktu pracy moge by¢ rdzne, jednak regulator nie dziata w pelnym
zakresie ruchu wahadla, co powoduje ze zbyt duze odchylenie bedzie prowadzi¢
do niepoprawnej pracy regulatora LQR. Zaletga natomiast jest prosty sposéb imple-
mentacji regulatora LOR. Macierz sprezenia K dla danego punktu pracy wystarczy
wyliczy¢ raz przed rozpoczeciem sterowania i nie wymaga on ponownego przeli-
czania podczas pracy regulatora.

4.2 Regulator LOR z regulatorem PID

Kolejnym sposobem sterowania do punktu podwdjnym, odwréconym wahadlem,
jaki zostanie przedstawiony, jest potaczenie regulatora PID oraz regulatora LQR.
Schemat tak uzyskanego ukladu regulacji zostat zaprezentowany na rysunku 4.8.
W celu implementacji regulatora mozna postapi¢ w sposdéb podobny do podanego
w podrozdziale 4.1. Krok jaki nalezy doda¢ polega na podaniu sterowania u wy-
liczonego za pomocg reguty (4.2) na wejscie dodatkowego regulatora PID. Warto-
4ci otrzymane na wyjsciach regulatora PID sq nowymi sterowaniami obiektu. Taki
uktad regulacji w dalszej czesci pracy bedziemy nazywaé rozszerzonym regulato-
rem LOR. Do okreslenia wartosci nastaw PID mozna uzyé metody préb i btedéw
(taka metoda bedzie wykorzystywana w dalszej czesci pracy). Dobdr nastaw bedzie
wymagal wykonania kilku symulacji pokazujacych zachowanie uktadu regulacji dla
réznych wartosci nastaw. Na podstawie symulacji bedziemy wybiera¢ nastawy, dla
ktérych przeregulowania sq najmniejsze oraz czas ustawienia wahadta w punkcie
réwnowagi chwiejnej jest najkrotszy.
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Rysunek 4.9 Pordwnanie przebiegéw sktadowych wektora q uzyskanych z zasto-
sowaniem regulatora LOR oraz rozszerzonego regulatora LOR przy nominalnych
wartosciach parametréow wahadta

4.2.1 Pordédwnanie wlasnosci regulatora LOQR oraz rozszerzone-
go regulatora LOQR

Przedstawiony algorytm rozszerzonego regulatora LQR zostal zaimplementowa-
ny dla podwdjnego, odwréconego wahadta o identycznych parametrach jak w przy-
ktadzie z podrozdziatu 4.1.1. Nastepnie wykorzystujac takie same wartosci macierzy
Q i R jak w wymienionym przyktadzie oraz nastawy PID réwne K, = 0.7, K; =0
i Kq = 0.0015, przeprowadzono symulacje z wykorzystaniem pakietu Simulink. Wy-
niki symulacji zostaly przedstawione na rysunku 4.9, gdzie dla poréwnania pokazano
takze wyniki symulacji z podrozdziatu 4.1.1. Mozna zauwazy¢, ze dodanie regulato-
ra PID powoduje zmniejszenie zakresu przeregulowan podczas ustawiania wahadla
w punkcie réwnowagi chwiejnej.

4.2.2 Badanie wlasciwosci rozszerzonego regulatora LQR

Pierwszy test bedzie miat na celu sprawdzenie czy rozszerzony regulator LQR po-
trafi wysterowaé uktad ustawiony w konfiguracji poczatkowej, dla ktérej regulator
LQOR nie byt w stanie tego zrobi¢. Do symulacji wykorzystamy identyczny model wa-
hadla oraz wartosci macierzy Q i R jak w poprzednim podrozdziale. W podrozdziale
4.1.2 pokazalismy, ze regulatorem LQOR nie poradzit sobie z stabilizacja uktadu dla
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Rysunek 4.10 Przebieg sktadowych wektora q uzyskanych z zastosowaniem rozsze-
rzonego regulatora LQR dla konfiguracji poczatkowej xo = (0.35,0,0,0,0,0)" przy
nominalnych wartosciach parametréw wahadta
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Rysunek 4.11 Przebieg skladowych wektora q uzyskany z zastosowaniem rozsze-

rzonego regulatora LOR przy alternatywnych wartosciach parametréw wahadta

poczatkowej konfiguracji x, = (0.315,0,0,0,0,0)". Podczas badania wlasnoéci rozsze-
rzonego regulatora LQR poczatkowa konfiguracja wynosita xo = (0.35,0,0,0,0,0)".
Nastawy PID zostaty ustawione na wartosci K, = 4, Ky = 0 i Ky = 0.0015. Wyniki
symulacji zostaly przedstawione na rysunku 4.10. Mozna zauwazy¢, Ze rozszerzo-
ny regulator LOQR byt w stanie wysterowaé uktada, mimo wiekszego odchylenia od
punktu rownowagi chwiejnej. Jednak odchylenie nadal nie moze by¢ zbyt duze, zeby
regulator dzialal poprawnie.

Drugi test pozwoli sprawdzi¢ czy rozszerzony regulator LOR potrafi wysterowad
uklad, ktérego regulator LQR nie byt w stanie utrzymaé w punkcie réwnowagi
chwiejnej. W symulacji wykorzystano alternatywne wartosci parametréw modelu
wahadla (tabela 4.1) oraz wartosci macierzy Q i R z podrozdziatu 4.1.1. Nastawy PID
zostaly ustawione na wartosci K, = 2, K; = 0 oraz K4 = 0.0015. Wyniki symulacji
przedstawiono na rysunku 4.11. Jak wynika z wykreséw, rozszerzony regulator LOR
utrzymuje wahadlo w stanie rownowagi chwiejnej, pomimo zZe dla takich samych
parametréw regulator LQR nie dziatal poprawnie.
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Rysunek 4.12 Schemat regulatora LOR z regulatorem PID o korygowanych nasta-
wach za pomocg modelu chmury (na podstawie [LZG16])

4.2.3 Podsumowanie

Analizujac wyniki testow dotyczacych rozszerzonego regulatora LOR, mozna za-
uwazy¢, ze dodanie regulatora PID pozwala osiggnaé nieco wieksze poczgtkowe
odchylenie wahadta od punktu réwnowagi chwiejnej, przy ktéorych regulator jest
w stanie dalej sterowa¢ ukladem. Pozwala réwniez nieco zmniejszyé przeregulowa-
nia, jakie pojawiaja sie podczas poczatkowej fazy stabilizowania wahadta w punkcie
réwnowagi chwiejnej. Zaleta réwniez jest fakt, Ze dodanie regulatora PID nie po-
woduje wiekszej komplikacji w implementacji regulatora. Jako wade mozna uzna¢
potrzebe dobrania kolejnych parametréw jakimi sq nastawy K, K; i K4, jednak
z drugiej strony ich dobdér pozwala nam na wieksza kontrole nad sterowaniem
uktadu i lepsze dopasowanie do naszych potrzeb.

4.3 Zastosowanie modelu chmury do zmiany nastaw
PID

W podrozdziale pokazemy sposéb modyfikacji nastaw regulatora PID z wykorzy-
staniem modelu chmury. Doktadniejszy opis réznych aspektéw zwigzanych z mo-
delem chmury przedstawiono w podrozdziale 2.4. Schemat uktadu regulacji poka-
zano na rysunku 4.12. Zgodnie z [LZ(G16], zmiana nastaw regulatora PID zostaje
dokonana na podstawie wartosci btedu zintegrowanego E oraz tempa zmian bledu
zintegrowanego EC. Po sprawdzeniu do ktérych chmur przynaleza aktualne warto-
4ci bledéw, na podstawie tabel z regutami dotyczgacymi dobierania wartosci korekcji
nastaw K, K; i K4 oraz chmur btedu, sprawdza sie¢ do ktérej chmury bedzie przy-
nalezeé¢ warto$¢ korekty nastaw. Majac okreslone wszystkie te informacje, wartosci
blteddéw podajemy na wejscia silnika wnioskowania, ktérego schemat pokazano na
rysunku 4.13. Silnik, na podstawie wartosci bledéw oraz parametréw chmur, wylicza
konkretng wartos$¢ korygujacq nastawy regulatora PID. Tak skonstruowany uktad
regulacji w dalszej czesci bedziemy nazywadé rozszerzonym regulatorem LOR wy-
korzystujacym model chmury.

Rozszerzony regulatora LOR wykorzystujacy model chmury mozna zaimple-
mentowad postepujgc w podobny sposéb do zaprezentowanego w podrozdziale 4.2.
Zmiana nastaw regulatora PID przy wykorzystaniu model chmur wymaga okre-
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Rysunek 4.13 Schemat silnika wnioskowania (na podstawie [[.Z(G16])

dlenia tabel regul, ktére definiuja sposdb postepowania przy réznych wartosciach
bltedéw wyrazonych w postaci poje¢ jakosciowych. Takie reguty moga na przyktad
mowic, ze przy duzych dodatnich bledach E i EC korekcja nastaw K,, powinna by¢
zerowa. Do kompletu, dodatkowo wymagane sq chmury zamieniajace pojecia jako-
Sciowe zwigzane z btedami i korektami nastaw na konkretne wartosci liczbowe.

Pierwszy krok, jaki nalezy wykona¢ w realizowanym procesie sterowania, polega
na policzeniu wartosci bledu zintegrowanego (ang. integrated error)

E:ZKi*Xi’ (4'5)
i=1

gdzie x; jest kolejng wspdtrzedng wektora stanu opisujacaq potozenie a K; podmacie-
rza macierzy sprzezenia zwrotnego K, dla odpowiednich wspétrzednych x;, zgodnie
z regulg sterowania podang w réwnaniu (4.2). Analogicznie nalezy policzyé tempo
zmian bledu zintegrowanego (ang. integrated error change rate)

EC= ) Ki*xi, (4.6)

gdzie x; jest kolejna wspdtrzedng wektora stanu opisujacego predkosé, zas K; jest
czescia macierzy sprzezenia zwrotnego K wybrang dla odpowiednich wspdtrzed-
nych x; zgodnie z regulq sterowania podang w réwnaniu (4.2).

Kolejnym krokiem jest sprawdzenie do ktérych chmur przynaleza wyliczone
wartosci btedéw E i EC. Mozna tego dokona¢ poprzez wprowadzanie na wejscie
generatora precondition cloud generator (opisanego w czesci 2.4.3) wartosci ble-
du oraz wartosci (Ex, En, He) opisujacych chmure, a nastepnie sprawdzenie, dla
ktérej chmury generator zwrdcit najwieksza wartos$é pewnosci pu(x). Wykorzystu-
jac chmury do ktérych przynalezg btedy oraz tabel z regutami nalezy wyznaczyé
chmury pozwalajgce wyliczy¢ wartosci liczbowe korekcji nastaw.

Ostatnim krokiem jest wprowadzenie wszystkich informacji do silnika wniosko-
wania pokazanego na schemacie 4.13. Silnik sktada sie z dwdch generatoréw PreCG,
do ktérych wprowadzane saq btedy E i EC oraz parametry (Ex, En, He) chmur, do
ktérych przynaleza btedy. Nastepnie wybierana jest mniejsza wartos¢ z otrzyma-
nych w ten sposdb pewnosci wg oraz pec i przekazywana na wejécia generatora
postcondition cloud generator wraz z parametrami chmury odczytanymi z tabe-
li regut. W ten sposéb zostaje uzyskana wartos¢ korekty nastaw. Korekte nalezy
dodaé¢ do wartosci nastaw regulatora PID ustalonych na poczatku dziatania uktadu
i powrdci¢ do kroku liczenia bledéw E i EC dla nastepnego kroku sterowania.
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Rysunek 4.14 Chmury uzywane do zamiany poje¢ jakosciowych btedéw potozenia
oraz predkosci na wartosci liczbowe

4.3.1 Przyklad zastosowania rozszerzonego regulatora LOQR wy-
korzystujacego model chmury

Rozszerzony regulator LOR wykorzystujacy model chmury zostal zaimplemen-
towany wykorzystujac sposéb podany w podrozdziale 4.1.1. Po wyliczeniu wektora
wzmocnien sprzezenia zwrotnego K, zostat wyliczony btad zintegrowany

E=Kip1 + Koy + Kszs (4.7)
oraz tempo zmian btedu zintegrowanego
EC = K, @1 + Ks@g + Kgs. (4.8)

Nastepnie zostala sprawdzona przynaleznos¢ wartoéci btedéw do jednej z pieciu
chmur: dwéch poltowicznych NB (-6, 1, 0.1) i PB (6, 1, 0.1) oraz trzech symetrycz-
nych NS (-3, 1, 0.1), ZE (0, 1, 0.1) i PS (3, 1, 0.1), pokazanych na rysunku 4.14. Na
podstawie tabel z regutami 4.3, 4.4 i 4.5 zostajq ustalone chmury, do ktérych przyna-
lezq poszczegdlne korekty nastaw. Ponownie wybierana jest jedna z pieciu chmur,
takich samych jak przy sprawdzaniu przynaleznosci btedéw. Wszystkie informacje
dla poszczegdlnych nastaw zostaja podane na wejscia silnika wnioskowania 4.13. Na
wyjsciu zostajq uzyskane wartosci korekeji nastaw AK,,, AK; oraz AKq4, ktére dodat-
kowo sq przemnazane przez wspoétczynniki 0.01 dla AK,,, 0 dla AK; i 0.0001 dla AKj.
Wspdtczynniki zostaly dobrane na podstawie kilku symulacji, w ktérych wykorzy-
stano rézne ich wartosci. Wystepowanie wspodtczynnikdw ma zapobiec pojawieniu
sie ujemnych wartosci nastaw oraz pozwoli¢ na dopasowanie ich korekcji do kon-
kretnego modelu wahadta. Podobny efekt mozna uzyska¢ modyfikujac parametry
(Ex, En, He) chmur dla poszczegdlnych korekcji. Ostateczna warto$é korygujaca na-
stawy zostaje dodana do poczgtkowych nastaw K, K; i K4. Dla tak zmodyfikowanych
nastaw zostaje wyliczone sterowanie i przekazane na obiekt. W kolejnych krokach
sterowania zostajg ponownie wyliczone btedy E i EC oraz modyfikacja nastaw.
Rozszerzony regulator LOR wykorzystujacy model chmury zostal zaimplemen-
towany dla modelu wahadta o nominalnych wartosciach parametréw. Wartosci ma-
cierzy Q i R oraz poczatkowych nastaw PID zostaly ustawione identycznie jak w pod-
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Rysunek 4.15 Pordéwnanie przebiegéw skltadowych wektora q uzyskanych z za-
stosowaniem regulatora LQR, rozszerzonego regulatora LOR oraz rozszerzonego
regulatora LOQR wykorzystujacego model chmury przy nominalnych wartosciach
parametréw modelu wahadta

Tabela 4.3 Tabela regul dla K, , [LZG16]

£ EC NB NS ZE PS PB
NB NB NS NS NS Zt
NS NS ZE ZE PS PS
ZE NS ZE ZE PS PB
PS NS ZE ZE PS PS
PB NB NS NS ZE ZE

rozdziale 4.2.1. Nastepnie przeprowadziliSmy symulacje, ktérej wyniki zostaty przed-
stawione na rysunku 4.15. Dla poréwnania na rysunku pokazano réwniez wyniki
symulacji z podrozdziatéow 4.1.1 i 4.2.1.

Warto zwrécié uwage na fakt, ze w przedstawionym przykladzie wartosé¢ wspodt-
czynnika, przez ktdry skalowana jest zmiana nastawy dla cztonu catkujacego AK;
wynosi 0, co oczywiscie powoduje, Ze nie jest korygowana wartosé¢ K;. Pomimo ze
w [LZG16] wykorzystano regulator z cztonem catkujacym, po przeprowadzeniu kil-
ku testow, z kilkoma réznymi wartodciami wspdtczynnika skalujagcego, mozna byto
dojs¢ do wniosku, ze dla tego modelu wahadta, wartosci K; wieksze od zera nie
przyczynia sie do zmniejszenia przeregulowan. Powodowaty natomiast, ze wartosé
przesuniecia wozka nie zbiegata do zera, a ustalata sie na wartosci bliskiej zeru.
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Tabela 4.4 Tabela regul dla K; , [LZG16]

£ EC NB NS ZE PS PB
NB /E Zt ZE ZE [ZE
NS PS PS PS ZE PS
ZE NS NS ZE PS NS
PS NB ZE PS PS PS
PB /bt Zt Zt Zt [ZEt

Tabela 4.5 Tabela regut dla Ky , [LZG16]

£ EC NB NS ZtE PS PB
NB NS NB NB NB NS
NS ZE NS NB NS ZE
ZE ZE NS NS NS ZE
PS /E Zt Zt ZE ZE
PB PB PS PS PS PB
500 o X100

500 2
1000 E 4
& 1500 6

-2000] -8

-250 -10
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Czasls] Czasls]

Rysunek 4.16 Przebieg sktadowych wektora q uzyskany z zastosowaniem rozsze-
rzonego regulatora LQR dla konfiguracji poczatkowej xo = (0.36,0,0,0,0,0)" przy
nominalnych wartosciach parametréw wahadta

4.3.2 Badanie wlasnosci rozszerzonego regulatora LOR wyko-
rzystujacego model chmury

Pierwszy przeprowadzony test mial na celu sprawdzenie, czy rozszerzony regula-
tor LOR wykorzystujacy model chmury wysteruje obiekt dla konfiguracji poczatko-
wej, dla ktdrej rozszerzony regulator LOR nie byl w stanie tego zrobi¢. Dla modelu
wahadla przyjeto nominalne wartoéci parametréw. Przy identycznych wartoéciach
macierzy Q i R oraz poczatkowych nastaw PID jak w podrozdziale 4.2.1, przepro-
wadzono dwie symulacje dla konfiguracji poczatkowej xo = (0.36,0,0,0,0,0)". Wyni-
ki pierwszej symulacji, w ktérej wykorzystano rozszerzony regulator LOR, zostaly
pokazane na rysunku 4.16. Wynika z niej, ze regulator nie poradzil sobie z wystero-
waniem obiektu przy zadanej konfiguracji poczatkowej. Wyniki drugiej symulacji,
uzyskanej przy zastosowaniu rozszerzonego regulatora LOR wykorzystujagcego mo-
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Rysunek 4.17 Przebieg skladowych wektora q uzyskany z zastosowaniem rozsze-
rzonego regulatora LOQR wykorzystujacego model chmury dla konfiguracji poczat-
kowej xo = (0.36,0,0,0,0,0)T przy nominalnych wartosciach parametréw wahadta

del chmury, zostaly pokazane na rysunku 4.17. Analizujac wyniki drugiej symulacji
mozna stwierdzié¢, ze rozszerzony regulator LOR wykorzystujacy model chmury
poradzil sobie z zadaniem wysterowania obiektu przy zatozonej konfiguracji po-
czatkowej. By tak si¢ stato, wspdtczynniki skalujgce AK,, ustawiono na 0.6, AK; na
0.3 i AK4 na 0.001, a chmury dla nastaw K; oraz K4 zmieniono na chmury o para-
metrach (0, 1, 0.1), (3,1, 0.1), (6, 1, 0.1), (9, 1, 0.1), (12, 1, 0.1). Wspotczynniki skalujgce
oraz parametry chmur zostaly dobrane na podstawie przebiegu kilku symulacji
z réznymi ich wartosciami.

Drugi test stuzyl wykazaniu, ze rozszerzony regulator LOR wykorzystujacy mo-
del chmury moze wysterowac uktad, ktéorego regulator LQR oraz rozszerzony regu-
lator LOR nie jest w stanie utrzymac¢ w punkcie réwnowagi chwiejnej. Do symulacji
uzyto alternatywne wartosci parametréw modelu wahadla podane w tabeli 4.2 oraz
wartosdci macierzy Q i R takie jak w podrozdziale 4.1.1. Konfiguracja poczatkowa
byta réwna xo = (0.1,0,0,0,0,0)". W pierwszym teécie, opisanym w podrozdziale
4.1.2, pokazaliSmy, ze w takim przypadku regulator LOR nie spelnia swojego zada-
nia. Natomiast test drugi zaprezentowany w podrozdziale 4.2.2 pokazat, Ze dla nastaw
K, = 2, Ky = 0 oraz K4 = 0.0015 rozszerzony regulator LOQR radzi sobie z wyste-
rowaniem wahadla. W tym badaniu ustawimy wartosci nastaw K, = 0.9, Ky = 0
i Kq = 0.0015, dla ktérych rozszerzony regulator LQR nie jest w stanie wystero-
wac uktad. Wyniki symulacji wykonanej z zastosowaniem rozszerzonego regulatora
LQOR zostaly przedstawione na rysunku 4.18, natomiast z zastosowaniem rozszerzo-
nego regulatora LOR wykorzystujacego model chmury na rysunku 4.19. Wartosci
wspotczynnikow skalujacych wynosity dla AK,, 1, dla AK; 0 i dla AK4 0.00025. Chmu-
ry dla nastawy K,, zostaly zmienione na (0, 1, 0.1), (3, 1, 0.1), (6, 1, 0.1), (9, 1, 0.1), (12,
1, 0.1). Analizujgc wyniki symulacji mozemy stwierdzié, ze rozszerzony regulator
LOR wykorzystujacy model chmury ustabilizowal odwrdcone, podwdjne wahadto
w punkcie réwnowagi chwiejnej, zas wersji bez chmury nie udato sie tego zrobié.
Na podstawie testu mozna wywnioskowaé, ze w pewnych sytuacjach, wykorzysta-
nie modelu chmury do korekcji nastaw regulatora PID pozwala na wysterowanie
uklad, pomimo zZe rozszerzony regulatora LOR ze zZle dobranymi nastawami nie jest
w stanie tego zrobic.
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Rysunek 4.18 Przebieg skladowych wektora q uzyskany z zastosowaniem rozsze-
rzonego regulatora LQR dla konfiguracji poczatkowej xo = (0.1,0,0,0,0,0)" przy
alternatywnych wartosciach parametréw wahadta
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Rysunek 4.19 Przebieg sktadowych wektora q uzyskany z zastosowaniem rozsze-
rzonego regulatora LOR wykorzystujacym model chmury dla konfiguracji poczat-
kowej xo = (0.1,0,0,0,0,0)" przy alternatywnych wartoéciach parametréw wahadta
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4.3.3 Podsumowanie

Na podstawie przedstawionych testéw mozna stwierdzi¢, ze rozszerzony regu-
lator LOR wykorzystujacy model chmury pozwala na ustabilizowanie podwéjnego,
odwréconego wahadta w punkcie réwnowagi chwiejnej dla nieco wiekszego odchy-
lenia poczatkowego niz rozszerzony regulator LOQR. Zastosowanie modelu chmury
do korekcji nastaw regulatora PID pozwala takze na wysterowanie uktadu, dla kté-
rego rozszerzony regulator LOQR z identycznymi nastawami poczgtkowymi nie pora-
dzil sobie. Nalezy jednak zauwazy¢, ze rozszerzony regulator LOR wykorzystujacy
chmure ma tez swoje ograniczenia i nie zawsze pozwala na tyle poprawi¢ nasta-
wy, aby regulator byl w stanie wysterowa¢ uklad. Ponadto z przeprowadzonych
testow wynika, ze w przypadku, gdy rozszerzony regulator LOR wykorzystujacy
model chmury radzi sobie z ustawieniem wahadta w punkcie réwnowagi chwiej-
nej, a rozszerzony regulator LOR nie, wystarczy zmieni¢ poczatkowe nastawy dla
rozszerzonego regulatora LOR, aby zaczat spelnia¢ swoje zadanie. Zaleta rozszerzo-
nego regulator LOQR wykorzystujacego model chmury jest mozliwos¢ zmniejszenia
przeregulowan podczas ustawiania wahadta z poczatkowej konfiguracji do punktu
réwnowagi chwiejnej. Regulator pozwala na dopasowania przebiegéw skladowych
wektora q do wlasnych potrzeb. Wada jest jednak koniecznos$¢ posiadania tabel
z regutami zmian nastaw, ktére mozna uzyskaé jedynie empirycznie. Nalezy row-
niez odpowiednio dobraé wartosci parametréw chmur (lub wspoétezynnikéw skalu-
jacych) i ich liczbe dla konkretnego obiektu, ktérym mamy sterowaé. Wszystko to
powoduje, ze regulator wykorzystujagcy model chmury nie jest uniwersalnym narze-
dziem i wymaga sporej ilosci informacji dotyczacych obiektu, ktére czesto mozna
zebrac tylko poprzez wykonanie serii doswiadczen.

4.4 Podsumowanie

W rozdziale przedstawiliSmy trzy regulatory pozwalajace na realizacje zadania
sterowania do punktu dla podwdjnego, odwréconego wahadta. Pierwszym zapre-
zentowanym regulatorem jest regulator LOR. Jego gtéwna zaleta jest stosunkowo
prosta implementacja. Regula sterowania dla regulatora nie wymaga wielu skompli-
kowanych obliczen. Natomiast jako jego wady mozna uznaé koniecznos¢ dobierania
wartosci macierzy Q i R oraz fakt, ze regulator LOR potrafi wysterowa¢ uktad tylko
przy malych odchyleniach od punktu pracy, w ktérym zostato wyliczone przyblize-
nie liniowe.

Drugim z regulatoréw jest rozszerzony regulator LOR. Dodanie regulatora PID
do regulatora LOR pozwolilo na zmniejszenie przeregulowan podczas stabilizacji
wahadta w punkcie réwnowagi chwiejnej. Ponadto, dodanie regulatora PID nie
wprowadzito wiekszych komplikacji w implementacji systemu regulacji, pozwolito
natomiast na zwiekszenie obszaru poprawnej pracy regulatora. Jednakze regulator
ciggle nie dla wszystkich mozliwych konfiguracji poczatkowych wahadta. Za wade
mozna uwaza¢ koniecznoéé¢ dobierania kolejnych trzech parametrow, ktérymi sg
nastawy K,,, K; i K4. Nastawy te nalezy dopasowac¢ do konkretnego obiektu i wyma-
ga to zazwyczaj wykonania kilku préb.

Ostatnim przedstawionym regulatorem jest rozszerzony regulator LOR wyko-
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rzystujacy model chmury. Jego uzycie pozwolito nieznacznie zwiekszy¢ dopuszczal-
ne poczatkowe odchylenie, dla ktérego zachodzit poprawny proces regulacji oraz
zmniejszy¢ przeregulowania w poréwnaniu do rozszerzonego regulatora LOR. Wy-
korzystanie modelu chmur do modyfikacji nastaw spowodowato jednak duzy wzrost
komplikacji implementacji regulatora. Chmury uzyte w regulatorze musza zostaé
odpowiednio dopasowane do konkretnego modelu wahadta. Dodatkowo pojawi-
ly sie nowe elementy takie jak tabele z regutami zmiany nastaw, ktére mozemy
uzyskad jedynie eksperymentalnie. Powoduje to koniecznos$¢ zbadania zachowania
obiektu przed dobraniem dla niego regulatora LQR wykorzystujagcego model chmu-
ry.

Wszystkie zaprezentowane regulatory wymagaja do poprawnego dzialania do-
brania odpowiednich parametréw. Co wiecej, parametry te nalezy najczesciej do-
biera¢ metoda préb i btedéw. Wymaga to wykonania serii symulacji z réznymi war-
tosciami parametrow oraz pordwnania ich wynikow, w celu wyboru najlepszych dla
analizowanego przypadku. Powoduje to dodatkowe trudnosci podczas proby sko-
rzystania z ktdrego$ z pokazanych regulatoréw.

Na podstawie przeprowadzonych testéw mozna dojs¢ do wniosku, ze rozszerzony
regulator LOQR wydaje sie najlepszy pod wzgledem stosunku skomplikowania im-
plementacji i czasu, jaki nalezy poswieci¢ na dobierania wartosci jego parametrow,
do jego mozliwosci objawiajacych sie zakresem wartosci poczatkowego odchylenia
wahadta, dla ktérych regulator dziata poprawnie oraz wielkosciami wystepujacych
przeregulowan. Dodanie zmiany nastaw z wykorzystaniem modelu chmury daje
niewielki zysk, a powoduje duzg komplikacje implementacji. Rozszerzony regulator
LOR wykorzystujacy model chmury moze by¢ jednak przydatny, jezeli potrzebna
bedzie wigksza kontrola nad przebiegami skladowych wektora ¢ i zmniejszenie
przeregulowan.



Rozdziat 5

Generowanie i Sledzenie trajektorii

W rozdziale zostanie przedstawiony sposdb generowania oraz realizacji trajekto-
rii ruchu dla podwdjnego, odwrdéconego wahadta. Trajektoria powinna rozpoczynad
sie oraz konczy¢ w zdefiniowanej konfiguracji wahadta. Na przyktad, dla poczatko-
wego ustawienia wahadla w punkcie réwnowagi stabilnej (pionowo w dél, ¢ = 7,
@y = 1) oraz koncowego w punkcie réwnowagi chwiejnej (pionowo w goére, @, =0,
@, = 0) powinny zostaé wygenerowane, dla kolejnych kwantdéw czasu, wartosci
wektora stanu x* wahadta, opisujace ruch miedzy poczatkowa a koricowa pozycja.
Zadanie to bedzie zrealizowane przez opisany ponizej algorytm generowania tra-
jektorii ruchu. Nastepnie zostanie przedstawiony regulator feedforward wyliczajacy
sterowanie u*, pozwalajace na realizujace wygenerowanej trajektorii. W ostatniej
czesci zostanie pokazany sposob Sledzenia wygenerowanej trajektorii. Do tego celu,
oprécz regulatora feedforward, zostanie wykorzystany, zaprezentowany w podroz-
dziale 2.3, regulator LQR.

5.1 Generowanie trajektorii ruchu

Wykorzystujac opisang w podrozdziate 2.5 metode mozna zaproponowaé algo-
rytm pozwalajacy wyznaczy¢ trajektorie ruchu podwdjnego, odwrdconego wahadta.
Pierwszym krokiem w algorytmie jest dobranie parametréw ograniczen soi, 51i i 32i
oraz czasu manewru T i parametréw h dla funkcji (2.22).

Kolejny krok polega na znalezieniu rozwigzania uktadu réwnan (2.32) przy ogra-
niczeniach (2.28), (2.30) i (2.31) oraz warunkach brzegowych zdefiniowanych przez
poczatkowa i koricowa konfiguracje wahadta, oraz warunki &; 9 = ;! (so, ll)it), &1 =
1])1’1 (sT,xpr), &0 =0, &1 = 0. Nalezy pamietad, Ze nie zawsze przy danych ogranicze-
niach oraz warunkach brzegowych mozliwe jest znalezienia rozwigzania. W takiej
sytuacji mozna probowadé zmienia¢ parametry ustalone w pierwszym kroku algo-
rytmu.

Ostatnim krokiem jest wyliczenie wartosci s i § na podstawie wzordéw (2.23)
i (2.24). Otrzymamy wdwczas pelny wektor stanu wahadta x* dla wygenerowanej
trajektorii ruchu.

W celu obliczenia sterowania u*, realizujacego wczedniej wygenerowana trajek-
torie mozna zastosowac¢ regulator feedforward. Regulator ten do obliczenia stero-
wania u* wykorzystuje réwnanie (2.33) oraz wartosci p, &; i & uzyskanych podczas
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Rysunek 5.1 Schemat sterowania podwojnego, odwrdoconego wahadta (na podstawie
[GAK13])

generowania trajektorii.

5.2 Sledzenie trajektorii z wykorzystaniem rozszerzo-
nego regulatora feedforward

W podrozdziale zostanie przedstawiony algorytm Sledzenia trajektorii ruchu dla
odwréconego, podwdjnego wahadta. W algorytmie zostanie wykorzystany gene-
rator trajektorii, regulator feedforawrd oraz zaprezentowany w podrozdziale 2.3
regulator LQR. Schemat systemu sterowania wahadta zostat pokazany na rysunku
5.1. W dalszej czesci pracy taki uktad regulacji bedziemy nazywaé rozszerzonym
regulatorem feedforward.

5.2.1 Algorytm Sledzenia trajektorii

Obecnie przedstawimy sposdb, w jaki wykorzystamy rozszerzony regulator feed-
forward do $ledzenia trajektorii. Pierwszym krokiem jest wygenerowanie trajekto-
rii ruchu dla odwréconego, podwdéjnego wahadta wykorzystujac do tego algorytm
podany w podrozdziale 5.1. W efekcie uzyskamy przebieg trajektorii x*. Kolejno
wyliczamy za pomocga regulatora feedforward sterowanie u* odpowiadajgce wyge-
nerowanej trajektorii.

Nastepnym krokiem jest wyliczenie dla kolejnych wartosci wektora stanu x* oraz
sterowania u* wartosci macierzy sprzezenia zwrotnego K, w sposéb podobny do
przedstawionego w podrozdziale 4.1. Wszystkie powyzsze kroki mogq zostaé prze-
prowadzone w trybie offline. Ostatnim krokiem jest wyliczenie sterowania zgodnie
z réwnaniami

(5.4)

Au = K(x* —x)
u=u*+Au

Ten krok nalezy juz wykonywaé w trybie online.
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Tabela 5.1 Parametry nominalne modelu podwdjnego, odwréconego wahadta

Parametr | Wartosé
me 1[kg]
m 0.876[kg]
my 0.938[kg]
L 0.323[m]
dy 0.215[Nms]
do 0.002[N'ms]

0 0.2 0.4 0.6 038 1 1.2 1.2
Czasls]

Rysunek 5.2 Wpygenerowany przebieg skltadowych wektora ¢ z zastosowaniem
generatora trajektorii ruchu

5.2.2 Zastosowanie rozszerzonego regulatora feedforward do Sle-
dzenia trajektorii

Podany w podrozdziale 5.2.1 algorytm Sledzenia trajektorii zostal zaimplemen-
towany dla opisanego w podrozdziale 3.3 modelu wahadta uwzgledniajacego tarcie.
Parametry wahadla zostaly przedstawione w tabeli 5.1. Do implementacji oraz symu-
lacji zostato wykorzystane oprogramowanie Matlab z pakietem Simulink. Jako kon-
figuracje poczatkowa przyjeto punkt rownowagi stabilnej (¢; = 71, o =i s =0),
natomiast za konfiguracje koncowg, punkt réwnowagi chwiejnej (91 = 0, @y = 0
i s = 0). Pierwszym krokiem bylo wygenerowanie trajektorii ruchu wahadla mie-
dzy punktami. Zgodnie z algorytmem zostalo znalezione rozwigzanie uktadu row-
nan rézniczkowych przy warunkach brzegowych: s(0) =0, ¢ (0) = (m,7)T, $(0) =0,
®0) =0,s(T) =0, @(T) = (0,007, 5(T) =0, ¢(T) =0, &40 =0, &7 =0, &0 =0,
&1 = 0. Jako ograniczenia przyjeto wartosci s(;—L = 0.8, 31i =410 i 5.2jE = 4+50. Do
wyliczenia rozwigzania réwnan uzyto funkcji bvp5c dostepnej w programie Matlab.
Wykresy wartosci przesuniecia wézka s oraz katdw ¢, i ¢y wygenerowanej tra-
jektorii zostaly przedstawione na rysunku 5.2. Czas manewru wynosit T = 1.1 oraz
parametry h = (2,3,4,5,6,7). Na podstawie rozwigzania uktadu réwnan réznicz-
kowych zostalo policzone sterowanie u* oraz za pomoca regulatora LOR wartosé
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Rysunek 5.3 Przebieg skladowych wektora q z zastosowaniem rozszerzonego re-
gulatora feedforward

macierzy sprzezenia zwrotnego K dla kolejnych krokéw czasu. Wartosci macierzy

800 0 0 0 0 O]
0 80 0 0 0 O
0O 0 800 0 0 0
Q=109 0o 0 000 (5.2)
0O 0 0 000
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oraz R = 5. Wszystkie dane zostaty zapisane w tabeli, a nastepnie wczytane do pakietu
Simulink, w ktérym zostal zasymulowany uklad sterowania pokazany na rysunku
5.1. Wyniki symulacji zostaty przedstawione na wykresach 5.3.

Podczas préby zastosowania rozszerzonego regulatora feedforward pojawito sie
kilka probleméw, o ktérych warto wspomnieé. Pierwszym z nich bylo zwracanie
przez funkcje rozwigzania obarczonego duzym bledem. Dokladnos$¢ rozwigzania
zostala ustawiona na wartoéé 10~ jednak raport zwracany po wykonaniu funkcji
bvpbc wskazywat, ze wartos¢ btedu wynosita w zaleznosci od wartosci ograniczen
oraz czasu manewru T i wartosdci parametréw h od Kkilku do nawet Kilku tysiecy.
Aby temu zapobiec, zrezygnowano z warunku brzegowego &1 = 0. Mozna byto to
zrobi¢ z uwagi na fakt, ze w systemie regulacji znajduje sie regulator LQR, ktory
pozwala na ustabilizowanie wahadta w punkcie rownowagi mimo matych rdéznic
miedzy zadang konicowq konfiguracjg, a faktycznag konfiguracja wahadta w czasie
T. Nalezy jednak pamietaé, aby wartosci macierzy K dla czasu T byty wyliczone dla
zadanej konfiguracji koncowej.

Drugi problem pojawit sie podczas zastosowania wygenerowanej trajektorii oraz
wyliczonych na jej podstawie kolejnych wartosci sterowania u* do sterowania obiek-
tem. Po rozwigzaniu pierwszego problemu, raport generowany przez funkcje bvpSc
wskazywal na blad rzedu 10~%. Mimo to, wykonujqc symulacje mozna byto zauwa-
7y¢, ze trajektorie wahadta przy sterowaniu rozszerzonym regulatorem feedfor-
ward byty nieco inne niz te wygenerowane. W niektérych przypadkach rdznice
byty zbyt duze, aby regulator LOQR poradzit sobie z utrzymaniem wahadla w ko-
lejnych punktach trajektorii. Jednak udato sie metoda prob i btedéw dobraé tak
wartosci ograniczen oraz czas manewru T, aby zmniejszy¢ réznice miedzy trajekto-
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Rysunek 5.4 Réznica miedzy wygenerowanag trajektorig ruchu, a trajektorig ruchu
modelu wahadta uzyskang przy identycznym sterowaniu u*

ria wygenerowang a rzeczywista do stopnia pozwalajacego na niwelacje tych réznic
za pomocq regulatora LOQR. Wykresy réznic miedzy warto$ciami wygenerowanymi,
a wartosciami rzeczywistymi sktadowych wektora q zostaty pokazane na rysunku
5.4.

Trzecim problemem byly pojawiajgce sie w macierzy K pojedyncze, duze warto-
4ci w réznych krokach sterowania. Wykres kolejnych wartosci pierwszej sktadowej
k4 zostat zaprezentowany na rysunku 5.5. Jak mozna zauwazy¢ wystepuja tam nagte
skoki wartoéci, tak jak na przyklad w sekundzie 0.86. Tak duze wartosci uniemozli-
wiaty w wiekszosci przypadkéw poprawne sterowanie obiektem. Sposobem rozwia-
zania problemu, z uwagi na pojedyncze wystepowanie duzych wartoéci, byto reczne
zmniejszenie tych wartodci. Wykres tych samych wartoéci k; po modyfikacji zostat
przedstawiony na rysunku 5.6.

5.2.3 Badanie wlasnosci rozszerzonego regulatora feedforward

Testy beda mialy na celu sprawdzenie jaki wplyw na rozszerzony regulator fe-
edforward majq niewielkie zaburzenia modelu wahadta. Pierwszy test przeprowa-
dzimy przy zwiekszonej masie my, = 0.942[kg]. Wykresy przebiegéw skltadowych
wektora q zostaly pokazane na rysunku 5.7. Analizujac wykresy, mozemy zauwa-
zy¢, ze regulator przy malym zaburzeniu zrealizowat zadang trajektorie i ustabilizo-
wat wahadto w punkcie rownowagi chwiejnej. Jednakze dla nieco wiekszej wartosci
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Rysunek 5.5 Przebieg pierwszej skladowej macierzy K
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Rysunek 5.6 Przebieg pierwszej skltadowej macierzy K po modyfikacji
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Rysunek 5.7 Przebieg skladowych wektora q z zastosowaniem rozszerzonego re-
gulatora feedforward dla masy m, = 0.942[kg]
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Rysunek 5.8 Przebieg skladowych wektora q z zastosowaniem rozszerzonego re-
gulatora feedforward dla masy m, = 0.943[kg]
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Rysunek 5.9 Przebieg skladowych wektora q z zastosowaniem rozszerzonego re-
gulatora feedforward dla dlugoéci drugiego ramienia 1, = 0.417[m]

my = 0.943[kg] regulator nie jest w stanie ustabilizowaé podwdjnego, odwrdéconego
wahadta. Zostalo to pokazane na rysunku 5.8.

W drugim teécie zmienimy natomiast dtugos$é drugiego ramienia 1, = 0.417[m].
Wyniki symulacji zostaty zaprezentowane na rysunku 5.9. Z wykreséw wynika, ze
zmiana w modelu dtugosci drugiego ramienia o niewielkg wartos¢ powoduje nie-
wladciwg prace rozszerzonego regulatora feedforward.

5.3 Podsumowanie

W rozdziale zostal przedstawiony rozszerzony regulator feedforward, pozwala-
jacy na sledzenie trajektorii ruchu przez odwrocone, podwdjne wahadto. Uzyskanie
poprawnie dzialajacego rozszerzonego regulatora feedforward wymaga odpowied-
niego dobrania ograniczer sy, si, s;, czasu manewru T oraz wartoéci parame-
tréw h. Dodatkowo, poniewaz rozszerzony regulator wykorzystuje regulator LOR,
nalezy dobraé¢ odpowiednie wartosci macierzy Q i R. Powoduje to koniecznosé

przeprowadzenia serii symulacji sprawdzajgacych poprawnos¢ dzialania rozszerzo-
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nego regulatora feedforward dla wygenerowanej trajektorii ruchu oraz dobranych
wartosdciach macierzy. Ponadto, wystepowanie kilku probleméw opisanych w pod-
rozdziale 5.2.2, sprawia, Ze nie kazda wygenerowana trajektoria ruchu, mimo ze
wydawata sie poprawng, pozwalala na ustabilizowanie wahadta w punkcie réwno-
wagi chwiejnej.

Przeprowadzone testy pokazuja, Ze rozszerzony regulator feedforward nie jest
w stanie sobie poradzi¢ z wiekszymi zaburzeniami modelu. Moze powodowa¢ to
komplikacje podczas proby wykorzystania algorytmu do sterowania rzeczywistym
obiektem. Z uwagi na duza czulo$é na zaburzenia, rozszerzony regulator bedzie
wymagal doktadnej identyfikacji poszczegdlnych wartosci parametréw modelu oraz
niezmienne warunki otoczenia.



Rozdziat 6

Podsumowanie i wnioski

Celem pracy byto dokonanie przegladu algorytmoéw sterowania podwdjnym,
odwrdéconym wahadtem, implementacja wybranych z nich w $rodowisku symu-
lacyjnym oraz zbadanie ich wlasnosci. Wszystkie te zadania zostaty zrealizowane
w pehi. Spoérdd podanych we wstepie prac, opisujgcych rézne sposoby sterowania
wahadtem, zostaly wybrane dwie [LZG16] i [GAK13]. Nastepnie zostaly przytoczone
podstawowe zagadnienia matematyczne, opis regulatora LOR, przedstawiono zagad-
nienia zwigzane z modelem chmury oraz sposéb generowania trajektorii ruchu dla
wahadta. Kolejno w pracy zostat wyprowadzony model matematyczny podwdjnego,
odwréconego wahadta, wykorzystany do symulacji zachowania wahadta podczas
implementacji poszczegdlnych regulatordow.

W rozdziale 4 zostaly zaprezentowane sposoby sterowania do punktu waha-
dla. Ich dziatanie zilustrowano przedstawiajgc przyktadowe zastosowanie regulatora
LQR i rozszerzonego regulatora LOR, a takze rozszerzonego regulatora LOR wyko-
rzystujacego model chmury przedstawionego w [[.Z(G16] do sterowania wahadtem.
Wszystkie te regulatory poddano badaniom wtadciwoéci oraz pordéwnano ze soba.
W rozdziale 5 zostal podany algorytm pozwalajacy na $ledzenie trajektorii ruchu
wahadta. Wykorzystujac sposdb generowania trajektorii oraz system regulacji za-
prezentowany w [GAK13] pokazano sposdb zastosowania rozszerzonego regulatora
feedforward do $ledzenia trajektorii przez wahadto. Ponadto przeprowadzono testy
majace na celu sprawdzenie mozliwoéci rozszerzonego regulatora feedforward.

Praca miala przede wszystkim przedstawi¢ rézne algorytmy sterowania podwaoj-
nym, odwréconym wahadtem w sposdb pozwalajacy na ich latwe odtworzenie przez
czytelnika. Przeprowadzone testy poszczegdlnych sposobdéw sterowania pozwolity
na wskazanie wad oraz zalet ich uzycia. W pracy zostaly réwniez opisane rozne
problemy, ktére wystapily podczas implementacji, czy tez w trakcie testow poszcze-
gdélnych regulatoréw oraz metody radzenie sobie z nimi. Pozwala to traktowac prace
jako wstep teoretyczny do budowy sterownika podwdjnego, odwrdéconego wahadta.
Praca pozwala czytelnikowi na stwierdzenie, czy przedstawione algorytmy sterowa-
nia nadaja sie do realizacji zadania w jego przypadku.

Przeprowadzone badania prowadza do wniosku, ze przed zastosowaniem przed-
stawionych algorytmoéw sterowania do rzeczywistego wahadla konieczne jest wy-
konywanie symulacji. | tak regulatory LOQR potrzebuja do wtasciwego dziatania od-
powiednio dobranych macierzy Q i R. Niewlasciwe wartosci tych macierzy moga
powodowac¢ duze przeregulowania, a nawet niestabilno$é systemu regulacji. Ponad-
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to czesto dobdr wartosci parametréw wymaga zastosowania metody préb i bredow.
Wszystko to powoduje, ze préba implementacji algorytmu na rzeczywistym obiekcie
bez wykonania wczesdniejszych symulacji i dobrania parametréw, moze byé niebez-
pieczna i spowodowa¢ nawet uszkodzenie obiektu.
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