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Dynamika manipulatora

Dynamika opisuje sposb zachowania sie manipulatora poddanego
wymuszeniu w postaci momentéw/sit napedowych

» Proste zadanie dynamiki, 77— ¢

» Odwrotne zadanie dynamiki, q — 7
1D(9)g+ C(q,4)g+ G(q) =T,

Formalizmy do wyprowadzania réwnan dynamiki:

1. Newtona-Eulera
2. Eulera-Lagrange'a

3. Kane'a
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Poréwnanie formalizméw wyprowadzania réwnan dynamiki

Eulera-Lagrange'a:
» systematyczny,

» wyprowadzone réwnania ruchu s w zwartej, analitycznej
formie, wygodnej przy projektowaniu uktadu sterowania

» umozliwia efektywne dodanie ztozonych efektéw
mechanicznych, takich jak elastyczno$ci przegubéw/ramion

Newtona-Eulera:

> ze swej natury rekurencyjny, efektywny obliczeniowo
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Zatozenia metody Newtona-Eulera

Prawa mechaniki newtonowskiej wykorzystywane w formalizmie
Newtona—Eulera:

1. kazda akcja wywotuje reakcje;

2. predko$¢ zmian pedu ciata jest réwna sumie sit przytozonych
do niego;

3. predko$¢ zmian popedu ciata jest rowna sumie momentéw sit
przytozonych do niego.
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Zatozenia metody Newtona-Eulera — ilustracja

mij

li ¢
i,¢j

lii+1 —

Ti

8i

masa /-tego ogniwa;

wektor z przegubu i-tego do ér. masy ogniwa j-tego;
wektor z przegubu i-tego do i + 1-ego;

sita wywierana przez ogniwo i — 1 na ogniwo i-te;
moment wywierany przez ogn. i — 1 na ogn. i-te;

przyspieszenie ziemskie wyrazone w i-tym ukfadzie.
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Zatozenia metody Newtona-Eulera — sity

predkos¢ zmian pedu ciata jest réwna sumie sit przytozonych do niego

d(mv)
=f 1

o, (1)
m — masa ciata,
v — predkos$¢ érodka masy,
f — wypadkowa sit zewnetrznych.
U nas :TT =0 stad

ma=f,

a = v — przyspieszenie $rodka masy ciata.
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Zatozenia metody Newtona-Eulera — momenty sit

predko$¢ zmian popedu ciata jest réwna sumie momentéw sit przytozonych do
niego

Aloen) _ o, )
lo — moment bezwtadnosci ciata wyrazony w inercyjnym uktadzie odniesienia,
wo — predkos¢ katowa ciata,
7o — wypadkowy moment przytozony do ciata.

Réwnanie (2) w lokalnym uktadzie wspétrzednych ma postaé':

lo+wx (lw) =T

lprzy | = const
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Zatozenia metody Newtona-Eulera — prawo réwnowagi

Réwnanie réwnowagi sit:
i+1 _
fi— R fir1+ migi = mijac j,

gdzie ac ; — przyspieszenie $rodka masy i-tego ogniwa wyrazone w
uktadzie inercyjnym.
Réwnanie réwnowagi momentéw:

7 — R i 4 fi X rig
i+1
— (R 1) X fiy1,q = Lo +wj x (hw;),
gdzie I; — macierz inercji ogniwa i-tego wyrazona w ukt. wspét.

réownolegtym do ukt. i-tego o Srodku umieszczonym w Srodku masy
ogniwa i-tego, «a; — przyspieszenie katowe ogniwa i-tego wyrazone w

uktadzie inercyjnym.
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|Idea metody Newtona—Eulera

Idea metody Newtona—Eulera: dla danych wspétrzednych
uogdlnionych i ich pochodnych q, g, g okresli¢ wektory sit
fi,f,...,fp i momentdéw 71,72, ..., T, W nastepujacy sposob:
» dla danych q, g, g okresli¢ wszystkie predkos$ci i przyspieszenia
wystepujace w uktadzie;
» majac wszystkie predkosci i przyspieszenia wyznaczy¢ sity i
momenty wystepujace w ukfadzie.
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Metoda Newtona—Eulera

W celu wykorzystania metody Newtona—Eulera nalezy:

» zaktadajac

wo = 0,0 =0,ac0=0,ae0 =0,

ae,i — przyspieszenie kofica i-tego ogniwa, wyliczy¢ réwnania:

wj =
o =
de,j =

dc,j =

Py

i
i
i
i
j
i
i
i

dai=1,2,...

DTwisi+bigi, b= (R zi_1,
Tai_1 + big + w; x b;g;,

T

1) eji—1+ Wi X rijip1 + wi X (Wi X rijq1),

)
1)
)
)

T

1) @eji—1 +wi X rig +wi X (wi X fi,cf)v

,n.
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Metoda Newtona—Eulera

» zaktadajac
far1=0, 7h411 =0

wyliczy¢ réwnania
i+1
fi = R;+ fir1 — migi + mjac i,
T =R i — fi X rig

+ (Rii—"_lf,'_;,_l) X fig1,¢; + Lo + wi x (/,'LL),')7

dai=nn-1,... 1
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Metoda Newtona—Eulera

Otrzymane réwnania s3 postaci:

n n
> di(@dan+ Y cih(@)gian + gilq) = i,
k=1 k=1

dlai=1,2,...,n. Definiujac

CIJ q7 Z qu7

otrzymujemy wektorowe réwnanie dynamiki:

|D(q)d+ C(q,9)q+ G(q) =
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Model dynamiki

] D(q)a + C(q,4)g+ G(q) =,

D(q) — macierz inercji (symetryczna i dodatniookreslona);

C(q, q) — macierz sit Coriolisa i od$rodkowych;
G(q) — wektor sit zwigzanych z sitami grawitacji;
7 — wektor sit i momentéw niepotencjalnych dziatajacych
na ukfad (tarcia, opory ruchu, wiezy, sterowania).
Witasnosci modelu dynamiki
» D(q) — macierz symetryczna i dodatniookreslona;

> §:D(a(t) = Cla(t). (1) + CT(q(t), 4(1))
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Formalizm Eulera-Lagrange’'a

Zgodnie z zasada najmniejszego dziatania dla uktadu o
wspotrzednych uogdlnionych g i predkosciach uogdlnionych ¢
t

L(g,g)dt —  min,

51

gdzie L(q,4) = K(q,q) — V(q) — lagranzian uktadu.
K(q, g) — energia kinetyczna uktadu
V(q) — energia potencjalna.
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Formalizm Eulera-Lagrange’'a

Warunkiem koniecznym minimum dziatania jest spetnienie réwnan
Lagrange'a Il rodzaju:

d 9L(q(t),q(t)) OIL(q(t),q(t))
dt 0q; dq;

= ui(t), (3)

dlai=1,...,n, gdzie u;j — wszystkie momenty i sity zewnetrzne
typu niepotencjalnego.
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Macierz pseudoinercji

J,’(‘ — macierz psudoinercji ktego przegubu wyrazona w ukfadzie

ktym
x? xy xz X
Jk:/ v oy:oyzoy|
k m | X2 yz z° z
x y z 1
Uwagi:

> J,’f jest symetryczna
> element (J’l‘(>44 jest rébwny masie ogniwa k

» 3 pierwsze elementy 4 kolumny opisuja potozenie Srodka masy
ogniwa k (przemnozone przez mase ogniwa)
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Obliczanie réwnania dynamiki

aAk oA\ "
aqj

< 5ar)

ka g, )
q-

af = lrk], rx — potfozenie Srodka masy ogniwa k

=

g

gdzie g = 0

0

n - ) 1
Gj = Z C/iija C/ij = 2 (
k=1

E)D,-j n 0Dy B 8Djk
dqk  dq;  0Og;
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Manipulator jako obiekt sterowania

Dla manipulatora o dynamice i kinematyce danej uktadem réwnan:
{ T =D(q)§+ C(q,9)g+ G(q)

y = k(q) 7
potézmy

x(t) = q(t), §(t) = q(1), u(t) = 7(t).

Woéwczas otrzymamy uktad rr pierwszego rzedu

x=¢
€= —D 1 (x)(Clx, )& + G(x)) + D (x)u
y = k(x)

czyli afiniczny uktad sterowania o postaci:

x=¢
£=F(x, &)+ G(x)u,

y = k(x)
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