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Preliminaria matematyczne 1

> przestrzeh euklidesowa (R3, (-,-))

3
X,y € ]R37 <X, Y> = inyi

i—1
x = [x1, %2, x3] " y =D, y2, 3"

» iloczyn skalarny ((-,-))

(ax1 + fBxa,y) = alx1,y) + B(x2,y)
(x,y) = (y,x)
(x,x) >0
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Preliminaria matematyczne 2

» norma (dtugos¢ wektora) (| - )

1
x| = {x,%)>
Ix[| >0 x| =0 & x=0
[loox[| = Je[[]]

[+ [ < [Ix[| + llyll
(%, y) = [Ix[l[ly[l cos <(x, y)
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Preliminaria matematyczne 2

» norma (dtugos¢ wektora) (| - )

1
Ix]| = x,x)?
Ixl| > 0 Ix|=0 & x=0
Jax]| = o x|

[+ [ < [Ix[| + llyll
(%, y) = [Ix[l[ly[l cos <(x, y)

» metryka euklidesowa (odlegtos¢) (p(,-))

p(x,y) =[x —y|
px,y)=0 & x=y
p(x,y) = p(y,x)

p(x,y) +p(y,2) > p(x,2)
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Preliminaria matematyczne 3

> iloczyn wektorowy ( - x - )

x = [x1,%0,x3] " y = [y, y2, y3] "
ik
X X y = det [xl Xo x3| =
yi Y2 ¥3

= (xoy3 — x3y2)i + (X3y1 — x1y3)j+
(X1Y2 - X2)/1)k

[l >y | = [x[[[ly[| sin <t(x, y)
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Ruch w R3

» translacja

> rotacja
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Elementarna translacja 1
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Elementarna translacja 1
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Elementarna translacja 2

X

P1 = Pixi1 + pryj1 + pizki
Po = Poxio + Poyjo + Po-ko

d§ = dj, io + dg o + dg.ko

po = p1 +dj
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Elementarna rotacja 1

Zy

X9
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Elementarna rotacja 1
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Elementarna rotacja 1
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Elementarna rotacja 2

Pox = Poio = P1io = Pixitio + p1yjiio + p1zkiig
Poy = Pojo = P1jo = Pixitjo + p1yitjo + p1-kijo
poz = Poko = p1ko = pixitko + p1yjiko + p1zkiko
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Elementarna rotacja 3

Pox = Poio = P1io = Pixitio + p1yjiio + p1zkiio
Poy = Pojo = P1jo = Pixitjo + p1yiijo + p1zkijo
poz = Poko = p1ko = pixitko + p1yjiko + p1-kiko
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Elementarna rotacja 3

Pox = Poio = P1io = Pixitio + p1yjiio + p1zkiio
Poy = Pojo = P1jo = Pixitjo + p1yiijo + p1zkijo
poz = Poko = p1ko = pixitko + p1yjiko + p1-kiko

po = Ryp1
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Elementarna rotacja 3

Pox = Poio = P1io = Pixitio + p1yjiio + p1zkiio
Poy = Pojo = P1jo = Pixitjo + p1yiijo + p1zkijo
poz = Poko = p1ko = pixitko + p1yjiko + p1-kiko

po = Ryp1

gdzie
itio  jiio  kiio

R = |io Juo kilo
itko Jiko kiko
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Elementarna rotacja 4

Analogicznie

P1x = P1i1 = Poi1 = Poxioi1 + poyjoit + pozkoi1
P1y = P11 = Poj1 = Poxioj1 + Poyjoj1 + Pozkoji
p1z = p1ki = pok1 = poxiok: + poyjoki + po-kok:

p1 = R{po

gdzie

[ioir  joir  koi1
RY = |ioj1 joj1 koi1
liok: joki koki
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Elementarna rotacja 5

Biorac pod uwage, ze

it jilo  kiio ioir  joir  koi1
R} = |ido o ko RY = |ioj1 Joj1 koi1
irtko jiko kiko ioky joki koki
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Elementarna rotacja 5

Biorac pod uwage, ze

it jilo  kiio ioir  joir  koi1
R} = |ido o ko RY = |ioj1 Joj1 koi1
irtko jiko kiko ioky joki koki

mamy

RL=(Ry)™ = (Ry)"

det R} = +1, Ry € SO(3)
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Rotacje wokét osi uktadu wspétrzednych

» wokdt osi Z

ilio = cosf jliO = —sinf k1i0 =0
ile =sinf j1j0 = cos kle =0
itko=0  jiko=0 kiko = 1
cosf) —sinf 0
Rzg = |sin@ cosf O
0 0 1

Rzo =k,

Rz ¢, Rz 9, = Rz 6,40,

-1
RZ,G = RZ776
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Rotacje wokét osi uktadu wspétrzednych

» wokot osi X

1 0 0
Rxg= |0 cosf) —sinf
0 sinf cosf
» wokot osi Y
cosd 0 sinf
Ry = 0 1 0
—sinf 0 cos6
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/tozenia 1

» ztozenie translacji

dd d?
Oxoy020 == Oxiy1z1 = Oxoyez

Po P1 P2

po=di+p1  po=dj+p2 pi=di+p
po = dj + di + p2

dg = dg + d
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/tozenia 2

» zfozenie rotacji

Ro R?
Oxoy0z0 = Oxiy1z1i = Oxoyz

Po pP1 P2

po=Rip1 po=Rip2 p1=Rip

po = Ry R7p2

RS = RyR?
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Reprezentacje macierzy rotacji 1

ni rn2 ns
R=1rn1 rny 3 :[Rl R> R3}

1 32 133

Ograniczenia na kolumny macierzy R

IRl = lIRell = [[Rs]| = 1
RiIR,=0 RR3=0 RiR3=0

’9 zmiennych — 6 réwnan = 3 zmienne niezaleine‘
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Reprezentacje macierzy rotacji 2

> katy Eulera ZYZ (¢, 0, 1)

Ry = Rz,4Ry. Rz =
CoCoCy — SpSy  —CpCeSy — SpCyp  CpSh
= |SpCoCy + CpSy  —SpCoSy + C4Cy  SpSh
—SpCy 565y Co
O<op<2r O<O<m 0<v <27

» katy Roll-Pitch—-Yaw (¢, 6, )

Ry = Rz gRyoRxy

O<op<2rm — <9<g O0<y <27

NS
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Transformacje jednorodne

Definicja
Przeksztatcenie
po = Rip1 + d§
nazywamy ruchem ciata szytwnego, gdy macierz R jest
ortogonalna.

Zatézmy, ze mamy dwa ruchy
po = Rip1 +d§
p1 = Ripy +d?
woéwczas ich ztozenie
po = RER?py + Rid? + df = R2p, + d3
Poréwnujac otrzymujemy
R: = RgR d3 =d{+ Ryd?
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Transformacje jednorodne 2

R di| |RZ d2|  |RIR? R3d?+dj]
0 1 0o 1| | O 1
Ruch ciata sztywnego moze by¢ reprezentowany przez
transformacje
_|R d _1_|RT —-RTd
i eeson o[y

zwang transformacjg jednorodng. Po rozszerzeniu reprezentacji
punktéow p o dodatkows sktadowa

-

_ 1 1
Po = TgP; Ty € SE(3)

mamy




Bazowe macierze jednorodne generujace SE(3) (translacja)

1 0 0 a
Trans(x, a) = g (1) 2 g
0 0 0 1]
[1 0 0 0]
Trans(y, b) = g é 2 g
0 0 0 1]
[1 0 0 O]
Trans(z,c) = 8 (1) (1) (c)
0 0 0 1]
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Bazowe macierze jednorodne generujace SE(3) (rotacja)

1 0 0 0
0 cosa —sina O
Rot(x, @) = 0 sinaa cosa O
0 o o 1
[cos@ 0 sing O]
0 1 0 0
Rot(y, ) = —sin3 0 cos3 0
o o0 o 1]
[cosy —siny 0 0]
siny cosy 0 O
Rot(z,7) = 17 0 1 0
Lo 0 0 1
ne ox ax dx
TL = ny o, a dy

n, o, a, d.
0O 0 0 1

N
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