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Elementy teorii prawdopodobienstwa

» Aksjomaty

»0<pX)<1

> p(Prawda) =1 p(Falsz) =0

> (X UY) =p(X) +p(Y) - p(X NY)
» Dyskretne zmienne losowe

> X jest zmienna losowa przyjmujaca wartosci ze zbioru{z, z2, . ..,z }

» p(X = x;) oznacza prawdopodobienstwo, ze zmienna X przyjmuje wartos¢ z;
» Ciaggte zmienne losowe

> X jest zmienng losowa przyjmujaca wartosci z R

> p(X = z) (lub p(x)) oznacza gestos¢ prawdopodobienstwa w

Informacja o prawach autorskich

Niniejsze materiaty stanowig pomoc dydaktyczna dla uczestnikéw kursu Algorytmy
Robotyki Mobilne;j.

Materiaty objete prawami autorskimi oséb trzecich, w szczegélnosci ilustracje i
zdjecia, uzyte zostaty w celach edukacyjnych. Wykorzystanie materiatow w catosci
lub czesci poza wskazanym kursem, w tym powielanie i rozpowszechnianie wymaga
kazdorazowej zgody autorow.

Prawdopodobienstwo warunkowe

v

Prawdopodobienstwo faczne P(z,y) = P(X =z AY =)

v

W przypadku zdarzen niezaleznych P(x,y) = P(z)P(y)

v

Prawdopodobienstwo warunkowe P(x|y) jest prawdopodobienstwem, ze
X=zxjdliY =y

P(z,y) = P(z|y)P(y)

Jedli X 1Y sa niezalezne, to P(z|y) = P(z)

v

v



Wiasnosci Notacja

» 1 - stan rzeczywisty ukfadu (R"™), T - estymata stanu,
» z - obserwacja (R™),
» N(u,X) - wielowymiarowy rozktad normalny ze $rednia p i macierza

\ dyskretne \ ciagte \ . | !
k Py t : t

prawd. faczne S P@) =1 Tp@)ds = 1 owariancji ¥ (parametrami: momenty)

prawd. cakowite | P(a) =3, Pel)P) | p(@) = [p(alyp(y)dy N1, ) ~ p(X) = e exp {‘%u I m}
brzegowa f. prawd. P(z) = Zy P(z,y) p(x) = [ p(z,y)dy (2m)" det X

» Wz6r Bayesa
p(Z|X)p(X
p(x12) = PEEE) iz (),

gdzie 7 jest wspotczynnikiem normalizujacym.

Notacja (2) Przyktady - wzér Bayesa

Zmiany momentow dystrybucji gaussowskich przy przeksztatceniach
» liniowym (Y = AX + B)

p(X)=N(5) — p(¥)=N(Au+ B ASAT)

» sumie (Y = X7 + X»)

p(X1) = N (1, £1),p(X2) = N (2, X2),
= p(Y)=N(u1 + p2, X1+ X2)

> iloczyn
p(X1)p(X2) = N (1, B1)N (2, X2)  —  N(uy,Zy),

Sy = (571 + 3307
py =Sy 27 + Sy 25 e




Proces Markowa (jednorodny, stacjonarny)

Proces strochastyczny nad skonczong przestrzeni stanéw, w ktérym biezacy stan
zalezy wytacznie od stanu poprzedniego oraz statego w czasie prawdopodobienstwa

przejscia.
Formalnie:
P( X1 | Xp Xp—1 ... X1 X0) = P(Xpi1|Xk)
lub:
proces bez pamieci
l-a & i+ 3
Przyktadowy proces dwustanowy: a‘e
B

Przyktad 1 - tancuch Markowa

Kazdego dnia robot moze dziata¢, lub mie¢ awarie. Po dniu poprawnej pracy
prawdopodobienstwo poprawnej pracy kolejnego dnia wynosi 0.7, a jesli danego
dnia robot ma awarie prawdopodobienstwo, ze nastepnego zostanie naprawiony i
bedzie pracowat prawidtowo wynosi 0.9.
Jesli wiemy, ze w dniu O pracuje, jakie jest prawdopodobienstwo, ze

> pracuje przez 3 kolejne dni?

» pracuje przez doktadnie 2 z 3 dni?

p(WIW)=1—a=0.7 S ={w, M}
pWIM)=p=09 1-«a : :0‘ C =
Tk \Tk41 ‘ W ‘ M ‘
W 0.7 | 0.3 B
M 0.9 | 01
Przyktad 1 - fanncuch Markowa
...prawdopodobienstwo pracy przez 3 kolejne dni?
k=0 k=1 k=2 k=3
o T X9 X3

p(X ={WWW}) =
p(rs = Wlxe = W)p(xe = Wlzg = W)p(xy = Wlzg = W) =
0.7-0.7-0.7 = 0.343



Przyktad 1 - tahcuch Markowa Modele Markowa

...prawdoodobienstwo pracy przez 2 z 3 dni?

tancuch Markowa
» Ukryty model Markowa (HMM)

v

Proces Markowa, w ktérym stan nie jest obserwowalny bezposrednio, ale
poprzez funkcje wyjscia.

» Proces decyzyjny Markowa (MDP)

tancuch Markowa z dodanym sterowaniem (akcja) - nowy stan zalezy od pary
(stan poprzedni, akcja).

» Czesciowo obserwowalny proces decyzyjny Markowa (POMDP)

MDP z funkcja wyjscia.

HMM - opis Przyktad 2 - HMM
k=0 k=1 s =9
> Przestrzen stanéw S = {S1,...,S,}
» Przestrzen obserwacji O = {O1,...,0p}
. X B | ‘ w ‘ M
» Ciag stanow X = {zo,x1,...}, x €S W T -
» Ciag obserwacji Z = {z1,22...}, 2z €0 M B 1-8
» Prawdopodobienstwo poczatkowe py; = P(Xo = 5;), ¢=1,...n (lubstan
poczatkowy zg € S)
> Macierz przejs¢ A = {A;; = P(Xp+1 = Sj| X = Si)} Zalee| € | N
W o l1l=7| v
uwaga: 3 Ajj =1 A I 1
» Macierz obserwacji C' = {Cj; = P(Z, = O;| X1, = Si)}
uwaga: Zj Cii =1




HMM - 3 gtéwne zadania

» Jakie jest prawdopodobienstwo danego ciggu obserwacji Z?

algorytm ,forward-backward”

» Jaki jest najbardziej prawdopodobny ciag standw, ktéry daje dany ciag
obserwacji?

Algorytm Viterbiego

> Jakie sg wartosci parametrow macierzy przejscia i obserwacji?

Algorytm Bauma-Welcha

Algorytm Viterbiego

Algorytm korzysta z prawdopodobienstwa warunkowego

P(Z)X)P(X)

P(X|2) = =5

w procedurze rekurencyjnej: jesli
bk; = max P(X|Z)
X

jest najbardziej prawdopodobng sekwencjg, to najlepsze rozwigzanie dla kolejnego
kroku moze by¢ wyliczone jako

Op+1,j = max{0kiAij } Bj k1

Algorytm Viterbiego

Szukane
x* = arg max P(X|Z)

Ztozonos¢ obliczeniowa: NX

Idea rozwiazania: jesli wiemy, ze X* = {zox1 ...z} jest najbardziej
prawdopodobnym ciagiem stanéw dla obserwacji Z = {#1 ... 2}, to po dodaniu
kolejnej obserwacji Z = {21 ... zx2zx11}, najbardziej prawdopodobny ciag standw
X* = {zow1 ... 2pp 1} zawiera X* (X* = {X* 23.1}).

(por. zasada optymalnosci Bellmana, programowanie dynamiczne)

Pytania podsumowujace

1. Czym jest i jak korzystac z tw. Bayesa?
2. Jakie wtasnosci maja operacje na zmiennych o rozktadzie normalnym?

3. Jakie wtasnosci i zastosowania maja modele Markowa?




