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Od Autora

Niniejsza rozprawa, ktorg sktadam w rece Czytelnika, jest podsumowaniem mojej pra-
cy naukowej z ostatnich kilku lat. Jednocze$nie stanowi wyraz fascynacji oraz zachwytu
dla matematycznego opisu otaczajacej mnie rzeczywistosci. Chciatbym, aby z tej rozprawy
wybrzmial podziw dla pickna §wiata stworzonego, w tym réwniez madrze wykorzystanej
technologii. Piekno to nie zostato ograniczone, lecz uchwycone modelem matematycznym.
I chociaz to uchwycenie jest czesciowe, bardzo ulotne i zupetnie niezupelne, to zywie gle-
boka nadzieje, iz Czytelnik podzieli méj zachwyt i zainspiruje sie takim wtasnie sposobem
patrzenia.

Prowadzac badania, skupitem sie na bardzo niewielkim wycinku tej pieknej i wielo-
aspektowej dziedziny, jaka jest robotyka. Obratem nisze teorii sterowania, jaka jest reali-
zacja zadania $ledzenia Sciezki i zastosowanie do tego celu formalizmu rodem z geometrii
rozniczkowej — parametryzacji krzywoliniowych. Pokornie uznaje, ze jest to bardzo ma-
lutki fragment niesamowitej rzeczywistosci. Zanurzajac sie coraz glebiej w tej tematyce,
napotykalem kolejne problemy do rozwiazania i stawiatem kolejne pytania. Poszukiwanie
odpowiedzi bylo niezwykle rozwijajace, a ich odnajdywanie (nawet jesli byty tylko cze-
Sciowe) potegowalo moj zachwyt nad tym, co jest zar6wno bliskie, jak i dalekie. Mam
nadzieje, ze Czytelnik znajdzie w niniejszej pracy rozwiazania, ktorych szuka. A jesli tak
sie nie stanie, to przynajmniej odnajdzie fundamenty do dalszej dyskusji, poszukiwan
i dociekan lub odnajdzie inspiracje do kontynuowania wytezonej i skrupulatnej pracy.

Czas przygotowania dysertacji i poprzedzajacych ja badan wymagal ode mnie spore-
go naktadu pracy, uwaznosci i wytrwatosci. Jednoczesnie byta to piekna przygoda, ktora
zaowocowala mnostwem fantastycznych wspomnien. Wiele mogtem sie dowiedzie¢ i na-
uczy¢. Moglem odnawia¢ swoje myslenie i rozwija¢ sie. W zwiazku z tym rodzi sie we
mnie wdzieczno$¢ dla wielu osob, ktore szty ze mna ta droga i ktore po drodze spotkatem.

W pierwszej kolejnosci pragne podziekowa¢ moim najblizszym. Dziekuje mojej Na-
rzeczonej, a wkrotce Zonie, Paulinie, ktora jest dla mnie cudowna i wyjatkowa melodia
posrod brzmienia codziennosci. Dziekuje za jej nieocenione wsparcie, troske i motywacje,
tak potrzebne zwlaszcza na ostatnim etapie pracy. Bardzo dziekuje za cierpliwoscé.

Niezmiernie dziekuje takze moim Rodzicom Sylwii i Piotrowi oraz Dziadkom Tade-
uszowi, Julii i Jadwidze, ktorzy wspierali mnie i kibicowali przez cata droge. Zawsze
wykazywali sie niezwykta wyrozumiatoscia dla moich réznorakich pomystow. Dziekuje za
stworzenie warunkow, w ktérych moglem beztrosko pracowaé¢ naukowo. Dziekuje rowniez
za wychowanie i przekazanie wartosci, ktore bezsprzecznie pomogly mi w przygotowaniu
tejze pracy.

Nie mniejsze wyrazy wdziecznosci kieruje do promotorki pracy, Pani Profesor Alicji
Mazur, ktora najpierw zaprosita mnie do tej przygody, a nastepnie wytrwale mi towa-
rzyszyta. Dziekuje za wszelka dyskusje, rade, pomyst i wskazowke. Dziekuje réwniez za
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wspieranie moich inicjatyw, stopniowe wprowadzanie do $wiata nauki, a takze dzielenie sie
swoim do$wiadczeniem. Dzieki temu mogtem wzrastac, uczy¢ sie samodzielnosci naukowe;j
i rozwijac¢ sie w niezwykle sprzyjajacych warunkach.

Dziekuje takze moim kolegom doktorantom oraz pracownikom Katedry Cybernetyki
i Robotyki za wszelkie rady, wskazowki i dyskusje. Szczegolnie dziekuje kierownictwu Ka-
tedry Cybernetyki i Robotyki, Panu Profesorowi Ignacemu Dulebie oraz Pani Pro-
fesor Joannie Ratajczak, za wsparcie wielu pomystow, duze zaufanie i wielka otwartosé.
Dzieki temu mogtem znacznie tatwiej i pewniej wkracza¢ w §wiat nauki. Dzickuje Panu
Doktorowi Krzysztofowi Arentowi za udostepnienie Laboratorium Robotyki do prze-
prowadzenia eksperymentéw oraz za pomoc w przygotowaniu stanowiska do wykonania
nagran. Dziekuje réwniez Panu Profesorowi Marco Frego z uniwersytetu w Bolzano,
ktory otworzyl dla mnie drzwi wspotpracy miedzynarodowe;.

Wreszcie, chciatbym podziekowaé wszystkim moim przyjaciotom i znajomym, ktorzy
interesowali sie postepami mojej pracy i zawsze* chetnie stuchali opowiesci o parametry-
zacjach krzywoliniowych. Dziekuje, ze moglem sie dzieli¢ takze ta czescig siebie w Dusz-
pasterstwie Akademickim DACH, Duszpasterstwie Mtodych Dorostych, a takze w kilku
innych, mniej formalnych, gronach.

Dzis$ chcialbym sie podzieli¢ ta moja pasja z Czytelnikiem. Mam nadzieje, ze niniejsza
rozprawa bedzie raczej smaczna uczta. Zycze rowniez — Czytelnikowi i sobie — aby bytla
pozyteczna i inspirujaca.

Filip Dyba

Wroctaw, 22 wrzesnia 2025 roku

*Prawie zawsze.
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Rozdziat 1

Wstep

Swiat od zawsze rozbudzat cickawosé czlowieka, ktory staral sic obserwowaé otaczaja-
ca go rzeczywistos¢ i podejmowaé nad nia refleksje. Jednym z rezultatéw tych przemyslen
jest ustawiczny rozwoéj nauki. Konkluzje, syntezy czy odkrycia czesto porzadkuja dotych-
czasowa wiedze, ale niejednokrotnie stawiaja nas w obliczu kolejnych pytan i zawitych
problemow.

Fundamentéw myéli naukowej, zwlaszcza europejskiej, nalezy szuka¢ w starozytnej
Grecji. To wlasnie tam rodzily sie pierwsze intuicyjne opisy $wiata, w ktoérych starano
sie w sposob racjonalny i systematyczny wyjasnia¢ obserwowane zjawiska. Powstaty licz-
ne dzieta, ktore do dzi§ sa niezwyklym skarbem $wiadczacym o mozliwosciach ludzkiego
umyshu oraz niezaspokojonej ciekawosci. I choé sa to niejednokrotnie pozycje wybitne, to
czesto zawieraja jedynie opis jako$ciowy. O jednej z nich, Fizyce Arystotelesa, ks. Michat
Heller pisat jako o przedwczesnej syntezie omawiajacej zasady i nature ruchu we Wszech-
Swiecie [51]. Przedwezesnej, gdyz Arystoteles nie dysponowal odpowiednim opisem ilo-
Sciowym — aparatem matematycznym, ktory mial by¢ dopiero stopniowo odkrywany.

Brak odpowiednich modeli matematycznych skutkowat narodzinami wielu watpliwosci.
Sporo probleméw przysparzalo uchwycenie intuicyjnej idei ruchu, ktéry z jednej strony
zmienia stan obiektow, a z drugiej — zachowuje je identyczne. Proces ewolucji tego ro-
zumowania zostal znakomicie uchwycony w ksiazce [51]. Wskazano tam, ze kluczowym
wydarzeniem w dziejach jest odkrycie rachunku rézniczkowego i catkowego. Pozwolit on
bowiem zrozumieé¢ dotychczas nieuchwytne nieskoniczenie mate zmiany stanu. Oparte na
tym formalizmie zasady dynamiki Newtona staly si¢ poczatkiem nowego rozdania w dzie-
dzinie nauk Scistych.

Rozwigzania podane przez sir Isaaca Newtona byly niewatpliwie przetomowe, lecz
nie okazaly ostateczne. Stanowily raczej Wielki Poczatek [51]. Plynie z tego pewna na-
uka. Po pierwsze, odpowiedni model matematyczny swiata pozwala dostrzec cos, co moze
umknaé opisowi czysto jakosciowemu. Istotnym jest tutaj fakt, ze modelowanie nie jest
przetozeniem na jezyk wzoréw matematycznych opisu $wiata, ktory moze byé obarczo-
ny odczuciami lub emocjami obserwatora. Jest to raczej zalozenie, ze ,pewna struktura
matematyczna reprezentuje pewien aspekt struktury swiata” [51]. Co istotne, model nie sta-
je sie uproszczonym lub wyidealizowanym przyblizeniem rzeczywistosci. Jest doktadnym
odwzorowaniem precyzyjnie wyodrebnionej czesci struktury Swiata.

Po drugie, modelowany przez nas swiat jest peten zaskoczen i jest niezwykle ztozony.
Jak zauwazono dalej w ksiazce [51], Newton sadzil, ze ,przedstawit mechanike w wykorczo-
nej, prawie ostatecznej formie”. Pozniejsze wieki pokazaly, ze pomylit sie w tym aspekcie.
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Jednakze, jego pragnienie czy nadzieja nie moga dziwi¢. Czlowiek zawsze szukal upo-
rzadkowania i ujednolicenia. Wyrazaty to marzenia o unifikacji, o ktorej $nito mnostwo
wybitnych ludzi nauki. Niektore z tych dazen zostalty spetnione, jak w przypadku Jamesa
Maxwella, ktory podat teorie taczaca oddziatywania elektryczne i magnetyczne. Jednak
inne marzenia nie doczekaty sie urzeczywistnienia. Kurt Godel, formutujac twierdzenie
o niezupelnodci, rozwial pragnienia Dawida Hilberta, by ,,catqg matematyke ujoé w postaci
jednego, wielkiego systemu aksjomatycznego” [51]. Pomimo tego fascynacja modelowaniem
matematycznym nie wygasta, a niektorzy naukowcy wciaz staraja sie zawrzeé cala fizyke
w jednej matematycznej strukturze [51], mozolnie posuwajac sie w tym kierunku.

Niniejsza praca podejmuje refleksje nad bardzo niewielkim wycinkiem poteznej struk-
tury Swiata. Przedmiotem zainteresowania jest bowiem zastosowanie parametryzacji krzy-
woliniowych do jednego z podstawowych probleméw wyrdéznianych w teorii sterowania —
sledzenia Sciezki.

Parametryzacje krzywoliniowe to formalizm wywodzacy sie z geometrii rozniczkowe;.
Jest to dziedzina taczaca w sobie intuicyjny model §wiata statycznego, czyli niezmiennych
w czasie geometrycznych ksztaltéw, z opisem dynamicznych zmian wyrazonych za pomoca
formalizmu rachunku rézniczkowego. Idea parametryzacji krzywoliniowych zostala po raz
pierwszy przedstawiona w XIX wieku [44, 110]. W pdzniejszych latach metoda ta byta
udoskonalana [8, 14]. Wspolczesnie stosuje sie wiele aplikacji, ktore bazuja na parame-
tryzacjach krzywoliniowych, m. in. w grafice komputerowej [90], animacjach [123], teorii
obwodow [87], biologii [20, 24| czy robotyce [53].

Historia pokazuje, ze niejednokrotnie uznane i ugruntowane modele matematyczne
znajdowaly nowe, czasem caltkiem nieoczywiste zastosowania. Uznajac te prawde, w ni-
niejszej rozprawie podjeto refleksje nad wykorzystaniem parametryzacji krzywoliniowych
do realizacji jednego z fundamentalnych zadan wspotczesnej robotyki — zadania sledzenia
sciezki. W ten sposob wlano nowe tchnienie w wiekowa formule matematyczna, choé ta
wcale nie zdazyta zardzewie¢ ani odej$¢ w zapomnienie. Szczegdlng uwage poswiecono za-
gadnieniu modelowania réznych obiektéw robotycznych wzgledem krzywych geometrycz-
nych stanowigcych Sciezke, czyli wartos¢ zadana w rozwazanym problemie sterowania.
Zostaly zaprojektowane algorytmy sterowania, ktorych celem jest uporzadkowanie, a tak-
ze ujednolicenie parametrycznych rozwiazan problemu §ledzenia $ciezki.

1.1 Motywacja pracy

Zadanie sledzenia Sciezki jest jednym z podstawowych zadan sterowania, jakie zwycza-
jowo wyroznia sie w literaturze dla obiektow robotycznych [122]. Zagadnienie to wymaga
ciagtego rozwoju, gdyz jest skomplikowane w realizacji praktycznej. Niemniej jednak, z te-
go podejécia ptyna ewidentne korzysci. W przeciwienistwie do zadania Sledzenia trajektorii,
ktora jest krzywa sparametryzowang czasem, w zadaniu sledzenia Sciezki nie naktada sie
zaleznosci czasowych na obiekt sterowania. Ten fakt jest niezwykle istotny. Wysrubowane
rezimy czasowe moga bowiem prowadzi¢ do generowania sterowan, ktére sa niemozliwe
do realizacji na obiekcie rzeczywistym ze wzgledu na ograniczenia napedéow. W prak-
tyce czesto mamy do czynienia z ograniczonymi zasobami, stad doskonalenie rozwigzan
pozwalajacych realizowa¢ zadanie Sledzenia $ciezki jawi si¢ jako szczegdlnie pozadane.

Zadanie $ledzenia Sciezki jest niewatpliwie bardziej ztozonym problemem w poréwna-
niu z zadaniem $Sledzenia trajektorii. Jednakze nalezy podkresli¢ fakt, ze geometryczna
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Sciezka jest czestym wynikiem algorytmoéw planowania ruchu robotéw, np. [19, 58, 119].
Posiadajac szeroka game metod planowania ruchu, warto skupic¢ sie na rozwijaniu i dosko-
naleniu algorytmow, ktore pozwalajg wprost skorzystac¢ z wynikéw planowania. Wowcezas
nie ma koniecznosci parametryzacji otrzymanych Sciezek w dziedzinie czasu. Ze wzgledu
na te praktyczna istotnos¢ zadania Sledzenia $ciezki, podjeto prace nad rozwojem algo-
rytmoéw pozwalajacych na jego realizacje.

Warto réwniez zwroci¢ uwage na fakt, ze zadanie $ledzenia $ciezki jest naturalnym roz-
wigzaniem dla wielu najwazniejszych probleméw wspotezesnej robotyki. Sciezka to obiekt,
ktorego opis jest czysto geometryczny. A zatem opis zadania w pelni bazuje na odleglosci.
To podejscie jest bardzo korzystne i nadaje si¢ do projektowania algorytméw sterowa-
nia dla pojazdéw autonomicznych [62, 105]. Takie obiekty poruszaja sie samodzielnie
w $rodowiskach dynamicznych, ktére zmieniajg sie w czasie. Juz dzisiaj sa powszechnie
wykorzystywane w przemysle, w magazynach czy trudno dostepnych terenach. Podejmo-
wane sg rowniez proby stworzenia samochodéw autonomicznych, ktére mogtyby poruszaé
sie w srodowiskach miejskich [10]. Zadaniem pojazdéw autonomicznych czesto jest reali-
zacja zadanej trasy (Sciezki) prowadzacej z punktu poczatkowego do punktu docelowego.
Jednoczesnie wymaga sie, aby byta utrzymywana odpowiednia odlegtos¢ od charaktery-
stycznych elementow otoczenia (np. pasy) lub innych pojazdéw bedacych w ruchu.

Niezwykle preznie rozwijajaca sie dziedzina jest takze robotyka kosmiczna. Do jej
najwazniejszych probleméw zalicza sie tworzenie pojazdéow do eksploracji innych pla-
net, np. tazikow bedacych praktyczna realizacja idei manipulatoréw mobilnych [108, 124],
a takze usuwanie odpaddéw z orbity okotoziemskiej oraz autonomiczna naprawa sztucznych
satelitow [98]. Do realizacji tych zadan réwniez idealnie nadaja sie algorytmy $ledzenia
Sciezki. Kluczowym aspektem wspomnianych wyzwan jest bowiem przemierzanie okreslo-
nych tras czy tez $ledzenie obiektéw poruszajacych sie na orbicie. W obu przypadkach
kluczowa role odgrywa aspekt odlegtosci. Mozna ja okresla¢ za pomoca czujnikow, np. la-
serowych. To wprost prowadzi do zdefiniowania zadania jako sledzenie $ciezki.

Warunkowanie zachowania robota wzgledem innych poruszajacych sie obiektow jest
typowe nie tylko dla robotyki kosmicznej. Takie aspekty zadania mozna réwniez znalezé
w aplikacjach ziemskich. Zachowanie wszelkiego rodzaju rojow robotéow czesto bazuje
na idei Sledzenia $ciezki wytyczonej przez robota posiadajacego miano lidera roju [11,
127|. Ponownie istotne sa aspekty sledzenia obiektu w ruchu, geometryczne nasladowanie
przebytej trasy oraz utrzymywanie odpowiedniej odlegtosci.

Posrod wymienionych aplikacji, oprocz istoty opisu bazujacego na odleglosci, poja-
wia sie aspekt Sledzenia poruszajacego sie obiektu. Stanowi to kolejna motywacje, dla
ktorej podjeto analize zastosowania parametryzacji krzywoliniowych do realizacji zadania
Sledzenia $ciezki. Formalizm parametryzacji krzywoliniowych definiuje bowiem pewien
nieinercjalny uktad odniesienia, ktory porusza sie wzdluz rozwazanej krzywej. Ré6wnania
ewolucji tego uktadu lokalnego sa zdeterminowane przez geometrie danej $ciezki. Mozna
go zatem wykorzysta¢ do zdefiniowania zachowania obiektu sterowania wzgledem pewnego
ksztattu lub innego obiektu w ruchu. Ta intuicyjna interpretacja matematyczna rozwaza-
nych probleméw sklania do poglebienia wiedzy w obszarze zastosowania parametryzacji
krzywoliniowych i jej uporzadkowania.

Formalizm matematyczny pozwalajacy na parametryczny opis krzywych jest bardzo
bogaty. Najbardziej powszechna metoda jest parametryzacja Serreta—Freneta [44, 110].
Jest ona obarczona jednak pewnymi wadami, jak cho¢by nieokreslono$é uktadu dla zero-
wej krzywizny, ktore skutecznie ograniczaja jej zakres zastosowan. Istniejg jednak takze
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inne metody, np. parametryzacja Bishopa [8], ktére niweluja problemy wynikajace z me-
tody Serreta—Freneta. Zastosowanie tych rozwigzan do zadan typu sledzenie $ciezki nie
zostato dogtebnie zbadane. Istotnym aspektem jest rowniez analiza i poréwnanie wlasci-
wosci roznych metod. Ten cel rowniez przys$wieca niniejszej pracy. Podjete badania byty
motywowane poszukiwaniem pewnej ogélnej formuly, ktéra pozwoli na realizacje zada-
nia §ledzenia §ciezki przy pomocy metod parametryzacji krzywoliniowych. Owg formute
nalezy dostosowa¢ do warunkéw i wymagan konkretnej aplikacji poprzez dobér odpowied-
niego narzedzia — sposobu parametryzacji. Systematyczna identyfikacja cech tych metod
ma pozwoli¢ na proste rozeznanie, ktore rozwigzanie bedzie optymalne dla przyjetych
kryteriow.

1.2 Przeglad rozwiagzan

Nie ulega watpliwosci, ze algorytmy $ledzenia $ciezki sa niezwykle istotne z perspek-
tywy wielu wyzwarn robotyki. Z tego wzgledu na przestrzeni lat powstato wiele rozwigzan
problemu §ledzenia Sciezki.

Metody pozwalajace na realizacje rozwazanego zadania mozna rozrézni¢ ze wzgle-
du na sposob definiowania $ciezki [106]. Sciezke mozna zdefiniowaé za pomoca punktow
weztowych, ktore nastepnie laczy sie liniami prostymi [15] lub wielomianami sklejany-
mi [22|. Z kolei Dubins zaproponowal pewne elementarne sktadowe $ciezek: tuki okregow
oraz styczne do nich linie proste [28]. Wreszcie, §ciezke mozna reprezentowaé jako funkcje
zalezna od wirtualnego parametru. To ostatnie podejscie jest najbardziej ogdlne. Jego
reprezentacja jest metoda oparta o parametryzacje krzywoliniowe, ktora zostata poddana
analizie w niniejszej rozprawie.

[stnieje rowniez szeroka gama realizacji zadania Sledzenia Sciezki. Ze wzgledu na po-
ziom skomplikowania zadania, w literaturze mozna odnalez¢ wiele strategii sterowania
pozwalajacych na jego realizacje [53]. Podstawowy podzial metod pozwala na wyréznie-
nie podejscia parametrycznego oraz nieparametrycznego.

Jednymi z pierwszych rozwijanych podej$é¢ do realizacji zadania Sledzenia Sciezki by-
ly metody geometryczne [118]. Wiazaly sie one ze zdefiniowaniem pewnego wirtualnego
punktu odniesienia na Sciezce. Celem sterownika byla minimalizacja odlegto$ci miedzy
obiektem sterowania a uciekajacym nierzeczywistym celem. Do tej rodziny rozwigzan na-
lezy algorytm pure pursuit, ktory byt realizowany w wielu wersjach [4, 99]. Czasami takie
prawa $ledzenia byly optymalizowane za pomoca modelu Dubinsa [52].

Bardzo skuteczne i wydajne sa réwniez algorytmy sterowania oparte o nieparame-
tryczny opis $ciezki. Bazuja one bowiem na numerycznej analizie powierzchni i ksztattow.
W tym podejsciu zadang Sciezke definiuje sie jako zbiér punktow referencyjnych, kto-
re spelniaja pewne skalarne rownanie [86]. Wymaga sie, aby warto$¢ tego réwnania na
Sciezce wynosita 0. We wszystkich pozostatych punktach przestrzeni rownanie przyjmuje
wartos¢ niezerowa. W rezultacie, analizowana wielko$é¢ staje sie pewna miara odlegtosci
od krzywej. Te koncepcje czesto wykorzystuje sie do sterowania robotami mobilnymi,
np. platformami kotowymi [26, 68, 89|, obiecktami latajacymi [18]| czy ciagnikami z przy-
czepami [85]. To podejscie mozna rowniez wykorzysta¢ w procesie optymalizacji ruchu
robota [46].

Chetnie rozwijana technika jest takze metoda pol wektorowych [86, 92, 130, 135]. Klu-
czowe w tym podejéciu pola wektorowe sa konstruowane na podstawie geometrii zadanej
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krzywej. Wymaga sie, aby krzywe catkowe pola wektorowego zbiegaly do zdefiniowanej
Sciezki [61]. Na tej podstawie generowane sa odpowiednie sterowania robota. Metoda pél
wektorowych moze by¢ realizowana zaréwno nieparametrycznie, jak i parametrycznie.
W drugim przypadku zadana krzywa geometryczng reprezentuje sie za pomoca funkcji
skalarnych, co sprowadza sie do rozwazania n-wymiarowych pol wektorowych [47]. Skut-
kuje to znaczacym wzrostem wymiarowosci problemu, ktéry zwyczajowo jest osadzony
w przestrzeni dwuwymiarowej lub trojwymiarowej. Metoda poél wektorowych charakte-
ryzuje sie bardzo korzystna matematyczna reprezentacja zadania. Jest ona dogodna dla
opisu krzywych zmieniajacych sie w czasie [47|, ktore moga wystapi¢ w srodowiskach
z dynamicznymi przeszkodami. Jednakze to podejécie jest obarczone osobliwo$ciami wy-
nikajacymi z lokalnych ekstreméw w rozwiazaniu. Problem osobliwosci pol wektorowych
moze by¢ rozwiazany poprzez dodatkowe zwickszenie wymiarowosci zadania [136]. Alter-
natywne podejécie zostalo zaproponowane w pracy [104]. Autorzy oparli definicje pola
wektorowego o elementy wynikajace z parametryzacji krzywej metoda Serreta—Freneta,
a jako rozwigzanie problemu rozrézniania punktow réwnoodleglych od krzywej wskazali
uwzglednienie minimalnej odlegtosci od krzywej w opisie stanu obiektu wzgledem krzywe;j.
To ostatnie zatozenie jest fundamentalne dla parametryzacji ortogonalnych rozwazanych
W niniejszej rozprawie.

Innym powszechnym rozwiazaniem, stosowanym zwlaszcza do sterowania platformami
mobilnymi, jest sterowanie predykecyjne [54, 133]. To podejscie pozwala na generowanie
optymalnych rozwiazan problemu sterowania w okreslonym horyzoncie czasowym. Jest to
mozliwe dzieki szacowaniu przysztych stanéw obiektu sterowania na podstawie jego mo-
delu [105]. W ostatnich latach metody sterowania predykcyjnego sa chetnie wspomagane
za pomoca technik uczenia maszynowego |73, 128].

Wreszcie, problem §ledzenia $ciezki mozna rowniez rozwiazac za pomoca metod w pel-
ni parametrycznych, ktore stanowia przedmiot rozwazan tej pracy. W wielu dotychcza-
sowych rozwigzaniach prym wiodla metoda Serreta—Freneta jako najbardziej intuicyjna
ze wzgledu na swoj geometryczny charakter [41, 116]. To podejscie dobrze sprawdzito sie
w wielu aplikacjach. W literaturze mozna odnalezé¢ mnostwo przyktadow zastosowan para-
metryzacji krzywoliniowych do sterowania robotami, m. in. manipulatorami holonomicz-
nymi [45, 81|, nieholonomicznymi platformami mobilnymi [41, 69, 84|, manipulatorami
mobilnymi [75, 83|, obiektami latajacymi |71], rojami robotoéw [16] czy manipulatorami
kosmicznymi |27]. Dzieki mozliwosci modelowania ruchu uktadu lokalnego na $ciezce moz-
na bylo rowniez realizowa¢ dodatkowe zadania, jak zatrzymanie na $ciezce [45]. Posrod
mnogosci rozwigzan opartych o parametryzacje krzywoliniowe mozna zauwazy¢ jednak
sporo ograniczen. Wiele probleméw zostalo zredukowanych do rozwazan ruchu pojazdow
mobilnych na ptaszezyznie (69, 102, 84|. Ponadto, ze wzgledu na ograniczenia metody,
niektore rozwiagzania umozliwialty jedynie asymptotyczne zblizanie si¢ do Sciezki [81]. To
pokazuje, ze cho¢ rozwigzania parametryczne sg powszechnie cenione, pozostaje wciaz
sporo przestrzeni na udoskonalenia. Doglebne zbadanie tej tematyki i zaproponowanie
stosownych rozwiazan jest jednym z gtéwnych celéw niniejszej rozprawy.

1.3 Gloéwne tezy pracy
Autor pracy stawia nastepujacg teze:

Parametryzacje krzywoliniowe to narzedzie matematyczne, ktére mozna sku-
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tecznie stosowaé¢ do modelowania ruchu robota wzgledem $ciezki (krzywej geo-
metrycznej). Uzyskany opis pozwala uzyskaé¢ ograniczenia predkosciowe, ktore
nalezy uwzgledni¢ w uktadzie sterowania do realizacji ruchu wzdtuz Sciezki.

Szczegbdtowa analiza problemu prowadzi do postawienia bardziej precyzyjnych pytan
badawczych i tez, ktore sa weryfikowane w niniejszej rozprawie.

J1 Do realizacji zadania §ledzenia Sciezki mozna skutecznie zastosowaé rézne metody
parametryzacji krzywoliniowych: Serreta—Freneta, Bishopa, beta.

T2 Istnieja globalne metody opisu robota wzgledem $ciezki (dobrze okreslone w calej
przestrzeni R?).

T3 Mozliwe jest zastosowanie metodologii typowej dla uktadéw nieholonomicznych, np.
algorytmu catkowania wstecznego, do projektowania algorytméw $ledzenia $ciezki.

J4 Sterownik dynamiczny, odpowiadajacy za realizacje zaplanowanych profili predko-
Sciowych wynikajacych z opisu wzgledem Sciezki, moze byé dostosowany do pozio-
mu znajomosci parametréw dynamiki robota bez koniecznosci modyfikacji struktury
uktadu sterowania w zadaniu $ledzenia Sciezki.

T5 Podejécie parametryczne do realizacji zadania §ledzenia $ciezki mozna rozszerzy¢
o sterowanie postura (polozenie wraz z orientacja) robota wzgledem $ciezki w prze-
strzeni trojwymiarowe;j.

J6 Ograniczenia na sterowania moga by¢ jawnie uwzglednione w algorytmach $ledzenia
Sciezki.

J7 Parametryczny opis robota wzgledem uktadu lokalnego na $ciezce mozna zastosowac
do sledzenia rzeczywistych obiektow.

1.4 Przeglad zawartosci i wktadu pracy

Prezentowana dysertacja zawiera omoéwienie zastosowania parametryzacji krzywolinio-
wych do realizacji zadania Sledzenia Sciezki przez rézne uktady robotyczne: manipulato-
ry holonomiczne oraz nieholonomiczne manipulatory mobilne. W pracy przeanalizowano
wlasnosci réznych metod parametryzacji, wskazujac na ich wady i zalety. Na ich podsta-
wie zdefiniowano prawa sterowania wraz z dowodami stabilnosci algorytméw. Wreszcie,
rozwazono praktyczne aplikacje wynikajace z rozwazanej teorii. Wyniki weryfikowano sy-
mulacyjnie oraz czesciowo eksperymentalnie, na manipulatorze KINOVA® Gen3.

W rozdziale 1, ktory stanowi wstep do niniejszej rozprawy, przedstawiono podstawowe
motywacje do podjecia badan. Sformutowano takze tezy i pytania badawcze, na ktore
poszukiwano odpowiedzi.

Podstawowym narzedziem matematycznym wykorzystanym w przedstawionych bada-
niach sg parametryzacje krzywoliniowe. W rozdziale 2 zaprezentowano réwnania definiuja-
ce rézne metody parametryzacji: Serreta—Freneta, Bishopa, beta. Rozgraniczono réwnania
w parametryzacji unormowanej, gdy parametr ma interpretacje odlegtosci krzywoliniowe;j
na sciezce, oraz w parametryzacji nieunormowanej, gdy parametr jest definiowany bar-
dziej ogolnie. Ponadto, wskazano réznice miedzy poszczegdlnymi metodami, uwypuklajac
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[Parametryzacje krzywoliniowe]

Serret—Frenet,
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L
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Rysunek 1.1: Rozwazone parametryzacje krzywoliniowe do opisu robota wzgledem $ciezki.

warto$¢ metody dotychczas rzadziej stosowanej w aplikacjach robotycznych — parametry-
zacji Bishopa. Kluczowy aspekt, ktory podkreslono w tym rozdziale, stanowia rownania
ewolucji uktadu lokalnego wzdtuz krzywej geometryczne;j.

Nastepnie, w rozdziale 3 przedstawiono, w jaki sposéb wykorzysta¢ rownania uktadu
lokalnego na Sciezce, wynikajace z danej metody parametryzacji krzywoliniowej, do opisu
robota wzgledem $Sciezki. W tym celu wykorzystano parametryzacje:

e ortogonalng — minimalizuje wymiarowo$¢ zadania dzieki zalozeniu, ze punkt pro-
wadzenia robota zawsze znajduje sie w pltaszczyznie normalnej. Zatozenie to jednak
prowadzi do wystepowania osobliwoéci opisu, ktore zostaly oméwione w rozdzia-
le 3.1;

e nicortogonalng — nie wprowadza dodatkowych ograniczen do opisu robota wzgledem
Sciezki. W konsekwencji, konieczne jest sterowanie robotem we wszystkich kierun-
kach uktadu lokalnego.

W rozdziale 3 przedstawiono jawne rownania opisu robota wzgledem $ciezki w parametry-
zacji Serreta—Freneta (tozsame z parametryzacja beta) oraz Bishopa, w wersji ortogonalne;j
oraz nieortogonalnej, zgodnie ze schematem na rys. 1.1. W tej czesci sformutowano takze
rOwnania opisujace orientacje robota wzgledem Sciezki. W tym celu wykorzystano zaréwno
katy Eulera, jak i kwaterniony jednostkowe. Pointa tej czesci jest zdefiniowanie ogdlnych
rownan opisujacych ruch robota wzgledem Sciezki, ktore konstytuuja ograniczenia pred-
kosciowe niezbedne do realizacji zadania $ledzenia $ciezki.

Rozdzial 4 zawiera precyzyjne sformutowanie problemu sterowania rozwazanego w ni-
niejszej rozprawie. Przedstawiono tam najwazniejsze zalozenia dotyczace prezentowanej
metody. W szczegdlnosci pokazano, w jaki sposob nalezy wpisa¢ ograniczenia predkosciowe
wynikajace z opisu wzgledem $ciezki w strukture obiektu holonomicznego oraz mobilnego
obiektu nieholonomicznego. Nastepnie wskazano ogolne zalozenia dotyczace uktadu ste-
rowania oraz jego konstrukcji, ktora jest konsekwencja wcze$niej zdefiniowanych modeli
obiektow.

Ogolne modele z rozdzialu 4 upostaciowiono w rozdziatach 5 oraz 6, cho¢ nie zrezy-
gnowano z uogélnionego poziomu abstrakcji. Najpierw, w rozdziale 5 przedstawiono algo-
rytmy sterowania dla obiektow holonomicznych. Zaproponowano rozwiagzania dla réznych
pozioméw znajomosci dynamiki obiektu. Wyrézniono przypadki:
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e pelnej znajomosci modelu,

e nieznajomo$ci parametrycznej,
e nieznajomosci strukturalnej,

e braku znajomosci modelu.

Dla kazdego przypadku zaproponowano algorytm sterowania i przedstawiono dla niego
dowdd stabilnosci. W szczegdlnosei, sterownik kinematyczny za kazdym razem oparto
na opisie robota wzgledem Sciezki, uzyskanym na podstawie parametryzacji krzywolinio-
wych. Wyniki teoretyczne weryfikowano symulacyjnie dla manipulatora o trzech stopniach
swobody, a takze symulacyjnie i eksperymentalnie dla manipulatora redundantnego Ki-
NOVA® Gen3, ktory byt dostepny w miejscu prowadzenia badan — Katedrze Cybernetyki
i Robotyki Politechniki Wroctawskiej. Nalezy podkresli¢, ze zwtaszcza wyniki ekspery-
mentow Swiadcza o mozliwosciach praktycznego zastosowania proponowanych rozwigzan
i stanowia bardzo istotny aspekt walidacji.

Rozdzial 6 posiada analogiczna strukture do rozdzialu 5. Ponownie przedstawiono
algorytmy sledzenia $ciezki wraz z dowodami ich stabilnosci, jednak tym razem zostaly
one dostosowane do specyfiki nieholonomicznych manipulatoréw mobilnych. Rozwazono
rozne przypadki znajomosci modelu dynamiki obiektu sterowania. Jednakze, za kazdym
razem wykorzystano opis robota wzgledem Sciezki uzyskany za pomocg parametryzacji
krzywoliniowych. Wyniki teoretyczne zweryfikowano za pomoca badan symulacyjnych dla
manipulatora mobilnego typu (nh, h).

Scenariusze symulacyjne przedstawione w rozdziatach 5 oraz 6 zostaly skonstruowane
tak, aby wykorzysta¢ kazda ze zdefiniowanych wczesniej wersji parametryzacji krzywoli-
niowej i opisu robota wzgledem Sciezki. Cechy charakterystyczne tych metod, z uwypukle-
niem najbardziej istotnych wtasnosci, zostaly poréwnane i przeanalizowane w rozdziale 7.
Celem tego rozdziatu bylo uzyskanie syntetycznej informacji, w jakich warunkach war-
to stosowaé poszczegdlne metody parametryzacji, a w jakich nalezy unika¢ konkretnych
rozwigzan. Na podstawie zawartej tam analizy mozliwe jest wybranie odpowiedniego roz-
wigzania dostosowanego do ograniczen rozwazane] aplikacji.

Kolejne dwa rozdziaty stanowig krok w kierunku praktycznych zastosowan zapropono-
wanych rozwiazan. W rozdziale 8 przedstawiono sposoby na uwzglednienie ograniczen na
sterowanie przy realizacji zadania $ledzenia Sciezki. Z kolei w rozdziale 9 w oparciu o roz-
wazane parametryczne podejécie do zadania Sledzenia $ciezki zaproponowano metode,
ktora mozna wykorzysta¢ do realizacji manewru przechwytu poruszajacego sie obiektu.

Wreszcie, rozdzial 10 to zwiezte podsumowanie pracy. Zweryfikowano tam realizacje
tez badawczych postawionych we wstepie, a takze wskazano mozliwe kierunki dalszych
badan i rozwoju.



Rozdzial 2

Parametryzacje krzywoliniowe

Sciezke w ujeciu robotycznym definiuje sie jako krzywa geometryczng niezalezna od
czasu. Jej opis jest Scisle powiazany z dlugoscia Sciezki lub odlegtoscia, ktora zostata zre-
alizowana wzdtuz $ciezki. Jednym ze sposobéw opisu geometrii krzywych w przestrzeni
sa parametryzacje krzywoliniowe. Te metody pozwalaja zdefiniowaé lokalny uktad wspot-
rzednych, ktory porusza si¢ wzdtuz krzywej, a jego ewolucja wynika wprost z geometrii
parametryzowanego obiektu.

Definicja parametru, wzgledem ktorego opisywana jest krzywa, pozwala rozrézni¢ pa-
rametryzacje unormowana oraz nieunormowana [93]. W przypadku parametryzacji unor-
mowanej rownania krzywej zaleza od odleglosci krzywoliniowej s, zwanej inaczej dtugoscia
tukows. Parametr unormowany mozna interpretowac jako dtugo$é nici zaczepionej w usta-
lonym punkcie poczatkowym i potozonej idealnie wzdtuz krzywej. Parametr s pozwala
zatem okresli¢, jak daleko od poczatku krzywej znajduje sie wybrany punkt. Parametry-
zacja nieunormowana wzgledem dowolnego parametru u jest przypadkiem ogdlniejszym
— parametr krzywej mozna definiowa¢ w sposéb dowolny. Wiele krzywych mozna opi-
sa¢ za pomoca parametryzacji unormowanej, m. in. linie sSrubows czy klotoide. Jednakze
w wielu przypadkach, np. dla wielomianow sklejanych, trudno uzyskaé¢ analityczna postaé
parametryzacji unormowanej ze wzgledu na nieliniowa zaleznos¢ obu parametrow

e

gdzie || - || oznacza norme euklidesowa wektora. Zaleznosé (2.1) pozwala zdefiniowaé pred-
kos¢ krzywoliniowa, a wiec tempo ewolucji uktadu lokalnego wzdtuz Sciezki. Pochodne po
czasie parametru unormowanego i nieunormowanego zaleza od siebie zgodnie z rownaniem

dr(u)
du H ‘

dr(x)
dx

dx, (2.1)

s(u,u) :u‘

(2.2)

W niniejszym rozdziale przedstawiono definicje réznych metod parametryzacji krzy-
woliniowych zaréwno w postaci unormowanej, jak i nieunormowane;j.

Spostrzezenie 1. Nalezy podkreslic, ze niezaleznie od parametru, wzgledem ktorego sq
opisywane poszczegdlne wielkosci definiujgce geometrie krzywej w przestrzeni, wyrazajg
one te same wartosci w globalnym uktadzie odniesienia. W szczegolnosci, dla pewnej krzy-

wej T zachodzi
r(s) =r(s(u)) =r(u), (2.3)
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przy czym powyzsze rownanie pozwala opisaé potozenie punktu na krzywej w globalnym
uktadzie odniesienia.

2.1 Parametryzacja Serreta—Freneta

Jedna z najpowszechniej stosowanych metod parametryzacji krzywoliniowej, ktora po-
zwala opisa¢ zmiany geometrii krzywej w przestrzeni trojwymiarowej, jest parametryzacja
Serreta—Freneta. Ta metoda zostata opisana niezaleznie przez francuskich matematykow
Josepha Alfreda Serreta [110]| oraz Jeana Frédérica Freneta [|44]. Uktad lokalny, ktorego
ruch wzdtuz krzywej mozna opisa¢, jest zbudowany z trzech wektoréw, ktére rozpinaja
baze ortonormalna w przestrzeni R?, okreslang mianem trojscianu Freneta [122]. Defini-
cja wektorow bazowych uktadu Serreta—Freneta jest intuicyjna geometrycznie. Tréjscian
Freneta rozpinaja bowiem wektory: styczny do krzywej t, normalny do krzywej n oraz
binormalny do krzywej b. Ich potozenie w przestrzeni wzgledem pewnej krzywej r przed-

stawiono na rys. 2.1.

plaszczyzna
prostujaca

binormalna

plaszczyzna -

normalna

s

|
I
I
I
I
1
I
I
I
I

I

I

I

1

I 7

I

-

plaszczyzna

styczna normalna gtéwna

Rysunek 2.1: Trojécian Freneta.

Parametry opisujace geometrie krzywej sa okreslane jako krzywizna k oraz torsja T.
Krzywizna okresla stopien odchylenia krzywej od linii prostej, podczas gdy torsja wyraza
odchylenie krzywej od ptaszezyzny [93]. Te wartosci bezposrednio wplywaja na definicje
ewolucji uktadu Serreta-Freneta wzdtuz krzywej.

Ponizej przedstawiono réwnania opisujace parametryzacje Serreta—Freneta w postaci
unormowanej oraz nieunormowane;.
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2.1.1 Parametryzacja unormowana

W parametryzacji unormowanej (wzgledem odlegtosci krzywoliniowej s) wektory ba-
zowe uktadu Serreta—Freneta definiuje sie jako [93]

dr(s)
ds ’
dt(s

n(s) = o (2.4b)
ds

b(s) = t(s) x n(s). (2.4c)

t(s) = (2.42)

—

Z kolei parametry geometryczne krzywej, krzywizne oraz torsje, oblicza sie zgodnie z na-
stepujacymi zaleznosciami [101]

’ , (2.5a)
1 dr(s) d?r(s) d°r(s)
= = 2.5b
H K2(s) < ds ~ds? ' ds® [/ (2.5b)
gdzie (-, ) oznacza iloczyn skalarny wektorow.
Ewolucje uktadu Serreta—Freneta wzdtuz krzywej wyrazaja rownania 93|
dt
d(:) — k(s)n(s), (2.62)
d
M) o)tls) + (s, (2.6b)
d
2(55) — —2(s)n(s). (2.6¢)
Zaleznosci (2.6) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej jako
0 —«k(s) 0
o) ) b fe(s) n(s) b(s)] | k(s) 0 —x(s) | (27)
T(s) 0

Niech dana bedzie macierz Ssg(s), ktorej kolumny stanowia wektory bazowe uktadu
Serreta—Freneta

Sse(s) = [t(s) m(s) b(s)]. (2.8)

Tak zdefiniowana macierz Ssg(s) jest macierza opisujacg orientacje uktadu Serreta—Freneta
w inercjalnym uktadzie odniesienia. Jest to macierz ortogonalna i nalezy do specjalnej gru-
py obrotow, Ssp € SO(3), wiec zachodzi S&r = Sgp [122]. Uwzgledniajac definicje (2.8),
rownanie (2.7) mozna zapisa¢ jako

dSse(s)
ds

=Sse(s) | k(s) 0 —7(s) | = Ssr(s)Wsk(s), (2.9)
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gdzie macierz Wse(s) jest macierza skosnie symetryczng, tzn. zachodzi WgF = — Wi
Ewolucje uktadu Serreta—Freneta w czasie mozna wyznaczy¢, korzystajac z reguty
tancuchowe;j

Sse(s) = %é = $Ssr(s)Wsk(s). (2.10)

2.1.2 Parametryzacja nieunormowana

W przypadku parametryzacji krzywej dowolnym parametrem u, réwnania wektorow
uktadu Serreta—Freneta wymagaja dodatkowo normalizacji, aby rozpinaty baze ortonor-
malng. W zwiazku z tym, wersory bazowe w parametryzacji nieunormowanej dane sg za
pomoca rownaii [42]

dr(u)
_ du
) = o r (2.11a)
du
dr(u) d%r(u)
= e du? 2.11
b(u) dar N d21‘(u) H; ( b)
du du?
n(u) =b(u) x t(u). (2.11c)

Unormowanie parametru wptywa réwniez bezposrednio na definicje krzywizny i torsji

dr(u) d%r(u)
du du?

K(u) = ‘ , 2.12a
(u) ‘dr(u) 3 (2.12a)

du
dr(u) d?r(u) &3r(u)
d X 2 3
uw du du
(u) = ’
Postacie macierzy Ssg oraz W, zgodnie ze Spostrzezeniem 1, nie zalezg od unormo-

wania parametryzacji. Dlatego ewolucje uktadu lokalnego Serreta—Freneta wzdtuz krzywej
w parametryzacji nieunormowanej mozna opisa¢ rownaniem [93]

(2.12b)

dr(u) « d%r(u) 2 ’
du du?

dSSL(u) _ dSSFdFSS(U)) g_i — DSSF(S(U))WSF(S(LL)) = USSF(U)WSF(U), (2‘13)

g—i = ‘ %H. Oznacza to, ze zastosowany para-
metr do opisu krzywej nie zmienia jej ksztaltu, a zatem i Sciezka, po ktoérej porusza sie
uktad lokalny, pozostaje taka sama. Wyboér parametru do opisu krzywej wptywa jedynie
na tempo ewolucji uktadu lokalnego zgodnie ze wspotczynnikiem v.

Ewolucja w czasie ukladu lokalnego wynikajacego z nieunormowanej parametryzacji

krzywej réwniez wynika z zasady tancuchowe;j

gdzie, zgodnie z réwnaniem (2.2), v =

Ssr(u) = udsz—zf“). (2.14)
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Jednakze uwzgledniajac réwnania (2.2) oraz (2.13), zaleznosé (2.14) mozna sprowadzi¢ do
postaci

. dSse(s(u)) ds . .
Sor(u) = 222 22 = §Ser (W)W (w). (2.15)
ds du
Poréwnujac rownania (2.10) oraz (2.15), mozna zauwazy¢, ze ewolucja uktadu lokalnego
W czasie przyjmuje te sama postaé¢ niezaleznie od unormowania parametru.

2.2 Parametryzacja Bishopa

Alternatywna metode dla parametryzacji Serreta—Freneta zaproponowal Richard Bi-
shop w swojej pracy [8]. Parametryzacja Bishopa réwniez pozwala na opis zmian geometrii
krzywej w przestrzeni na podstawie ewolucji uktadu lokalnego wzdtuz tej krzywej.

Uktad Bishopa jest opisany przez trzy wersory, ktére tworza baze ortonormalna. Skta-
dowa tej bazy jest wektor styczny do krzywej t, ktory jest czeScia wspolna ukladow
Serreta—Freneta i Bishopa. Niemniej jednak, pozostate wersory bazowe nie posiadaja tak
oczywistej interpretacji geometrycznej, jak wektory normalny i binormalny definiowane
dla trojscianu Freneta. Zamiast nich wyréznia sie dwa wektory normalne, n, oraz n,.
W stanie poczatkowym moga one zosta¢ wybrane dowolnie tak, aby wraz z wektorem
stycznym t rozpinaly baze ortonormalna. W szczegoélnosci, moga odpowiadaé¢ uktadowi
Serreta—Freneta lub wynika¢ z jego rotacji wokoét wektora stycznego. Pomocna procedu-
ra do uzyskania pozadanego uktadu moze byé¢ réwniez ortogonalizacja Grama—Schmidta
i normalizacja wektorow.

Wynika z tego, ze definicja uktadu Bishopa w stanie poczatkowym posiada pewien
stopienn swobody. Jednakze ewolucja ukladu Bishopa jest unikatowa, nie zalezy od wa-
runku poczatkowego i w istotny sposob rézni sie od ewolucji uktadu Serreta—Freneta.
Podstawa definicji parametryzacji Bishopa jest fakt, ze wersory normalne generuja uni-
katowe wzglednie réwnolegte pola wektorowe wzdtuz krzywej [14]. Normalne pole wekto-
rowe m(s) wzdtuz krzywej jest wzglednie réwnolegte, jesli jego pochodna wzdtuz krzywej
jest styczna do krzywej [8, 67]. W szczegolnosci, przytoczona definicja oznacza, ze dla
pewnej funkcji g(s) zachodzi

= g(s)t(s). (2.16)

2.2.1 Parametryzacja unormowana

W przypadku unormowanej parametryzacji Bishopa wektor styczny jest zdefiniowany
identycznie, jak dla parametryzacji Serreta—Freneta i dany réwnaniem (2.4a). Wektory
normalne nalezy dobraé¢ tak, aby uzyskac¢ uktad lokalny rozpinajacy baze ortonormalna.

W celu opisania ewolucji uktadu Bishopa wzdtuz krzywej definiuje sie pewne funkcje,
ki(s) oraz ko(s) [8], ktore mozna okresli¢ mianem krzywizn Bishopa [70]. Para funkcji
(k1, ko) jest geometrycznym niezmiennikiem rozwazanej krzywej i okresla sie ja jako roz-
winiecie normalne krzywej [8]. Odpowiada ona parze wspotezynnikoéw opisujacych geo-
metrie krzywej w parametryzacji Serreta-Freneta: krzywiznie i torsji. Nalezy je zatem
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wykorzysta¢ do opisu ewolucji uktadu Bishopa wzdtuz krzywej za pomoca réwnan

dg(:) — ki (s)Ma(s) + Ka(s)Ma(s), (2.17a)
drgs(s) — ki (s)t(s), (2.17b)
dny(s)

22 = —Kals)Hs) (2.17¢)

Warto zauwazy¢, ze rownania (2.17b) oraz (2.17c) istotnie spelniaja wymagania wzgled-
nie réwnolegltego pola wektorowego opisanego réwnaniem (2.16). Ponadto, na podstawie
wzordéw (2.17) mozna wyznaczy¢ rozwiniecie normalne krzywej [8]. Skoro wersory bazowe
uktadu Bishopa sa ortonormalne, to zachodza zaleznosci [70]

ki(s) = <d:ci—(:),n1(s)> , (2.18a)
Kols) = <dz(:‘) ,n2(s)> . (2.18)

Niech bedzie dana macierz Sg(s) opisujaca orientacje uktadu Bishopa w globalnym
ukltadzie odniesienia. Analogicznie jak dla uktadu Serreta—Freneta (por. rownanie (2.8)),
jej kolumny stanowia wektory bazowe uktadu Bishopa

Se(s) = [t(s) m(s) ma(s)]. (2.19)

Dla tak zdefiniowanej macierzy Sg(s) rownania (2.17) mozna przedstawi¢ w zwartej po-
staci macierzowej

dSg(s) _ [dt(s) dn (s) dng(s)] _
ds ds ds ds
0 —kils) —kofs)
= [t(s) mi(s) ma(s)] | ku(s) O 0 = Sg(s)Wg(s). (2.20)
ka(s) 0 0

Mozna zaobserwowac, ze ewolucja tego uktadu ma charakter analogiczny do ewolucji ukta-
du Serreta—Freneta wyrazonej za pomoca rownania (2.9). Ze wzgledu na ortonormalnosé
rozwazanego uktadu lokalnego, macierz wspotczynnikow Wi (s) rowniez jest macierzg sko-
$nie symetryczng [8]. Ewolucje macierzy Sg(s) wraz z uplywem czasu wyraza réwnanie
analogiczne do zaleznosci (2.10)

_ dSg(s)

SB(S) ds

§ = $Sp(s)Wh(s). (2.21)

2.2.2 Parametryzacja nieunormowana

Parametryzacje Bishopa réwniez mozna wyrazi¢ wzgledem nieunormowanego para-
metru. Wowcezas uktad lokalny na krzywej tworza wektory: styczny zdefiniowany wzo-
rem (2.11a), a takze dwa wektory normalne dobrane zgodnie z charakterystyka metody.
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W réwnaniach opisujacych ewolucje uktadu bazowego konieczne jest uwzglednienie para-

metru skali
B ds

|| dr(u)
—a—‘

du

v

' , (2.22)

ktory wynika wprost z rownania (2.2). Zgodnie ze Spostrzezeniem 1, postaci macierzy Sg
oraz W nie zaleza od unormowania parametru. Dlatego zwarty opis macierzowy (2.20)
w parametryzacji nieunormowanej przyjmuje postac

dSg(u) _ dSg(s(u)) ds

du ds  du LS (s(W)Wp(s(u)) = vSp(W)Wp (). (2.23)

W sposob analogiczny mozna przeprowadzi¢ analize ewolucji uktadu Bishopa w czasie,
ktora zachodzi zgodnie z réwnaniem

_ dSs(stw)ds o oo iw ). (2.24)

SB (W) ds du

a zatem sprowadza sie do tej samej postaci, co w przypadku parametryzacji unormowanej,
ktora jest dana rownaniem (2.21).

Szczegbdlng uwage nalezy jednak zwrdci¢ na definicje krzywizn Bishopa w parame-
tryzacji nieunormowanej. Ze wzgledu na zaleznosci miedzy parametrami wyrazone row-
naniem (2.1), definicje rozwiniecia normalnego krzywej (2.18) nalezy zmodyfikowaé do

postaci
< ’;(su)’m(u)> =1—)<%,m(u)> =§<%§),nl(u)>, (2.25a)

Kafw) = <dt“”,n2(u)> 1 <dt“” “2(u)> _ 1 <M,n2(u)>. (2.25b)

ds v du ’ V2 du?

Kl
£
I

Wrynika stad, ze dla definicji uktadu Bishopa w parametryzacji nieunormowanej para-
metr skali v, dany réwnaniem (2.22), nie moze sie zerowa¢. W przeciwnym razie row-
nania (2.25) beda nieokreslone, a krzywizne Bishopa bedzie mozna wyznaczy¢ jedynie
na podstawie bezposredniej zaleznosci od niezmiennikéw geometrycznych parametryzacji
Serreta—Freneta.

2.2.3 Zalezno$ci miedzy parametryzacja Bishopa a parametryza-
cja Serreta—Freneta

Miedzy geometrycznymi niezmiennikami obu parametryzacji zachodzi pewien zwigzek.
Jezeli rozwiniecie normalne krzywej zostanie zapisane za pomoca wspotrzednych biegu-
nowych [14], to w interpretacji zespolonej zachodzi

<k1(s),kg(s)> — k(s)et/T(s)ds, (2.26)

Ponadto, niech bedzie zdefiniowany parametr ¢ jako [109]

b(s) = |t ax-+ (2.27)

So
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gdzie ¢ oznacza rotacje uktadu Bishopa w stanie poczatkowym, natomiast sy definiuje
punkt na Sciezce, w ktorym zostat umieszczony uktad lokalny w stanie poczatkowym.
Wowcezas funkcje (kq,ks) mozna potraktowaé jako wspolrzedne kartezjanskie systemu,
ktorym odpowiadaja wspoltrzedne biegunowe (k, ) [70]. Zatem krzywizny Bishopa sa
opisane zalezno$ciami

ki(s) = k(s) cos d(s), (2.28a)
ka(s) = k(s)sin ¢(s), (2.28b)

natomiast parametr ¢ opisuje rotacje uktadu Bishopa wokoét krzywej, czyli wzgledem
wektora stycznego t. Korzystajac z rownan (2.5a) oraz (2.17a), a takze uwzgledniajac
fakt, ze wersory m; i ny sg ortonormalne, mozna réwniez uzyskaé¢ zalezno$é¢ na krzywizne

k(s) = [[ki(s)na(s) + ka(s)nz(s)[| = /KF(s) + K3(s), (2.29)

ktora wynika wprost z zaleznosci (2.28).

7 przytoczonych zaleznosci pomiedzy reprezentacjami krzywej, ktére wynikaja z po-
szczegblnych metod parametryzacji, wynika definicja wektoréw bazowych uktadu Bishopa
w zaleznosci od wersorow ukladu Serreta-Freneta [109]

n; =ncosd — bsin P, (2.30a)
N, = nsin ¢ + b cos ¢. (2.30b)

Warto podkresli¢, ze transformacja dana rownaniem (2.30) jest odwracalna, o ile wszystkie
jej elementy sa dobrze zdefiniowane. Zatem w kazdym punkcie krzywej mozna obliczy¢
uktad Bishopa odpowiadajacy uktadowi Serreta—Freneta i vice versa.

Parametryzacja Bishopa wyréznia sie pewnymi cechami, ktore stanowia remedium na
niepozadane wlasnosci uktadu Serreta—Freneta [39]. Wsrod najwazniejszych zalet metody
Bishopa nalezy wyréznié¢ nastepujace kwestie:

1. Okreslonos¢ uktadu lokalnego w punktach o zerowej krzywiznie.

Uktad Serreta—Freneta jest nieokreslony w punktach o zerowej krzywiznie, np. dla
calej linii prostej. Wynika to z definicji wektoré6w normalnych danych réwnaniem
(2.4b) lub (2.11b), w zaleznosci od unormowania parametryzacji. W obu przy-
padkach w mianownikach wyrazenn wystepuje krzywizna opisana odpowiednio de-
finicjami (2.5a) lub (2.12a). Dzieki nieintuicyjnemu doborowi wektoréw normalnych
w metodzie Bishopa mozna wyznaczy¢ parametryzacje dla krzywych, dla ktorych
krzywizna zanika [8].

2. Brak nieciaglosci w ewolucji uktadu lokalnego.

Krzywizna zanikajaca punktowo powoduje rowniez, ze skrecenie uktadu Serreta—
Freneta nie moze by¢ zdefiniowane [109]|. Prowadzi to do nieciagtej ewolucji wektora
normalnego, a tym samym — calego uktadu Serreta—Freneta. Problem ten zostat zni-
welowany dzieki zastosowaniu wzglednie rownoleglego przesuniecia wektorow wzdtuz
krzywej w ewolucji uktadu Bishopa.

3. Redukcja wymaganej klasy parametryzowanej krzywej do klasy C2.
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Parametryzacja Serreta—Freneta wymaga, aby dana krzywa byta co najmniej kla-
sy G2, czyli minimum trzykrotnie rézniczkowalna w sposoéb ciggly. Wynika to wprost
z rownania (2.5b) lub (2.12b). W przypadku uktadu Bishopa wystarczajacy jest wa-
runek klasy 2.

4. Mozliwosé swobodnej rotacji uktadu Bishopa w stanie poczatkowym przy jednocze-
snym zachowaniu unikatowosci ewolucji wzdluz krzywe;j.

Na podstawie rownania (2.27) mozna wnioskowaé, ze uktad Bishopa nie jest jed-
noznacznie zdeterminowany przez krzywa ze wzgledu na stopienn swobody zwiazany
z jego rotacja [109]. Zalezy on od doboru stalej catkowania w tymze réwnaniu.
Jednakze po zdefiniowaniu tej wartosci, czyli okresleniu uktadu Bishopa w stanie
poczatkowym, uktad lokalny jest jednoznacznie okreslony dla catej krzywej, a jego
ewolucja zawsze przebiega zgodnie z rownaniami (2.20) lub (2.23), w zaleznosci od
unormowania parametryzacji.

5. Ewolucja uktadu Bishopa wzdluz krzywej minimalizuje rotacje uktadu lokalnego
wokol krzywej (wzgledem wektora stycznego) [109].

2.3 Parametryzacja beta

W rozdziale 2.2.3 wskazano, ze parametryzacja Bishopa pozwala na zniwelowanie wielu
trudnosci, ktore mozna napotkaé przy stosowaniu parametryzacji Serreta—Freneta. Jed-
nakze wiaze sie to réwniez z zupetnie odmiennym zachowaniem uktadu lokalnego stowa-
rzyszonego z krzywa. Tymczasem w pewnych aplikacjach zastosowanie uktadu Serreta—
Freneta moze okazac si¢ szczegodlnie korzystne i pozadane, np. ze wzgledu na che¢é mini-
malizacji rotacji uktadu lokalnego wzgledem wersora normalnego, a nie stycznego.

W celu uzyskania pozadanej ewolucji uktadu Serreta—Freneta, przy jednoczesnym wy-
korzystaniu zalet parametryzacji Bishopa, w pracy [14]| zaproponowano parametryzacje
beta. Pozwala ona zdefiniowaé¢ uktad Serreta—Freneta w danym punkcie krzywej na pod-
stawie parametryzacji Bishopa. W tym celu wykorzystuje sie zaleznosci wiazace wektory
bazowe obu uktadéw. Parametryzacja beta jest zatem oparta o odwrotnosé transformacji
danej rownaniem (2.30) i wyraza sie zaleznoscia

n=mnjcosd +nysinod, (2.31a)
b = -—mn;sind + nycos ¢. (2.31b)

Takie podejscie pozwala uzyska¢ ewolucje uktadu lokalnego zgodna z réwnaniami parame-
tryzacji Serreta—Freneta, wyrazona rownaniem (2.7) dla parametryzacji unormowanej lub
rownaniem (2.13) dla parametryzacji nieunormowanej. Jednoczesnie zachowane sa poza-
dane wtlasnosci uktadu Bishopa. Dzieki temu punkty o zerowej krzywiznie nie degeneruja
uktadu lokalnego, a jego ewolucja wzdtuz krzywej jest ciagta.

W powyzszych wzorach pominieto parametr, wzgledem ktorego krzywa jest opisana,
gdyz zgodnie ze Spostrzezeniem 1 nie wplywa on na wartosci wektoréow bazowych w glo-
balnym uktadzie odniesienia. Unormowanie uzyskiwanego uktadu beta bedzie wynikato
wprost z unormowania uktadu Bishopa.

Na podstawie krzywizn Bishopa mozna réwniez wyznaczyé¢ wartosci geometrycznych
niezmiennikéw Serreta—Freneta: krzywizny oraz torsji. Krzywizne mozna wyznaczy¢ wprost
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na podstawie réwnania (2.29), natomiast torsja wynika z réwnania (2.27)

do(s)
ds -
Spostrzezenie 2. Ze wzgledu na operacje rézniczkowania wzdtuz krzywej w réwnaniu (2.32)

wymaga sie, aby krzywa opisana w parametryzacji beta byta klasy co najmniej C3. Para-
metryzacja beta zatem nie zachowuje wszystkich wtasnosci parametryzacyi Bishopa.

(s) = (2.32)

Jak zauwazono w pracy [14]|, w celu uzyskania parametru ¢ na podstawie pary geo-
metrycznych niezmiennikéw parametryzacji Bishopa, nalezy postuzyé¢ sie rownaniem

ka(s)
kl(S)’

co wynika wprost z rownarn (2.28). Moze to prowadzi¢ do nieciagltych zmian wartosci para-
metru ¢ wynikajacych z charakteru stosowanej funkcji cyklometrycznej. W zwiazku z tym
faktem trzeba zastosowa¢ odpowiednie algorytmy, np. stosujac podejicie zaproponowane
w pracy [14], ktore zapewnia ciagltosé wartosci skrecenia krzywej uzyskiwanej za pomo-
ca rownan (2.32) oraz (2.33). Jest to kluczowa kwestia dla uzyskania ciaglosci ewolucji
uktadu beta.

W przypadku parametryzacji nieunormowanej krzywizna wynika wprost z réwna-
nia (2.29), zgodnie ze Spostrzezeniem 1,

¢(s) = arctg (2.33)

uw) = [k (wny (u) + ke(uny (w|| = u) + k2 (u). (2.34)

Spostrzezenie 1 ma zastosowanie rowniez przy obliczaniu parametru ¢ w parametryzacji
nieunormowanej, dzieki czemu prawdziwa jest zaleznosé

ko (1)
ki(uw)

Przy obliczaniu torsji nalezy jednak uwzgledni¢ wspotczynnik v ze wzgledu na operacje
rozniczkowania w rownaniu (2.32)

dp(uw)  do(u)du  1dd(u)
ds  du ds v du

b(u) = arctg (2.35)

T(u) =

(2.36)

2.4 Synteza opisu ewolucji ukladu lokalnego

Nalezy zauwazy¢, ze rownania opisujace ewolucje uktadu lokalnego wzdtuz Sciezki za-
chowuja podobna strukture dla wszystkich metod parametryzacji krzywoliniowych przyto-
czonych w tym rozdziale. W szczegdlnosci, macierze opisujace orientacje uktadu lokalnego
w globalnym uktadzie odniesienia Ssr oraz Sg, dane réwnaniami (2.8) w parametry-
zacji Serreta—Freneta oraz (2.19) w parametryzacji Bishopa, zbudowane sa z wersorow
bazowych odpowiednich uktadéw. Podobnie macierze Wy oraz Wi, cho¢ réznia sie roz-
mieszczeniem elementéw sktadowych, to zachowuja wlasno$é skosnej symetrii i sg skon-
struowane z odpowiednich geometrycznych niezmiennikow krzywej.

Ze wzgledu na te wlasnosci mozna wnioskowaé¢ o pewnej generalnej strukturze opi-
sujacej ewolucje uktadu lokalnego wzdtuz Sciezki. W tym celu mozna zdefiniowaé¢ ogol-
ne macierze charakterystyczne dla procesu ewolucji, ktore przyjmuja szczegolng postaé
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w zaleznosci od zastosowanej metody parametryzacji. Niech zatem beda dane macierze:
S € {Ssr, S} oraz W € {Wgp, Wg}. Wowczas, na podstawie rownan (2.9) oraz (2.20)
mozna wnioskowacé, ze dla parametru unormowanego ewolucja uktadu lokalnego sprowa-
dza sie do postaci

dS
() _ s(sywis). (2.37)
ds
Analogicznie, dla parametryzacji nieunormowanej prawdziwe jest rownanie
dS
W _ L sawwiw), (2.38)
du

co wynika z réwnan (2.13) oraz (2.23).

Warto réwniez zwrocié uwage, ze niezaleznie od metody parametryzacji krzywolinio-
wej, a takze unormowania parametru, ewolucja uktadu lokalnego w czasie opisana jest
zawsze przez te sama zaleznosé

S =3sSW, (2.39)
o czym $wiadcza rownania (2.10), (2.15), (2.21) oraz (2.24).

Nalezy ponownie podkresli¢, ze w kazdym rozwazanym przypadku elementami ma-
cierzy S € {Ssr, Sg} sa wektory bazowe charakterystyczne dla danej metody, natomiast
macierz skosnie symetryczna W € {Wsg, Wy} jest skonstruowana na podstawie nie-
zmiennikéw geometrycznych krzywej odpowiednich dla wybranej parametryzacji. Skut-
kuje to odmiennym zachowaniem uktadu wzdtuz krzywej, a takze r6znymi wtasno$ciami
wymienionymi w niniejszym rozdziale. Pomimo tego struktura réwnan zostaje zachowana.
W dalszych rozwazaniach zostanie uwzgledniona ogdlna struktura rownan ewolucji ukta-
du (2.39). Szczegotowa postaé tych zaleznoscei zawsze bedzie zalezata od wyboru metody
parametryzacji krzywoliniowej, zgodnie z definicjami oméwionymi w niniejszym rozdziale.






Rozdzial 3

Rownania robota wzgledem Sciezki

Metody parametryzacji krzywoliniowych przedstawione w rozdziale 2 pozwalaja opi-
sa¢ zmiany geometrii krzywej w przestrzeni. Jednoczesnie definiuja ewolucje uktadu lo-
kalnego, ktory rozpina baze ortonormalng, wzdtuz danej krzywej zgodnie z jej geometria.
Formalizm ten nadaje si¢ zatem znakomicie do modelowania $ciezki, a takze do opisania
zachowania uktadu robotycznego wzgledem $ciezki.

Rozwazmy przestrzen trojwymiarows, ktora jest naturalnym srodowiskiem operacyj-
nym dla robotéw. Niech bedzie dany punkt P zwany punktem prowadzenia robota. Opisuje
on potozenie uktadu lokalnego zwiazanego z robotem w przestrzeni. W typowych aplika-
cjach punkt P okresla potozenie koricowki chwytaka manipulatora lub $rodek ciezkosci
platformy mobilnej. Wspoétrzedne tego punktu w globalnym uktadzie odniesienia oznaczo-
no za pomoca wektora

p=(x y Z)T. (3.1)

Kluczowym elementem opisu obiektu wzgledem $ciezki jest okreslenie potozenia punk-

tu prowadzenia robota wzgledem ukladu stowarzyszonego z krzywa, ktory wynika z przy-

jetej metody parametryzacji. Niech ta wielkos¢ wektorowa bedzie oznaczona symbolem d.
Dla $ciezki danej rownaniem 1 zalezno$é¢ d wyraza sie wzorem

d= ST(p —T) = (dl d2 dg)T, (32)

gdzie S oznacza macierz zbudowana z wektoréw bazowych uktadu lokalnego na Sciezce.
Zachowanie robota wzgledem $ciezki jest dynamiczne, a wiec zmienia sie w czasie.

W celu opisania tej zmiennosci, nalezy zroézniczkowaé¢ po czasie wyrazenie dane rowna-
niem (3.2)

. . . - T

d=S"(p—1)+S (p—r). (3.3)
Rownanie (3.3) opisuje zatem predkosci uktadu sterowanego w uktadzie lokalnym sto-
warzyszonym z zadang Sciezka. Wykorzystujac rownanie (3.2), a takze zaleznosé (2.39),
mozna przeksztalcié rownanie (3.3) do postaci

d= STPp—1)+sW'ST(p—1)=ST(p—1)+sW'd=S"(p—7)—sWd. (34)
Przyjete zatozenia dotyczace opisu robota wzgledem Sciezki pozwalaja zrealizowaé
réwnania (3.2) oraz (3.3) w wersji ortogonalnej i nieortogonalnej. W niniejszym rozdziale
przedstawiono szczegbétowe réwnania wynikajace z wymienionych podejsé. Ponadto, reali-
zacja opisu obiektu wzgledem krzywej rézni sie¢ w zaleznosci od wykorzystanej metody

parametryzacji krzywoliniowej. W nastepnych podrozdziatach podano réwnania wynika-
jace zar6wno z opisu w parametryzacji Serreta—Freneta, jak i parametryzacji Bishopa.
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3.1 Parametryzacja ortogonalna

W parametryzacji ortogonalnej zaktada sie, ze punkt prowadzenia robota P jest rzu-
towany ortogonalnie na Sciezke. Takie podejécie implikuje fakt, ze punkt P znajduje sie
zawsze w najblizszej odlegtosci od krzywej i jest potozony w ptaszczyznie normalnej do
rozwazane]j krzywej, zdefiniowanej przez wektor styczny. Innymi stowy, robot znajduje sie
zawsze w najblizszej odlegltosci od $ciezki, co jest istotnym uproszczeniem w praktycznej
realizacji zadania. Schemat parametryzacji ortogonalnej wzgledem pewnej $ciezki r przed-
stawiono na rys. 3.1. Nalezy zauwazy¢, ze na rys. 3.1 zostal przedstawiony uktad Bishopa.

Rysunek 3.1: Parametryzacja ortogonalna w przestrzeni R3.

Bez straty ogoélno$ci mozna jednak przyjac¢, ze w danej konfiguracji zachodzi ny = n
oraz Ny = b, co jest prawda dla ¢ = 0 zgodnie z réwnaniami (2.30). Zatem schemat na
rys. 3.1 jest prawdziwy réwniez dla uktadu Serreta—Freneta.

Ze wzgledu na przyjete zalozenie o ortogonalnym rzutowaniu punktu prowadzenia ro-
bota na Sciezke, wspotrzedna d; jest ustalona. Obiekt musi znajdowac sie zawsze w plasz-
czyznie normalnej, wiec jego polozenie w kierunku wersora stycznego jest zerowe. Jest
zatem tozsame z poczatkiem lokalnego uktadu wspolrzednych na krzywej, co przedsta-
wiono na rys. 3.1. Wynika stad, ze wektory (p —r) oraz t sg ortogonalne, (p—1) L t, co
sprowadza si¢ do warunku na zerowy iloczyn skalarny

(t,p—r1)=0. (3.5)
Zrozniczkowanie rownania (3.5) po czasie prowadzi do zaleznosci
dt L
<d—ss',p—f>+<t,p—r> =0, (3.6)

co po odpowiednim przeksztalceniu prowadzi do warunku na predkosé krzywoliniowa ukta-
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du lokalnego na sciezce, wskazanego m. in. w pracy [81]

s—_ \Lp—T) (37)

(p—T)
Zatozenie rzutowania ortogonalnego wprowadza zatem ograniczenie na zmiane odleglosci
krzywoliniowej w czasie. Ruch uktadu lokalnego wzdtuz krzywej nie moze by¢ okreslony
dowolnie, lecz jest cisle zdefiniowany przez warunek (3.7). Nalezy zauwazy¢, ze zastoso-
wanie parametryzacji ortogonalnej wprowadza do opisu obiektu osobliwos¢, ktéra wynika
z mianownika wyrazenia (3.7). Parametryzacja ortogonalna jest zatem dobrze okreslona
wszedzie tam, gdzie zachodzi

<%,p—r> £0. (3.8)

Ponadto, warto zwroci¢ uwage, ze sktadowa potozenia obiektu w kierunku wektora
stycznego d;, niezaleznie od metody parametryzacji krzywoliniowej, jest dana zaleznoscig

d = (t,p—1), (3.9)

co wynika bezposrednio z réwnania (3.2) oraz definicji macierzy S dla poszczegdlnych me-
tod parametryzacji (por. rownania (2.8) oraz (2.19)). Ze wzgledu na warunek rzutowania
ortogonalnego, dany rownaniem (3.5), warto$¢ ta musi by¢ tozsamosciowo réwna zero,
czyli dy = 0. Poprzez odpowiednia definicje predkosci krzywoliniowej nalezy zagwaran-
towaé, ze wartos¢ d; bedzie stala, a tym samym punkt prowadzenia robota pozostanie
w plaszczyznie normalnej. W rezultacie, w definicji stanu obiektu wzgledem Sciezki nalezy
uwzgledni¢ odlegtosé krzywoliniows s, a takze polozenia w pozostalych kierunkach wyzna-
czonych przez uktad lokalny na Sciezce, dy oraz ds. W zwiazku z tym, dla parametryzacji
ortogonalnej definiuje sie nastepujacy wektor stanu wzgledem krzywej

E=(s dy dy)'. (3.10)

Spostrzezenie 3. Nalezy zauwazyc, ze parametryzacja ortogonalna redukuje wymiaro-
wos$¢ problemu, gdyz wspotrzedna dy jest ustalona dzieki przyjetemu zatozeniu o rzutowa-
niu ortogonalnym obiektu na Sciezke. Odleglosé krzywoliniowa s jest zwigzana bezposrednio
z ewolucjqg uktadu lokalnego wzdtuz krzywe;.

3.1.1 Roéwnania robota wzgledem $ciezki opisane w ortogonalnej
parametryzacji Serreta—Freneta

Uwzglednienie rownan parametryzacji Serreta—Freneta w wyrazeniu (3.2) prowadzi do
zalezno$ci

- <t7p_r>
d=Ss(p—1) = ég,p —ri : (3.11)
yP—T

Ponadto, wyrazenie na predkosé krzywoliniowsg wynikajace z zatozenia rzutowania orto-
gonalnego i dane rownaniem (3.7), po uwzglednieniu zaleznosci (2.4a) sprowadza sie do

postaci
§=— mp_r Py (3.12)
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W réownaniu (3.12) wystepuje osobliwosé charakterystyczna dla parametryzacji Serreta—
Freneta. Mianownik wyrazenia (3.12) zeruje sie, gdy krzywizna $ciezki k lub iloczyn ska-
larny (n,p — 1) sa rowne zero. W szczegolnosei, druga zaleznosé odnosi sie do sytuacji,
gdy potozenie robota rzeczywistego w uktadzie inercjalnym p jest rowne potozeniu punktu
sledzonego r. Wynika stad, ze wektor (p—1) réwniez nie moze sie zerowaé¢. Ponadto, poto-
zenie w kierunku wersora normalnego n, czyli sktadowa ds, réwniez nie moze sie zerowad,
niezaleznie od wartosci pozostalych sktadowych wektora d. Parametryzacja ortogonalna
pozwala zatem jedynie na asymptotyczne zblizanie sie do zadanej Sciezki [101].

Kluczowa dla opisu robota wzgledem Sciezki jest zmiana wzglednego potozenia w cza-
sie. Poszczegolne sktadowe wektora d, zdefiniowanego rownaniem (3.4), w parametryzacji
Serreta—Freneta prezentuja si¢ nastepujaco

d={p—1)+skmp—r1), (3.13a)
dy=Mmp—7)—sc{t,p—71)+st(b,p—71), (3.13b)
ds=(b,p—F)—st(M,p—1). (3.13¢)

W réwnaniach (3.13) nalezy uwzgledni¢ warunek rzutowania ortogonalnego, dany zalez-
noscia (3.12). Wowczas rownania mozna przeksztatci¢ do postaci

=0, (3.14a)
:< EE::? ,p—1'~>, (3.14b)
s={b+ _t p-). (3.14c)

Rownanie (3.14a) potwierdza, ze jesli warunek (3.12) jest speliony, to warto$é potoze-
nia d; nie zmienia si¢ w czasie. Jest to zatem gwarancja zachowania warunku rzutowania
ortogonalnego, jesli byl spetniony w stanie poczatkowym.

Nalezy zauwazy¢, ze rOwnania opisujace zmiane stanu wzgledem Sciezki w czasie, da-
ne wzorami (3.12), (3.14b) oraz (3.14c), przy uwzglednieniu zaleznosci (3.11) moga by¢
uporzadkowane w nastepujacy sposob

. tT . (t,7) .
= —— = f 3.15
S=—gu Pt g T VsnP s (3.15a)
~—— ~—~—
VS fsry
tdy \' Td
db=(n—-=2t) p+{n—=22t,—F) =vsp,p+ 7 3.15b
2 ( Kd2> P+< ca,b > sk P + fsra, (3.15b)
VsFy f:FrQ
. TN . T . )
d; = (b + Et) P+ <b + Et, —T'> = Vsr, P + fsr,- (3.150)
V;?) f;?3

Biorac pod uwage definicje (3.10), rownania (3.15) mozna zapisa¢ w zwartej postaci jako
&= Vsip +fsp = Vop +fp, (3.16)

: T T T 17 T
gdz1e VSF = VP = [VSFl vSF2 vSFg] oraz fs]: = fp = (fSFl fSFg f5F3) .
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3.1.2 Roéwnania robota wzgledem $ciezki opisane w ortogonalnej
parametryzacji Bishopa

Jesli zostanie rozwazona parametryzacja Bishopa, to rownanie (3.2) sprowadza sie do
postaci

<t,p—1”>
d=Sg(p—-1)=|(m,p-71)]. (3.17)
(Mg, p—71)

Z kolei uwzglednienie rownania (2.17a) sprowadza warunek wynikajacy z rzutowania or-
togonalnego, dany réwnaniem (3.7), do zaleznosci

kq <T11,p—1”>+k2 <T12,p—1”> k1d2+k2d3 ( )

Nalezy zwroci¢ uwage, ze posta¢ mianownika wyrazenia (3.18) jest bardziej skomplikowa-
na, niz w przypadku analogicznej zaleznosci dla parametryzacji Serreta—Freneta wyrazo-
nej rownaniem (3.12). Mianownik zalezy bowiem od polozenia robota wzgledem krzywej
w kierunkach wyznaczonych przez oba wersory normalne, ds i d3. Ponadto, ze wzgledu
na wystepujacy w mianowniku sktadnik (p — 1) nie jest mozliwe doktadne osiagniecie
Sciezki przez obiekt sterowania. Ponownie zatem opis ten pozwala jedynie na asympto-
tyczne zblizanie sie do $ciezki. Warto réwniez podkresli¢, ze mianownik wyrazenia (3.18)
zeruje sie, gdy k; = ko = 0. Ten warunek zachodzi dla Sciezek o zerowej krzywiznie, co
wynika z zaleznosci (2.28). Zatem mimo ze uktad Bishopa pozostaje dobrze okreslony dla
tej klasy krzywych, to opis w parametryzacji ortogonalnej (3.18) wprowadza osobliwosé
i parametryzacja krzywych z zerowa krzywizna nie jest wowczas mozliwa. Jest to istotna
redukcja zakresu stosowalnosci parametryzacji Bishopa.

Rownanie (3.3) opisujace ewolucje w czasie polozenia robota wzgledem $ciezki w pa-
rametryzacji Bishopa mozna rozpisa¢ do postaci

di =, p—7F) 4 sk, p—71) + sky Ny, p — 1), (3.19a)
62 = <T11, p — 1"> — Sk1 <t,p — T‘> s (319b)
dg = <T12, p — 1‘> — sko <t, P— r) s (319C)

co po uwzglednieniu zaleznosci (3.5), (3.17) oraz (3.18) sprowadza si¢ do postaci

d, =0, (3.20a)
. kid, . L
d=(n—————t,p—1)=mMNy,p—71), 3.20b
s= (me ) = (up ) (3.200)
. kid, . L
G=(n,———1 tp—7)= — 7). 3.20
5 <n2 L P r> (ng, p—1) (3.20c)

Nalezy zauwazy¢, ze ponownie uzyskano gwarancje zachowania wspotrzednej d; w plasz-
czyZnie normalnej okreslonej przez wektor styczny t, o czym $wiadczy rownanie (3.20a).
Warto takze podkresli¢, ze rownania (3.20b) oraz (3.20c¢) znaczaco sie upraszczaja dzieki
przyjetemu zalozeniu o rzutowaniu ortogonalnym obiektu na $ciezke, tj. na podstawie
rownania (3.5) zachodzi d; = (t,p — r) = 0. Niemniej jednak, istotnie komplikuje sie wy-
razenie (3.18), ktore jest zrodtem osobliwosci w tym podejsciu.
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Powyzsze rozwazania pozwalajg na zapisanie rownarn okreslajacych zmiane stanu wzgle-
dem $ciezki w czasie, czyli zaleznosci (3.18), (3.20b) oraz (3.20c) w ujednoliconej postaci

$ v D + (1) vg,p+f (3.21a)
- — == 3 . a
Kido  Kody ' Kidy +kedy 0P TP
dy=nl p+ (ny,—7) =vg,p + fa,, (3.21b)
~— —
VB, fB2
ds = n] p+ (ny, —7) =vg,p + fs,. (3.21c)
~—~— W_/
VB3 B3

Rownania (3.21) mozna zapisa¢ w zwartej postaci jako
&= Vp+fp=V,p+1p, (3.22)

gdzie Vg = V,, = [vgl vEQ vES]T oraz fg = f, = (f31 fs, fB3)T. Warto zauwa-
zy¢, ze rOwnania obiektu wzgledem $ciezki sparametryzowanej uktadem Bishopa mozna
sprowadzi¢ do takiej samej struktury, jak rownania wynikajace z parametryzacji Serreta—
Freneta, opisane zaleznoscia (3.16).

3.1.3 Przesuniecie osobliwosci poza Sciezke

7 analizy osobliwosci pojawiajacych sie w parametryzacji ortogonalnej przeprowadzo-
nej w poprzednich podrozdziatach wynika, ze dla warunku (3.7) prawda sa nastepujace
stwierdzenia:

1. Parametryzacja ortogonalna umozliwia tylko asymptotyczne zblizanie sie do $ciezki.

2. Nie jest mozliwe, aby w parametryzacji ortogonalnej polozenie robota wzgledem
Sciezki zerowalo sie w kierunkach wektoréw normalnych.

3. Parametryzacja ortogonalna nie pozwala na opis Sciezek, ktore zawieraja punkty
o zerowej krzywiznie. W szczegolnosci, dotyczy to linii prostych, ktore sa czestym
elementem sktadowym ruchu robotow.

Powyzsze aspekty stanowia wyrazne ograniczenie zakresu stosowalno$ci parametryzacji
ortogonalnej. Jest ona jednak korzystna ze wzgledu na praktyczna implementacje oraz
minimalizacje wymiarowosci problemu, co wynika ze Spostrzezenia 3.

Osobliwos¢ rzutowania ortogonalnego mozna jednak przesunaé poza $ciezke, co stanowi
rozwigzanie powyzszych probleméw. Na te mozliwos¢ wskazano w pracy [39]. Warto zatem
zauwazy¢, ze dla unormowanego wektora stycznego t, zdefiniowanego rownaniem (2.4a),
zachodzi nastepujaca zaleznosé

dr(s)
ds

(t(s),r(s)) = <t(s), s> = (t(s),t(s)) s =s. (3.23)
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Ze wzgledu na zaleznosé (2.2) powyzsze rownanie jest rowniez prawdziwe w przypadku pa-
rametryzacji nieunormowanej, gdy wektor styczny t jest zdefiniowany réownaniem (2.11a)

) dr(u) . dzl(u) ) ..
<t(u>,r(u)>=<t(u),—u>= t(u),’—“ ~(tw), tu)s =5 (3:24)

S
du dr(u) H
du

Uwzglednienie rownania (3.23) lub (3.24) pozwala sprowadzi¢ warunek rzutowania orto-
gonalnego (3.7) do postaci

. t, 7
PO L)/ (3.25)
GoPp—T) -1
Dla tak zdefiniowanego warunku wymaga sie, by zachodzita zaleznosé¢
dt
—.,p— 1. 3.26
(Gp-7)7 (3.26)

W szczegblnoscei oznacza to, ze iloczyn skalarny <j—:,p —r> moze sie zerowacé, a wiec
mozliwe jest osiagniecie $ciezki.

Opis w parametryzacji ortogonalnej wcigz pozostaje lokalny ze wzgledu na waru-
nek (3.26). Jednakze, jesli zapewni sie, ze robot znajduje sie zawsze dostatecznie blisko
Sciezki, a wiec zachodzi

dt
<&,p—r> <1, (3.27)

to osobliwos¢ wynikajaca z tego podejscia nigdy nie zostanie osiggnieta przez uktad robo-
tyczny. Cho¢ ograniczenie (3.27) jest dos¢ konserwatywne, to w znaczacy sposob poszerza
zakres stosowalnosci parametryzacji ortogonalne;j.

Nalezy zatem przeformulowaé réwnania opisujace ewolucje stanu wzgledem Sciezki
dane zaleznosciami (3.15) w parametryzacji Serreta—Freneta oraz (3.21) w parametryzacji
Bishopa tak, aby uwzgledni¢ warunek rzutowania ortogonalnego (3.27) w nowej postaci.

Parametryzacja Serreta—Freneta. Nowy warunek rzutowania ortogonalnego (3.25)
w parametryzacji Serreta—Freneta mozna uporzadkowaé¢ na podstawie zaleznosci (2.6a)
oraz (3.2) w nastepujacy sposob

tp)

kmp—r1)—1  kdy—1

p :VSFlpo (328)

Rownanie (3.28) nalezy uwzgledni¢ w definicji pochodnych po czasie wektora stanu &.
Biorac pod uwage definicje polozenia obiektu wzgledem uktadu Serreta—Freneta, danego
rownaniem (3.11), réwnania (3.13b) oraz (3.13c) mozna przeksztalci¢ do nastepujacej
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postaci

\7,0-/ kdy — kdy — 1
tds \'. . .
=(n—1 E p— (n,t)s =vsg,p, (3.29a)
Kdy —1 ~—~—
vsr, -
5 _ (t,p) B td, . N
d3_<bap r>+Kd2—1Td2_ b+TKd2_17p <b,T>—
tdy, \'
= (b4+1— p— (b, t)$ =vsp,p. (3.29b)
Kdy —1 ~—~—
e -

Zaleznosci (3.28) oraz (3.29) mozna zapisa¢ w zwartej postaci

) VsF,
VSE;

Warto zauwazy¢, ze w poréwnaniu z odpowiadajacym wyrazeniem (3.16) nowe réwna-
nia (3.30) sa prostsze, gdyz dryf fsg = f, jest rowny zero.

Nalezy réowniez zwrocié uwage na fakt, ze ograniczenie (3.27) dla parametryzacji
Serreta—Freneta przyjmuje nastepujaca forme po uwzglednieniu zaleznosci (3.28)

ds < % (3.31)
Warunek (3.31) sugeruje, ze punkt prowadzenia robota powinien zawsze znajdowac sie do-
statecznie blisko Sciezki w kierunku wektora normalnego. W szczegdlnosci, jesli zostanie
okreslona maksymalna krzywizna Sciezki w catej dziedzinie, na ktorej jest zdefiniowana, to
mozna tatwo znalez¢ warunek gwarantujacy, ze punkt prowadzenia robota nigdy nie osia-
gnie osobliwosci. Ograniczenie (3.31) koresponduje z wynikiem uzyskanym przez Samsona,
ktory w pracy [107] sformutowal warunek pozwalajacy uniknaé osobliwosci parametryzacji
w przypadku planarnym.

Parametryzacja Bishopa. Analogiczne podejscie mozna rozwazy¢ dla parametryzacji
Bishopa. W przypadku zastosowania tej metody warunek rzutowania ortogonalnego (3.25)
przyjmuje szczegdtows postac

(t.p) _ t!
<k1n1—|—k2n2,p—r)—1 - kids + kods — 1

Ponadto, niezaleznie od definicji warunku na predkosé krzywoliniowa, (3.32), mozna zauwa-
zy¢, ze rownania (3.20b) oraz (3.20c) upraszczaja sie dzieki obserwacji (3.23) do postaci

§=— P =vs,p. (3.32)

dy= (N, p—7) = n] p— (N, 1) =vg,p, (3.33)
poel 5
dS = <T12, p - T> = Tl;— p - <n27t>é = VBSP- (333b)
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Ponownie, powyzsze rownania (3.32) oraz (3.33) mozna zapisa¢ w zwartej formie

. vBl
£=|ve,| p=Vep=V,p. (3.34)

VB,

Uzyskana forma jest analogiczna, jak w przypadku zastosowania parametryzacji Serreta—
Freneta. Rozni si¢ jednak szczegblowa postacia macierzy V,, (por. réwnanie (3.30)).

Ponadto, warto ponownie przyjrzeé sie interpretacji ograniczenia (3.27). Dla parame-
tryzacji Bishopa przyjmuje ono postac

Kids + kads < 1. (3.35)

Ta postac jest bardziej ztozona, niz odpowiadajacy jej warunek (3.31) dla parametryzacji
Serreta—Freneta, gdyz stanowi kombinacje liniowa dwoch sktadowych wektora d. Jednak-
ze nalezy podkresli¢, iz nowa posta¢ mianownika w wyrazeniu (3.32) umozliwia nie tylko
poruszanie sie wzdtuz $ciezki, ale rowniez $ledzenie Sciezek o zerowej krzywiznie. Tym sa-
mym ortogonalna parametryzacja Bishopa w wersji (3.34) umozliwia pelne wykorzystanie
jej zalet.

Spostrzezenie 4. Mozna zauwazyé, ze dla osobliwo$ci przesuniete) poza parametryzowa-
ng krzywq macierz V, € {Vsg, V), ktdrej postac zalezy od przyjetej metody parametryza-
cji, zbiega do odpowiedniej macierzy S, gdy punkt prowadzenia robota jest sprowadzany
do poczqtku uktadu lokalnego na sSciezce. Wynika to z faktu, ze potozenia w kierunkach
wektorow normalnych dgzq wowczas do zera. Dotyczy to zarowno parametryzacyi Serreta—
Freneta, jak i parametryzacji Bishopa, danej odpowiednio réwnaniami (3.30) oraz (3.34).
Dla obu metod prawdziwa jest zatem zalezno$é

d2,d3—)0

v, ST (3.36)

Na podstawie zaleznosci (3.36) mozna wnioskowaé, ze macierz Vy, dazy do macierzy ro-
tacyi przeksztatcajgcej predkosci punktu prowadzenia robota do odpowiedniego uktadu od-
niesitenia stowarzyszoneqgo z krzywg.

Spostrzezenie 5. Wszystkie rozwazane przypadki zastosowania parametryzacji ortogo-
nalnej w niniejszej pracy dotyczqg wersji z osobliwo$ciq metody przesunietq poza Sciezke.

3.1.4 Stan poczatkowy odlegltosci krzywoliniowej

Jak zauwazono w pracy [34], dla poprawnego zastosowania parametryzacji ortogo-
nalnej niezbedne jest wyznaczenie poczatkowego potozenia uktadu lokalnego na zadanej
Sciezce. Konieczne jest bowiem, aby w stanie poczatkowym punkt prowadzenia robota
znajdowal sie w plaszczyZznie normalnej zdefiniowanej przez wektor styczny t. W ten
sposob mozna zagwarantowac¢ spelnienie zalozenia parametryzacji ortogonalnej — punkt
prowadzenia robota znajduje si¢ zawsze w najblizszej odleglosci od Sciezki.

Poczatkowa warto$é odlegtosci krzywoliniowej, a wiec poczatkowe polozenie uktadu
lokalnego w jego ewolucji wzdtuz Sciezki, mozna wyznaczy¢ na podstawie konfiguracji
poczatkowej robota. Niech bedzie dana funkcja opisujaca odlegtosé¢ miedzy punktem pro-
wadzenia robota p a polozeniem ukladu lokalnego na Sciezce r

D(s) = [lp = 7(s)]| = v/(x = 11(5))2 + (y — 72(s))? + (z — 73(5))2. (3.37)
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Zwazywszy na fakt, ze funkcja pierwiastkowa jest Scisle monotoniczna, w dalszej analizie
problemu skorzystano z kwadratu funkeji (3.37)

D, (s) = D?(s). (3.38)

Celem znalezienia wartosci parametru, ktéry minimalizuje dystans pomiedzy punktem
prowadzenia robota a uktadem lokalnym na Sciezce, nalezy zrézniczkowaé funkcje (3.38)
wzgledem argumentu

dDy(s)
ds

dry(s)
ds

= 2(r1(s) —x) +2(r2(s) —y) (3.39)
Wartosé, ktora zeruje rownanie (3.39), jest poszukiwang wartoscia poczatkowa rozwaza-
nego parametru.

Warto zauwazy¢, ze zgodnie ze Spostrzezeniem 1, powyzsze rozwazania sg prawdziwe
rowniez dla parametru nieunormowanego u, gdyz zachodzi D(s) = D(s(u)) = D(u).
Wowcezas, rownanie (3.39) nalezy realizowa¢ w nastepujacy sposob

dD3(u)
du

dry(u)
du

dTQ ('LL)

drs(u)
du ’

du

=2(r1(u) —x) +2(re(u) —y) +2(r3(u) — z) (3.40)

3.2 Parametryzacja nieortogonalna

W parametryzacji nieortogonalnej nie naktada si¢ zadnych ograniczen na potozenie
robota wzgledem Sciezki. Oznacza to, ze w kazdej chwili punkt prowadzenia robota moze
by¢ zlokalizowany dowolnie wzgledem uktadu lokalnego na Sciezce. Konsekwencja takie-
go podejscia jest koniecznosé rozpatrywania w opisie stanu wzgledem Sciezki wszystkich
wspolrzednych wektora d, danego zaleznoscia (3.2). Ponadto, nalezy stymulowaé ewolucje
uktadu lokalnego wzdluz Sciezki poprzez zadanie odpowiedniej predkosci krzywoliniowej s.
Wymaga to pozyskiwania dodatkowych informacji pomiarowych celem estymacji aktual-
nego potozenia robota, co moze by¢ trudniejsze w praktycznej realizacji. Z drugiej strony,
brak dodatkowych ograniczenn oznacza, ze w metodzie nie wystepuja zadne osobliwosci
wynikajace z rzutowania obiektu na Sciezke. Opis obiektu wzgledem $ciezki jest zatem
prawdziwy w calej dziedzinie krzywej i w tym kontekscie jest opisem globalnym.

Przyktadowa ilustracja parametryzacji nieortogonalnej zostala przedstawiona schema-
tycznie na rys. 3.2. Na rysunku przedstawiono realizacje parametryzacji nieortogonalnej
dla uktadu Bishopa. Bez straty ogélno$ci mozna przyjac¢, ze schemat jest prawdziwy row-
niez w parametryzacji Serreta—Freneta. Zgodnie z réwnaniami (2.30), dla ¢ = 0 zachodzi
bowiem n; = n oraz ny, = b.

Zastosowanie parametryzacji nieortogonalnej pozwala na ruch robota we wszystkich
kierunkach zdefiniowanych przez uktad lokalny stowarzyszony z krzywa. Dlatego tez wek-
tor d mozna traktowac¢ wprost jako stan robota wzgledem Sciezki. Z tego wzgledu punktem
wyjscia dla rozwazan w niniejszym rozdziale bedzie rownanie (3.4), ktére mozna rozpisac
do postaci

d=S"p—STF—swd. (3.41)

Szczegolowa postaé rownania (3.41) zalezy od przyjetej metody parametryzacji krzywoli-
niowej. Ponizej przedstawiono réwnania zaréwno dla parametryzacji Serreta—Freneta, jak
i parametryzacji Bishopa.
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Xo

Rysunek 3.2: Parametryzacja nieortogonalna w przestrzeni R3.

3.2.1 Roéwnania robota wzgledem $ciezki opisane w nieortogonal-
nej parametryzacji Serreta—Freneta

Roéwnania parametryzacji Serreta—Freneta definiuja ewolucje uktadu lokalnego wzdtuz
Sciezki zgodnie z zaleznoscia (2.9) dla parametru unormowanego lub (2.13) dla parametru
nieunormowanego. Wynika stad, ze skladnik S™+ w rownaniu (3.41) dla parametryzacji
Serreta—Freneta mozna przedstawi¢ jako

(. 38)
S&r=| (n,&s) | . (3.42)
(b, §58)

7 ds
Biorac pod uwage definicje wektora stycznego w parametryzacji unormowanej (2.4a),
a takze ortogonalnosé wektoréw bazowych uktadu Serreta—Freneta, zachodzi

(t,t) $
Sit = ég,ti § = 8 . (3.43)
.t

Analogiczne wartosci uzyskuje sie dla parametryzacji nieunormowanej, w ktérej wektor
styczny t dany jest rownaniem (2.11a)

dr .-
(t, go) (t,t) dr
ST = | (ntmay | = [ nt) u' dr). (3.44)
' b, t) du
LR ROV
co po uwzglednieniu definicji (3.7) przyjmuje postaé
S
Sir=(0]. (3.45)

0
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Widac zatem, ze sktadnik S¢pt przyjmuje te sama forme (3.43) lub (3.45), niezaleznie od
unormowania parametryzacji. Ponadto, opisuje on predkosé uktadu lokalnego na Sciezce
w kierunku wektora stycznego t. Mozna go interpretowac jako predkosé liniowag w uktadzie
ciala [122].

Poprzez uwzglednienie macierzy W w postaci dla parametryzacji Serreta—Freneta Wy,
ktora wynika wprost z rownania (2.9), zaleznosé (3.41) uzyskuje nastepujaca forme

) Kd2 S
d=Sip+s|—«kd+tds | —|0] =V,p+1,. (3.46)
\\//P/ —ng 0
g

Rownanie (3.46) w pelni opisuje zachowanie robota wzgledem $ciezki w nieortogonalnej
parametryzacji Serreta—Freneta.

3.2.2 Roéwnania robota wzgledem $Sciezki opisane w nieortogonal-
nej parametryzacji Bishopa

Postepujac analogicznie, jak w przypadku parametryzacji Serreta—Freneta, mozna wy-
korzysta¢ ewolucje uktadu Bishopa opisanag réwnaniem (2.20) lub (2.23) do uszczegoto-
wienia zaleznosci (3.41). Ponownie, w pierwszej kolejnosci nalezy przeanalizowaé sklad-
nik ST+, Stosujac definicje wektora stycznego w parametryzacji unormowanej (2.4a), moz-
na pokazaé, iz dla parametryzacji Bishopa zachodzi zalezno$é

(,4r) .

ds (t,t) S

Ser= |, &) [s=((m.t)|s=(0]. (3.47)
(ny, 4r) (ny, 1) 0

Z kolei, uwzgledniajac definicje wektora stycznego w parametryzacji nieunormowanej (2.11a)
oraz zaleznos$¢ (3.7), mozna uzyskac

(t. &0 '
> du (t, 1) dr S
) g_r> (no, t) u 0

7, powyzszych réwnan wynika, ze niezaleznie od unormowania parametryzacji, a takze
metody parametryzacji, sktadnik S+ sprowadza sie do tej samej postaci i okresla predkosé
liniowa uktadu w kierunku wektora stycznego t.

Wreszcie, w rownaniu (3.41) nalezy uwzgledni¢ posta¢ macierzy W dla parametryza-
cji Bishopa Wi, ktora wynika z rownania (2.20). Wowezas rownanie opisujace czasowa
pochodng potozenia robota wzgledem $ciezki przyjmuje forme

‘ kids + kods §
d= Sy p+s| —kd — 0] =V,p+f,. (3.49)
~ —Kady 0
P
p

Warto zwréci¢ uwage, ze uzyskano rownania o strukturze analogicznej, jak dla parame-
tryzacji Serreta—Freneta. Rownania (3.46) oraz (3.49) roéznia sie tylko definicja poszcze-
gblnych macierzy, lecz zachowuja te sama strukture.
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3.3 Opis orientacji wzgledem $ciezki

W dotychczasowych rozwazaniach przedstawiono jedynie opis potozenia punktu pro-
wadzenia robota wzgledem S$ciezki. Istotnie, w podstawowym ujeciu zadania $ledzenia
Sciezki jest to jedyny rozwazany aspekt — robot ma odwzorowywaé potozenia zgodnie
z zadana krzywa geometryczna. Jednakze, w niektérych aplikacjach wazna jest rowniez
orientacja ukladu wykonawczego wzgledem uktadu lokalnego stowarzyszonego z krzywa,
np. w operacjach chwytania obiektow, gdy koricowka manipulatora musi by¢ odpowiednio
obrécona. Z tego wzgledu, w niniejszym rozdziale opis potozenia robota wzgledem §ciezki
zostanie rozszerzony o opis wzglednej orientacji.

Orientacja robota wzgledem ukltadu lokalnego na $ciezce jest wyrazona za pomoca
macierzy rotacji

R,, = S'R, (3.50)

gdzie S € SO(3) jest macierza rotacji zbudowana z wersoréw uktadu lokalnego, a jej postac
wynika z zastosowanej metody parametryzacji krzywoliniowej, natomiast R € SO(3) jest
macierzg rotacji, ktéra opisuje orientacje uktadu stowarzyszonego z robotem i umiesz-
czonego w punkcie prowadzenia robota, wzgledem globalnego uktadu odniesienia. Jesli
uktad globalny bedzie tozsamy z ukladem bazy manipulatora, to jednym ze sposob6w na
uzyskanie macierzy rotacji R jest algorytm Denavita—Hartenberga [122].

W celu zbadania zmian w czasie orientacji robota wzgledem $ciezki, nalezy zréznicz-
kowaé¢ rownanie (3.50) po czasie, co po uwzglednieniu zaleznosci (2.39) prowadzi do wy-
razenia

Ry =S"R+S'R=S"R+sW'STR=S"R—sWR,,. (3.51)
Rownanie (3.51) nalezy wykorzysta¢, aby znalez¢ definicje predkosci katowych uktadu
robota wzgledem uktadu na Sciezce. Mnozac zaleznosé (3.51) prawostronnie przez ma-
cierz RIV, uzyskamy wyrazenie rownowazne

R.,Rl = STRR! — sWR,,R!. (3.52)

Z definicji (3.50) wynika, ze macierz R,, jest macierza rotacji ze specjalnej grupy obrotow
jako iloczyn dwoch macierzy nalezacych do tej samej grupy, R,, € SO(3). Prawda jest
zatem, ze zachodzi RWRIV = I, gdzie I jest macierza jednostkowa. Na podstawie podanych
faktow rownanie (3.52) mozna sprowadzi¢ do postaci

R,Rl = STRR'S —sw. (3.53)
Niech bedzie dana macierz predkosci katowej w uktadzie przestrzeni [122]
Q =RR", (3.54)

ktora jest zwiazana z wektorem predkosci katowej uktadu stowarzyszonego z robotem
w punkcie prowadzenia robota, w = (w1 Wy wg)T, nastepujaca relacja

0 —Ws3 Wo
Q= W3 0 —Wwy| = [(.U] , (355)
— W9 w1 0

gdzie operator [-] transformuje wektor na macierz skosnie symetryczng. Wowczas réwna-
nie (3.53) mozna zapisaé¢ jako

[ww] =Q,, =8STQS— W =ST[w]S— W = [STw]| —s W], (3.56)



40 3. Roéwnania robota wzgledem $ciezki

gdzie w = (w1 Wy Wg) jest wektorowym odpowiednikiem skog$nie symetrycznej ma-
cierzy W zgodnie z zaleznoscia

0 —W3 Wo
Wl =W = | ws 0 —w|. (3.57)
— Wy W1 0

Z réwnania (3.56) wynika zalezno$¢ definiujaca wprost predkosé katowa robota wzgledem
uktadu lokalnego stowarzyszonego z krzywa w postaci wektorowej

Wy, =S Tw — sw. (3.58)

Nalezy zauwazy¢, ze sktadnik ST w wyraza predkosé katowa ukltadu stowarzyszonego z ro-
botem wzgledem inercjalnego uktadu odniesienia w uktadzie lokalnym na Sciezce. Z kolei,
element sw odpowiada predkosci katowej uktadu lokalnego stowarzyszonego z krzywa.
Roéznica tych dwoch wielkosci pozwala wyznaczyé predkosé katowa uktadu robota wzgle-
dem uktadu lokalnego na $ciezce w,,.

Wektor w z rownania (3.58) przyjmuje odpowiednia posta¢ w zaleznosci od przyjete;j
metody parametryzacji:

e Wgr dla parametryzacji Serreta—Freneta, gdzie [Wsr] = Wik,
e wg dla parametryzacji Bishopa, gdzie [wg] = W.

W obu przypadkach elementami wektora w € {Wsg, Wg} sa geometryczne niezmienniki
krzywej charakterystyczne dla danej metody parametryzacji krzywoliniowej. Stad, dla
parametryzacji Serreta—Freneta rownanie (3.58) przyjmuje postac

T
wy,=S"w—-s(0], (3.59)
K

natomiast w parametryzacji Bishopa sprowadza sie do zaleznosci

0
Wy =STw—5 |k |. (3.60)
ki

Spostrzezenie 6. Szczegdtowe postaci wektora w € {Wsg, Wy} zdefiniowane w réwna-
niach (3.59) oraz (3.60) odzwierciedlajq wtasno$ci ewolucyi odpowiednio uktadow Serreta—

Freneta oraz Bishopa.
Dla parametryzacyi Serreta—Freneta wektor w przyjmuje postaé wsg = (T 0 K)T.

Predkosé kqtowa w kierunku wektora normalnego n jest rowna zero, stqd ta metoda mini-
malizuje rotacje uktadu w kierunku wektora normalnego.

7 kolei dla parametryzacji Bishopa zachodzi wg = (O —ko kl)T. Potwierdza to,
ze uktad Bishopa minimalizuje rotacje wokot wektora stycznego t, gdyz predkosé kgtowa
w tym kierunku zeruje sie.

Macierz rotacji nie jest jednak dogodna reprezentacja orientacji ze wzgledu na naste-
pujace aspekty:
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1. Macierz rotacji w przestrzeni trojwymiarowej sktada sie z dziewieciu elementow.
Tym samym jej przetwarzanie w aplikacjach praktycznych bedzie generowato do-
datkowe i zbedne obciazenie zasobdw.

2. Zdefiniowanie btedu orientacji wzglednej, tzn. réznicy miedzy rzeczywista orienta-
cja robota wzgledem $ciezki a zadang wartoscig tego parametru, nie jest zadaniem
trywialnym.

Wymienione powody sktaniaja do analizy innych metod reprezentacji orientacji. W niniej-
szym rozdziale zostang rozpatrzone katy Fulera oraz kwaterniony. Wptyw tego zabiegu
na postaé¢ odpowiednich réwnan opisano ponizej.

3.3.1 Katy Eulera

Katy Eulera stanowia minimalna reprezentacje orientacji [112], na ktora sktadaja sie
trzy katy zapisane wektorowo jako € = (81 €9 €3>T. Kazdy z katow reprezentuje rotacje
wokot odpowiedniej osi poruszajacego sie uktadu wspoélrzednych, a zatem wartosci po-
szczegolnych katow zaleza od przyjetej konwencji. W przypadku reprezentacji Z-Y-X katy
Eulera € odpowiadaja macierzy rotacji R

R = ROt(Z, 51) : ROt(Y, 82) . ROt(X, 83), (361)

gdzie Rot(A, a) definiuje macierz rotacji wzgledem osi A o zadany kat a. Mozna zauwa-
zy¢, ze istnieje 12 reprezentacji katow Fulera. W przedstawionych rozwazaniach przyjeto
konwencje Z-Y-X, czyli tzw. reprezentacje Roll-Pitch-Yaw [122].

Spostrzezenie 7. Niezaleznie od przyjetej konwencyi, w odwzorowaniu kgtow Eulera na
macierz rotacji pojawiajq sie osobliwosci dla pewnych konfiguracji. Stad nie zawsze moz-
na jednoznacznie wyznaczyc kqty FEulera, ktore odpowiadajq danej macierzy rotacji. Ma
to swoje konsekwencje rowniez przy wyznaczaniu relacyi miedzy predkoSciami kqgtowyms
a pochodnymi kqtow Eulera [112].

Ponadto, nalezy zauwazy¢, ze zmiany katéow Eulera w czasie nie sa rowne predkos$ciom
katowym obiektu. Istnieje jednak transformacja, zalezna od wartosci katow Eulera, ktora
wiaze predkosci katowe w uktadzie przestrzeni i pochodne katéw Eulera po czasie. Dla
rozwazanej konwencji Z-Y-X przyjmuje ona postac

cos €1 tg €9 sing;tges 1
€ = —sing; oS €1 0| w=H(e)w. (3.62)
cos€er/cosey singy/cosey 0

Mozna zaobserwowaé, ze rownanie (3.62) jest nieokreslone dla wartosci eo = 71/2 + K,
k € Z. Wynika to z osobliwosci katow Eulera w konwencji Z-Y-X i jest konsekwencja
Spostrzezenia 7.

Orientacja wzgledna wyrazona w katach Eulera. Katy Eulera zostalty wykorzy-
stane do opisu orientacji robota wzgledem $ciezki. Niewatpliwa zaleta tej reprezentacji
jest fakt, ze dla obliczenia orientacji wzglednej mnozenie macierzowe z rownania (3.50)
mozna zastapi¢ odejmowaniem zgodnie z zaleznoscia

€w = € — Es, (3.63)



42 3. Roéwnania robota wzgledem $ciezki

gdzie € jest wektorem katow Eulera opisujacych orientacje uktadu zwigzanego z robotem
i odpowiadajacych macierzy R, €s oznacza katy Eulera opisujace orientacje uktadu lo-
kalnego na $ciezce, natomiast €,, to katy Eulera definiujace orientacje wzgledng robota
w odniesieniu do Sciezki.

Biorac pod uwage definicje (3.62), mozna przedstawi¢ rownanie pozwalajace obliczy¢
pochodne czasowe katéw Eulera na podstawie wzglednych predkosci katowych w uktadzie
przestrzeni

€w = H(ew)w,w = Hyw,,. (3.64)

Na tej podstawie mozna okresli¢ zmiany orientacji wzglednej robota w uktadzie stowa-
rzyszonym z krzywa wyrazona w katach Eulera [36]. W tym celu nalezy uwzgledni¢ za-
leznosé (3.58) w réwnaniu (3.64)

gw=H, (STw—sw)=H,S" w+ (—sH,,w) = V,w + f,. (3.65)

Uzyskana zaleznosé¢ na pochodne katow Eulera (3.65) w pelni opisuje ewolucje orientacji
robota wzgledem $ciezki.

3.3.2 Kwaterniony

Kwaterniony to pewna struktura algebraiczna, ktéra mozna interpretowac jako uogol-
nienie liczb zespolonych w przestrzeni trojwymiarowej. W szczegdlnosci, kwaterniony sa
dobrym narzedziem do opisu rotacji w tej przestrzeni. Nadajg sie zwlaszcza do proble-
moéw, w ktorych wystepuja osobliwosci zwiazane z innymi metodami reprezentacji orien-

tacji [112]. Zgodnie z praca [49], kwaterniony definiuje si¢ jako czteroelementowy wek-

T

T . ) L
q) wraz ze zdefiniowanymi operacjami:

tor € = (60 €1 €9 €3)T = (€0 €

1. nieprzemiennym mnozeniem kwaternionoéw

_ €01|)0—<e P >
€xb = <€01|)q +Poegq j— eqqx 1|)q> ’

2. mnozeniem skalarnym

e'll) = €01b0+ <€q71|)q>7

_ €

3. sprzezeniem do kwaternionu

dla ktoérego zachodzi

Interpretacja kwaternionéw jest bliska reprezentacji rotacji przedstawionej jako os-kat [122].
Element €, odnosi si¢ do kata rotacji, natomiast wektor €4 definiuje o obrotu [112].

Ponadto, do opisu rotacji rozwazania ograniczono do kwaternionéw jednostkowych,
a wiec takich, ktore speliaja zaleznosé

e-e= ) e =1 (3.66)

3
i=0
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Kwaterniony jednostkowe charakteryzuja sie tym, ze maja jedynie trzy stopnie swobody
zamiast czterech ze wzgledu na koniecznosé zachowania warunku (3.66) [49]. Ta wlasnosé
koresponduje z reprezentacja katéow Eulera, ktora pokazuje, ze trzy stopnie swobody sa
wystarczajace do opisu orientacji w przestrzeni trojwymiarowe;j.

Pochodne kwaternionéw po czasie mozna powiaza¢ z predkosciami katowymi obiektu
w ukladzie przestrzeni poprzez zaleznosé [112, 113|

w =H(e)w. (3.67)

Roéwnanie to bedzie potrzebne do analizy predkosciowej obrotow robota wzgledem krzy-
wej.

Spostrzezenie 8. Zauwazmy, ze dla macierzy H z réwnania (3.67) zachodzi
det (H-H") =0. (3.68)
Oznacza to, ze niemozliwym jest wyznaczenie pseudo-odwrotnosci w postaci
H#* =H" (HH) .

Jednakze, macierz H jest rzedu 3, rank(H) = 3, a dla kwaternionu jednostkowego € kazdy
z jego elementow jest Scisle zdefiniowany przez trzy pozostate [49]. Dlatego mozna pomi-
ngé wybrany wiersz macierzy H, aby uzyskaé odwracalng macierz kwadratowq. Oznaczmy
macierz H z usunietym i-tym wierszem jako H'Y. Wowczas wyznacznik takiej macierzy

jest rowny
- 1
(=)t geit (3.69)

det H®

Pominiety wiersz mozna zatem wybracé tak, aby wyznacznik macierzy HW byt rozny od
zera, a tym samym macierz byta odwracalna.

Orientacja wzgledna wyrazona w kwaternionach jednostkowych. Dla kazdej
macierzy rotacji istnieje odpowiadajacy jej kwaternion. Dlatego orientacje robota wzgle-
dem uktadu lokalnego na Sciezce wyrazona rownaniem (3.50) mozna zapisa¢ jako naste-
pujaca relacje kwaternionow

€, = €s * €, (3.70)

gdzie es oraz € oznaczaja odpowiednio orientacje uktadu lokalnego na $ciezce oraz orien-
tacje uktadu stowarzyszonego z robotem w globalnym uktadzie odniesienia, natomiast €,
to kwaternion jednostkowy okreslajacy orientacje robota wzgledem Sciezki.

Spostrzezenie 9. Nalezy podkreslic, ze orientacja uktadu stowarzyszonego z robotem wy-

razona kwaternionem € oraz orientacja uktadu lokalnego na Sciezce dana kwaternionem €s

bedq identyczne, gdy kwaternion wyrazajgcy orientacje wzgledng obu uktadow bedzie rowny
T

en=(1 0") [113].
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Pochodne po czasie kwaternionu €, zgodnie z ogblng zaleznoscia (3.67) mozna zapisaé
W postaci
€nw = H(e,)w,, = H,,w,, (3.71)

co po uwzglednieniu réwnania (3.58) przyjmuje forme [37]

éw=H, (STw—sw)=H,STw—sH,,w. (3.72)

Wy
To rownanie opisuje w pelni zmiany w czasie orientacji robota wzgledem $ciezki. Jednak-
ze, zgodnie ze Spostrzezeniem 8, aby uzyskaé¢ mozliwosé odwracania macierzy H,, nalezy
usuna¢ jeden z jej wierszy. Skutkuje to koniecznoscia usuniecia jednego réwnania z ma-
cierzowej zaleznosci (3.72). Po usunieciu i-tej sktadowej kwaternionu uzyskamy zaleznosé

el =HU(STw—sw) = HYST w + (—$HIw) = Vow +fo. (3.73)
Vo, f

Nalezy zauwazy¢, ze usuniecie wybranej sktadowej kwaternionu nie powoduje utraty stop-
nia swobody, a przedstawiony opis w dalszym ciggu w peini charakteryzuje orientacje
robota wzgledem $ciezki, gdyz rozwazane sa kwaterniony jednostkowe.

3.4 Synteza opisu robota wzgledem S$ciezki

Zauwazmy, ze niezaleznie od zastosowanej metody parametryzacji krzywoliniowej,
a takze przyjetych zatozen dotyczacych rzutowania obiektu na krzywsa, przedstawione
w niniejszym rozdziale rownania potozenia punktu prowadzenia robota wzgledem Sciezki
mozna sprowadzi¢ do pewnej ogdlnej postaci

X=Vyb+ 1, (3.74)

gdzie x oznacza stan robota wzgledem $ciezki. Dla poszczegdlnych konfiguracji metod
parametryzacji elementy w réwnaniu (3.74) sa definiowane zgodnie z tabelg 3.1. Cho¢
poszczegdlne rownania réznig sie definicja stanu oraz realizacja macierzy i wektoréw, to
zachowuja te sama strukture.

Tabela 3.1: Definicja elementéw w réwnaniu (3.74) dla r6znych metod parametryzacji.

Metoda parametryzacji Definicja skiadowych Réwnanie
X Vo o
Ortogonalna Serreta—Freneta 3 Vs 051 (3.30)
Ortogonalna Bishopa 3 Vi 051 (3.34)
Nieortogonalna Serreta—Freneta d Sir | sWipd — St (3.46)
Nieortogonalna Bishopa d S sWgd — Sgv (3.49)
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Analogiczne spostrzezenie mozna uczynié¢ dla opisu orientacji robota wzgledem krzy-
wej. Mozna zaobserwowad, ze niezaleznie od metody reprezentacji orientacji rozwazanej
w rozdziale 3.3, rownania obiektu wzgledem Sciezki mozna wyrazi¢ w postaci

x=Vow +f,, (3.75)

gdzie x oznacza wzgledna orientacje robota, a wszystkie elementy sa definiowane zgodnie
z tabela 3.2.

Tabela 3.2: Definicja elementéw w réwnaniu (3.75) dla réznych metod parametryzacji.

Metoda Reprezentacja Definicja sktadowych Réwnania
parametryzacji orientacji X V, fo
Katy Eulera ew | HwSgp | —$Huwsr (3(635 )55;%
Serreta—Freneta : , . (3 73) oraz
Kwaterniony et Hi\t)ng _éH&)WSF .(3.59)
Katy Eulera ew | HySp | —$Huwe <3(635 )6(;);&2
Bishopa ' O Dol (D) (3.73) oraz
Kwaterniony €w H,,'Sp | —$H,, ' we (3.60)

Dodatkowo, mozna przedstawi¢ opis robota wzgledem Sciezki uwzgledniajacy zaréwno
jego wzgledne potozenie, jak i orientacje. W tym celu nalezy polaczy¢ ze soba réowna-
nia (3.74) oraz (3.75), a takze zdefiniowac wektor stanu, ktory bedzie odpowiadal posturze
(potozeniu i orientacji) robota wzgledem krzywej.

Niech bedzie dany wektor stanu x dla calosciowego opisu robota wzgledem $ciezki,
uwzgledniajacy polozenie i orientacje. Wowcezas — w zaleznosci od wyboru metody para-
metryzacji, a takze reprezentacji orientacji — mozna go zdefiniowa¢ jako jedng z nastepu-

jacych opcji

(&) (@) @) () e

ktore odpowiadaja kolejno: parametryzacji ortogonalnej i katom Eulera, parametryzacji
ortogonalnej i kwaternionom, parametryzacji nieortogonalnej i katom Eulera, parametry-
zacji nieortogonalnej i kwaternionom. Dzigki temu réwnania postury robota wzgledem
Sciezki mozna wyrazi¢ jako

. V, 0 ; f ;

_ p Usxs| (P p) _ P

oy Vo (8)+ (2) v (@) o)
gdzie V € R%%6 £ € RS, a definicje poszczegdlnych elementéw mozna odezytaé z tabeli 3.1
oraz tabeli 3.2. Otrzymane réwnanie dla przypadku ogélnego mozna wykorzystaé, aby
powiagzaé predkosci robota wzgledem Sciezki z jego predko$ciami w przestrzeni konfigura-
cyjnej. Taka zaleznos¢ wyraza ograniczenie predkosciowe natozone na uktad robotyczny,

ktore gwarantuje poprawng realizacje krzywej geometrycznej w przestrzeni. Prawdziwe
jest nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 1. Zatozmy, ze macierz J zalezy od konfiguracyi robota q € R™ & wyraza
zungzek miedzy predkoScig robota w przestrzent zadaniowej a jego predkosciq w przestrzeni
konfiguracyjnej. Wowczas predkosé robota wzgledem uktadu lokalnego na Sciezce dana jest
rownaniem

X =Lq+f, (3.78)

gdzie L(s,x,q) = V(s,x)-J(q), L € R®*™. Zaleznosc¢ (3.78) bedzie nazywana kinematykq
robota wzgledem Sciezk:.

Dowdd. Jakobian J(q) € R®*™ opisuje zalezno$¢ pomiedzy predkosciami robota w prze-
strzeni zadaniowej a predkosciami w przestrzeni konfiguracyjnej. Dla macierzy Jacobiego

zachodzi .
P\ .
(w) =]q. (3.79)

Uwzglednienie zaleznosci (3.79) w rownaniu (3.77) pozwala otrzymaé

- p B : L
X_V(w)Jrf_l/,Lquf_Lq“Lf’ (3.80)
L

gdzie L € R%*™, To ostatecznie wyraza ogdlng posta¢ kinematyki robota wzgledem $ciezki.
O

W tym rozdziale uzyskano rownanie kinematyki robota wzgledem $ciezki (3.78). Nalezy
podkresli¢, ze ta ogblna postac jest prawdziwa dla wszystkich metod parametryzacji przed-
stawionych w niniejszej rozprawie. W szczegolnosci, zaleznosé (3.78) mozna odpowiednio
zredukowacé tak, aby wyrazi¢ ograniczenie jedynie na predkosci liniowe albo katowe.

Spostrzezenie 10. Jesli rozwazane jest jedynie potozenie albo orientacja obiektu wzgle-
dem $ciezki, to nalezy pominagé odpowiednie wiersze z réwnania macierzowego (3.78) wy-
nikajgcego z Twierdzenia 1:

e jesli rozwazane jest potozenie wzgledem Sciezki, to nalezy uwzglednicé jedynie trzy
pierwsze rownania (3.78), zgodnie z zaleznoscig (3.74);

e jesli przedmiotem zainteresowania jest wzgledna orientacja, trzeba wzigé pod uwage
trzy kolejne réwnania (3.78), zgodnie z definicjq (3.75).

W konsekwencyji, redukcyi ulegng wymiary odpowriednich elementow rownania, tzn. bedzie
zachodzié L € R3*™ oraz f € R3.

Ponadto nalezy zauwazy¢, ze w ogolnosci zaleznosé (3.78) mozna traktowaé jako ogra-
niczenie predkosciowe natozone na robota w przestrzeni konfiguracyjnej. Jego spelnienie
wymusza ruch przyjetego punktu prowadzenia robota wzdtuz danej $ciezki. Moze zatem
postuzy¢ do zdefiniowania profili predkosciowych. Jesli robot bedzie poruszat sie¢ wedtug
okreslonych profili predko$ciowych, to odwzoruje ruch uktadu lokalnego stowarzyszonego
z krzywa geometryczna w przestrzeni — zadana Sciezka.
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Sformulowanie problemu sterowania

W literaturze wyrdznia sie trzy podstawowe zadania sterowania, ktore sa klasyfikowa-
ne w zaleznosci od pozadanego zachowania robota [122|. Zadanie moze by¢ definiowane
poprzez punkt, ktory nalezy osiagnac, lub krzywa, ktora nalezy zrealizowaé¢ w réznych re-
zimach czasowych. Podstawowe zadania robotyczne mozna zatem podzieli¢ nastepujaco:

1. Sterowanie do punktu — w przypadku tego zadania kluczowy jest punkt docelowy,
ktory moze by¢ zdefiniowany w przestrzeni konfiguracyjnej badz zadaniowej robota.
Nie jest istotne, w jaki sposob robot osiagnie zadang wartos¢. Wartosé referencyjna
wymusza zatem na ukladzie sterowania zmiane skokows.

2. Sledzenie trajektorii — w tym zadaniu kluczowe jest podazanie za krzywa, ktora jest
parametryzowana czasem. Oznacza to, ze wymaga sie od obiektu sterowania, aby
znajdowal sie w konkretnych punktach przestrzeni w $cisle okreslonych chwilach
czasu. Tak zdefiniowana krzywa pozwala wplywaé na zachowanie robota miedzy
punktem poczatkowym ruchu a punktem docelowym. W szczeg6lnosci, umozliwia
gtadkie potaczenie warunkéw brzegowych zadania czy omijanie przeszkod, ktore
znajduja sie w przestrzeni roboczej obiektu. Jednakze, ze wzgledu na ograniczo-
ne mozliwoéci napedéw dostepnych do realizacji robotéw, niezmiernie istotne jest
planowanie trajektorii w taki sposéb, aby narzucony rezim czasowy nie powodowal
przekroczenia bezpiecznych limitow.

Nalezy zauwazy¢, ze zadanie §ledzenia trajektorii jest uogélnieniem zadania sterowa-
nia do punktu. Punkt mozna bowiem interpretowac jako trajektorie stata w czasie,
ktora nie zmienia sie podczas catego manewru.

3. Sledzenie $ciezki — ten rodzaj zadania robotycznego réwniez skupia sie na realiza-
cji pewnej krzywej. Tym razem jednak kluczowa nie jest zaleznosé¢ od czasu, lecz
od odlegtosci. Krzywa parametryzuje sie odlegtoscia od jej punktu poczatkowego.
Parametr moze mie¢ zatem interpretacje odlegtosci krzywoliniowej s, ktora zostata
zdefiniowana w rozdziale 2, lub dowolnego parametru nieunormowanego. Dzieki te-
mu na uktad sterowania nie naktada sie zadnych reziméw czasowych, gdyz istotny
jest jedynie geometryczny ksztalt ruchu, a nie jego tempo. Redukuje to sytuacje,
w ktorych robot nie jest w stanie nadazyé¢ za warto$cia zadana ze wzgledu na ogra-
niczone mozliwosci napedéw. Ponadto, planowanie wartosci referencyjnej jest prost-
sze, gdyz bazuje jedynie na zaleznosciach geometrycznych. Trudnosé realizacji jest
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przesunieta na uktad sterowania. Zadanie sledzenia $ciezki jest rowniez dogodne dla
wszystkich aplikacji bazujacych na odlegtosci od punktu poczatkowego ruchu.

Nalezy zauwazy¢, ze zadanie $ledzenia $ciezki jest uogdlnieniem zadania $ledzenia
trajektorii. Parametryzacja czasem jest bowiem szczegdélnym przypadkiem parame-
tryzacji krzywej, ktéra w zadaniu §ledzenia Sciezki moze by¢ dowolna. Rezygnacja
z uwzglednienia czasu w wartosci referencyjnej niweluje problem zbyt wygérowanych
rezimow czasowych naktadanych na obiekt sterowania.

Przedmiotem zainteresowania prowadzonych rozwazan jest najbardziej ogélne zada-
nie robotyczne — $ledzenie $ciezki. W niniejszym rozdziale zostaly przedstawione definicje
i koncepcje przydatne do wykonania tego zadania sterowania. Wyszczegdlniono rowniez
zalozenia przyjete do realizacji zadania i projektowania algorytmow sterowania. W szcze-
golnosci, oméwiono konsekwencje, jakie niesie ze soba taka definicja zadania dla uktadu
sterowania robota.

4.1 Realizacja zadania sterowania — Sledzenia Sciezki

Zgodnie z definicja podana w pracy [53|, zadanie §ledzenia Sciezki polega na stero-
waniu robotem w taki sposob, aby osiagnal pewna przestrzenng krzywa geometrycznag
i podazal wzdtuz niej. Nalezy jednak pamietac, ze ruch wzdtuz Sciezki realizowany przez
dynamiczny uktad robotyczny jest zawsze wykonywany w czasie. Dlatego nalezy row-
noczesnie asymptotycznie realizowac profil predkosciowy wzdtuz Sciezki, ktory stymuluje
ruch obiektu sterowania wzdhuz zadanej krzywej geometryczne;j.

Spostrzezenie 11. Sciezka to obiekt czysto geometryczny, a profil predkosciowy reali-
zowany wzdtuz niej moze byé dobrany dowolnie. W sposdb oczywisty profil predkosciowy
wyraza pewng zalezno$é czasowaq, jednakze jeqgo wybor jest drugorzednym podproblemem
w zadaniu Sledzenia Sciezki [39]. Dobor profilu predkosciowego wzdtuz Sciezki charakte-
ryzuje sie pewnym stopniem swobody © nie wplywa na definicje Sciezki, ktora pozostaje
obiektem czysto geometrycznym, a zachowanie robota zalezy od jego odlegtosci od punktu
poczgtkowego.

W rozdziale 1.2 podkreslono, ze na przestrzeni ostatnich lat powstato wiele rézno-
rodnych metod pozwalajacych na realizacje zadania $ledzenia Sciezki. Niniejsza praca
skupia sie¢ na rozwigzaniu problemu §ledzenia $ciezki poprzez metody oparte na para-
metryzacjach krzywoliniowych. Wykorzystuja one formalizm matematyczny wynikajacy
z parametryzacji Serreta—Freneta lub Bishopa, ktore zostaly przedstawione w rozdziale 2,
do opisu robota wzgledem $ciezki. Z parametryzacji krzywoliniowych wynika ruch uktadu
lokalnego wzdtuz Sciezki zgodny z jej geometrig, a sterowanie robotem polega na wymu-
szeniu odpowiedniego zachowania obiektu wzgledem ukladu stowarzyszonego z krzywa.
W zalezno$ci od przyjetych zalozen dotyczacych wzglednego potozenia obiektu wyrdznia
sie parametryzacje ortogonalng oraz nieortogonalng. Zostaly one zdefiniowane w rozdzia-
le 3. To podejscie nie jest wolne od osobliwosci, a takze naklada minimalne wymagania
na krzywa ze wzgledu na definicje parametryzacji krzywoliniowych. Pozwala jednak zmi-
nimalizowa¢ wymiarowo$¢ problemu, a takze jest intuicyjne geometrycznie. W ramach
dysertacji podejscie parametryczne jest pogtebiane i uogoélniane celem poszerzenia jego
zakresu stosowalnosci, maksymalizacji zysku z zalet i zniwelowania istniejacych wad tej
metody.
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Zastosowanie metody opartej o parametryzacje krzywoliniows wymaga przyjecia pew-
nych zatozen dotyczacych realizacji zadania. Zaktada sie, ze zachodza nastepujace warunki
dotyczace zadanej $ciezki i jej parametryzacji:

e zadana Sciezka jest obiektem czysto geometrycznym i nie jest parametryzowana
czasem;

e zadana $ciezka to krzywa zdefiniowana w przestrzeni R?;
e uktad lokalny jest dobrze zdefiniowany na Sciezce, co oznacza, ze:

— zadana $ciezka spelnia minimalne wymagania dotyczace klasy ciagtosci dla
poszczegodlnych metod parametryzacji krzywoliniowej: €3 dla parametryzacji
Serreta-Freneta oraz G? dla parametryzacji Bishopa;

— parametryzacja metoda Serreta—Freneta jest stosowana tylko dla $ciezek, ktore
nie zawieraja punktow o zerowej krzywiznie;

e Sciezka jest osiggalna przez robota, tzn. znajduje sie w jego przestrzeni roboczej;

e ruch robota jest realizowany wzdtuz $ciezki, jesli punkt prowadzenia robota w stanie
poczatkowym znajduje si¢ na Sciezce, lub robot osiaga zadang $ciezke asymptotycz-
nie, jesli w stanie poczatkowym punkt prowadzenia robota znajduje sie poza Sciezka;

e profil predko$ciowy wzdtuz Sciezki jest definiowany niezaleznie od krzywej geome-
trycznej i moze by¢ modyfikowany dowolnie z uwzglednieniem uwarunkowan zadania
1 ograniczen robota.

Powyzsze zalozenia obowiazuja we wszystkich rozwazaniach prowadzonych w tej pracy,
o ile nie zaznaczono inaczej.

4.2 Model obiektu sterowania

Zadanie §ledzenia $ciezki mozna realizowaé dla zroéznicowanych uktadéw robotycznych.
Nalezy jednak zauwazy¢, ze w ogdlnosci mozna wskazaé¢ pewna strukture modelu obiektu
sterowania typowsa dla zadania sledzenia Sciezki.

Opis robota wzgledem $ciezki, jak wynika z rozdzialu 3, wymaga zdefiniowania punk-
tu prowadzenia robota. Dla robotéw mobilnych jest on czesto identyfikowany ze $rod-
kiem ciezkosci platformy, a w przypadku manipulatoréw jest to koricowka chwytaka. Opis
potozenia jest podstawowym rozwazanym przypadkiem. Jesli obiekt sterowania posiada
dostateczng liczbe stopni swobody, to mozna dodatkowo rozpatrywaé orientacje obiek-
tu sterowania wzgledem $ciezki. Wéwcezas w punkcie prowadzenia robota jest zaczepiony
lokalny uktad wspotrzednych, ktory definiuje orientacje obiektu w globalnym uktadzie od-
niesienia. W konsekwencji mozna réwniez wyznaczy¢ orientacje robota wzgledem uktadu
na Sciezce. Orientacja wzgledna ma kluczowe znaczenie dla operacji, w ktorych wyma-
gane jest odpowiednie ustawienie robota lub jego efektora, np. chwytanie przedmiotow.
W przypadku parametryzacji trojwymiarowych do pelnego opisu potozenia i orientacji
robota wymagane jest minimum szes¢ stopni swobody.

Dla poprawnej realizacji zadania sledzenia Sciezki konieczne jest przyjecie pewnych
zalozen dotyczacych robota i jego struktury. W niniejszej pracy konieczne zaklada sie, ze
sa spelnione nastepujace warunki:
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e kinematyka robota jest w pelni znana;

e robot pracuje poza konfiguracjami osobliwymi wynikajacymi z jego struktury kine-
matycznej;

e przestrzen robocza obiektu jest bezkolizyjna.

W szczegblnosci, ostatnie zatozenie sprowadza sie do sytuacji, w ktoérej zadana $ciezka jest
zaplanowana lub modyfikowana w trakcie wykonywania manewru w taki sposéb, aby nie
doszto do niepozadanego kontaktu z elementami otoczenia.

Nalezy zauwazy¢, ze robot jest obiektem dynamicznym. Jego stan zmienia si¢ w czasie
i dzialaja na niego rézne sily oraz momenty sil. Dlatego rozwazan dotyczacych sledzenia
Sciezki nie mozna prowadzié¢ jedynie na poziomie kinematycznym. Nie mozna zrealizowaé
bezposrednio ograniczenia predkosciowego, lecz konieczne jest uwzglednienie dynamiki
obiektu. Nie wprowadza si¢ jednak dodatkowych zatozen dotyczacych modelu dynami-
ki robota. Oznacza to, ze jego parametry dynamiczne lub struktura modelu moga by¢
czesciowo lub catkowicie nieznane. Jest to typowa sytuacja praktycznych realizacji zadan
robotycznych.

Model obiektu sterowania w zadaniu sledzenia $ciezki jest zatem zdefiniowany poprzez
dynamike robota, a takze jego opis (kinematyke) wzgledem $ciezki. Ta druga zaleznosé ma
charakter ograniczenia predkosciowego w przestrzeni konfiguracyjnej robota, jak wynika
z Twierdzenia 1. Dodatkowo, nalezy wyrozni¢ przypadek mobilnych robotéw nieholono-
micznych. Posiadajg one dodatkowe ograniczenia na poziomie kinematycznym ze wzgledu
na wzbronione kierunki ruchu. Ponizej przedstawiono szczegdétowy opis obiektéw holono-
micznych i mobilnych obiektéw nieholonomicznych w zadaniu $ledzenia Sciezki.

4.2.1 Obiekt holonomiczny

W przypadku obiektu holonomicznego nie wystepuja niecatkowalne ograniczenia pred-
kosciowe. Oznacza to, ze model obiektu w zadaniu §ledzenia $ciezki jest w petni zdefinio-
wany:

e kinematyka robota wzgledem $ciezki, ktéra wynika z Twierdzenia 1 i dana jest za-
leznoscia (3.78)

x=Lq+f; (4.1)

e dynamika robota, ktéra wynika z formalizmu Eulera—Lagrange’a i w ogélnej postaci
dana jest rownaniem [117]

Q(q)q+C(q,q)q+g(q) =u, (4.2)

gdzie g € R™ jest wektorem opisujacym stan robota w przestrzeni konfiguracyjnej,
Q € R™™™ oznacza macierz bezwladnosci, C € R™*™ opisuje macierz sit odsrodko-
wych i sit Coriolisa, g € R™ jest wektorem grawitacji, natomiast u € R™ oznacza
momenty sterujace w silnikach robota. Warto podkresli¢, ze w rownaniu dynamiki
obiektu holonomicznego (4.2) liczba sterowari jest taka sama, jak liczba zmiennych
stanu.
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Mozna zauwazy¢, ze rownania (4.1) oraz (4.2) opisujace obiekt holonomiczny w za-
daniu Sledzenia $ciezki sa ze soba sprzezone. Aby zagwarantowaé spelnienie ograniczen
wynikajacych z zadanej $ciezki, nalezy poruszac sie wzdtuz pewnych profili predkosciowych
w przestrzeni konfiguracyjnej. Jednakze, nie mozna bezposrednio zadac¢ tych predkosci,
gdyz zaleza one poprzez réwnanie dynamiki (4.2) od momentéw sterujacych zadawanych
w silnikach robota. Wynika stad, ze oba réwnania tworza pewna strukture kaskadowa,
ktorej schemat przedstawiono na rys. 4.1.

Rysunek 4.1: Struktura kaskadowa obiektu holonomicznego w zadaniu sledzenia Sciezki.

Najbardziej wewnetrznym stopniem kaskady jest kinematyka robota. Stan tego po-
ziomu — stan robota wzgledem zadanej Sciezki x — zalezy wprost od predkosci robota
w przestrzeni konfiguracyjnej ¢, co wynika z rownania (4.1). Aby spelni¢ ograniczenia
wynikajace z zadanej $ciezki, nalezy zada¢ odpowiednie profile predkosciowe . Jednakze,
predkosci w przestrzeni konfiguracyjnej stanowia jednoczesnie element stanu na poziomie
dynamicznym. Oznacza to, ze nie moga one przyjmowaé zupelnie dowolnych wartosci,
lecz sa uwarunkowane dynamika robota (4.2). Sterowaniem, ktore mozna ksztaltowaé do-
wolnie, s momenty napedowe w silnikach robota u. Definiuja one wejscie dla réwnania
dynamiki. Za jego pomoca mozna sterowaé stanem poziomu dynamicznego, ktory tworza
razem stan robota wzgledem Sciezki x oraz predkosci ¢. Wynika to z faktu, ze poziom
dynamiczny zawiera w sobie poziom kinematyczny modelu, gdyz wplywajac na dynamike
robota posrednio ksztaltujemy jego zachowania na poziomie kinematycznym. Warto pod-
kresli¢, ze predkosci  stanowia jednoczesnie wejscie sterujace dla poziomu kinematycz-
nego oraz trajektorie systemu na poziomie dynamicznym. Za ich posrednictwem mozna
ksztattowaé stan na poziomie kinematycznym, lecz nie dowolnie, a przy uwzglednieniu
rownan dynamiki obiektu.

Taka kaskadowa struktura obiektu sterowania w zadaniu Sledzenia Sciezki niesie kon-
kretne konsekwencje dla uktadu sterowania, ktore zostaly omoéwione w rozdziale 4.3.

4.2.2 Mobilny obiekt nieholonomiczny

W przypadku modelowania mobilnego obiektu nieholonomicznego (platformy mobil-
nej), oprocz ograniczenn wynikajacych z zadanej Sciezki oraz modelu dynamiki robota,
nalezy uwzgledni¢ dodatkowe ograniczenia predko$ciowe. Oznacza to, ze wystepuja pew-
ne kierunki wzbronione, w ktérych robot nie moze sie porusza¢. Model obiektu w zadaniu
sledzenia $ciezki zdefiniowany jest zatem przez roéwnania:
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e kinematyki robota wzgledem §ciezki, ktore wynikaja z Twierdzenia 1 i sg dane za-
leznoscia (3.78), czyli
x=Lq+f; (4.3)

e ograniczen nieholonomicznych, ktére stanowia niecatkowalne ograniczenia pierwsze-
go rzedu i mozna je wyrazi¢ za pomoca macierzy Pfaffa [113] jako

A(q)q =0, (44)

gdzie € R™ oznacza stan robota w przestrzeni konfiguracyjnej, A € R™™ oznacza
macierz Pfaffa, natomiast 1 jest liczba ograniczen nieholonomicznych;

e dynamiki robota, ktora wynika z zasady d’Alemberta i w ogélnej postaci jest wyra-
zona jako [122]

Q(q)4+C(q,q4)q+g(q) =Bu-+AT(q)A, (4.5)

gdzie Q € R™*™ oznacza macierz bezwladnosci, C € R™*™ opisuje macierz sit
odsrodkowych i sit Coriolisa, g € R™ jest wektorem grawitacji, uw € R™ oznacza
momenty sterujace w silnikach robota, B € R™*™ jest macierza wejSciowa opisuja-
ca, w jaki sposob sterowania wplywaja na poszczegélne zmienne stanu, natomiast
A € R! jest wektorem mnoznikoéw Lagrange’a wynikajacym z zasady d’Alember-
ta [122]. Warto zauwazy¢, ze w przypadku obiektéw nieholonomicznych liczba stero-
wan m jest mniejsza, niz wymiar stanu w przestrzeni konfiguracyjnej, gdyz zachodzi
m=n—1l<n

Model dynamiki wyrazony rownaniem (4.5) nie jest jednak korzystny pod wzgledem
matematycznym. Na 6w fakt wplywaja nastepujace aspekty:

1. Liczba sterowan u jest mniejsza, niz liczba zmiennych stanu ¢, m < n.

2. W konsekwencji, macierz wejSciowa B jest macierza prostokatng, a przez to nieod-
wracalng. Aby znalez¢ odwrotnosé takiej macierzy nalezaloby rozwazy¢ tzw. pseu-
doodwrotnodci.

3. Model wymaga uwzglednienia mnoznikéw Lagrange’a A, ktoérych pomiar moze by¢
bardzo wymagajacy w realizacji praktycznej. W typowym modelu robota kotowego
interpretuje sie je jako sity tarcia statycznego pomiedzy kotami a podtozem. Pomiar
takiej wielkos$ci w kazdym kroku sterowania jest wyzwaniem trudnym i ucigzliwym.

7 powyzszych wzgledow korzystniej jest wyrazi¢ model mobilnego obiektu nieholonomicz-
nego za pomoca predkosci pomocniczych. W tym celu nalezy zauwazy¢, ze ograniczenia
nieholonomiczne mozna wyrazi¢ w postaci bezdryfowego uktadu sterowania

q=G(q)n, (4.6)

gdzie 1 € R™ oznacza wektor predkosci pomocniczych, a G € R™ ™ jest macierza,
ktorej kolumny rozpinaja jadro macierzy Pfaffa z ograniczenia (4.4), a wiec tozsamosciowo
speliona jest zaleznosé¢ A - G = 0. Uwzgledniajac rownanie (4.6), a takze jego pochodna
po czasie .

qg=Gn+Gn (4.7)
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w modelu dynamiki (4.5), mozna uzyska¢ nastepujaca zaleznosé
QG+ (QG+CGn+g=Bu+ATA. (4.8)

Mnozac rownanie (4.8) lewostronnie przez macierz G', moina otrzymac¢ wyrazenie row-
nowazne
T . T T T TAT
=G Bu A. 4.
G QOGn+G (QG+CGn+G' g=0G +G/;\ (4.9)
Warto podkresli¢, ze dzieki wlasnosci macierzy G zniwelowany zostal sktadnik z mnozni-
kami Lagrange’a A. Ponadto, jesli przyjmiemy nastepujace oznaczenia:

Q*=G'QG, Q* e R™*™,
e C"=G'(QG+ CG), C* e Rmxm

*g9"=G'g, g €R™,
e B"=G'B, B* ¢ R™*™,
to model dynamiki we wspotrzednych pomocniczych mozna przedstawi¢ w postaci
QM+ Cn+g*=B"u (4.10)

Dodatkowo, mozna zaobserwowaé, ze ograniczenia kinematyczne wzgledem $ciezki (4.3)
oraz ograniczenia nieholonomiczne (4.6) mozna scali¢ do jednego réwnania

XZ%gﬂ+f:L“+ﬁ (4.11)

gdzie L™ € R®*™ zgodnie z Twierdzeniem 1, lub L* € R3*™ gdy rozwazane jest wzgledne
polozenie albo wzgledna orientacja, zgodnie ze Spostrzezeniem 10.

Reasumujac, model mobilnego obiektu nieholonomicznego w zadaniu sledzenia $ciezki
opisany jest rOwnaniami:

e ograniczen kinematycznych wynikajacych z opisu wzgledem $ciezki oraz nieholono-
micznosci obiektu
x=L"n-+f, (4.12)

e dynamiki robota wyrazonej w predkosciach pomocniczych

QMmM+Cn+g"=B"u. (4.13)

Nalezy podkresli¢, ze rownania poziomu kinematycznego (4.12), jak i poziomu dynamicz-
nego (4.13) sa ze soba sprzezone i tworza uklad kaskadowy. Schemat obrazujacy zaleznosci
miedzy poziomami kaskady zostal przedstawiony na rys. 4.2. Latwo mozna spostrzec, ze
struktura obiektu nieholonomicznego jest analogiczna, jak w przypadku obiektu holono-
micznego. Ponownie kaskade tworza dwa poziomy — kinematyczny oraz dynamiczny, przy
czym poziom kinematyczny stanowi strukture wewnetrzna. Nalezy jednak podkreslié¢, ze
istotna réznica zachodzi na poziomie dynamicznym — elementem stanu sa predkosci po-
mocnicze 1, a nie predkosci obiektu w przestrzeni konfiguracyjnej. Jednakze i w przypad-
ku obiektu nieholonomicznego stan na poziomie dynamicznym jest jednocze$nie wejsciem
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Rysunek 4.2: Struktura kaskadowa obiektu niecholonomicznego w zadaniu §ledzenia $ciezki.

(sterowaniem) dla poziomu kinematycznego, o czym $wiadczy zaleznosé (4.12). Oznacza
to, ze odpowiednie profile predkosciowe na poziomie dynamicznym mogg zagwarantowac
osiagniecie pozadanego stanu x na poziomie kinematycznym, co prowadzi do poprawne;j
realizacji zadania $ledzenia $ciezki. Jako ze predkosci pomocnicze naleza do trajektorii
systemu, gdyz wspottworza stan na poziomie dynamicznym, to nie mozna ich dobraé¢ do-
wolnie. Wplywa na nie jednak bezposrednio sterowanie u poprzez rownanie (4.13). W ten
sposob, poprzez odpowiedni dobor sterowania na poziomie dynamicznym mozna posrednio
ksztattowaé zachowanie uktadu na poziomie kinematycznym.

Uzyskana struktura kaskadowa obiektu nieholonomicznego w zadaniu §ledzenia Sciezki
niesie ze sobg analogiczne konsekwencje, jak kaskada otrzymana dla obiektu holonomicz-
nego w rozdziale 4.2.1. Zagadnienie zostalo szczegdélowo oméwione w rozdziale 4.3.

4.3 Architektura uktadu sterowania

4.3.1 Algorytm calkowania wstecznego

Zastosowanie parametryzacji krzywoliniowej do realizacji zadania $ledzenia Sciezki
skutkuje kaskadowa struktura modelu obiektu sterowania. Réwnania opisujace robota
wzgledem $ciezki sa powodem powstania takiej struktury — jak w przypadku obiektow
holonomicznych — lub dobrze wpisuja si¢ w istniejaca strukture kaskadows obiektow nie-
holonomicznych. Ogoélnym paradygmatem, ktory pozwala na projektowanie algorytmow
sterowania z uwzglednieniem zaleznosci pomiedzy kolejnymi poziomami kaskady, jest al-
gorytm catkowania wstecznego (z ang. backstepping integrator) |66, 76].

W kaskadowym uktadzie sterowania wszystkie podsystemy sa ze soba sprzezone, a sy-
gnaly sterujace sa zadawane bezposrednio jedynie na najbardziej zewnetrzny podsys-
tem kaskady. Idea algorytmu catkowania wstecznego jest uzyskanie rownan ograniczen
na wszystkie trajektorie systemu, ktore stanowia wejscie do nizszych pozioméw kaskady.
Nalezy zagwarantowac, aby posta¢ funkcyjna wej$é na wyzszych poziomach byta zdefinio-
wana przez trajektorie na poziomach nizszych. Schemat metody przedstawiono na rys. 4.3.
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Rysunek 4.3: Ogolny schemat algorytmu catkowania wstecznego.
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W celu realizacji tego podejscia analize systemu nalezy zawsze rozpoczaé¢ od najbar-
dziej wewnetrznego poziomu struktury, traktujac go jako niezalezny od wszystkich pozo-
stalych. Przyjmujac takie zalozenie, mozna zaprojektowa¢ wejscie do systemu tak, aby
uzyskac zadane wtasciwosci stabilnosci. Jednakze, w rzeczywisto$ci nie ma bezposredniego
dostepu do zmiennej wej$ciowej najnizszego poziomu kaskady, gdyz stanowi ona trajekto-
rie systemu — jest to zmienna stanu pozioméw nadrzednych. Dlatego tez uzyskana forma
wejscia jest jedynie warunkiem na stan kolejnego poziomu kaskady:.

7 ogoélnej budowy systemu kaskadowego wynika, ze wejscie kazdego podsystemu sta-
nowi kolejne ograniczenie na trajektorie calego systemu. Dlatego procedure projektowa-
nia wejs¢ z uwzglednieniem tych ograniczen powtarza sie az do osiggniecia ostatniego
poziomu kaskady. W ten sposob zdefiniowane sterowania kolejnych pozioméw kaskady
przenosza sie na wyzsze stopnie w postaci ograniczeri. Wynika z tego, ze przebiegi wejsé
kazdego wewnetrznego podsystemu nie sa dowolne, lecz musza przebiega¢ wedtug pewnej
postaci funkcyjnej, ktora jest Scisle zdefiniowana przez wszystkie podsystemy na nizszych
poziomach kaskady. Projektowanie sterowania staje sie coraz bardziej skomplikowane,
gdyz liczba ograniczen zwieksza sie z kazdym kolejnym stopniem uktadu. Jednak w efek-
cie konicowym sterowanie zewnetrzne, ktére mozna zada¢ bezposrednio na dany obiekt,
uwzglednia wszystkie ograniczenia pozioméw wewnetrznych, gwarantujac zachowanie ich
stabilno$ci.

Ta ogoélna metodologia catkowania wstecznego pozwala uzyskaé¢ prawo sterowania dla
catego systemu, ktore gwarantuje zachowanie stabilnosci kazdego podsystemu kaskady,
na podstawie analizy wewnetrznych trajektorii uktadu. Warto zauwazy¢, ze podejscie
odwrotne, a wiec ustabilizowanie jedynie zewnetrznego poziomu kaskady, nie daje zadnych
gwarancji na stabilnos¢ pozioméw wewnetrznych, ktore sa ze soba sprzezone.

4.3.2 Uklad sterowania w zadaniu S$ledzenia Sciezki

Jak wskazano w rozdziale 4.2, w analizowanym problemie §ledzenia $ciezki model
obiektu sterowania mozna sprowadzi¢ do ukladu kaskadowego o dwdch poziomach: ki-
nematycznym i dynamicznym. Zgodnie z metoda catkowania wstecznego |66, 76| projek-
towanie prawa sterowania nalezy rozpocza¢ od poziomu kinematycznego, ktory stanowi
najbardziej wewnetrzny poziom struktury kaskadowej. Zaplanowane sterowanie powinno
spelnia¢ ograniczenia wynikajace z zadanej $ciezki oraz ograniczen nieholonomicznych,
jesli istnieja. Jak zauwazono powyzej, poziom kinematyczny nie jest dostepny bezposred-
nio ze wzgledu na dynamike robota. Nalezy zatem zadaé takie sterowanie na poziomie
dynamicznym, ktore zagwarantuje spetnienie ograniczen wynikajacych z poziomu kine-
matycznego. W rezultacie uktad sterowania realizujacy zadanie Sledzenia Sciezki powinien
sktadac sie z dwoch sterownikoéw, ktore pracuja rownolegle:

1. Sterownik kinematyczny.

Zadaniem sterownika na najnizszym poziomie kaskady uktadu sterowania jest wyge-
nerowanie profili predkosciowych, ktére pozwola na spelnienie ograniczen kinema-
tycznych. Predkosci referencyjne nie moga byé jednak zadane bezposrednio, gdyz
stanowia one czes$¢ trajektorii zewnetrznego systemu. 7 tego wzgledu, sterownik ki-
nematyczny funkcjonuje w rzeczywistosci jako uktad planowania ruchu, gdyz deter-
minuje geometrycznie zadane trajektorie w przestrzeni stanu rozwazanego systemu.
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2. Sterownik dynamiczny.

Profile predkosciowe wygenerowane przez sterownik kinematyczny musza byé zre-
alizowane przez prawo sterowania na drugim poziomie kaskady, a wiec poziomie
dynamicznym. W tym celu nalezy zaprojektowaé¢ odpowiedni sterownik dynamicz-
ny. Jego zadaniem jest generowanie takich momentéw sterujacych, ktore pozwola
Sledzi¢ zadane trajektorie w przestrzeni stanu uktadu. Sterownik dynamiczny moze
by¢ zatem traktowany jako uktad wykonawczy ruchu.

Spostrzezenie 12. Nalezy zauwazyé, ze w realizacji praktycznej czesto nie mozna bezpo-
srednio zadawacé momentow sterujgcych, lecz konieczne jest odpowiednie sterowanie silnika
pradowego, ktore pozwoli uzyskacé zgdane momenty. W konsekwencji, uktad sterowania na-
lezatoby rozszerzyé o kolejny poziom kaskady, a sterowanie prgdowe zaprojektowaé tak, aby
spetniato przedstawione wymagania metody catkowania wstecznego [59].

W niniejszej pracy zaktada sie, ze mozliwe jest bezposrednie zadanie momentow steru-
jacych robotem, czyli ze roboty majqg bezposrednie napedy typu direct drive. Modelowanie
silnikow 1 ich sterowanie nie jest przedmiotem prowadzonych rozwazan.

Schemat architektury uzyskanego ukladu sterowania, ktory pozwala na realizacje za-
dania sledzenia $ciezki, zostal przedstawiony na rys. 4.4.

Profil predkosciowy $a/Ua

wzdtuz Sciezki
- Generator
Obiekt w zadaniu _ | $ciezki zadanej
- sledzenia Sciezki q, q/m
| Kinematyka: (4.1) lub (4.12)
Dynamika: (4.2) lub (4.13) r(s)/rlu)
Sterownik
u , «
kinematyczny
Sterownik [+ reg/ Mres
dynamiczny |,

Rysunek 4.4: Ogélny schemat uktadu sterowania w zadaniu sledzenia Sciezki.

Model obiektu w zadaniu §ledzenia $ciezki zdefiniowany jest przez réwnania kinematyki
i dynamiki. Sa one wyrazone odpowiednio zaleznosciami (4.1) oraz (4.2) dla obiektu holo-
nomicznego, a takze (4.12) oraz (4.13) dla mobilnego obiektu nieholonomicznego. Zaktada
sie, ze do realizacji zadania Sledzenia $ciezki dostepne sa pomiary stanu robota, a wiec
pozycje i predkosci w przestrzeni konfiguracyjnej. Predkosci pomocnicze dla obiektu nie-
holonomicznego mozna mierzy¢ bezposrednio lub uzyskaé¢ na podstawie zaleznosci (4.6).

Zadaniem sterownika kinematycznego jest generacja profili predkosciowych, ktére spet-
niaja wszystkie ograniczenia na poziomie kinematycznym. Stanowia one stan poziomu
dynamicznego. Profile predko$ciowe sa generowane na podstawie:
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e zmierzonego stanu robota,
e rownania zadanej $ciezki,
e zadanego profilu predkosciowego wzdtuz $ciezki.

Warto zauwazy¢, ze zgodnie ze schematem na rys. 4.4 stan robota moze wplywaé
zarOwno na wartos¢ potozenia uktadu lokalnego na $ciezce 1, jak i na zadany profil pred-
kosciowy wzdtuz Sciezki. Fakt ten jest wykorzystywany zwtaszcza w przypadku parame-
tryzacji ortogonalnych, kiedy uktad lokalny na $ciezce i punkt prowadzenia robota zawsze
dzieli najmniejsza mozliwa odlegtosé. Wplyw na profil predkosciowy wzdtuz sSciezki, ktory
jest zawsze dobierany arbitralnie zgodnie ze Spostrzezeniem 11, moze okazaé sie istot-
ny w przypadku wprowadzonych ograniczen na stan uktadu lub koniecznosci modyfikacji
profilu predkosciowego w trakcie wykonywania manewru.

Nalezy rowniez podkreslié, ze dla realizacji prawa sterowania unormowanie parame-
tryzacji Sciezki nie ma znaczenia. Wynika stad, ze przedstawiona architektura uktadu
sterowania bedzie stuszna zaréwno dla parametryzacji unormowanej, jak i parametryzacji
nieunormowanej. Zgodnie ze Spostrzezeniem 1, normalizacja parametryzacji nie wplywa
na potozenie uktadu lokalnego na Sciezce. Zmianie moze podlega¢ profil predkosciowy
wzdhuz §ciezki ze wzgledu na zaleznosé (2.2). Jednakze, jak wspomniano wezesniej, ten
parametr moze by¢ modyfikowany dowolnie w zalezno$ci od uwarunkowania zadania.

Referencyjne profile predko$ciowe wygenerowane przez sterownik kinematyczny nie sa
zadawane bezposrednio na obiekt sterowania. Uwzglednia sie bowiem sterownik dyna-
miczny, ktory jest odpowiedzialny za zrealizowanie zaplanowanego ruchu. Jego zadaniem
jest zagwarantowanie, ze predkosci obiektu sterowania beda zbiegaly do trajektorii za-
planowanych przez sterownik kinematyczny. Oznacza to, ze réznica miedzy trajektoriami
systemu a referencyjnymi profilami predko$ciowymi, rozumiana jako btad na poziomie
dynamicznym, powinna zbiega¢ do zera. W definicji bledu poziomu dynamicznego uwi-
dacznia sie sprzezenie miedzy poziomami kaskady. Btad na poziomie dynamicznym nie
moze by¢ ksztattowany w sposob dowolny, lecz zgodnie z postacig funkcyjng wynikajaca
z prawa sterowania na poziomie kinematycznym. Sterownik dynamiczny generuje momen-
ty sterujace u, ktére mozna zadaé bezposrednio na obiekt z zastrzezeniem wynikajacym
ze Spostrzezenia 12. W rezultacie robot powinien realizowaé¢ zadana $ciezke.

Przedstawiona ogolna architektura uktadu sterowania pozwala na poprawna realizacje
zadania Sledzenia $ciezki. W kolejnych rozdziatach zostaly zaproponowane konkretne roz-
wiazania dla typowych systeméw robotycznych. Prawa sterowania zostaty zaprojektowane
W oparciu o zaprezentowana metodologie oraz z uwzglednieniem zatozen sformutowanych
w tym rozdziale.



Rozdzial 5

Sterowanie obiektem holonomicznym

Niniejszy rozdzial skupia sie na projekcie algorytmoéw sterowania, ktore pozwalaja na
realizacje zadania sledzenia $ciezki dla obiektéw holonomicznych. Podstawa projektu jest
przedstawiony w rozdziale 3 model obiektu sterowania opisany wzgledem Sciezki, opar-
ty o formalizm parametryzacji krzywoliniowych. Architektura uktadu sterowania zostala
stworzona zgodnie z zalozeniami i wytycznymi przedstawionymi w rozdziale 4. Prawa
sterowania przedstawione w tej czesci maja zastosowanie do wszystkich obiektéw holono-
micznych. Zaproponowane rozwigzania zweryfikowano symulacyjnie oraz eksperymental-
nie, a badania zostaly przeprowadzone dla dwoch obiektow holonomicznych. Ich modele
zamieszczono w dodatkach A.1 oraz A.2.

5.1 Sterownik kinematyczny

Zgodnie z idea calkowania wstecznego (backsteppingu), projekt algorytmu sterowania
dla uktadu o strukturze kaskadowej nalezy rozpoczaé¢ od najbardziej wewnetrznego pozio-
mu kaskady. W przypadku rozwazanego modelu robota wzgledem Sciezki jest to poziom
kinematyczny.

7 Twierdzenia 1 wynika, ze kinematyka robota wzgledem Sciezki ma posta¢ uktadu afi-
nicznego, ktory w szczegdlnym przypadku parametryzacji ortogonalnej i opisu potozenia
redukuje si¢ do postaci uktadu bezdryfowego. Zgodnie z réwnaniem (4.1) ta posta¢ w pel-
ni opisuje kinematyke obiektu holonomicznego wzgledem $ciezki. Stan robota wzgledem
Sciezki jest oznaczony jako x. Moze on oznaczaé polozenie, orientacje lub posture obiek-
tu wzgledem $ciezki — w zaleznosci od liczby stopni swobody robota oraz rozwazanego
zadania. Wejscie do ukladu stanowia predkosci w przestrzeni konfiguracyjnej ¢, a zatem
maja interpretacje sterowan na poziomie kinematycznym. Dla tak zdefiniowanego uktadu
zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Niech bedzie dany wektor bledow Sledzenia Sciezki
ex =X —Xa: (5.1)

gdzie X4 oznacza zZgdany stan obiektu wzgledem Sciezki. Wowczas, dla pierwszego poziomu
kaskady uktadu sterowania w zadaniu sledzenia Sciezki danego réwnaniem (4.1), sterowa-
nie postaci

Gy = L* (X4 — Kiex — ) (5.2)
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gqwarantuje asymptotyczng zbieznosé btedow sledzenia Sciezki ey do zera. W réwnaniu (5.2)
1
1

macierz L¥ oznacza macierz odwrotna, gdy macierz L jest kwadratowa, tzn. L# = L7,
lub macierz pseudoodwrotng, gdy macierz L jest prostokgtna, tzn. L#* = LT (LLT)_ ,
natomiast macierz Ky jest dodatnio okreslong macierzqg wzmocnien sterownika.

Dowadd. Na potrzebe projektowania algorytmu sterowania nalezy uznac, ze pierwszy sto-
pien kaskady jest niezalezny i mozna wprowadzi¢ bezposrednio sterowanie w postaci refe-
rencyjnych profili predkosciowych (5.2). Wowczas system (4.1) w zamknietej petli sprze-
zenia zwrotnego ze sterowaniem (5.2) dany jest rownaniem

X = LL¥ (X — Kiey — ) +1, (5.3)
co po uporzadkowaniu sprowadza sie do postaci
e, = —Kyey. (5.4)
Niech bedzie dana funkcja
Vi(ey) = %elex. (5.5)

Funkcja (5.5) spelnia wymogi funkcji Lapunova, gdyz jest dodatnia poza zerem i doktadnie
réowna zero dla e, = 0. Pochodna po czasie funkcji Lapunova V; jest réwna

Vi(ey) = e)éy. (5.6)

Uwzgledniajac rownanie systemu w zamknietej petli sprzezenia zwrotnego (5.4), wzdtuz
trajektorii systemu, zaleznosé (5.6) mozna rownowaznie przeksztaltcié do postaci

Vi(ey) = —e Kyey. (5.7)

Wynika stad, ze pochodna funkcji Lapunova V; jest réwna formie kwadratowej macie-
rzy Ky ze znakiem ujemnym. A zatem spelnione sa nastepujace warunki

Vi(ey) <0, gdyey #0, (5.8a)

Vi(ey) =0, gdy ey, =0. (5.8b)

Na mocy twierdzenia LaSalle’a [13] z zaleznosci (5.8) wynika, ze system z zamknieta
petla sprzezenia zwrotnego jest asymptotycznie stabilny. W konsekwencji, btedy sledzenia
Sciezki zbiegaja asymptotycznie do zerowego punktu réwnowagi. O]

Na podstawie Twierdzenia 2 mozna wnioskowaé, ze prawo sterowania (5.2) gwarantu-
je poprawna realizacje zadania Sledzenia Sciezki na poziomie kinematycznym. Jednakze,
w rzeczywistosci nie mozna zada¢ bezposrednio wygenerowanych profili predkosciowych
ze wzgledu na dynamike robota. Zgodnie z algorytmem catkowania wstecznego nalezy
uwzgledni¢ ten wynik na poziomie dynamiki, ktory stanowi kolejny poziom kaskady ukta-
du sterowania.
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5.2 Sterownik dynamiczny

Zgodnie z architektura uktadu sterowania opisana w rozdziale 4, sterownik dynamiczny
odpowiada za zrealizowanie profili predkosciowych q,,; wygenerowanych przez sterownik
kinematyczny. Ten drugi poziom kaskady uktadu sterowania mozna zaprojektowaé na
wiele sposobow. Wyboér sterownika dynamicznego zalezy od warunkow realizacji zadania,
a takze od stopnia znajomosci modelu dynamiki obiektu holonomicznego (4.2). W niniej-
szym rozdziale rozwazono nastepujace poziomy znajomosci modelu dynamiki robota:

e pelna znajomosé modelu;

e parametryczna nieznajomosé¢ modelu;
e strukturalna nieznajomos¢ modelu;

e calkowita nieznajomos$¢ modelu.

Dla kazdego przypadku zaproponowano prawo sterowania, ktore dopelnia uktad sterowa-
nia i pozwala poprawnie wykona¢ zadanie $ledzenia $ciezki. W przedstawionych dowodach
stabilnosci algorytméw korzystano z wtasnosci modelu dynamiki, ktéra przedstawiono ja-
ko Spostrzezenie 13.

Spostrzezenie 13. Z definicji modelu dynamiki obiektu holonomicznego (4.2) wynika, Ze
pochodna macierzy bezwtadnosci Q(q) wzdtuz trajektorii przequbowych zalezy od macierzy
sit Coriolisa i sit odsrodkowych C(q, q) zgodnie z zaleznosciq [122]

Q(q)=C(q.q)+C'(q,q). (5.9)

Nalezy rowniez podkreslié, ze w ogdlnosci sterownik dynamiczny jest sprzezony ze
sterownikiem kinematycznym. Zgodnie ze schematem 4.1 sterowanie na nizszym poziomie
kaskady uktadu sterowania staje sie elementem stanu na poziomie wyzszym. Stad profile
predkosciowe (, ktore stanowily wejscie na poziomie kinematycznym, nalezy traktowac
jako sktadowa stanu na poziomie dynamicznym. Dlatego tez w drugim stopniu kaskady
rozwazanego systemu nalezy zdefiniowa¢ bltedy sledzenia profili predko$ciowych zgodnie
z zaleznodcig

€g=¢€q={(q— (. (5.10)
Warto zauwazy¢, iz przebieg btedéow sledzenia profili predkosciowych (5.10) nie jest do-
wolny, lecz Scisle zdefiniowany przebiegami funkcyjnymi z nizszego poziomu kaskady g,

Wida¢ to wyraznie, gdy w rownaniu (5.10) zostanie uwzglednione prawo sterowania z po-
ziomu kinematycznego (5.2)

eqle) = 4 — L7 (xa — Kiey — ). (5.11)

Zgodnie z metodologia catkowania wstecznego btad na wyzszym poziomie zalezy od bledu
na poziomie nizszym. Sterownik dynamiczny musi zatem gwarantowac nie tylko zbieznosé
btedéw sledzenia profili predko$ciowych do zera, ale réwniez utrzymanie stabilnosci sygna-
tow wynikajacych ze sterownika kinematycznego. W tej czesci sformutowano twierdzenia,
ktore definiujg prawa sterowania na poziomie dynamicznym speliajace ten kluczowy
warunek.
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5.2.1 Pelna znajomosé modelu dynamiki

W pierwszej kolejnosci rozwazono przypadek, gdy model dynamiki robota jest w petni
znany. Nalezy podkredli¢, ze rozwazany przypadek opiera sie na wyidealizowanych zato-
zeniach, gdyz w rzeczywistosci rzadko wszystkie parametry masowe i inercyjne robota sa
calkowicie znane. Moga one réwniez ulega¢ zmianom w czasie. Niemniej, jesli proces stero-
wania jest poprzedzony identyfikacja parametréw, to zaproponowane rozwigzanie pozwoli
skutecznie realizowa¢ zadanie. Warto takze zauwazyé, ze wszelkie zmiany parametrow
masowo-inercyjnych zachodza w dtugim horyzoncie czasowym.

Do realizacji zadania Sledzenia Sciezki przez obiekt holonomiczny, ktérego model dyna-
miki jest w pelni znany, proponuje sie prawo sterowania zdefiniowane przez Twierdzenie 3.

Twierdzenie 3. Jesli model dynamiki obiektu holonomicznego (4.2) jest w petni znany,
tzn. znana jest struktura modelu oraz wszystkie parametry masowo-inercyjne, to prawo
sterowania

u:Q(q)qref+C(q?q)qref+ g(q)_Kdeq7 (512)

gdzie profile predkosciowe (.. wynikajq z Twierdzenia 2, a Kq jest dodatnio okreslong
macierzqg wzmocnien, gwarantuje asymptotyczng zbieznosé do zera btedow sledzenia profili
predkosciowych ey, a w konsekwencji takze bledow Sledzenia Sciezki ey.

Dowdd. Niech bedzie dana funkcja, ktora zalezy zaréwno od stanu kaskady na pozio-
mie kinematycznym, a zatem bledéw Sledzenia Sciezki ey, jak i od btedow podazania za
wygenerowanymi profilami predkosciowymi e

1 1 1
zée;ex—k—eT (d)eq :V1(ex)+§e£Q(q)eq, (5.13)

Va(ey, eq) 5€4

gdzie funkcja Vi(ey) jest zdefiniowana przez rownanie (5.5), natomiast macierz Q(q)
jest macierza inercji obiektu holonomicznego dana w modelu (4.2). Macierz bezwtadnosci
z definicji jest macierza dodatnio okreslong [122], a zatem funkcja Vs(ey, eq) spelnia
warunki funkcji Lapunova [13|, gdyz zachodzi

Vo(ey,eq) >0, gdy (e) eg)T 0, (5.14a)

.
Vy(ey,eq) =0, gdy (ey ej) =0. (5.14b)

Z kolei pochodna funkcji (5.13) po czasie wynosi
. . . 1 .
Va(ey, eq) = Vi(ey) + e;Qeq +§e£Qeq. (5.15)

Zauwazmy, ze rownanie systemu (4.2) ze sterowaniem (5.12) w zamknietej petli sprze-
zenia zwrotnego sprowadza sie do postaci

Qéyq+Ceq +Kqeq =0. (5.16)

Uwzgledniajac rownanie (5.16), a takze wlasno$é macierzy bezwladnosci okreslong row-
naniem (5.9), pochodna funkeji Vo wzdhuz trajektorii uktadu z zamknieta petla sprzezenia
zwrotnego wynosi

Va(ey, eq) = Vi(ey) — e[ Kaeq = —e Kyey — efKaey < 0. (5.17)
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Zauwazmy, ze pochodna funkcji Lapunova Vs(ey, eq) jest sumg pochodnej funkeji Lapu-
nova z poziomu kinematycznego (5.7) oraz formy kwadratowej dodatnio okreslonej ma-
cierzy Kq ze znakiem ujemnym. Biorgc pod uwage wlasnosci funkcji Vl(ex), wyrazonych
zaleznoscia (5.8), mozna wnioskowad, iz funkcja (5.17) jest mniejsza od zera poza zerowym
punktem réwnowagi oraz réwna zeru w tymze punkcie.

Zatem na mocy zasady niezmienniczosci LaSalle’a [13| z zaleznosci (5.17) wynika, ze
bledy Sledzenia profili predkosciowych e, a takze bledy Sledzenia Sciezki ey asymptotycz-
nie zbiegaja do zera dla dodatnio okreslonej macierzy Kq. Wynika stad, ze system (5.16)
jest asymptotycznie stabilny z zerowym punktem réwnowagi. Na tej podstawie mozna
wnioskowaé, iz prawo sterowania (5.12) gwarantuje poprawne sledzenie profili predkoscio-
wych (wygenerowanych przez sterownik kinematyczny) w drugim stopniu kaskady uktadu
sterowania, co w konsekwencji prowadzi do poprawnej realizacji stanu zadanego wzgledem
zadanej Sciezki. [

Wida¢ zatem wyraznie, iz prawo sterowania zdefiniowane przez Twierdzenie 3 pozwala
na skuteczna realizacje zadania $ledzenia Sciezki w warunkach petnej znajomosci modelu
obiektu sterowania. Warto jednak zwréci¢ uwage na sytuacje typowe dla wielu aplikacji
robotycznych, gdy znajomo$¢é modelu dynamiki jest ograniczona.

5.2.2 Parametryczna nieznajomo$¢é modelu dynamiki

Przypadek parametrycznej nieznajomosci modelu dynamiki zachodzi wowczas, gdy
znana jest pelna struktura modelu (4.2), lecz nie sa znane dokladne wartosci wszyst-
kich Iub niektérych parametrow masowo-inercyjnych. Niech bedzie dany wektor a € R,
ktorego elementy stanowia nieznane parametry modelu w liczbie r. Wéwcezas model dy-
namiki (4.2) mozna wyrazi¢ w postaci

Q(q)q+C(q,9)q +9(q) =Q(q,a)q + C(q,q9,a)q +9g(q,a) =u. (5.18)

Na potrzeby projektowania algorytmu sterowania dla przypadku parametrycznej nie-
znajomosci modelu przyjeto nastepujace zatozenia:

1. Nieznane parametry masowo-inercyjne sa state w czasie, a = const.
2. Dynamika robota zalezy liniowo od nieznanych parametrow.

Pierwsze zalozenie nie jest trudne do spelnienia. Nawet jesli parametry masowo-
inercyjne ulegaja zmianom w czasie, to odbywa sie to na znacznie dtuzszym horyzoncie
czasowym, niz trwa sam proces sterowania obiektem. Istotnym ograniczeniem jest tutaj
fakt, ze w trakcie wykonywania manewru zmianie nie moze ulega¢ masa tadunku, ktory
jest potencjalnie przenoszony przez robota.

Na mocy drugiego zalozenia mozna stwierdzi¢, ze istnieje pewna macierz regresji
Y(q,q9,q,q) € R ktora wyraza liniowa zaleznos¢ dynamiki robota od nieznanych
parametréow a. Nalezy podkresli¢, ze zalezy ona zaréwno od argumentéw poszczegdlnych
macierzy, jak i wartosci, przez ktore mnozone sa elementy dynamiki robota. W pewnych
przypadkach warto$ci te nie musza by¢ sobie réwne, stad zostaly one rozdzielone jako
rozne argumenty macierzy Y.
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Macierz regresji Y(q, g, (, q) mozna uwzgledni¢ wprost w modelu dynamiki (5.18).
Wowcezas te zalezno$é przeksztatca sie rownowaznie do postaci

Q(q,a)q+C(q,q,a)q—|—g(q,a):
:QO(QJCI+C0(C]’CI)CI+90(CI)+Qa(qm+Ca(qaq)q+9a(Q) =
=Qo(9)d+ Co(g,4)q+go(a) +Y(4. 9,9, q)a=u, (5.19)

gdzie elementy z indeksem 0 odnosza si¢ do cze$ci modelu, ktora jest w pelni znana,
natomiast elementy z indeksem a oznaczaja czes¢ modelu obarczona nieznajomoscia pa-
rametryczna. W szczegolnosci, jesli nie istnieja nieznane parametry masowo-inercyjne,
a wiec zachodzi a = 0, to model redukuje si¢ do podstawowego przypadku danego réwna-
niem (4.2) i mozna stosowaé prawo sterowania zdefiniowane w Twierdzeniu 3. Z kolei gdy
zadne parametry masowo-inercyjne nie sg znane, to elementy z indeksem 0 nie istnieja,
a zatem zachodzi Q, =0, Cy = 0 oraz g, = 0. Przy projektowaniu algorytmu sterowania
uwzgledniono sytuacje ogolna, w ktorej istnieja wszystkie elementy modelu (5.19). Prawo
sterowania zostalo zdefiniowane w Twierdzeniu 4. Stanowi ono modyfikacje algorytmu
adaptacyjnego Slotine’a-Li, ktory zostal przedstawiony w pracy [114].

Twierdzenie 4. Niech bedzie dane prawo sterowania

u= QO(q)qref+ CO(q7 q)qref+ gO(q) + YT(qrefa qrefa q7 q)d(t) - Kdeq7 (520)
gdzie:

® (,. oznacza wektor profili predkosciowych wygenerowany przez sterownik kinema-
tyczny zdefiniowany przez Twierdzenie 2;

e K4 jest dodatnio okreslong macierzq wzmocnien sterownika;

® Yi(Upep, Arep, 4, q4) = Yy jest macierzq regresji opisujgcq liniowq zaleznosé mode-
lu dynamiki robota od nieznanych parametrow masowo-inercyjnych a. Macierz ta
zalezy od referencyjnych profili predkosciowych q,.p;

e a(t) jest oszacowaniem nieznanych parametréw masowo-inercyjnych obliczanym zgod-
nie z prawem adaptacyi

A

a(t) = _FYI(qrefv qreﬁ q7 q)qu (521)
przy czym T jest dodatnio okreslong macierzq wspotczynnikow estymacyi.

Jesli nieznane parametry masowo-inercyjne  sq state w czasie sterowania robotem, a mo-
del dynamiki obiektu zalezy liniowo od nieznanych parametrow zgodnie z zaleznoscig (5.19),
to prawo sterowania (5.20) wraz z prawem adaptacji (5.21) gwarantujg asymptotyczng
zbieznosc do zera bledow Sledzenia profili predkosciowych e g i bledow sledzenia Sciezki ey.

Ponizej przedstawiono dowod Twierdzenia 4. Po raz pierwszy zostal on zaprezentowany
przez autora rozprawy w artykule [78].



5.2. Sterownik dynamiczny 65

Dowdd. Prawo sterowania (5.20) mozna zastosowa¢ do obiektu opisanego modelem (5.19).
Woéwcezas, réwnanie systemu z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego jest opisane zalez-
noscia

Qo(q)eq + CO(q7 q)eq + Y(qv qa q> q)a_ YT(qrefa qreﬂ qv q)d + Kdeq =0. (522)
Roéwnanie (5.22) mozna rozszerzy¢ do postaci®

Quégq +Coeg +Ya+Y,a—-Y,a-Y,.a+Kyeyqg =0. (5.23)
=0

Mozna zauwazy¢, ze zachodzi

Ya—Y.a=Qu(q)d+ Calq,4)d — (Quld)d,+ Cald, 4)q,y) =
=Q.(q)éeq+Calg,qleqg =Qqeq +Caey, (5.24)

a ponadto niech bedzie dany wektor btedu estymacji nieznanych parametréw masowo-
inercyjnych robota
a(t) =a(t) —a. (5.25)

Uwzglednienie rownan (5.24) oraz (5.25) pozwala uporzadkowaé zaleznosé (5.23) do po-
staci
Qoeq + Coeqg + Queq + Caeqg — Yra+ Kaeqg =0. (5.26)

W ostatnim réwnaniu mozna potaczy¢ macierze dotyczace znanej czesci modelu (Q,, Co)
oraz macierze zalezne od parametrow a (Q,, Cq), uzyskujac zaleznosé

Q(q)eq + C(q7 q)eq _YT(qrefv qrefv qa q)a+Kdeq =0, (527)

co stanowi ostateczng posta¢ systemu z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego.
Niech bedzie dana funkcja zalezna od bledéw: §ledzenia Sciezki ey, Sledzenia profili
predkosciowych e, estymacji nieznanych parametrow a

. 1 1.+ 1.
Vi(ey, eq,a) = Vi(ey) + §e£ (q,a)eq + EaTF a, (5.28)
gdzie funkcja Vi(ey) jest zdefiniowana przez réwnanie (5.5), macierz Q(q, a) wynika
z modelu dynamiki (5.18), natomiast macierz I' — z prawa adaptacji (5.21). Ze wzgledu na
wlasnosci funkeji Vi(ey) oraz rozwazanych macierzy, funkcja (5.28) spelnia nastepujace
warunki

Viley, eq.@) >0, gdy (el el a') #o, (5.29a)
Vi(ey,eq,a) =0, gdy (ey e dT)T =0. (5.29b)
Z warunkoéw (5.29) wynika, ze funkcja Vi(ey,eq,a) jest funkcja Lapunova. Nastepnie

obliczono jej pochodna po czasie

. o 1 .
Vs(ey, eq,a) = Vi(ey) +e;Q(q,a)é, +§eTél (q,a)e;+a'T''a. (5.30)

*Dla przejrzystosci pominieto zapis argumentéw poszczegdlnych macierzy.
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Dla statych nieznanych parametréw a = const zachodzi

a(t) = a(t)—a=a(t). (5.31)

Uwzgledniajac zaleznosé (5.31), mozna do réwnania (5.30) wstawi¢ bezposrednio prawo
adaptacji (5.21). Dodatkowo, biorac pod uwage wlasnos¢é macierzy bezwladnosci (5.9),
a takze rownanie systemu z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (5.27), w rownaniu (5.30)
mozna uzyskaé¢ zalezno$é

Vs(ey, eq) = Vi(ey) —e;Kaey. (5.32)

Ze wzgledu na wlasnosci funkeji Vi (ey), wyrazonych rownaniem (5.8), a takze dla dodat-
nio okreslonej macierzy Kq zachodzi nastepujaca zaleznosé

.
Vi(ey,eq) <0, gdy (ey ej) #0, (5.33a)

.
Vi(ey,eq) =0, gdy (ey ej) =0. (5.33b)

Na mocy zasady niezmienniczosci LaSalle’a [13], punkt (e; eTq)T = 0 jest asymptotycz-

nie stabilnym punktem réwnowagi dla calego systemu opisanego struktura kaskadowa.
Uktad z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego jest asymptotycznie stabilny, a btedy sle-
dzenia Sciezki ey oraz bledy Sledzenia profili predkosciowych ey zbiegaja do zera. Gwa-
rantuje to poprawna realizacje zadania $ledzenia Sciezki pomimo nieznajomosci wartosci
parametrow masowo-inercyjnych robota. m

W ten sposob uzyskano sterownik adaptacyjny, ktory pozwala realizowaé¢ zadanie sle-
dzenia Sciezki, gdy parametry masowo-inercyjne obiektu holonomicznego nie sa znane.
Nalezy jednak podkredli¢, ze przedstawione narzedzie nie pozwala wnioskowaé o prawdzi-
wej wartosci parametrow a, zgodnie z ponizszym Spostrzezeniem 14.

Spostrzezenie 14. Oszacowanie nieznanych parametréw masowo-inercyjnych a, ktdre
zostato wykorzystane w dowodzie Twierdzenia 4 i wynikajgce z prawa adaptacji (5.21),
nie musi zbiega¢ do wartosci prawdziwych. Wynika to z faktu, ze pochodna funkcji Lapu-
nova Vg(ex, eq), okreslona rownaniem (5.32), nie zalezy wprost od bledu estymacji nie-
znanych parametrow a. Stgd nie mozna wnioskowac, ze wartosé bledu estymacji rowniez
zbiega do zera. Pomimo tego zaproponowane prawo sterowania pozwala poprawnie $ledzié
zadang Sciezke, o czym Swiadczy zbieznosé pozostatych btedow do zera.

5.2.3 Strukturalna nieznajomosé modelu dynamiki

Strukturalna niepewnos¢ modelu dynamiki zwigzana jest z nieznajomoscia poszcze-
golnych elementoéw modelu (4.2). Moze ona wynika¢ z nieuwzglednienia czesci struktury
poszczegblnych macierzy, btedow w procesie identyfikacji lub wystapienia dodatkowych
zewnetrznych zaburzen podczas wykonywania ruchu. Zaburzenia zewnetrzne moga byé
zwigzane zaréwno z wystepowaniem sit oddziatujacych na robota, wplywem otoczenia
na tarcie (np. temperatura lub lepko$é¢ powietrza) lub niepewnosci, ktore wprowadzaja
procesy pomiarowe. W szczegdlnym przypadku, strukturalna nieznajomo$é modelu moze
rowniez dotyczy¢ sit tarcia, ktore zostaly pominiete w modelu (4.2). Rozwiazanie zapro-
ponowane w tej czesci stanowi remedium na wymienione problemy.
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Jednym ze sposobéw na rozwigzanie probleméw z nieznajomoscig strukturalna modelu
dynamiki sa metody pochodzace z rodziny algorytmow slizgowych [115, 126]. Algorytmy
slizgowe stanowig rozwiazanie odporne na dziatanie nieznanych, zewnetrznych zaklocen,
nie uwzglednionych w podstawowym modelu dynamiki robota. Moga by¢ one wykorzysta-
ne nie tylko w sytuacji strukturalnej nieznajomosci modelu dynamiki, ale réwniez w przy-
padku nieznajomosci parametrycznej, opisanej w rozdziale 5.2.2.

Algorytmy §lizgowe wymagaja jednak pewnej wiedzy a priori o modelu oraz warun-
kach otoczenia robota. Najczesciej zada sie, aby nieznane wartosci (zaktocenia, parametry
masowo-inercyjne) byly ograniczone od gory, a warto$¢ gornego limitu byta mozliwa do
oszacowania. Czesto mozna to wykonaé, cho¢by zgrubnie, na podstawie dokumentacji ro-
bota lub wiedzy o warunkach otoczenia. Algorytm slizgowy byl wykorzystywany w wielu
odstonach, np. w pracach [1, 5]. W niniejszej rozprawie zostanie zaproponowany jako ste-
rownik dynamiczny w przypadku nieznajomosci strukturalnej i parametrycznej modelu
dynamiki. Te druga opcje mozna traktowaé¢ jako nieobligatoryjny warunek zasadnosci
stosowania tego rozwiazania.

Zalozmy zatem, ze w dynamice rzeczywistego obiektu holonomicznego wystepuja ele-
menty, ktorych nie uwzgledniono na etapie modelowania. Model dynamiki (4.2) mozna
wowczas rozszerzy¢ do postaci

Q.(q,a)q +C.(q,q9,a)q +9.(q,a) + ¢(t) =u, (5.34)

gdzie ¢(t) € R™ oznacza wektor zaburzenn wynikajacych z pominietych elementéw struk-
tury dynamiki lub sil zewnetrznych, natomiast indeks z w opisie wszystkich macierzy
swiadczy, ze sa to elementy w pelni znane strukturalnie. Nalezy zauwazy¢, ze skladni-
ki znane strukturalnie moga (cho¢ nie musza) zaleze¢ od parametrow a € R", ktorych
wartodci nie sa znane. Powtarzajac procedure z rozdziatu 5.2.2, ktoérej wynik przedstawio-
no w rownaniu (5.19), mozna przeksztatci¢ zaleznosé (5.34) do postaci, w ktorej jawnie
podano liniowa zalezno$é wzgledem nieznanych parametrow a

Q.(qg,a)qg +C.(q.9,a)q +9.(q,a) + ¢(t) =
= Qo(q)d + Col(q,9)q + go(q) + Qqa(q)d + Calq,q)q + g4(q) + C(t) =
=Qu(q)q+ Colq,q9)q +go(q) +Y(d,4.9,9)a+¢(t) =u, (5.35)

przy czym elementy z indeksem z oznaczaja oddziatywania o znanej strukturze, lecz obar-
czone nieznajomoscig parametryczna; macierze z indeksem 0 oznaczaja elementy w pelni
znane, zaréwno strukturalnie, jak i parametrycznie; macierze z indeksem a oznaczaja ele-
menty zalezne od nieznanych parametréw, lecz znane strukturalnie; natomiast Y € R™*"
jest macierza regresji opisujaca liniowa zalezno$¢ dynamiki obiektu wzgledem nieznanych
parametrow. W Twierdzeniu 5 zaproponowano prawo sterowania, ktore umozliwia obiek-
towi holonomicznemu opisanemu rownaniem (5.35) realizacje zadania sledzenia Sciezki.

Twierdzenie 5. Jesli istniejqg nieznane parametry masowo-inercyjne obiektu holonomicz-
nego, to niech bedq znane ich gorne ograniczenia w postaci

lai| < af, (5.36)

gdziei=1,2,...,71, przy czym v oznacza liczbe parametrow.
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Ponadto, niech bedg znane gorne ograniczenia zaburzen wynikajgcych z nieznanych
elementow struktury dynamaiki obiektu lub zaktocen zewnetrznych w postaci

Gil < G, (5.37)

gdziei=1,2,....,m, przy czym n oznacza liczbe stopni swobody robota.
Wowczas dla obiektu holonomicznego obarczonego strukturalng lub parametryczng nie-
znajomosciq modelu dynamiki proponugje sie nastepujgce prawo sterowania

u=Qu(q)p+Colq,q)p+ gold) +Yo(P,0.4,9)a—Kgo —Ksgn(o),  (5.38)
gdzie:
e 0 € R™ oznacza zmienng slizgowq zdefiniowang zgodnie z zaleznoscig
o=(q—p=e¢eq+Aeg, (5.39)

przy czym A jest dodatnio okreslong macierzq wzmocnien, natomiast €q = q — (.,
co wynika z zaleznosci (5.10);

e p € R™ definiuje pewien sygnat referencyny dla algorytmu $lizgowego zalezny od
profili predkosciowych wygenerowanych przez sterownik kinematyczny zgodnie z row-
naniem

p = qref_/\eq; (54())

e Y,(p,0.9,9) =Y, € R jest macierzq regresji opisujacq liniowq zalezno$é dy-
namiki od nieznanych parametrow a i zalezng od sygnatu referencyjnego p;

e acR", ac [Qmin, Amaal, jest statym w czasie i ograniczonym oszacowaniem niezna-
nych parametrow masowo-inercyjnych a i wynika z apriorycznej wiedzy 1 modelu;

o Kq4 jest dodatnio okreslong macierzq wzmocnien sterownika;

e K = diag,  .{ki}, ki > 0,1 =1,2,...,n, jest dodatnio okreslong macierzq diago-
nalng, ktorej elementy kompensujq nieznajomosc strukturalng modelu dynamaiks.

Jesli spetnione sq warunki (5.36) oraz (5.37), a takie wszystkie trajektorie syste-
mu (5.35) pozostajq ograniczone, to system (5.35) w petli sprzezenia zwrotnego ze ste-
rowaniem (5.38) jest asymptotycznie stabilny i ma zerowy punkt réwnowagi. W konse-
kwencyi, bledy sledzenia profili predkosciowych eq oraz bledy sledzenia Sciezki ey zbiegajq
asymptotycznie do zera.

Dowdd. Rozwazmy uktad (5.35) w petli sprzezenia zwrotnego ze sterowaniem (5.38). Taki
system opisany jest zaleznoscia

Qo(d)d + Cold,9)q +go(q) +Y(4,9,4,9)a+¢(t) =
= Qou(q)p+ Colq,q)p +9go(d) + Yo(p, p,q,q9)a— Kyo — Ksgn(o), (5.41)
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co mozna przeksztalcié réwnowaznie do postaci'

Qo +Coo+Ya+(—Y,a+Kyao+ Ksgn(o) =
=Quo+Coo+Ya+Y,a—Y,a+l—Y,a+Ka0 + Ksgn(o) =
=0

=Q,0+C,o+C—-Y,a+Kyo+Ksgn(o) =0, (5.42)

gdzie @ = a—a = const jest stalym bledem oszacowania nieznanych parametréw masowo-
inercyjnych.

Oznaczmy zaburzenia zwiazane z nieznang struktura macierzy inercji przez Cqo(t),
zaburzenia dotyczace nieznanej struktury macierzy sit odsrodkowych i sit Coriolisa ja-
ko ¢c(t), a takze pozostate zaburzenia wynikajace z nieznanej lub pominietej struktury
dynamiki manipulatora jako Cr(t). Wowczas zachodzi

C(t) = Co(t) + Ce(t) + Cr(t), (5.43)
a takze prawdziwe sa nastepujace zaleznosci
Cz(qaqaa)q+CC(t):C(q7qva)q7 (544b)

Zauwazmy rowniez, ze zgodnie z przyjeta nomenklatura zaburzenia wynikajace z nieznanej
struktury macierzy inercji oraz macierzy sit odsrodkowych i sit Coriolisa wzdtuz trajektorii
zadanych przyjma postaé

Q(q,a)p=Q.(q,a)p+ Cq, (1), (5.45a)
Clq,q,a)p =C:(q,q,a)p + Cc, (1), (5.45b)

Uwzgledniajac powyzsze definicje, rownanie (5.42) mozna przeksztatci¢ do postaci

Q.0+ C.o0+Cq+ Cc+ Cr+Cq, —Cq, +Cc, — Cc, —Ypa+ Kaqo + Ksgn(o) =

=0 =0
=Qo+Co+ g+ CQp + Cc, —Ypoa + Kgo + Ksgn(o) =
—in

=Qo+Co+in—Yoa+Kgo+Ksgn(o) =0, (5.46)
gdzie (N = CR—i—CQp +Cc,- Na podstawie rownania (5.46) mozna wnioskowaé, ze zachodzi
Q(q, @) = —C(q, &, @)o — Cnlt) + Yo(p, b, d, 4)a — Kao — Ksgn(o).  (5.47)

Niech bedzie dana nastepujaca funkcja
) 1
Vi(ey, eq,0) :V1(ex)+§GTQ(q,a)(r, (5.48)

gdzie funkcja Vi (ey) zostala zdefiniowana przez réwnanie (5.5), natomiast macierz Q(q, a)
jest rzeczywista macierza bezwtadnosci obiektu holonomicznego, a zatem jest macierza sy-
metryczna i dodatnio okreslona. Ze wzgledu na wlasnosci funkeji Vi (ey ), a takze wlasnosci
macierzy inercji, funkcja (5.48) spelnia nastepujace warunki

f Argumenty poszczegélnych macierzy zostaty pominiete dla przejrzystosci zapisu.
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Viley, €q,0) >0, gdy (el el o)’ +o, (5.49a)

a- o-

Viley,eq,0) =0, gdy (el el o) =o. (5.49b)

Na podstawie (5.49) mozna wnioskowaé, ze funkcja (5.48) jest dobrze okreslona funkcja
Lapunova dla systemu (5.47). Nastepnie wyznaczmy pochodng funkcji (5.48) po czasie

Viley. q,0) = Viley) + 67Q(q, @) + 107 Q(q, a)or (550

W réwnaniu (5.50) nalezy uwzgledni¢ wlasnosé macierzy inercji (5.9) oraz rownanie sys-
temu z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (5.47). Wowcezas uzyskamy pochodng funk-
cji V4 wzdtuz trajektorii uktadu jako

Viley, €q,0,t) = Viley) — 0" Kao — o (Ksgn(o) + & — Y, (6, 6,4, 9)) =

=Vi(e) = 0" Kao = Y_lol(ki+ Cn,senloi) — Y Yo, djsen(oy)). (5.50)
i=1 j=1

Nalezy podkresli¢, ze w definicji pochodnej funkeji Lapunova (5.51) zaznaczono wprost
jej zalezmosé od czasu t. Wynika to z faktu, ze warto$é pochodnej Vi moze zalezeé od
czasu ze wzgledu na potencjalnie zmienne w czasie zaburzenia systemu (n (t) i ich gorne
ograniczenia. Dodatkowo, mozliwe jest uwzglednienie ograniczen na trajektorie zadane,
ktore rowniez beda zmienne w czasie podczas sterowania.

Wartosé wspotezynnikéw macierzy wzmocnien K mozna dobraé¢ dowolnie. Niech zatem
poszczegolne elementy macierzy K beda rowne

T
ki = Z Zij OC)' + C*NL + 61, (552)
j=1
gdzie Zi; > |Yp, | wyraza ograniczenia modelu wzdluz trajektorii zadanych, o5 = |a;| +

aj > |a;| jest oszacowaniem maksymalnego btedu estymacji nieznanych parametréw dy-
namicznych, Y. > |Cn;| jest gornym ograniczeniem zaburzen wynikajacych z nieznane;
struktury modelu, a &; jest pewng liczba dodatnia. Nalezy podkreslié, ze istnieje gérne
ograniczenie 3, dla wektora zaburzeni {n wynikajacego z rownania (5.46). Mozna o tym
wnioskowaé z faktu, ze trajektorie zadane sa ograniczone, a takze znane sa gérne ogra-
niczenia zaburzen C. Bez straty ogélnosci mozna zatem zauwazy¢, iz dla kazdego stopnia
swobody zachodzi

|Gl =1Cq, + Cc, + Crl < [Co, | + 10| + ICr| < CF,

co prowadzi do wniosku, ze
Gk, < & — G, —Ccyl-

Skoro ograniczenia systemu wzdluz trajektorii zadanych sa znane, mozna w konsekwencji
)
przyjac, ze gorne ograniczenia Gy, nalezy szacowac tak, aby spelnialy zaleznosé

ISR |CQpi + e, + Cr < |CQpi| +1Cc, |+ & —1Cq,l — G| < G- (5.53)
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Ponadto, nalezy zauwazy¢, ze dlai=1,...,n zachodza zaleznosci

T T
Z Zl] (X] o Z Ypij a] Sgn(o-i) 2 07

j=1 j=1
(N, + Ongsgn(oy) >0,

a zatem prawda jest rOwniez, ze
N
k.i + CNi sgn(di) — Z Ypij (1]- sgn(di) 2 Si. (554)
j=0

Na podstawie rownania (5.54) mozna wnioskowac, ze dla wspotczynnikow ki zdefinio-
wanych zgodnie z réownaniem (5.52) zachodzi

Vi(ey,eq,0.1) < Vi(ey) — 0 Kqo — Y |oi]ds. (5.55)
i=1

Ze wzgledu na wtasnosci funkcji Vl(ex) dane réwnaniem (5.8) oraz wlasnosci macierzy
wzmocnienia Kq i faktu, ze wspolezynniki §; sa dodatnie, z réwnania (5.55) wynikaja
nastepujace wtasnosci

Viley,eq,0,t) <0, gdy (el el o)’ %0, (5.56a)
Viley, éq,0,t) =0, gdy (e] el o) =o. (5.56b)

Na mocy twierdzenia LaSalle’a—Yoshizawy [13|, ktore pozwala wnioskowaé o stabilnosci
systemu, gdy pochodna funkeji Lapunova jest zalezna od czasu, z zaleznosci (5.56) wynika,
ze system (5.47) jest asymptotycznie stabilny z zerowym punktem réwnowagi. Wynika
stad, ze zaproponowane prawo sterowania sprowadza uktad do powierzchni slizgu. Oznacza
to, ze zachodzi

eq =—A\eq. (5.57)

Z rownania (5.57) wynika, ze dla dodatnio okreslonej macierzy A btedy sledzenia profili
predkosciowych €4 zbiegaja asymptotycznie do zera. Na mocy réwnai (5.39) oraz (5.40)
zachodzi zatem q — p — {,,; przy t — oo. Oznacza to, ze predkosci przegubowe ( daza
asymptotycznie do profili predkosciowych (., wygenerowanych przez sterownik kinema-
tyczny. W konsekwencji, rowniez bledy Sledzenia Sciezki ey zbiegaja do zera. [

Algorytm slizgowy zaproponowany w Twierdzeniu 5 gwarantuje zatem poprawna re-
alizacje zadanej Sciezki w przypadku nieznajomosci strukturalnej i parametrycznej mo-
delu dynamiki. Otrzymany algorytm nalezy zatem do klasy algorytmoéw odpornych na
zewnetrzne zaktocenia, nieznajomosé struktury modelu dynamiki oraz nieznajomosé war-
tosci parametréw masowo-inercyjnych obiektu.

Nalezy podkresli¢é, ze algorytm mozna réwniez stosowaé¢ w sytuacji, gdy wszystkie
parametry masowo-inercyjne robota sa znane. Wowczas wektor nieznanych parametrow
redukuje sie do wektora zerowego. Podstawowa zaleta przedstawionego algorytmu jest
fakt, ze mozna go stosowa¢ w warunkach strukturalnej nieznajomosci modelu dynamiki
obiektu.



72 5. Sterowanie obiektem holonomicznym

Spostrzezenie 15. Nalezy zauwazyé, ze elementem odpowiedzialnym za kompensacje
strukturalnej nieznajomosci modelu dynamiki robota w prawie sterowania (5.38) jest wy-
raz K - sgn(o). Sktadnik ten moze byc¢ zZrodtem nieciggtych zmian wartosci generowanych
sterowan. Ponadto, wspdtczynniki macierzy diagonalnej K sq definiowane przez zalez-
nosé (5.52). Z tej definicji wynika, Ze im wieksza jest niepewnosé dotyczqca struktury mo-
delu, tym wieksze nastawy nalezy dobraé. W rezultacie wartosSci generowanych sterowan
mogq przekraczaé fizyczne mozliwosci napedow lub czestotliwosé zmiany wartosci sterowan
moze byc fizycznie niemozliwa do zrealizowania. Z tego wzgledu nalezy dodatkowo rozwazyé
metody ograniczajgce wzmocnienia sterownikow [56] lub zadbaé o jak najbardziej doktadne
modelowanie dynamiki robota.

Dodatkowo, warto podkreslié, ze nieciggtq zmiane funkcji signum w praktyce mozna
przyblizaé za pomocq funkcji sigmoidalnych z odpowiednim parametrem skali, np. sgn(o) ~
tgh(10*0) lub sgn(o) ~ arctg(10*o).

5.2.4 Brak znajomosci modelu dynamiki

Gdy model dynamiki obiektu jest nieznany, mozna zastosowaé¢ na poziomie dynamicz-
nym algorytmy ogblnego przeznaczenia. Cho¢ gwarantuja one znacznie mniejsza doktad-
no$¢ sledzenia wartos$ci zadanych — w przypadku zadania $ledzenia Sciezki sa to profile
predkosciowe generowane na poziomie kinematycznym — to mozna je z powodzeniem sto-
sowaé¢ w warunkach ograniczonej wiedzy o dynamice robota. Ponadto, sg istotnie prostsze
w realizacji praktycznej. W niniejszej pracy rozwazono dwa algorytmy, znane z literatury:

1. Algorytm Qu—Dorseya.

2. Algorytm A-Sledzenia.

Algorytm Qu—Dorseya. Pierwszym przyktadem jest algorytm Qu—Dorseya, ktory zo-
stal zaproponowany w pracy [103|. Prawo sterowania dane jest réwnaniem

gdzie eq = q — (,; zgodnie z réwnaniem (5.10), natomiast Kq i K, sa dodatnio okreslo-
nymi macierzami wzmocnien. Algorytm ten daje gwarancje, ze sygnaly bltedow sa ogra-
niczone, a dla nieskoriczonych wzmocnien zbiegaja asymptotycznie do zerowego punktu
rownowagi. Dowdd tych wlasnosci zostal przedstawiony w pracy [103].

Za pomocy tego algorytmu mozna realizowaé profile predkosciowe zadane przez ste-
rownik kinematyczny. Oczywiscie, doktadnosé sledzenia wygenerowanych profili predko-
Sciowych bedzie ograniczona zgodnie z wlasnosciami algorytmu Qu—Dorseya. Dla odpo-
wiednio duzych nastaw mozna uzyskaé¢ jednak satysfakcjonujaca precyzje ruchu. Warto
jednak podkresli¢, ze wzmocnienia w prawie sterowania (5.58) nie moga by¢ zbyt duze ze
wzgledu na fizyczne ograniczenia silnikow. Stad, w praktycznej realizacji algorytmu nalezy
znalez¢ kompromis pomiedzy precyzja ruchu robota a mozliwosciami napedéw, w ktore
jest wyposazony obiekt sterowania.
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Algorytm A-$ledzenia. Inny algorytm, z rodziny algorytméw uniwersalnych, zostat
zaproponowany w pracy [82]. Jego struktura jest bardzo podobna do algorytmu Qu-
Dorseya (5.58), jednakze wartosci nastaw sterownika sa dobierane adaptacyjnie. Prawo
sterowania w tym przypadku dane jest réwnaniem

u=—K(t)E(t), (5.59)

gdzie E(t) = Kgeq(t) + Kyeq(t) jest sygnalem odpowiednio wzmocnionych bledow,
przy czym na mocy (5.10) zachodzi eq = q — (.. ponadto K4 = diag, , ,{Kq,} oraz
K, =diag, . {Kp.}, 1 =1,...,n, sa dodatnio okreslonymi macierzami wzmocnier, nato-
miast wspotezynnik K jest wzmocnieniem adaptacyjnym zdefiniowanym jako

- (E@I =) - [E@, [E@)] > A,
Kit) = { 0, JE] <A, (5.60)

przy czym A > 0 jest arbitralnie dobranym promieniem tzw. martwej strefy. Warto pod-
kresli¢, ze zgodnie z definicja (5.60) pochodna wzmocnienia adaptacyjnego jest zawsze
nieujemna. Oznacza to, ze zaproponowane prawo sterowania pozwala jedynie na zwiek-
szanie nastaw sterownika, jesli btad sledzenia pozostaje wickszy niz przyjeta tolerancja
wyrazona parametrem A. Jesdli norma euklidesowa sygnatu bledéw jest mniejsza niz war-
tos¢ parametru A, to wzmocnienia nie zwiekszaja sie, lecz pozostaja na stalym poziomie.

W pracy [82] zostaly przedstawione wtasnosci algorytmu wraz z dowodami. Wsrod
najwazniejszych zalet tego prawa sterowania nalezy wymienié:

e granica lim;_,,, K(t) istnieje i jest skoriczona;
e sygnal E(t) zbiega eksponencjalnie do martwej strefy wyznaczonej przez promien A;

e blad sledzenia pozycji przegubowych ey jest ograniczony i dla i-tego przegubu zbie-
ga eksponencjalnie do kuli o promieniu A/K,;

e blad Sledzenia predkosci przegubowych €4 jest ograniczony i dla i-tego przegubu
zbiega eksponencjalnie do kuli o promieniu 2A/Kg,.

7 powyzszych wlasnoéci wynika, ze bledy sledzenia pozycji i predkosci przegubowych
sg ograniczone. Duzg zalety tego rozwiagzania wzgledem algorytmu Qu-Dorseya danego
rownaniem (5.58) jest fakt, ze poziom ograniczenia bledéow sledzenia jest definiowany
jawnie za pomoca parametrow sterownika. Na podstawie elementéw macierzy wzmocnien
oraz promienia martwej strefy A mozna okresli¢ dopuszczalna tolerancje dla doktadnosci
sledzenia zadanych predkosci i pozycji przegubowych.

Wrtasnosci algorytmu A-§ledzenia wskazuja, ze moze by¢ on z powodzeniem stosowany
na drugim poziomie kaskady uktadu sterowania w zadaniu sledzenia Sciezki. To prawo ste-
rowania pozwala bowiem realizowaé profile predko$ciowe wygenerowane przez sterownik
kinematyczny z zadana doktadnoscia, ustalong przez uzytkownika i dobrana do fizycz-
nych mozliwosci wykorzystanych napedow. W rezultacie, zadanie §ledzenia Sciezki jest
realizowane poprawnie w sytuacji, gdy model dynamiki obiektu nie jest znany.
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5.3 Badania symulacyjne

Przedstawione powyzej prawa sterowania zostaly zweryfikowane za pomocag badan
symulacyjnych w srodowisku Matlab oraz Simulink. W tym celu rozwazono manipula-
tor RTR, ktorego model przedstawiono w dodatku A.1. Stanowi on przyklad obiektu
holonomicznego, dla ktérego mozna zastosowaé ogodlne prawa sterowania zaproponowa-
ne w niniejszym rozdziale. Ze wzgledu na ograniczona liczbe stopni swobody rozwazono
sterowanie potozeniem punktu prowadzenia robota wzgledem §ciezki. Ponadto, wykorzy-
stano rézne metody parametryzacji robota wzgledem Sciezki. Aby podkresli¢ niezaleznosé
proponowanych rozwigzan od zadanej krzywej, rozwazono takze rézne postaci Sciezek
zadanych. W kolejnych podrozdziatach zweryfikowano metody dla wybranych stopni zna-
jomos$ci modelu dynamiki manipulatora.

5.3.1 Algorytm oparty o pelng znajomosé modelu dynamiki

W pierwszym badaniu symulacyjnym zweryfikowano prawo sterowania zdefiniowane na
podstawie Twierdzenia 2 oraz Twierdzenia 3. Uwzgledniono zatem sterownik dynamiczny
bazujacy na pelnej znajomosci modelu manipulatora. Do opisu robota wzgledem Sciezki
zastosowano nieortogonalng parametryzacje Serreta—Freneta. Jako $ciezke zadana wybra-
no linie srubowg, ktorej rownania przedstawiono w dodatku B.2, z parametrami a = 1
oraz b = 0, 3. Profil predkosciowy wzdtuz Sciezki zdefiniowano jako s4 = % [%} Wybrano
takze konfiguracje poczatkowa manipulatora q, = (%” [rad] 0,7 [m] —7% [rad])T przy
zerowych predkosciach poczatkowych. Ponadto, macierze wzmocnien w prawie sterowania
wybrano jako Ky = diags,5{20} na poziomie kinematycznym, a takze Kq = diags, {50}
na poziomie dynamicznym.

Na ponizszych wykresach przedstawiono wyniki symulacji. Na rys. 5.1 poréwnano
Sciezke zadana i Sciezke zrealizowana przez manipulator. Wida¢ wyraznie, ze po skom-
pensowaniu btedu wynikajacego z konfiguracji poczatkowej, robot porusza sie wzdluz
zadanej linii $rubowej. Ponadto, na rys. 5.1b pokazano wizualizacje ruchu robota oraz

uktadu Serreta—Freneta stowarzyszonego z krzywa.

4
3
. 2
g7 E1
~ o
04 14 . :
I -7 TRI=-t
¢ -
1
e = = 0
1 -1 -1
0 2 1 0
1-1 0 1
X [m] Y [m] X [ml] Y [m]
(a) Sciezka zadana i zrealizowana (b) Wizualizacja ruchu manipulatora

Rysunek 5.1: Poréwnanie $ciezki zadanej (linia niebieska) oraz $ciezki zrealizowanej przez
manipulator (linia czerwona) — sterownik oparty o petna znajomosé modelu dynamiki.
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Na rys. 5.2 przedstawiono przebiegi btedéw sledzenia $ciezki z poziomu kinematyczne-
go, natomiast rys. 5.3 prezentuje przebiegi btedow Sledzenia profili predkosciowych z po-
ziomu dynamicznego. W obu przypadkach mozna obserwowaé zbieznos¢ btedow sledzenia
do zera, co jest zgodne z przedstawionymi wlasnosciami algorytmoéw. Warto podkreslié, ze
dla wybranych przyktadowych nastaw sterownikow btedy sledzenia osiagaja bardzo niska
wartos¢ juz po kilkunastu sekundach ruchu, a btad poczatkowy jest szybko kompensowany
przez uktad sterowania.

5 <1077
| i
- -y, 1.5 : ‘ —
1 - % 1t | - "
— | €xs . I \ Ex:
B E oo \
¢ 5O ;N”FTF““W
a1l 0511 }
|
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-2 | | J | ] | J
0 10 20 30 0 10 20 30
Czas [s] Czas [s]
(a) Przebiegi btedow (b) Przyblizenie

Rysunek 5.2: Bledy Sledzenia Sciezki e, — sterownik oparty o pelng znajomos¢ modelu
dynamiki.
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Rysunek 5.3: Bledy Sledzenia profili predkosciowych ey — sterownik oparty o pelng zna-
jomo$¢ modelu dynamiki.

Z kolei, na rys. 5.4 przedstawiono przebiegi sygnatow sterujacych uzyskane za pomoca
zaproponowanych algorytméw. Kompensacja btedu poczatkowego wymagata bardzo du-
zych warto$ci momentow sit oraz sit sterujacych. Uzyskane piki wartosci sa waskie i bardzo
wysokie. Aby je zredukowaé, nalezaloby dobraé¢ mniejsze wartosci nastaw badz zastosowaé
metody zaproponowane w rozdziale 8. Ze wzgledu na fakt, ze temu problemowi po$wiecono
osobny rozdzial, w dalszych badaniach symulacyjnych nie bedzie on osobno analizowany.
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Mozna zaobserwowaé, ze po osiagnieciu stanu ustalonego, tzn. gdy manipulator porusza
sie wzdtuz zadanej krzywej, wartosci sterowan stabilizuja si¢ na akceptowalnym poziomie.
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Rysunek 5.4: Wygenerowane sygnaly sterujace u — sterownik oparty o pelng znajomosé
modelu dynamiki.

5.3.2 Algorytm adaptacyjny

W celu weryfikacji algorytmu adaptacyjnego zdefiniowanego Twierdzeniem 4 przyjeto,
ze nieznane sg wartosci trzech parametrow masowo-inercyjnych w modelu przedstawionym
w dodatku A.1. W rezultacie, wektor nieznanych parametréw a € R? jest réwny

a msls
a=\|1a | = mglg . (561)
as mo

W konsekwencji, macierz regresji Y, € R3*3 reprezentujgca liniows zalezno$¢ modelu
dynamiki od nieznanych parametrow w prawie sterowania (5.22) przyjmuje postac

12C3q.ref1 - (%12 + %13(33) SSWq %ngrefl %lgqrefl
Yr(qreﬂ qref7 q> q) - ) B %C3qref3 _1 %SBq?qTe]% ‘ ) ) O qref2 + gl,
3C3 (qTefz + 9) + (512 + 513(33) S3qref, 1 5refy 0

gdzie s3 = sin g3, c3 = cos (3 oraz wq = (qreflqg + qrefgc'[l).

Do realizacji zadania $ledzenia $ciezki w warunkach niepewnosci parametrycznej za-
stosowano prawo sterowania wynikajace z Twierdzenia 2 oraz Twierdzenia 4. Do opisu
robota wzgledem Sciezki wykorzystano ortogonalna parametryzacje beta. Sciezke zada-
ng okreslono ponownie jako linie srubowa, ktora jest zdefiniowana w dodatku B.2, lecz
tym razem przyjeto parametry a = 1 oraz b = 0, 1. Konfiguracje poczatkowa okreslo-
no jako qy = (% [rad] 1 [m] —Z [rad])T oraz zerowe predkosci poczatkowe. Predkosé
krzywoliniowa jest elementem stanu robota wzgledem $ciezki ze wzgledu na zalozenia
parametryzacji ortogonalnej. Stad, profil predko$ciowy zdefiniowano jako element zada-

nego stanu wzgledem Sciezki, ktory byt rowny x4 = (%t +s9 0 O)T [m], gdzie sq jest
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wartoscia poczatkowa odleglosci krzywoliniowej wynikajacej z warunku (3.39). Wreszcie,
wybrano przyktadowe elementy macierzy wzmocnieri, ktore spetniaja warunki stabilnosci
algorytmu sterowania: Ky = diag{50, 1,1}, Kg = diag;,4{100}, T' = diags,4{50}. War-
tosci poczatkowe prawa adaptacji (5.21) przyjeto jako zerowe. Na ponizszych rysunkach
przedstawiono wyniki symulacji.

Na rys. 5.5 zestawiono Sciezke zadana i zrealizowana przez manipulator. Faza doj-
Scia do $ciezki jest krotka dzieki zalozeniu parametryzacji ortogonalnej — uktad lokalny
na Sciezce musi znajdowaé sie w punkcie najblizszym punktowi prowadzenia robota. Po-
nadto, na rys. 5.5b przedstawiono wizualizacje ruchu robota wraz z ukladem beta. Choé
ewolucje uktadu lokalnego uzyskano na podstawie rownan dla uktadu Bishopa, to jego
zachowanie jest charakterystyczne dla uktadu Serreta—Freneta. Niebieski wektor normal-
ny jest skierowany do srodka krzywizny linii Srubowej, co jest typowe dla parametryzacji
Serreta—Freneta.

1
.E 0.5
N -
0 -2
1
1
0 0 .
Y [m] 1 -1 X [m] Y [m] 2 X [m]
(a) Sciezka zadana i zrealizowana (b) Wizualizacja ruchu manipulatora

Rysunek 5.5: Porownanie $ciezki zadanej (linia niebieska) oraz $ciezki zrealizowanej przez
manipulator (linia czerwona) — sterownik adaptacyjny.

Na rys. 5.6 przedstawiono btedy §ledzenia Sciezki. W przypadku parametryzacji orto-
gonalnej pierwsza sktadowa wektora e, jest zwiazana z realizacja profilu predko$ciowego
pozwalajacego zachowaé warunek rzutowania ortogonalnego, a pozostate sktadowe odno-
sza sie do potozenia punktu prowadzenia robota wzgledem uktadu na $ciezce. Poczatkowy
btad zostat poprawnie skompensowany. Z rys. 5.6b mozna wnioskowaé, ze uzyskano mniej-
szg precyzje Sledzenia w poréwnaniu z poprzednim badaniem symulacyjnym. Jest to jed-
nak skutek zastosowania stalokrokowej metody catkowania numerycznego, ktorej wybor
wynikal z implementacji parametryzacji beta. Ten rodzaj algorytmoéw catkowania nume-
rycznego nie pozwala osiggnaé takiej doktadnosci obliczen, jak metoda zmiennokrokowa,
ktora zastosowano w poprzednim studium.

Z kolei rys. 5.7 przedstawia btedy §ledzenia profili predkosciowych na poziomie dy-
namicznym. W tym przypadku réwniez uzyskano satysfakcjonujaca doktadnosé sledzenia
predkodci zadanych przez sterownik kinematyczny. Nalezy jednak zwréci¢ uwage na oscy-
lacje, ktore pojawiaja sie w poczatkowej fazie manewru. Wynikaja one z nieznajomosci
wartodci parametréw masowo-inercyjnych a. Bledy estymacji tych wartosci przedstawio-
no na wykresach na rys. 5.8. Wida¢ wyraznie, ze roéwniez w poczatkowej fazie te warto-
sci oscyluja, co przeklada sie na wartoéci btedéow $ledzenia oraz generowanych sterowan



78 5. Sterowanie obiektem holonomicznym

0.1 x10
0 = 1
01! 7T T~
EDNE R <=
L-O.Z i a I
®>< | w‘x_-l i
-0.3 4 - - I — =g
“X1 “X1
i -2 !
0.4 = "€y, : = "€y,
ex:g e)(:;
-0.5 -3 I : ; 7 }
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Czas [s] Czas [s]
(a) Przebiegi bledow (b) Przyblizenie

Rysunek 5.6: Bledy Sledzenia Sciezki ey — sterownik adaptacyjny.

(rys. 5.9). Po pewnym czasie wartosci btedow estymacji osiagaja stata wartos¢é. Nalezy
zwrbcié uwage, ze nie zbiegaja jednak do wartosci zerowych, zgodnie ze Spostrzezeniem 14.
W ogolnosci, zaden nieznany parametr nie musi zbiega¢ do wartosci prawdziwej. Przedsta-
wione wyniki symulacji pokazuja jednak, ze mimo to uktad sterowania poprawnie realizuje
zadanie Sledzenia $ciezki.

Wreszcie, na rys. 5.9 zaprezentowano przebiegi wygenerowanych sygnalow sterujacych.
Po poczatkowej fazie oscylacji, wynikajacej z parametrycznej nieznajomosci modelu dyna-
miki, sterowania stabilizuja sie na akceptowalnym poziomie. Warto zwréci¢ uwage, ze piki
sterowann w fazie poczatkowej sa znacznie mniejsze, niz w poprzednim studium. Oprocz
innej konfiguracji poczatkowej manipulatora, wptyw na to ma takze parametryzacja or-
togonalna. Wymusza ona bowiem umieszczenie lokalnego uktadu odniesienia w punkcie
na Sciezce, ktory jest najblizej aktualnego potozenia punktu prowadzenia robota. W ten
sposob poczatkowa wartosé¢ btedéw Sledzenia jest minimalizowana.

Nalezy podkresli¢, ze analogiczne studium weryfikujace algorytm adaptacyjny w zada-
niu Sledzenia Sciezki dla innej metody parametryzacji zostalo przedstawione przez autora
rozprawy w pracy [78].

5.3.3 Algorytm S$lizgowy

Aby zweryfikowaé¢ skutecznosé algorytmu §lizgowego w zadaniu Sledzenia $ciezki, roz-
wazono przypadek, w ktéorym model dynamiki manipulatora RTR zostal obarczony nie-
znajomoscig strukturalng oraz parametryczna. Zatozono, ze istnieje jeden parametr maso-
wo-inercyjny, ktorego wartos$é nie jest znana, tj. a = mgls, a € R. Ponadto, wprowadzono
zaburzenia struktury modelu dynamiki (4.2) poprzez pominiecie wyrazow Qao oraz Qss
w macierzy bezwtadnosci manipulatora RTR (A.7), a takze wprowadzenie zaklocen ¢
w postaci sil tarcia.
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Rysunek 5.7: Bledy §ledzenia profili predkosciowych ey — sterownik adaptacyjny.
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Rysunek 5.8: Bledy estymacji parametréw a — sterownik adaptacyjny.
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Rysunek 5.9: Wygenerowane sygnaly sterujace u — sterownik adaptacyjny.

Dla tak zdefiniowanego problemu poszczegolne elementy modelu (5.35) przyjmuja na-
stepujaca postac:

e macierz bezwtadnosci o znanej strukturze

smsl3 4+ m3l3 + a (515 cos? qs + 1y cos qs) 0 0
Q.(q,a) = 0 0 azcosds| ;
0 a% cos s 0

e macierz sit odsrodkowych i sit Coriolisa o znanej strukturze

—aqs (%12 + %13 cos q3) sinqs 0 —aq (%lg + %13 cos qg) sin g3
C.(q,q,a) = 0 0 —aqgésinqg :
aqy (31 + 413 cos qs) sings 0 0

e wektor sit grawitacji o znanej strukturze

0
g.(q,a) = | (my+m3)g
a%gcosqg

W konsekwencji, mozna wyznaczy¢ macierz regresji Y, € R3, ktora wyraza liniows zalez-
nos¢ modelu dynamiki od nieznanego parametru a

(12 cos qs + %13 cos? q3) Qref, — Wq (%12 + %13 cos q3) sin g3
YT(qrequref>q7q) = B %COS q3q7‘6f3 _%q3qT€f3 sin q3 ) )
%COS ds (qref2 + g) + (%12 + %13 Cos q3) ref, 4150 (3

przy czym wq = (qreflq?, + q%ql). W rezultacie, macierze w pelni znane (strukturalnie
i parametrycznie) redukujg si¢ do postaci: Qq(q) = diag{zm,13+ms13, 0,0}, Co(q, ) =0,
do(q) = diag{0, (my + m3)g, 0}.

Jako dodatkowe zaburzenia strukturalne, nieuwzglednione w podstawowym modelu
dynamiki, uwzgledniono sity tarcia wystepujace w kazdym przegubie. W tym celu skorzy-
stano z modelu Tustina |7]. Zaktada on, ze tarcie wystepujace w przegubie jest kombinacja
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tarcia kulombowskiego, tarcia wiskotycznego oraz tarcia statycznego. Zgodnie z praca [7],
tarcie w przegubie mozna zamodelowaé¢ jako

Fr. = Fesen(qe) + Fu, @i + (Fs, — FeJe P9 sgn(gy), (5.62)

gdzie wspotczynniki Fe,, Fy,, Fs, oznaczaja odpowiednio wspotczynniki tarcia kulombow-
skiego, wiskotycznego i statycznego. Na potrzeby symulacji przyjeto wartosci wspotezyn-
nikow zgodnie z tabela 5.1. Ponadto zalozono, ze tarcie w obu przegubach rotacyjnych
reprezentowane jest przez identyczne parametry.

Tabela 5.1: Wspoélczynniki tarcia w modelu Tustina przyjete w badaniach symulacyjnych.

Wspétczynnik | Przegub rotacyjny | Przegub translacyjny
F, 1 [Nms] 5 [Ns/m]
Fc 5 [Nm] 9 [N]
Fs 6 [Nm] 10,8 [N]
& 50 [s] 30 [s/m]

Do realizacji zadania Sledzenia $ciezki w badaniach symulacyjnych wykorzystano pra-
wo sterowania skonstruowane na podstawie Twierdzenia 2 oraz Twierdzenia 5. Do opi-
su manipulatora wzgledem $ciezki wykorzystano ortogonalng parametryzacje Bishopa.
Sciezke zadang zdefiniowano jako linie prosta, ktérej réwnania przedstawiono w dodat-
ku B.1. Za punkt poczatkowy Sciezki przyjeto poczatek globalnego uktadu wspotrzednych,
tj. ro = 0, natomiast wektor kierunkowy zdefiniowano dla t, = (O, 1 0,1 0, 1)T. Konfi-

guracje poczatkowa robota wybrano jako q, = (% rad] 0,7 [m] —2?” [rad])T przy po-
czatkowych zerowych wartosciach predkosci przegubowych. Zadany stan robota wzgledem
Sciezki okreslono jako x4 = (%t +so O O)T, gdzie s jest poczatkowa wartoscia potoze-
nia uktadu Bishopa na $ciezce wynikajaca z warunku parametryzacji ortogonalnej (3.39).
Wreszcie, w badaniu symulacyjnym zastosowano nastepujace warto$ci nastaw sterowni-
kow: Ky = diags, 5{10}, K4 = diag;, {100}, K = diag{290, 240, 330}, A = diags,5{10}. Po-
nadto, przyjeto oszacowanie nieznanego parametru masowo-inercyjnego a = 41 [kg - m].
Warto zwréci¢ uwage, ze przyjeta wartosé istotnie rézni sie od wartosci prawdziwej wyni-
kajacej z wartosci parametrow masowo-geometrycznych manipulatora RTR, ktore zostaly
podane w dodatku A.1.

Wyniki przeprowadzonych badan symulacyjnych zaprezentowano na ponizszych wy-
kresach. Na rys. 5.10 poréwnano Sciezke zadana i zrealizowana przez manipulator, wraz
z wizualizacja manewru. Wynika stad, ze Sciezka zostata zrealizowana poprawnie. Nalezy
podkresli¢, ze dla linii prostej zaréwno krzywizna, jak i torsja zeruja sie. Oznacza to, ze nie
mozna zastosowaé¢ ukltadu Serreta—Freneta, gdyz bytby on nieokreslony w kazdym punk-
cie krzywej. Rozwiazaniem jest parametryzacja Bishopa i metoda wzglednie réwnoleglego
przesuniecia wektoréw bazowych. Warto zwréci¢ uwage, ze dobor wektoréw normalnych
w tym przypadku jest dowolny. Uklad Bishopa w stanie poczatkowym mozna obrécié
wokot wektora stycznego. Niemniej, ewolucja uktadu zawsze odbywa sie wedtug tej samej
reguty.

Na rys. 5.11 przedstawiono bledy §ledzenia $ciezki. Zgodnie z przedstawiona teorig
wartodci zbiegaja do zera, a poczatkowy blad jest szybko kompensowany dzieki odpo-
wiedniemu doborowi wzmocnien sterownika.
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Rysunek 5.10: Poréwnanie Sciezki zadanej (linia niebieska) oraz $ciezki zrealizowanej przez
manipulator (linia czerwona) — algorytm slizgowy.
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Rysunek 5.11: Bledy Sledzenia Sciezki ey — algorytm §lizgowy.
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Z kolei na rys. 5.12 przedstawiono btedy sledzenia profili predkosciowych. Podobnie
jak w pierwszym stopniu kaskady uktadu sterowania, rowniez na poziomie dynamicznym
bledy zbiegaja do bardzo matych wartosci, a poczatkowy btad jest szybko niwelowany.
Na poziomie doktadnosci obliczeri numerycznych (rys. 5.12b) mozna zauwazyé pewne
zaszumienie sygnatu btedéw. Wynika to z kompensacji nieznanej struktury modelu przez
element K-sgn(o). Mozna rowniez zauwazy¢, ze w tym przypadku tempo zbieznosci btedu
Sledzenia profili predko$ciowych w trzecim przegubie jest najmniejsze. Zaproponowane
prawo sterowania pozwala jednak osiagnac¢ dobra doktadnosé sledzenia $ciezki w obecnosci
zaburzen strukturalnych i zewnetrznych. Przedstawione rozwigzanie jest zatem odporne
na nieznajomos¢ strukturalna oraz parametryczng modelu dynamiki robota.
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Rysunek 5.12: Bledy Sledzenia profili predkosciowych €4 — algorytm $lizgowy.

Na rys. 5.13 przedstawiono wykresy sygnaléw sterujacych wygenerowanych przez za-
proponowany algorytm. Widaé¢ wyraznie, ze kompensacja btedéw w chwili poczatkowe;j
wplyneta na generacje amplitud duzych co do wartosci bezwzglednej. Okres przej$ciowy
trwal stosunkowo krotko. Kiedy manipulator osiagnat Sciezke, wartosci sterowan zaczely
sie stabilizowac. Jednakze, ze wzgledu na konieczno$é¢ kompensacji nieznajomosci struk-
turalnej i parametrycznej modelu, a takze wplyw tarcia, wartosci sygnatow sterujacych
rosna, zwlaszcza w przegubie drugim oraz trzecim. Na rys. 5.13c oraz 5.13d mozna za-
uwazy¢, ze zmiana wartosci ma charakter schodkowy, co zwiazane jest z wykorzystaniem
funkcji signum w prawie sterowania.
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Rysunek 5.13: Wygenerowane sygnaly sterujace u — algorytm slizgowy.

5.3.4 Algorytm dla catkowicie nieznanego modelu dynamiki

Ostatnim etapem walidacji symulacyjnej zaproponowanych rozwiazan jest weryfikacja
przypadku catkowitej nieznajomosci modelu dynamiki obiektu. W symulacji wykorzysta-
no algorytm Qu-Dorseya na poziomie dynamicznym, a takze sterownik kinematyczny na
podstawie Twierdzenia 2. Do opisu manipulatora wzgledem Sciezki zastosowano nieortogo-
nalng parametryzacje beta. Jako Sciezke zadana wybrano krzywa Béziera, ktorej rownania
przedstawiono w dodatku B.5. Sciezka zostala zdefiniowana przez zbioér punktéw kontro-
Inych

1 0,8 0,7 0,5 0,5 0,8
P= o, 10,41],10,6],(0,7], (0,7], (1,5 [m] .
0 0.11 0,2 0,5 1.4 1,4
Profil predkosciowy wzdtuz Sciezki dobrano tak, aby zachowaé¢ dziedzine krzywej Béziera,
tzn. Uq = t—lf [%}, gdzie ty = 80 [s] to caltkowity czas symulacji. Wybrano konfiguracje

poczatkowa manipulatora qo = (0,5 [rad] 1 [m] —2,1 [rad])T, a takze przyjeto zero-
we predkosci poczatkowe. Jako przyktadowe wartosci wzmocnien sterownika wybrano:
Ky = diags,5{20}, Kq = K, = diags,3{10*}. Na ponizszych wykresach zaprezentowano
wyniki symulacji.

Na rys. 5.14 przedstawiono Sciezke zadang oraz Sciezke zrealizowana przez manipula-
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tor. Dodatkowo, na rys. 5.14a zaznaczono punkty kontrolne wyznaczajace zadang krzywa
Béziera. 7Z kolei, na rys. 5.14b pokazano wizualizacje ruchu manipulatora wzdtuz zadanej
krzywej. Przedstawione poréwnanie potwierdza, ze robot poprawnie realizuje ruch wzdtuz
zadanej Sciezki.
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Rysunek 5.14: Poréwnanie Sciezki zadanej (linia niebieska) oraz $ciezki zrealizowanej przez
manipulator (linia czerwona) wraz z wielokatem wyznaczonym przez punkty kontrolne
krzywej Béziera (linia czarna) — sterownik Qu-Dorseya.

Te teze potwierdzaja przebiegi bledoéw Sledzenia $ciezki (rys. 5.15) oraz bledow sle-
dzenia profili predkosciowych (rys. 5.16). Na obu poziomach kaskady uktadu sterowania
btedy osiagaja malte wartosci. Nalezy jednak podkresli¢, ze w poréwnaniu z uprzednio
przedstawionymi wynikami badan symulacyjnych, uzyskany btad pozostaje catkiem spo-
ry. Cho¢ algorytm PD mozna z powodzeniem stosowaé do sterowania robotami, gdy ich
dynamika nie jest znana, to charakteryzuja sie one malta precyzja. Jest to zgodne z wla-
snodcia teoretyczna algorytmu Qu-Dorseya. To prawo sterowania gwarantuje bowiem, ze
btad pozostanie ograniczony. Wartos¢ zero moze by¢ osiagnieta tylko dla nieskoriczonych
nastaw, co jest niemozliwe do realizacji w praktyce.
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Rysunek 5.15: Bledy Sledzenia Sciezki ey — sterownik Qu-Dorseya.
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Rysunek 5.16: Bledy Sledzenia profili predkosciowych €4 — sterownik Qu-Dorseya.
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Rysunek 5.17: Wygenerowane sygnaly sterujace u — sterownik Qu-Dorseya.
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Na rys. 5.17 przedstawiono wartosci wygenerowanych sterowan. Nalezy przede wszyst-
kim zwroci¢é uwage na generacje bardzo duzych wartosci w poczatkowej fazie ruchu. Jest
to zwigzane z kompensacja btedu poczatkowego. Tak wysokie piki wartosci wynikaja z za-
stosowania duzych nastaw sterownika dynamicznego. Pomimo tego, wartosci bledow sle-
dzenia pozostaja znaczace, jak pokazano na rys. 5.15 oraz rys. 5.16. Algorytm Qu—Dorseya
pozwala zatem na poprawng realizacje zadania $ledzenia $ciezki, lecz wiaze sie z najmniej-
sza precyzja sposrod wszystkich rozwazonych metod.

5.4 Walidacja eksperymentalna

Przedstawione metody sterowania obiektem holonomicznym w zadaniu §ledzenia $ciez-
ki zostaty zweryfikowane nie tylko symulacyjnie, ale rowniez eksperymentalnie. Przeprowa-
dzono badania na obiekcie rzeczywistym w celu zweryfikowania praktycznej stosowalnosci
zaproponowanych rozwiazar.

Do walidacji eksperymentalnej wykorzystano manipulator KINOVA® Gen3 [64], kto-
ry posiada siedem stopni swobody, a wiec jest redundantny. Ogélny model manipulatora
zostal przedstawiony w dodatku A.2. Ze wzgledu na dostateczna liczbe stopni swobody
robota, w eksperymentach rozwazono nie tylko podstawowy opis potozenia robota wzgle-
dem §ciezki, ale réwniez rozszerzono opis o wzgledna orientacje. W niniejszym rozdziale
przedstawiono zatem réwniez badania weryfikujace mozliwo$é sterowania postura mani-
pulatora wzgledem $ciezki.

Stanowisko eksperymentalne wykorzystane do badan zostalo wyposazone w manipu-
lator KINOVA® Gen3 oraz komputer PC. Komputer zostal wyposazony w system opera-
cyjny Ubuntu® 22.04, w ktoérego jadrze zostata aktywowana funkcjonalnosé PREEMPT_RT.
Celem takiego zabiegu byla maksymalizacja sprawnosci komunikacji pomiedzy sterowni-
kiem robota a oprogramowaniem komputerowym. Do sterowania robotem wykorzystano
dedykowane oprogramowanie KINOVA® Kortex" [64]. Schemat wykorzystanego stanowi-
ska eksperymentalnego zostal przedstawiony na rys. 5.18.

Ethernet
Komputer PC robot KINOVA®

KiNnova® Kortex'" RT Ubuntu®

Rysunek 5.18: Schemat stanowiska eksperymentalnego.

W kolejnych sekcjach tego rozdzialu przedstawiono eksperymentalng walidacje zapro-
ponowanych metod Sledzenia Sciezki. Najpierw sprawdzono przypadek $ledzenia polozenia
wzgledem $ciezki, a nastepnie rozwazono posture robota wzgledem $ciezki. Uzyskane wy-
niki zostaly poréwnane z wynikami symulacyjnymi dla manipulatora KINOVA® Gen3.
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5.4.1 Polozenie robota wzgledem Sciezki

Najpierw zweryfikowano eksperymentalnie mozliwos¢ realizacji zadanego potozenia
wzgledem $ciezki. W tym celu rozwazono zaréwno sterownik oparty na pelnej znajo-
mosci modelu, jak i uniwersalny algorytm A-$ledzenia. Analogiczne badania walidacyjne
zostaly przedstawione przez autora rozprawy w pracy [35]. Scenariusze eksperymentow
zroznicowano pod wzgledem krzywej definiujacej $ciezke zadang oraz zastosowanej metody
parametryzacji.

Algorytm oparty o pelng znajomo$é modelu dynamiki. Pierwszym algorytmem
zweryfikowanym na stanowisku eksperymentalnym byt sterownik dynamiczny oparty o pel-
na znajomo$¢ modelu, ktory zostal zdefiniowany w Twierdzeniu 3, pracujacy rownolegle
ze sterownikiem kinematycznym wynikajacym z Twierdzenia 2. Do realizacji opisu robota
wzgledem $ciezki zastosowano nieortogonalna parametryzacje Serreta—Freneta.

Jako Sciezke zadana wybrano klotoide, ktorej réwnania przedstawiono w dodatku B.4.
Zdefiniowano nastepujace parametry krzywizny oraz torsji: k' = 0,33, kg = 1,5 oraz
7' = 0,014. Wyraz wolny torsji dobrano tak, aby klotoida speliala warunek komuta-

T'Ko

tora, tzn. Ty = Punkt poczatkowy klotoidy w przestrzeni zostal okreslony jako

[

ro=(0 —0,5 0, 4)T [m], natomiast warunek poczatkowy dla ewolucji uktadu Serreta—
Freneta zostal zdefiniowany przez wektory:

-
e styczny do krzywej to = (VTE 0 0, 5) ,
e normalny do krzywej ng = (0 1 O)T,
-

e binormalny do krzywej by = (—O, 5 0 \/75) )
Profil predko$ciowy wzdtuz krzywej okreslono jako sq4 = 0,2 [%]

Poczatkows konfiguracje manipulatora dobrano tak, aby znajdowat sie blisko punktu
poczatkowego krzywej. Przyjeto nastepujace pozycje przegubowe

qO:(130,1 48,7 —43,2 85,8 —60,0 79,8 23,9)T [deg],

natomiast poczatkowe predkosci przegubowe okreslono jako zerowe, ¢, = 0. Celem zada-
nia byto doktadne odwzorowanie $ciezki, a wiec przyjeto zerowy zadany stan manipulatora
wzgledem $ciezki, x4 = 0. Do realizacji scenariusza przyjeto nastepujace nastawy sterow-
nikow: Ky = diags, {100}, K4 = diag{40, 40, 40, 40, 40, 40, 80}. Na ponizszych wykresach
zestawiono wyniki eksperymentalne oraz symulacyjne.

Na rys. 5.19 znajduje sie zdjecie ze stanowiska laboratoryjnego przedstawiajace mani-
pulator w konfiguracji konicowej, a takze odpowiadajaca mu wizualizacje wynikow symula-
cji. Ponadto, na nagraniu [33| przedstawiono poréwnanie realizacji zadania na stanowisku
eksperymentalnym z wizualizacja wynikow symulacji. Uzyskane wyniki swiadcza o zgod-
nodci rezultatow symulacji i badania na rzeczywistym obiekcie, co potwierdzaja rowniez
ponizsze wykresy.

Na rys. 5.20 przedstawiono klotoide zrealizowana w symulacji oraz podczas ekspery-
mentu. W obu przypadkach zrealizowana Sciezke poréwnano z zadang krzywa teoretyczna.
W trakcie wykonywania manewru nie mozna dostrzec istotnych réznic w wykonanym ru-
chu, choé¢ zachowanie robota w symulacji jest bardziej precyzyjne. Roznica pojawia sie
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Rysunek 5.19: Manipulator w konfiguracji konnicowej — walidacja eksperymentalna algoryt-
mu opartego o pelng znajomos$¢ modelu.

jedynie w chwili poczatkowej, gdy ruch rzeczywistego robota zostal zaburzony. Mogto to
wynikaé¢ z konstrukcji manipulatora lub opdZnien w transmisji na stanowisku ekspery-
mentalnym.
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Rysunek 5.20: Poréwnanie Sciezki zrealizowanej przez manipulator (linia niebieska) oraz
sciezki zadanej (linia czerwona) — walidacja eksperymentalna algorytmu opartego o pelna
znajomos¢ modelu.

Na bardziej wnikliwg analize realizacji zadanej krzywej pozwalaja wykresy bledow sle-
dzenia Sciezki, ktore przedstawiono na rys. 5.21. Mozna zauwazy¢, ze zarowno w badaniu
eksperymentalnym, jak i w symulacji poczatkowy btad jest kompensowany, a btedy zbiega-
ja do otoczenia zera. Warto$é¢ btedu na poczatku manewru w przypadku realizacji zadania
na rzeczywistym obiekcie jest wicksza, co potwierdza poprzednia obserwacje o zaburzeniu
w chwili poczatkowej. Ponadto, wyniki eksperymentu cechuja sie wiekszym zaszumieniem,
co wynika z precyzji zastosowanych czujnikow. Rzad wielkosci wystepujacych réznic jest
jednak niewielki, wiec rezultaty otrzymane symulacyjnie oraz eksperymentalnie mozna
uznaé za zbiezne.
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Rysunek 5.21: Bledy sledzenia $ciezki ey: eksperyment (linia niebieska) oraz symulacja
(linia czerwona) — walidacja eksperymentalna algorytmu opartego o pelna znajomosé mo-
delu.
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Rysunek 5.22: Bledy $ledzenia profili predkosciowych eq: eksperyment (linia niebieska)
oraz symulacja (linia czerwona) — walidacja eksperymentalna algorytmu opartego o petna
znajomos¢ modelu.
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Rysunek 5.23: Wygenerowane sygnaly sterujace u: eksperyment (linia niebieska) oraz
symulacja (linia czerwona) — walidacja eksperymentalna algorytmu opartego o pelna zna-

jomo$¢ modelu.

Na rys. 5.22 przedstawiono z kolei przebiegi btedéw $ledzenia profili predkosciowych
na poziomie dynamicznym. Sterownik oparty o pelna znajomo$é modelu poprawnie reali-
zuje profile predkosciowe wygenerowane przez sterownik kinematyczny, a rzad wielkosci
zmierzonych bledéw jest niewielki. Nalezy jednak zauwazy¢, ze precyzja realizacji ma-
newru w symulacji jest znacznie wieksza, niz w przypadku badania eksperymentalnego.
Wynika to z faktu, ze rozwazany sterownik dynamiczny jest wrazliwy na niedoskonatosci
modelowania, np. brak uwzglednienia sit tarcia. Nalezy podkresli¢, ze pomimo tego zada-
na Sciezka jest realizowana poprawnie, cho¢ w celu zwiekszenia precyzji ruchu nalezatoby
rozwazy¢ ponowienie procedury identyfikacji parametréw manipulatora.

[stotna réznice mozna zaobserwowaé¢ w przebiegach sygnatéow sterujacych, ktore za-
prezentowano na rys. 5.23. Sygnaly generowane w przypadku rzeczywistym sa znacznie
wieksze (co do wartosci bezwzglednej) niz w symulacji ze wzgledu na pominiete w modelu
sily tarcia czy oporéw ruchu. Duza amplituda sterowan wynika z koniecznosci ciagtej kom-
pensacji btedéw powstatych na skutek niedoktadnosci modelu dynamiki. Wptyw na to ma
rowniez niedoskonatos¢ komunikacji na stanowisku laboratoryjnym. Niemniej jednak, na-
lezy podkresli¢, ze w zadnym przegubie nie zostaly naruszone dopuszczalne ograniczenia
zdefiniowane w dokumentacji technicznej manipulatora KINOVA® Gen3 [64].
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Algorytm uniwersalny. W kolejnym badaniu eksperymentalnym do realizacji pro-
fili predkosciowych zaplanowanych przez sterownik kinematyczny zastosowano uniwer-
salny algorytm A-$ledzenia. Réwnania oraz wtasnosci algorytmu przedstawiono w roz-
dziale 5.2.4. Algorytm uniwersalny stanowi odpowiedZ na problem nieznajomosci modelu
dynamiki manipulatora. W zwiazku z tym mozna go stosowaé, aby kompensowaé nie-
uwzglednione elementy, np. tarcie czy sity oporu.

Tym razem rozwazono Sciezke zadana jako linie Srubowa z parametrami: a = 0,51,
b = 0,07. Réwnania linii $rubowej przedstawiono w dodatku B.2. Warto podkresli¢, ze
w badaniu eksperymentalnym przyjeto, ze punkt poczatkowy sruby znajdowal sie na
wysokosci 0,25 [m] ponad plaszczyzng XY, ukladu bazy manipulatora, co wida¢ na
rys. 5.24b. Przyjeto, ze zadany profil predkosciowy wzdtuz Sciezki wynosi 4 = 0, 23 [%]

Konfiguracje poczatkowa manipulatora dobrano tak, aby punkt prowadzenia robota
znajdowal sie blisko punktu poczatkowego Sciezki. Stad, w chwili poczatkowej pozycje
przegubowe byty réwne

qo= (6,9 49,3 —14,8 126,2 —2,6 —85,2 —85,0)T [deg] . (5.63)

Z kolei predkosci przegubowe w chwili poczatkowej ponownie przyjeto jako zerowe, ¢, = 0.
Wzorem poprzedniego eksperymentu, ponownie realizowano zadanie doktadnego odwzo-
rowania krzywej. Stad przyjeto zerowy stan zadany wzgledem Sciezki, x4 = 0.

Do realizacji algorytmu A-Sledzenia przyjeto wartosci nastaw i parametrow: Kq =
diag;, ,{5}, K, = diag;,-{25}, A = 0,4 oraz K(0) = 10. Wykorzystano réwniez sterownik
kinematyczny na podstawie Twierdzenia 2. Przyjeto wartosci nastaw Ky = diags, {75}
Do opisu manipulatora wzgledem $ciezki zastosowano nieortogonalng parametryzacje Bi-
shopa. Na ponizszych rysunkach poréwnano wyniki badania eksperymentalnego oraz sy-
mulacji.

Na rys. 5.24 przedstawiono zdjecie ze stanowiska laboratoryjnego w chwili konicowe;j
eksperymentu, a takze odpowiadajaca mu wizualizacje wynikow symulacyjnych. Dodat-
kowo, na nagraniu [32| zaprezentowano przebieg calego eksperymentu i wizualizacje sy-
mulacji numerycznej. Te wyniki oraz przebieg $ciezek zrealizowanych w obu przypadkach,

(a) Eksperyment (b) Symulacja numeryczna

Rysunek 5.24: Manipulator w konfiguracji konicowej — walidacja eksperymentalna algoryt-
mu uniwersalnego.
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ktore zostaly poréwnane z zadang krzywsa teoretyczna na rys. 5.25, $wiadcza o popraw-
nosci zrealizowanego manewru. Ponownie uzyskane wyniki sa tozsame z dokladnoscig do
zachowania sie rzeczywistego robota w chwili poczatkowej, gdzie mozna zauwazy¢ drob-
ne odchylenie (rys. 5.25b). Wynika stad, ze istotnie punkt prowadzenia robota dobrze
odwzorowuje potozenie uktadu lokalnego na $ciezce.
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Rysunek 5.25: Poréwnanie $ciezki zrealizowanej przez manipulator (linia niebieska) oraz
Sciezki zadanej (linia czerwona) — walidacja eksperymentalna algorytmu uniwersalnego.

Rys. 5.26 przedstawia btedy $ledzenia Sciezki. Mozna tutaj zaobserwowac, ze blad
pojawiajacy sie na poczatku manewru podczas eksperymentu jest wickszy niz w przypad-
ku symulacji. Moze to wynikaé¢ z niedoskonatosci konstrukcyjnych robota lub opdznient
w transmisji na stanowisku laboratoryjnym. Uktad sterowania poprawnie kompensuje
btad, a wyniki Sledzenia $ciezki sa poréwnywalne w obu metodach badania. Mozna za-
tem uznad, ze otrzymane rezultaty sa zgodne, a weryfikacja eksperymentalna potwierdza
wyniki numeryczne. Warto podkresli¢, ze rzad wielko$ci btedéw uzyskanych w ekspery-
mencie jest taki sam, jak dla sterownika opartego o pelny model dynamiki manipulatora
wykorzystanego w poprzednim badaniu.

Na rys. 5.27 przedstawiono bledy sledzenia profili predko$ciowych. Prezentowane po-
rownanie swiadczy o zgodnosci wynikow symulacyjnych oraz eksperymentalnych, mimo
ze szum pomiarowy jest istotnie wickszy w przypadku badan na obiekcie rzeczywistym.
Na wykresach zaznaczono réwniez ograniczenia na sygnal btedu predkosciowego, ktore
wynikaja z dobranych parametrow algorytmu A-§ledzenia. Okre$lone wartosci ograniczen
btedéw sa bezposrednia realizacja wtasnosci algorytmu omoéwionych w rozdziale 5.2.4.
Dla wszystkich przegubow uzyskane wyniki sa satysfakcjonujace, zwlaszcza dla przegu-
bow matych (rys. 5.27¢). Mozna jednak zauwazy¢, ze piki wartosci szumu pomiarowego
w przegubie 1 nieznacznie przekraczaja dolny limit. Wynika to z faktu najwiekszego ob-
cigzenia tego przegubu.

Wreszcie, na rys. 5.28 zaprezentowano sygnaly sterujace. W obu przypadkach uzyskane
wartodci sa podobnego rzedu, co swiadczy o zgodnosci otrzymanych wynikéw. Nalezy
podkresli¢, ze wartosci wygenerowane dla rzeczywistego robota sa nieznacznie wieksze co
do wartosci bezwzglednej we wszystkich przegubach. Wynika to z pominiecia pewnych
elementow modelu w symulacji, np. tarcia. Obserwowane réznice sa jednak niewielkie,
a rezultaty potwierdzaja praktyczna stosowalnosé zaproponowanego algorytmu.
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Rysunek 5.26: Bledy sledzenia Sciezki ey: eksperyment (linia niebieska) oraz symulacja
(linia czerwona) — walidacja eksperymentalna algorytmu uniwersalnego.
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Rysunek 5.27: Bledy $ledzenia profili predkosciowych eg: eksperyment (linia niebieska),
symulacja (linia czerwona), ograniczenie btedu (linia czarna) — walidacja eksperymentalna
algorytmu uniwersalnego.
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Rysunek 5.28: Wygenerowane sygnaly sterujace u: eksperyment (linia niebieska) oraz
symulacja (linia czerwona) — walidacja eksperymentalna algorytmu uniwersalnego.

5.4.2 Postura robota wzgledem $ciezki

Do weryfikacji mozliwosci §ledzenia orientacji koncowki chwytaka wzgledem uktadu lo-
kalnego na $ciezce rozwazono scenariusz analogiczny do badania weryfikujacego sledzenie
potozenia wzgledem $ciezki z wykorzystaniem algorytmu uniwersalnego, ktory przedsta-
wiono w poprzednim rozdziale.

Ponownie zatem uktad sterowania zostal zbudowany ze sterownika kinematycznego
danego Twierdzeniem 2 oraz algorytmu uniwersalnego A-§ledzenia na poziomie dynamicz-
nym. W tym przypadku jednak stan robota wzgledem $ciezki jest zdefiniowany przez
jego posture, a wiec x € RS. Rozwazono dwie metody reprezentacji orientacji: katy Eu-
lera w konwencji Z-Y-X oraz kwaterniony jednostkowe. W obu przypadkach rozwazono
te sama stata zadana orientacje ukladu stowarzyszonego z punktem prowadzenia robota
wzgledem uktadu lokalnego na $ciezce. Jest ona wyrazona przez rownowazne wartosci

[rad], (5.64a)
T
0 0) . (5.64b)
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W konsekwencji rozszerzenia stanu robota wzgledem S$ciezki, macierz L w réwna-
niu (5.2) jest macierzg prostokatna, L € R®*7. Korekty wymaga zatem rozmiar macierzy
wzmocnienia Ky € R®*6. Jednakze wartosci nastaw sterownikéw pozostaly bez zmian:
Ky = diagg, {75}, Ka = diag;, {5}, K, = diag;,,{25}, A = 0,4 oraz K(0) = 10.

Do opisu manipulatora wzgledem $ciezki wykorzystano inng metode parametryzacji.
Tym razem do wyprowadzenia rownan robota wzgledem $ciezki wykorzystano nieortogo-
nalng parametryzacje Serreta—Freneta. W obu przypadkach zadana Sciezke zdefiniowano
jako lini¢ srubowg, ktorej réwnania zostalty podane w dodatku B.2. Parametry $ciezki
i profil predkosciowy byly identyczne, jak w poprzednim badaniu, tzn. a = 0,51, b = 0,07,
Sqa = 0,23 [%] Podobnie zastosowano te sama konfiguracje poczatkowa manipulatora,
dang rownaniem (5.63) przy zerowych poczatkowych predkosciach przegubowych.

W ponizszych sekcjach przedstawiono wyniki badan symulacyjnych i eksperymental-
nych sledzenia zadanej postury manipulatora wzgledem $ciezki, gdy zastosowano roézne
metody reprezentacji orientacji. Nalezy podkresli¢, ze rozwazany scenariusz wprost stano-
wi rozszerzenie przypadku zastosowania algorytmu uniwersalnego do realizacji zadanego
potozenia wzgledem $ciezki, ktory opisano w rozdziale 5.4.1.

Orientacja reprezentowana za pomoca katéw Eulera. Zastosowanie katow Eulera
w konwencji Z-Y-X do realizacji orientacji danej rownaniem (5.64a) skutkuje definicja
zadanej postury robota wzgledem Sciezki w postaci

Xa=(0 000 0 Z[rad) .
Przyjete zalozenie, ze polozenie i orientacja wzgledem Sciezki sa stale podczas catego
manewru, jest realizowane poprzez przyjecie x4 = 0.

Na ponizszych wykresach poréwnano wyniki symulacji i eksperymentu dla scenariusza,
w ktorym rozwazono realizacje tak zdefiniowanej postury robota wzgledem Sciezki. Warto
podkreslié¢, ze analogiczne eksperymenty walidacyjne zostaly zaprezentowane przez autora
rozprawy w pracy [36].

Rys. 5.29 to zestawienie zdjecia ze stanowiska eksperymentalnego, gdy manipulator
znajduje sie w stanie koncowym, a takze wizualizacja odpowiadajacych wynikéw symu-
lacji. Ponadto, na nagraniu [31] zestawiono przebieg manewru w symulacji oraz na sta-
nowisku laboratoryjnym. Warto zwroci¢ uwage, ze konfiguracja robota na rys. 5.29 jest
inna, niz ta przedstawiona na rys. 5.24. Cho¢ $ciezka jest identyczna, to dodatkowy wy-
mog realizacji orientacji wzglednej spowodowal, ze ruch w poszczegélnych przegubach
robota byl odmienny. Rys. 5.29b potwierdza, ze zadana orientacja uktadu zaczepionego
w punkcie prowadzenia robota wzgledem uktadu lokalnego na Sciezce zostata zrealizowana
poprawnie.

Na rys. 5.30 poréwnano z kolei Sciezke zadana i $ciezke zrealizowana przez manipulator
w obu odstonach studium. Mozna zauwazy¢, ze dzieki dobranej konfiguracji poczatkowej
robota punkt prowadzenia znajduje sie na Sciezce w chwili rozpoczecia manewru. W re-
zultacie nie wystepuje faza przejsciowa, gdy manipulator musi doj$é do Sciezki. W obu
przypadkach Sciezka zostata zrealizowana poprawnie, a wyniki eksperymentalne i symula-
cyjne sa bardzo zblizone. Jedyng réznice mozna zauwazy¢ na poczatku manewru. W bada-
niu eksperymentalnym pojawito si¢ niewielkie odchylenie od $ciezki, ktore zostato jednak
szybko skompensowane. Mogto ono wynikaé¢ z konstrukcji mechanicznej robota lub op6z-
nien w transmisji na stanowisku eksperymentalnym.
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Rysunek 5.29: Manipulator w konfiguracji koricowej — orientacja reprezentowana przez
katy Eulera.
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Rysunek 5.30: Poréwnanie §ciezki zrealizowanej przez manipulator (linia niebieska) oraz
Sciezki zadanej (linia czerwona) — orientacja reprezentowana przez katy Eulera.

.....

Sciezki, ktore przedstawiono na rys. 5.31. Wszystkie zmierzone bledy zbiegaja do zera, co
potwierdza przedstawione wczesniej wyniki teoretyczne. Na szczegdlna uwage zastuguja
bledy zaprezentowane na rys. 5.31b. Swiadcza one bowiem, ze zadana orientacja koncowki
chwytaka wzgledem uktadu Serreta—Freneta na $ciezce zostala zrealizowana poprawnie. Na
wykresach wida¢ rowniez, ze na poczatku manewru btad w badaniu eksperymentalnym
jest istotnie wiekszy, niz w symulacji. Jest to odzwierciedlenie nieznacznej odchytki od
Sciezki zadanej, ktora jest widoczna na rys. 5.30b. Z kolei na rys. 5.32 pokazano przebiegi
bledéw sledzenia profili predkosciowych. Te wykresy rowniez potwierdzaja poprawnosé
realizacji zadania oraz zgodno$¢ wynikow. Mozna jednak zauwazyé, ze przebiegi uzyskane
w ramach eksperymentu sg obarczone dodatkowym szumem. Mimo mniejszej doktadnosci
pomiaru, zadanie Sledzenia $ciezki jest realizowane prawidtowo.
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Rysunek 5.31: Bledy sledzenia $ciezki ey: eksperyment (linia niebieska) oraz symulacja
(linia czerwona) — orientacja reprezentowana przez katy Eulera.
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Rysunek 5.32: Bledy $ledzenia profili predkosciowych €4: eksperyment (linia niebieska)
oraz symulacja (linia czerwona) — orientacja reprezentowana przez katy Eulera.
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Wreszcie, na rys. 5.33 przedstawiono przebiegi wygenerowanych sygnatéw sterujacych.
Ponownie mozna zauwazy¢ pewna roéznice miedzy wynikami symulacyjnymi a eksperymen-
talnymi. Jak wspomniano wczesniej, wynika ona z nieuwzglednienia w symulacji sit tarcia
i innych oddziatywan, ktére wystepuja na rzeczywistym obiekcie. Nalezy jednak podkre-
sli¢, ze wystepujace roznice nie sg znaczace, dzieki czemu mozemy wnioskowac o zgodnosci
wynikow symulacyjnych i eksperymentalnych. Potwierdza to praktyczna stosowalnosé za-
proponowanego algorytmu do realizacji zadanej postury manipulatora wzdtuz sciezki.
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Rysunek 5.33: Wygenerowane sygnaly sterujace u: eksperyment (linia niebieska) oraz
symulacja (linia czerwona) — orientacja reprezentowana przez katy Eulera.

Orientacja reprezentowana za pomoca kwaternioné6w jednostkowych. W ra-
mach ostatniego eksperymentu na obiekcie rzeczywistym przedstawionego w niniejszej
rozprawie zweryfikowano mozliwosé realizacji postury chwytaka wzgledem Sciezki, gdy
orientacja wzgledna jest wyrazona za pomoca kwaternionéw jednostkowych. Zgodnie ze
Spostrzezeniem 8, w przypadku orientacji wzglednej reprezentowanej przez kwaterniony
jednostkowe nalezy odrzuci¢ jedna ze sktadowych, aby macierz L w réwnaniu kinematyki
robota wzgledem $ciezki (3.78) byta macierza pelnego rzedu. W przedstawionym badaniu
odrzucono pierwsza sktadowa kwaternionu jednostkowego. Stad, postura manipulatora
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wzgledem $ciezki przyjmuje postaé

-
-
)(:(dT (e%))) :(dl dy ds €w;  Ewy €W3)T' (5-65)

Zatem wartosci zadanej postury manipulatora wzgledem Sciezki pozwalajace na realizacje
zadanej orientacji wyrazonej rownaniem (5.64b) jest nastepujaca

.
Xd:<ooo¢%oo).

Wryniki realizacji tak zdefiniowanego scenariusza przedstawiono na ponizszych wykre-
sach. Warto podkresli¢, ze analogiczna walidacje algorytmu pozwalajacego na realizacje
zadanej postury manipulatora wzgledem Sciezki w oparciu o kwaterniony jednostkowe
autor rozprawy opisal w pracy [37].

Na rys. 5.34 przedstawiono manipulator w konfiguracji koricowej na stanowisku labora-
toryjnym oraz wizualizacje wynikow symulacyjnych w chwili konicowej. Mozna zauwazy¢,
ze prezentowany stan manipulatora jest tozsamy w obu przypadkach. O zgodnosci prze-
biegu manewru podczas eksperymentu oraz w symulacji $§wiadczy réwniez nagranie [30].
Warto podkresli¢, ze uzyskana konfiguracja jest identyczna, jak w przypadku zastosowa-
nia katow Eulera (por. rys. 5.29). Obie metody reprezentacji orientacji pozwalaja zatem
na poprawng realizacje zadanej postury.

20 - ; 0.5 X
Ix—-0.5 0 0.5

(a) Eksperyment (b) Symulacja numeryczna

Rysunek 5.34: Manipulator w konfiguracji konicowej — orientacja reprezentowana przez
kwaterniony jednostkowe.

Na rys. 5.35 zestawiono Sciezke zadang ze Sciezkami zrealizowanymi przez manipulator
zarowno w badaniu symulacyjnym, jak i eksperymentalnym. Wida¢ wyraznie, ze w obu
przypadkach linia srubowa zostata odwzorowana podobnie i poprawnie. Ponownie w wyni-
kach eksperymentu mozna zaobserwowa¢ pewna odchytke od zadanej $ciezki na poczatku
manewru. Blad ten jednak zostal szybko skompensowany.

Rys. 5.36 prezentuje wykresy btedow Sledzenia Sciezki. Uzyskane wyniki potwierdza-
ja, ze Sciezka jest realizowana poprawnie, a btedy zbiegaja do zera. Stanowi to réwniez
potwierdzenie dla uzyskanych rezultatéw teoretycznych. Wyniki symulacyjne sa zgodne
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Rysunek 5.35: Porownanie $ciezki zrealizowanej przez manipulator (linia niebieska) oraz
Sciezki zadanej (linia czerwona) — orientacja reprezentowana przez kwaterniony jednost-
kowe.
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Rysunek 5.36: Bledy sledzenia Sciezki ey: eksperyment (linia niebieska) oraz symulacja
(linia czerwona) — orientacja reprezentowana przez kwaterniony jednostkowe.

z wynikami eksperymentalnymi, co swiadczy o mozliwych zastosowaniach praktycznych
przedstawionych algorytmow.

Z kolei na rys. 5.37 przedstawiono przebiegi poszczeg6lnych sktadowych kwaternionu
jednostkowego, ktory opisuje orientacje chwytaka wzgledem uktadu lokalnego na $ciezce.
Istotnie, uzyskane i utrzymywane wartosci sa rowne warto$ciom zadanym. Nalezy pod-
kresli¢, ze rowniez skladowa odrzucona na etapie projektowania stanu robota wzgledem
Sciezki (e,y,) osiaga zadana wartos¢, gdyz wynika jednoznacznie z trzech pozostalych
sktadowych. Potwierdza to, ze zaproponowane podejscie w Spostrzezeniu 8 jest stuszne.

Btedy sledzenia profili predko$ciowych na poziomie dynamicznym zostaly pokazane
na rys. 5.38. Ponownie uzyskano zbiezno$é¢ btedéw do zera, a wyniki symulacyjne i eks-
perymentalne sa zgodne. W rezultatach badan eksperymentalnych widoczny jest szum
pomiarowy, ktéry wpltywa na precyzje realizacji zadania, lecz nie wplywa na jej popraw-
nosc¢.
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Rysunek 5.37: Orientacja chwytaka wzgledem uktadu Serreta—Freneta na $ciezce €,,,: eks-
peryment (linia niebieska) oraz symulacja (linia czerwona) — orientacja reprezentowana
przez kwaterniony jednostkowe.
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Rysunek 5.38: Bledy $ledzenia profili predkosciowych €4: eksperyment (linia niebieska)
oraz symulacja (linia czerwona) — orientacja reprezentowana przez kwaterniony jednost-
kowe.
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Wreszcie, na rys. 5.39 przedstawiono przebiegi wygenerowanych sygnatéw sterujacych.
Roznice w przebiegach miedzy wynikami symulacji a eksperymentu wynikaja z r6znego
zachowania robota na samym poczatku manewru oraz nieuwzglednienia w symulacji pew-
nych czynnikéw, np. tarcia. Wystepujace réznice nie sa jednak znaczace, wiec mozna
wnioskowaé o praktycznej stosowalnosci przedstawionego podejscia.
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Rysunek 5.39: Wygenerowane sygnaly sterujace u: eksperyment (linia niebieska) oraz
symulacja (linia czerwona) — orientacja reprezentowana przez kwaterniony jednostkowe.

5.5 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono metody sterowania obiektem holonomicznym,
ktore pozwalaja na realizacje zadania $ledzenia $ciezki. Zdefiniowano sterownik na po-
ziomie kinematycznym w Twierdzeniu 2. Podano réwniez prawa sterowania na poziomie
dynamicznym, ktére umozliwiaja realizacje profili predkosciowych wygenerowanych przez
sterownik kinematyczny. Rozwazono rézne stopnie znajomosci modelu dynamiki robota:

e pelna znajomo$é: sterownik zdefiniowano w Twierdzeniu 3;

e nieznajomos¢ parametryczna: sterownik adaptacyjny zdefiniowano w Twierdzeniu 4;
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e nieznajomos¢ strukturalna: sterownik oparty na algorytmie §lizgowym zdefiniowa-
no w Twierdzeniu 5. Warto podkresli¢, ze jest to algorytm odporny na zaklocenia
wynikajace z nieznajomosci struktury modelu dynamiki lub wartosci parametrow
masowo-inercyjnych;

e brak znajomosci: jako rozwiazanie zaproponowano dwa algorytmy, Qu-Dorseya oraz
A-Sledzenia.

Przeprowadzono badania celem zweryfikowania otrzymanych wynikow teoretycznych.
W kolejnych scenariuszach rozwazano rézne metody parametryzacji: nieortogonalna Ser-
reta—Freneta, ortogonalna beta, ortogonalng Bishopa, nieortogonalng beta, nieortogonalna
Bishopa. Pokazano, ze w ogélnym przypadku mozna zastosowaé¢ kazde z zaproponowa-
nych rozwiazan. Dobér odpowiedniego rozwiazania zalezy od uwarunkowan zadania oraz
wtlasciwosci parametryzacji, ktore omoéwiono szerzej w rozdziale 7.

Zaprezentowane rezultaty badan symulacyjnych swiadcza o poprawnosci przedstawio-
nych wynikéw teoretycznych i potwierdzaja przedstawione wtasnosci algorytmow sterowa-
nia. Najmniejsza precyzje ruchu otrzymano dla algorytmow stosowanych przy catkowite;j
nieznajomosci dynamiki systemu. Algorytmy adaptacyjny oraz slizgowy pozwalaty na do-
bra kompensacje zaktocen wynikajacych z nieznajomosci elementéw modelu dynamiki.

Ponadto, zweryfikowano praktyczng stosowalnos¢ zaproponowanych rozwigzan po-
przez walidacje eksperymentalna. Zrealizowano zadanie $ledzenia $ciezki na rzeczywistym
manipulatorze KINOVA® Gen3. Otrzymane wyniki byty zgodne z wynikami badan symu-
lacyjnych. Obserwowane réznice wynikaly z doktadnosci pomiarowej czujnikow, w ktore
wyposazony jest manipulator, opéznienn w transmisji sygnatow na stanowisku ekspery-
mentalnym, a takze pominiecia niektorych aspektow (np. tarcia) w srodowisku symulacyj-
nym. Niemniej jednak, rozbieznosci nie byty znaczace i przedstawione wyniki potwierdzaja
stusznosé prezentowanych rozwiazan.

Badania przeprowadzone na manipulatorze redundantnym KINOVA® Gen3 pokazaty
rowniez skutecznosé zaproponowanych metod do realizacji zadanej postury manipulatora
wzgledem uktadu lokalnego na Sciezce. Satysfakcjonujace wyniki uzyskano zaréwno dla
orientacji reprezentowanej przez katy Eulera, jak i kwaterniony jednostkowe. Cho¢ opis
w katach Eulera jest prostszy i bardziej intuicyjny, to moze by¢ obarczony osobliwo$cia-
mi samej reprezentacji. Stad w pewnych aplikacjach korzystniejsze moze byé¢ stosowanie
kwaternionéow jednostkowych.



Rozdzial 6

Sterowanie mobilnym obiektem
nieholonomicznym

W niniejszym rozdziale rozwazono metody sterowania mobilnymi obiektami nieholono-
micznymi, ktore realizuja zadanie sledzenia $ciezki. Do opisu robota nieholonomicznego
wzgledem $ciezki zostaly wykorzystane modele oparte o parametryzacje krzywoliniowe,
ktore zostaly przedstawione w rozdziale 3. To podejscie jest analogiczne, jak w przypadku
metod sterowania obiektami holonomicznymi, ktoére szczegdltowo przedstawiono w roz-
dziale 5. Istotng roznica jest jednak koniecznosé¢ uwzglednienia dodatkowych ograniczen
predkosciowych, ktore wystepuja w uktadach nieholonomicznych. W rozdziale 4.2.2 wska-
zano, ze mozna to zrobi¢ poprzez sformutowanie warunku (4.11). Ze wzgledu na fakt, ze
zarOwno ograniczenia nieholonomiczne I rodzaju, jak i ograniczenia wynikajace z opisu
robota wzgledem $ciezki majg charakter ograniczen predko$ciowych, mozliwe jest powia-
zanie ich w ramach jednego warunku. Architektura ukladu sterowania, prezentowana w tej
czesci, wynika z zalozen i wytycznych przedstawionych w rozdziale 4.

Jako przedmiot szczegblnego zainteresowania w tej czesci rozprawy wybrano nieholo-
nomiczne manipulatory mobilne. Te nietrywialne konstrukcje sa coraz powszechniej wy-
korzystywane w réznorodnych aplikacjach robotycznych. Sg szczegdlnie istotne dla auto-
matyzacji proceséw transportowych czy skomplikowanych operacji podnoszenia. Charak-
teryzuja sie rowniez istotnym poszerzeniem przestrzeni roboczej wzgledem manipulatoréw
stacjonarnych [79]. Jednakze sama struktura robota jest bardziej skomplikowana, co ma
swoje przetozenie na projektowanie algorytmow sterowania [77]. Manipulator mobilny to
system robotyczny sktadajacy sie z dwoch osobnych podsysteméw: platformy mobilnej
oraz manipulatora umieszczonego na platformie. Ze wzgledu na ograniczenia ruchu, ktore
moga wystapi¢ w kazdym z tych podsysteméw, mozna wyr6zni¢ nastepujace konfiguracje
manipulatora mobilnego [76]:

e typ (h, h) — zar6wno platforma mobilna, jak i manipulator sa holonomiczne;

e typ (nh, h)— platforma mobilna jest nieholonomiczna, natomiast zamontowane na
niej ramie robotyczne jest holonomiczne;

e typ (h, nh) — holonomiczna platforma mobilna z nieholonomicznym manipulatorem;

e typ (nh, nh)—oba podsystemy, tzn. platforma mobilna oraz manipulator, sa nieholo-
nomiczne. Taki uktad zostal okreslony jako podwdjnie nieholonomiczny manipulator
mobilny [121].
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W badaniach symulacyjnych rozwazono przyktad manipulatora mobilnego typu (nh, h),
ktorego model przedstawiono w dodatku A.3.

Podsystemy manipulatora mobilnego sa ze soba dynamicznie sprzezone. Czesto jednak
tylko jeden z nich obarczony jest ograniczeniami nieholonomicznymi. W szczegdélnosci,
problem ten dotyczy rozwazanego typu (nh, h). Z tego wzgledu wprowadza sie wektor
rozszerzonych predkosci pomocniczych, ktére przyjmuja postac

-(5)-()

gdzie 1 oznacza predkosci pomocnicze zdefiniowane zgodnie z rownaniem (4.6) i odpowia-
dajace predko$ciom podsystemu nieholonomicznego (., 5, natomiast ¢, oznacza uogol-
nione predkosci podsystemu holonomicznego w przestrzeni konfiguracyjnej. Podsystem
holonomiczny nie podlega transformacjom, ktére zostaly zdefiniowane w rozdziale 4 dla
systemu nieholonomicznego. Konsekwencje ograniczen predkosciowych przenosza sie jed-
nak na podsystem holonomiczny poprzez sprzezenie dynamiczne obu podsystemow. Warto
podkregli¢, ze jesli n € R™ oraz q;, € R", to z € R™™". W dalszych rozwazaniach w tym
rozdziale przyjeto bez straty ogoélnosci, ze m + h = p.

Grupowanie zmiennych wykonane w réwnaniu (6.1) ma swoje odzwierciedlenie w po-
staci wektora sterowari, na ktory sktadaja sie sterowania podsystemu nieholonomiczne-
20 Unp € R™ oraz sterowania podsystemu holonomicznego uy, € R". W rezultacie, dla
nieholonomicznego manipulatora mobilnego zachodzi

u
Un

Ze wzgledu na réznorodno$é podsystemow sktadajacych sie na mobilny manipulator,
wprowadza sie model kinematyki oraz dynamiki takiego obiektu wyrazony w rozszerzo-
nych predkosciach pomocniczych:

1. Kinematyka nieholonomicznego manipulatora mobilnego wynikajaca z opisu robota
wzgledem Sciezki oraz ograniczen nieholonomicznych obiektu — na podstawie réow-
nan (4.1) oraz (4.12)

x=L"z+f. (6.3)

2. Dynamika nieholonomicznego manipulatora mobilnego — na podstawie rownan (4.2)
oraz (4.13)
Qz+C'z+g* =By, (6.4)

przy czym wymiary poszczegblnych elementéw modelu wynoszg: Q™ € RP*P, C* € RP*P,
g* € R?, B* € RP*P. W dodatku A.3 przedstawiono przyktad, jak uzyska¢ model manipu-
latora mobilnego typu (nh, h), gdy znane sa modele podsystemow sktadowych: platformy
mobilnej oraz ramienia robotycznego.

6.1 Sterownik kinematyczny

Do projektowania algorytmu dla zdefiniowanego uktadu kaskadowego zastosowano me-
tode catkowania wstecznego, ktoéra przedstawiono w rozdziale 4. Zgodnie z tym podej-
Sciem, projekt uktadu sterowania nalezy rozpocza¢ od najbardziej wewnetrznego pod-
systemu. W przypadku mobilnego obiektu nieholonomicznego ten poziom kaskady jest
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okreslony przez kinematyke robota dana réwnaniem (6.3). Wejscie do tego podsystemu
stanowia rozszerzone predkosci pomocnicze z, natomiast stan manipulatora mobilnego
wzgledem Sciezki zostal standardowo oznaczony jako x. Przez stan obiektu wzgledem
Sciezki nalezy rozumie¢ potozenie punktu prowadzenia robota wzgledem $ciezki, orien-
tacje wzglednag uktadu umieszczonego w punkcie prowadzenia robota wzgledem uktadu
lokalnego na $ciezce lub cala posture wzgledna robota. Konkretna definicja zalezy od
sformutowanego problemu sterowania. Dla takiego uktadu definiuje sie sterownik kinema-
tyczny zgodnie z nastepujacym Twierdzeniem 6.

Twierdzenie 6. Niech bedzie dany wektor btedow sledzenia Sciezki

€x =X —Xa> (6'5)

gdzie X oznacza rzeczywisty stan obiektu wzgledem Sciezki, natomiast X4 oznacza stan
zZadany. Wowcezas, dla systemu (6.3) sterowanie postaci

2o = (L) (xd — Kie, — f) (6.6)

gwarantuje asymptotyczng zbieznosé bledow Sledzenia Sciezki ey do zera. W réwnaniu (6.6)

macierz (L*)# oznacza macierz pseudoodwrotng, tzn. (L*)# = (L*)T(L*(L*)T> , nato-

maast macierz Ky jest dodatnio okreslong macierzq wzmocnien sterownika.

Dowdd. Rozwazajac jedynie poziom kinematyczny, mozna uznaé system (6.3) za nieza-
lezny od wyzszych stopni zdefiniowanego kaskadowego uktadu sterowania. Stad, mozna
przyjac¢, ze wejscie do tego systemu przyjmuje postaé referencyjnych profili predkoscio-
wych zdefiniowanych réwnaniem (6.6). Wowczas uktad (6.3) z zamknieta petla sprzezenia
zwrotnego (6.6) jest opisany rownaniem

x =L (L")* (xd —Kkex—f> +f, (6.7)
co przeksztalca sie do postaci rownowaznej
ey = —Kyey. (6.8)
Niech bedzie dana funkcja
Vs(ey) = %e;ex. (6.9)

Funkcja (6.9) jest rowna zero dla e, = 0 i dodatnia dla e, # 0. Mozna ja zatem rozwazy¢
jako funkcje Lapunova. Pochodna funkcji Vi po czasie wynosi

Vs(ey) = ey ey. (6.10)

Pochodna funkcji Lapunova (6.9) liczona wzdtuz trajektorii uktadu z zamknieta petla (6.8)

ma postac .
Vs(ey) = —e Kyey. (6.11)

Uzyskany rezultat to forma kwadratowa dodatnio okre$lonej macierzy ze znakiem ujem-
nym. Spelnia zatem warunki
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Vs(ey) <0, gdy ey #0, (6.12a)
Vs(ey) =0, gdy ey =0. (6.12b)

Na podstawie twierdzenia LaSalle’a [13] mozna wnioskowaé o asymptotycznej stabil-
nosci systemu (6.8). W konsekwencji, btedy Sledzenia Sciezki ey zbiegaja asymptotycznie
do zerowego punktu réwnowagi. O]

Spostrzezenie 16. Struktura sterownika kinematycznego jest identyczna w przypadku ste-
rowania obiektem holonomicznym, jak i mobilnym obiektem nieholonomicznym. Wynika
to z faktu, zZe ograniczenia rozwazane dla tych obiektow zawsze majq charakter predko-
sciowy. Podstawowa roznica lezy w szczegotowe) postaci wykorzystanych macierzy. Dla
obiektow nieholonomicznych konieczne jest bowiem uwwzglednienie na tym etapie ograni-
czen wynikajgcych z nieholonomicznosci obiektu.

W ten sposob otrzymano sterownik kinematyczny odpowiedzialny za generowanie pro-
fili predko$ciowych, ktore gwarantuja spetnienie dwojakich ograniczen kinematycznych:
wynikajacych z opisu robota wzgledem $ciezki oraz z nieholonomicznosci obiektu. W na-
stepnym rozdziale zaproponowano sterowniki dynamiczne, ktore pozwalaja realizowaé za-
dane profile predkosciowe w drugim stopniu kaskady rozwazanego uktadu sterowania.

6.2 Sterownik dynamiczny

Na drugim poziomie kaskadowego ukladu sterowania, zdefiniowanego w rozdziale 4,
nalezy zastosowac algorytm, ktory pozwoli na realizacje profili predko$ciowych wygenero-
wanych przez sterownik kinematyczny. Warto przypomnie¢, ze profile predkosciowe z,.y,
ktore byly interpretowane jako wejscie poziomu kinematycznego w rozdziale 6.1, na pozio-
mie dynamicznym stanowia sktadowa stanu systemu. Istotny jest fakt, ze posta¢ funkcyjna
stanu jest Scisle okreslona rownaniem (6.6).

Ta posta¢ funkcyjna bezposrednio wplywa na przebiegi btedéw sledzenia na poziomie
dynamicznym kaskadowego uktadu sterowania. Rozwazanym btedem jest btad sSledzenia
profili predkosciowych, ktory okresla sie zaleznoscia

€ =2 — Zpy (6.13)

Uwzglednienie w rownaniu (6.13) zaleznosci (6.6) prowadzi do postaci

e.(e,) =z — (L")* ()’(d—Kkex—f). (6.14)

Wida¢ zatem wyraznie, ze przebiegi bledéw na poziomie dynamicznym nie sa dowolne, lecz
Scisle zdefiniowane przez wynik dziatania sterownika na poziomie kinematycznym. Réwna-
nie (6.14) uwidacznia réwniez sprzezenie bledow sledzenia z obu pozioméw kaskady uktadu
sterowania: bledow §ledzenia Sciezki e, oraz bledéw Sledzenia profili predkosciowych e..

Doboér narzedzia do realizacji zadania w drugim stopniu kaskadowego uktadu sterowa-
nia zalezy rowniez od uwarunkowan. W tym przypadku zostana rozwazone rézne poziomy
znajomosci modelu dynamiki rozwazanego robota. W niniejszym rozdziale zostana przed-
stawione algorytmy:
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e bazujacy na pelnej znajomosci modelu dynamiki;
o slizgowy.

Algorytm bazujacy na pelnej znajomosci modelu dynamiki jest przyktadem algoryt-
mu dysypatywnego (opartego o biernos¢). Do jego zastosowania konieczna jest catkowita
znajomos¢ modelu dynamiki (6.4). Choé oczekiwanym rezultatem jest precyzyjna realiza-
cja zadania, to algorytm nie uwzglednia wpltywu zewnetrznych czynnikéow lub elementow
pominietych w modelowaniu robota. Z tego wzgledu do jego zastosowania moze by¢ ko-
nieczne przeprowadzenie dodatkowej procedury identyfikacji rzeczywistych parametrow
obiektu sterowania [65, 91].

Pewna odpowiedzig na potencjalne trudnosci w praktycznym wykorzystaniu algorytmu
opartego o pelna znajomos¢ modelu dynamiki jest algorytm §lizgowy. Jest to rozwiaza-
nie, ktére mozna zastosowac¢ w przypadku nieznajomosci parametrycznej lub strukturalne;j
modelu dynamiki. Ta metoda nalezy réwniez do rodziny algorytméw odpornych na za-
kt6cenia zewnetrzne.

Przy analizie metod sterowania manipulatorami mobilnymi warto podkresli¢ row-
niez fakt, ze obiekty tego typu nie zachowuja wlasnosci manipulatoréw stacjonarnych,
ktora zostata przytoczona w Spostrzezeniu 13. Z tego wzgledu konieczne jest uwzglednie-
nie w prawie sterowania tzw. macierzy korekcji CY. Jej definicja zostala sformulowana
W ponizszym Spostrzezeniu 17.

Spostrzezenie 17. W przypadku manipulatorow mobilnych macierz (Q* —2C") nie za-
chowuje wtasnosci skosnej symetrii [29], ktdra jest typowa dla manipulatoréw stacjonar-
nych [122]. Nalezy zatem wprowadzi¢ macierz korekcji CY, aby zachodzita zaleznosé [76]

Q =(C*+C)+(C*+C")T. (6.15)

6.2.1 Sterowanie w oparciu o pelnag znajomo$¢é modelu dynamiki

W sytuacji, gdy model dynamiki manipulatora mobilnego (6.4) jest w pelni znany,
do realizacji profili predkosciowych wygenerowanych przez sterownik kinematyczny (6.6)
mozna zastosowaé algorytm z rodziny algorytmow dysypatywnych. Prawo sterowania zo-
stato sformutowane w Twierdzeniu 7. Warto zauwazy¢, ze sterownik oparty o pelna zna-
jomo$¢ modelu dynamiki dla nieholonomicznego manipulatora mobilnego zostat sformu-
lowany przez autora rozprawy w pracy |[38].

Twierdzenie 7. Niech bedzie dany nieholonomiczny manipulator mobilny, ktorego model
dynamiki wyrazony réwnaniem (6.4) jest w petni znany. Wowczas, prawo sterowania

u=(B) " (Q(a)2ns+ C"(d, d)zns+ 9(a) — Kaez — e ). (6.16)

gdzie Kq jest dodatnio okreslong macierzqg wzmocnien, gwarantuje asymptotyczng zbiez-
no$¢ do zera btedow sledzenia profili predkoSciowych e, oraz sprzezonych z nimi btedow
Sledzenia Sciezki ey.

Dowdd. Rownanie systemu (6.4) z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (6.16) przyjmuje
postac
Q'e, +Ce, + Kye, + CVe, =0. (6.17)
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Wynika stad zaleznosé¢
Q'é, =—C'e,—C"e, — Kge.. (6.18)

Niech bedzie dana funkcja, ktora zalezy zaréwno od bledéw Sledzenia Sciezki ey, jak
i od btedéow sledzenia profili predkosciowych e,

Vs(ey, ez) :V5(ex)+%elQ*(q)ez. (6.19)

Zauwazmy, ze funkcja Vg jest nieujemna jako suma nieujemnej funkcji Vs, ktora zostata
zdefiniowana zaleznoscia (6.9), oraz formy kwadratowej macierzy bezwtadnosci Q. Nalezy
podkresli¢, ze dla niezerowych wartosci btedow e, oraz e, funkcja Vi przyjmuje wartosci
dodatnie, natomiast w zerze jej wartos¢ zeruje sie. Oznacza to, ze funkcja Vg jest dobrym
kandydatem na funkcje Lapunova dla systemu (6.17).

Pochodna funkeji (6.19) po czasie wynosi

. . ‘ 1 ..
Vs(ey, ez) = Vs(ey) +elQ*é, + EeIQ e,. (6.20)

Pochodna ta, liczona wzdtuz trajektorii uktadu (6.18) oraz (6.15), wynosi

Ve(ey, ez) = Vs(ey) + el (—C*e, — CVe, —Kge,) +el (C*+CV)e, =
~~ —
(6.18) (6.15)

= Vs(ey) — el Kqe.. (6.21)

Nietrudno zauwazy¢, ze dzigki zaleznosci (6.12) oraz dla dodatniej okreslonosci macie-
rzy Ky funkcja Vi (6.21) spelia nastepujace warunki

Vs(ey,ez) <0, gdy (e} el)T £0, (6.22a)

Viley,e:) =0, gdy (el el)' =o. (6.22b)
Na mocy zasady niezmienniczosci LaSalle’a [13] z warunkow (6.22) wynika, ze dla do-
datnio okreslonej macierzy K4 system (6.17) jest asymptotycznie stabilny z zerowym
punktem rownowagi. Bledy Sledzenia ey oraz e, zbiegaja zatem asymptotycznie do zera.
Wynika stad, ze prawo sterowania (6.16) gwarantuje poprawne $ledzenie profili predko-
Sciowych w drugim stopniu kaskadowego uktadu sterowania. W konsekwencji prowadzi to
do poprawnej realizacji zadania §ledzenia $ciezki. O]

6.2.2 Sterowanie odporne

W wielu sytuacjach praktycznych pelny model dynamiki robota nie jest znany. Wy-
nika to czesto z faktu zmiennosci parametrow masowo-inercyjnych w dtugim horyzoncie
czasowym oraz wystepowania oddziatywan nieuwzglednionych w modelu. Niektore oddzia-
tywania pomija si¢ na etapie modelowania ze wzgledu na ich skomplikowany charakter
lub znikomy wptyw na uktad. Wymienione aspekty sktadaja sie odpowiednio na parame-
tryczna i strukturalng nieznajomosé¢ modelu dynamiki.

Rozwiazanie dla przedstawionych probleméw stanowia algorytmy z rodziny algoryt-
mow §lizgowych [115, 126]. W tym rozdziale proponowany jest algorytm slizgowy odporny
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na zaburzenia zewnetrzne oraz parametryczno-strukturalng nieznajomosé modelu dyna-
miki dla nieholonomicznego manipulatora mobilnego. Zat6zmy zatem, ze na rozwazany
obiekt oddzialuja pewne uogoblnione sity oznaczone jako ¢(t) € RP. Sity ¢ moga wynikaé
zaréwno z ograniczonych zewnetrznych zaburzen, jak i z elementoéw nieuwzglednionych
w modelu dynamiki robota (6.4), np. takich jak nieliniowy wplyw otoczenia na tarcie.
Wowczas rzeczywista dynamike obiektu mozna opisa¢ za pomoca réwnania

Q:(a)z+ C2(q, )z + gz(q) + C(t) = By, (6.23)

gdzie indeks z w oznaczeniach kolejnych macierzy oznacza, ze struktura tych elementéow
jest calkowicie znana. Jedli w czesci modelu dynamiki, ktéra jest znana strukturalnie,
wystepuja parametry o nieznanej wartosci, to rownanie (6.23) nalezy przeksztalci¢ do
postaci

Q:(q,a)z+C}(q,q,a)z+g;(q,a) + ¢(t) =
= Qo(q)z+ C(q,q)z + gp(q) + ¢(t)+
+Q%(q,a)z2+ C%(q,q,a)z+ g5(q,a) =B™u, (6.24)

przy czym macierze z indeksem 0 odnoszg sie do czedci dynamiki, ktora jest znana struktu-
ralnie i parametrycznie, natomiast macierze z indeksem a oznaczaja cze$¢ modelu, ktora
zalezy od nieznanych parametréw oznaczonych za pomoca wektora a € R". Reprezentacje
zaleznosci od nieznanych parametréw a nalezy dobra¢ w taki sposéb, aby byta ona liniowa
i wyrazona poprzez macierz regresji Y € RP*" zgodnie z zaleznoscia

Y(z,z,q,q9)a=QL(q,a)z+ C.(q,q,a)z+ g%(q, a). (6.25)

Uwzgledniajac zaleznosé (6.25) w réownaniu (6.24), otrzymuje si¢ rownania dynamiki
obiektu obarczonego parametryczno-strukturalna nieznajomoscia lub zewnetrznymi od-
dzialywaniami

Qo(q)z+Ci(q,q9)z+g5(q) +Y(2,2,4,9)a+ (t) = Bu. (6.26)

Dla obiektu opisanego réwnaniem (6.26) formutuje sie w Twierdzeniu 8 prawo sterowa-
nia, ktére moze zosta¢ wykorzystane do realizacji zadania sledzenia Sciezki w warunkach
strukturalnej lub parametrycznej nieznajomosci modelu dynamiki. Algorytm zostal po
raz pierwszy zaproponowany przez autora rozprawy w pracy |79].

Twierdzenie 8. Niech bedzie dany model dynamiki nieholonomicznego manipulatora mo-
bilnego obarczony nieznajomosciq parametryczng i strukturalng (6.26).

Dla takiego modelu, niech warto$ci nieznanych parametrow masowo-inercyjnych, ktore
sq state na krotkim horyzoncie czasowym, bedq ograniczone od gory, a gorne ograniczenie
niech bedzie znane

lail < af, (6.27)
gdziei=1,2,...,T.

Ponadto, niech zaktocenia, ktore wynikajg z pominietych elementow struktury dynami-

ki (6.4) lub zewnetrznych oddziatywan, bedg wolno zmienne i ograniczone od gory. Zatoz-
my, Ze gorne ograniczenia zaktocen C(t) rowniez bedg znane lub mozliwe do oszacowania

Gi(V)] < ¢, (6.28)
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gdziei=1,2,...,p.
Wowczas, prawo sterowania w postaci
u=(B)" (Qil@)p+ Cila, d)p +g5(a) + Yo(p,p. 4, q)a+
~CY(4,4)0 — Yo(0,4,q)a — Kao — Ksgn(o))  (6.29)

gwarantuje asymptotyczng zbieznosé btedow sledzenia profili predkosciowych e, oraz ble-
dow Sledzenia Sciezki ey do zera.
Znaczenie poszczegolnych elementow prawa sterowania (6.29) jest nastepujace:

e 0 oznacza zmienng Slizgowq definiowang jako
c=e,+ANe=z—p, (6.30)

przy czym A jest dodatnio okreslong macierzq wzmocnien, natomiast e(t) oznacza
sygnat btedu spetniajgcy zaleznosé

e(t) = E e.(x)dx, (6.31a)

e(t) = e, (t); (6.31b)

e p jest referencyjnym sygnatem bledow zdefintowanym na podstawie profili predko-
scrowych wygenerowanych na poziomie kinematycznym zgodnie z Twierdzeniem 6
oraz definicji zmiennej Slizgowej (6.30)

P =2z.— Ae; (6.32)

o macierz Y, oznacza macierz regresji zdefiniowang réwnaniem (6.25), ktora zalezy
od referencyjnych sygnatow btedow p oraz ich pochodnych p, tzn. zachodzi zaleznosé

Y(p,p,9,9) =Y,(p,p,q,9); (6.33)

o C) € RP*P stanowi czesé macierzy korekcji CY, wynikajgcej ze Spostrzezenia 17 dla
w petni znanych macierzy Q} oraz C,. Macierz CJ jest w petni znana strukturalnie
i parametrycznie. Razem z macierzq zalezng od nieznanych parametrow CY tworzg
macierz korekcji o znanej strukturze CY zgodnie z zaleznosciq

CI(q,9,a) =Cj(q,9) + Ci(q, q, a); (6.34)

e Y, € RP*T jest macierzq regresji lintowej opisujqcq zaleznosé macierzy korekcy
obarczonej niepewnodcig parametryczng CY(q, g, a) od nieznanych parametréw a.
Macierz Y & spetnia zaleinosé

YU(G7q7q)a:CZ(q7q7a)G; (635)

e Q jest oszacowaniem nieznanych parametréw masowo-inercyjnych. Przyjmuje ono
state wartosci na caly czas realizacji procesu requlacji. Wartosci nalezy wybraé na
podstawie zakresow wynikajgcych z (6.27);
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e K4 oznacza dodatnio okreslong macierz wzmocnien;
e K= diagpxp{ki}, ki >0,1=1,2,...,p jest diagonalng macierzq wzmocnien.

Dowdd. System (6.26) z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (6.29) jest opisany rowna-
niem

Qiz+Ciz+9gi+Ya+C=Qp+Cip+9g5+Yoa—Clo—Y,a—Kyo0—Ksgn(o).
(6.36)

Powyzsze wyrazenie mozna uporzadkowaé, korzystajac z definicji zmiennej slizgowej (6.30).
W rezultacie otrzymamy réwnowazng zaleznosé, czyli

Qo+ Cio+Ya+¢c=Y,a—Clo—Y,a—Kq0—Ksgn(o). (6.37)
Zauwazmy, ze na podstawie definicji macierzy regresji (6.25) zachodzi
Ya—-Y,a= Q0+ C_o. (6.38)
Ponadto, zgodnie z réwnaniami (6.34) oraz (6.35) zachodzi
Clo+Y,a=Clo+Clo=Clo. (6.39)

Uwzgledniajac rownania (6.38) oraz (6.39), odejmijmy obustronnie od réwnania (6.37)
wyrazenia Y,a oraz Ysa. W ten sposob otrzymamy posta¢ rownowazna

Qo+ Cio+Q,0+C,o0+¢=Y,a—Clo—Y,a—Kq0—Ksgn(o), (6.40)

gdzie @ = a — a. Dodatkowo, sumujac macierze w pelni znane (indeks 0) i zalezne od
nieznanych parametréow (indeks a) wyrazenie (6.40) mozna uprosci¢ do postaci

Q.0+ Clo+¢=Za—Clo—Kgq0—Ksgn(o), (6.41)

przy czym £ =Y, — Y.
Nastepnie zauwazmy, ze rozwazane zaklocenia ¢ sktadaja sie z zaburzen, ktore wyni-
kaja z:

e nieznajomosci struktury macierzy inercji Cq,
e nieznajomosci struktury macierzy sit Coriolisa i sit od$rodkowych Cc,
e innych czynnikéw (g, np. zewnetrzne sity, tarcie.

Zgodnie z przyjetymi zatozeniami wszystkie rozwazane zaktdcenia sg ograniczone. Moze-
my zatem przyjaé, ze zachodzi

C=Cqo + Cc + Cr. (6.42)
Uwzgledniajac rozne sktadowe zaklocen (6.42), mozemy uzyskaé¢ pelne macierze opisujace
dynamike obiektu wzdtuz trajektorii systemu

Q"z = Q;z + Cq, (6.43a)
Cz=Ciz+ (c. (6.43Db)
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W podobny sposéb mozemy uzyska¢ macierze wzdluz trajektorii referencyjnych

Qp=Q;p+Cq, (6.44a)
C'p=Clp+Cc,. (6.44b)

Ponadto, oznaczmy strukturalnie nieznang cze$¢ macierzy korekcji CY wzdhuz trajektorii
systemu i wzdtuz trajektorii referencyjnych odpowiednio jako ¢, oraz ¢, . Takie elementy
moga istniec¢ ze wzgledu na nieznane sktadowe modelu dynamiki obiektu. Nalezy pamietaé,
ze macierz C) jest zdefiniowana tylko na podstawie strukturalnie znanej czesci modelu
(oznaczona indeksem z). Mozemy zatem przyja¢ nastepujace oznaczenia

C'z=Clz+ ¢y, (6.45a)
C'p=Clp+¢,. (6.45Db)

Macierz CY spetnia réwnanie (6.15) ze Spostrzezenia 17 dla pelnych macierzy z réwnan dy-
namiki obiektu, tzn. Q™ oraz C*. Biorac pod uwage powyzsze zaleznosci, rownanie (6.41)
mozemy zapisa¢ w postaci

Qoc+Co—Za+C"o+Kyo+ Ksgn(o) + ¢y =0, (6.46)

gdzie Cn = Cr + Cg, + Cc, — Gy + Gy,

Rozwazmy teraz nastepujaca funkcje
1
Vi(ey, 0,e.) = Vs(ey) + §O‘TQ*G, (6.47)

ktora jest zawsze nieujemna ze wzgledu na wilasnodci rzeczywistej macierzy bezwtad-
nosci Q oraz funkcji Vs zdefiniowanej réwnaniem (6.9). Funkcja V5 zeruje sie tylko

dla (e)T( O'T)T = 0, wiec jest dobrym kandydatem na funkcje Lapunova dla systemu (6.46).
Wyznaczymy pochodna funkeji (6.47) po czasie, ktora jest rowna

Vo=Vs+0'Q"6¢ + %O'TQ*O'. (6.48)
Biorac pod uwage réwnania (6.15) oraz (6.46), otrzymujemy
Vo =Vs+0' (—C'0+Za—C'0—Kgo —Ksgn(o) —¢n) +0' (C*+CY) o, (6.49)
co po uporzadkowaniu sprowadza sie do zaleznosci
Vo =V; — 0 'Kqo — o' (Ksgn(o) + {n — Za). (6.50)

Zauwazmy, ze ostatni sktadnik sumy w réwnaniu (6.50) jest rowny
P T
o' (Ksgn(0) + n —Za) = 3 [oil (ki + O sgn(o0) = Y Zy@sgn(od)).  (651)
i=1 j=1

Zdefiniujmy teraz konkretng postaé wspotczynnikow k; macierzy wzmocnien K. Niech
beda one okreslone jako

ki=) Zjjoy+Cx, + 5, (6.52)
j=1
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gdzie |Zy] < Z}; wyraza ograniczenia wzdluz trajektorii systemu i trajektorii referen-
cyjuych, o = |a;| + a > |a| oznacza maksymalny blad oszacowania nieznanych
parametréw masowo-inercyjnych, d; jest liczba dodatnig, natomiast ¢y, jest gornym ogra-
niczeniem nieznanych zaktécen zgodnie z zaleznoscia

Ondd < 1Cr ]+ 1Cqy |+ 1Ce, |+ 1y, — Tyl < G (6.53)
przy czym i =1,2,...,p. Zaburzenia {N zdefiniowane w rownaniu (6.46) sa ograniczone,
gdyz sktadaja sie z zaklocen ograniczonych z zalozenia oraz ograniczonych trajektorii
referencyjnych. Zwroémy uwage, ze dlai = 1,2,...,p zachodzi

T T
Z Zf] &5 — Z Zij (~1)' sgn(Gi) = 0, (654&)
j=1 j=1
N, + Cngsgn(oi) > 0. (6.54b)

Uwzgledniajac definicje (6.52) oraz nieréwnosci (6.54), mozemy wnioskowaé, iz prawdziwa
jest nastepujaca nieréwnosé

P
V7 < V5(ex) — (()'TKdO' + Z 51‘0‘1’) = V5(ex) — W(O') (655)
i=1
W(o)
Mozemy zaobserwowaé, ze dla &; > 0,1 =1,2,...,p oraz dla dodatnio okreslonej macie-

rzy Kgq, element W(0o) jest nieujemny. Stad jasno tez wynika, ze zachodzi
W(o)=0 <= o0=0. (6.56)

Biorac dodatkowo pod uwage wlasnosci funkeji Vs (6.12), mozemy wnioskowaé o naste-
pujacych wlasciwosciach funkcji Vz

Vi(ey,0) <0, gdy (el o))" #0, (6.57a)

-4 XA

o) =0 (6.57b)

Na mocy zasady niezmienniczosci LaSalle’a [13] z whasnosci (6.57) pochodnej funkeji La-
punova V; mozemy wnioskowa¢, ze trajektorie systemu (6.36) zbiegaja do zera dla do-
datnio okreslonej macierzy K4 oraz macierzy K, ktoérej wspotczynniki sa zdefiniowane
przez rownanie (6.52). Trajektorie systemu zostaja zatem sprowadzone do powierzchni
slizgu. W konsekwencji, na podstawie rownan (6.30), (6.31b) oraz (6.56) otrzymujemy
nastepujaca zaleznosé

v?(eXJ 0-) = 07 gdy (e

e, =¢é=—Ae. (6.58)

Z réwnania (6.58) wynika, ze dla dodatnio okreslonej macierzy A sygnaly bledow e zbie-
gaja asymptotycznie do zera. W rezultacie, zachodzi réwniez zbiezno$¢ z — z, dla
t — + o0, wiec profile predkosciowe wygenerowane na poziomie kinematycznym sa
realizowane asymptotycznie.

Zauwazmy wreszcie, ze bledy Sledzenia Sciezki ey z pierwszego poziomu kaskady ukla-
du sterowania zostaly uwzglednione w definicji funkcji Lapunova (6.47). Ponadto, sa one
sprzezone z bledami §ledzenia profili predkosciowych e, poprzez zaleznosé (6.14). Z tych
wzgledéw mozemy wnioskowaé, ze oba sygnaly bledéw zbiegaja do zera, a zadana $ciezka
jest realizowana poprawnie. 0
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Nalezy podkreslié, ze przedstawiony algorytm §lizgowy zachowuje ogblna wtasnosé al-
gorytmow tej klasy, ktora wyszczegolniono w Spostrzezeniu 15 dla obiektéw holonomicz-
nych. Ta uwaga odnosi sie réwniez do obiektéw nieholonomicznych. Mianowicie, warto
zauwazyc¢, ze im wicksze niepewnosci w modelu, tym wieksze powinny by¢ wspotezynniki
macierzy K. Moze to skutkowaé¢ generowaniem sterowari, ktore nie beda mozliwe do fizycz-
nej realizacji. Ponadto, im dokladniej zostang oszacowane ograniczenia (6.27) oraz (6.28),
tym mniejsze wzmocnienia mozna stosowac.

6.3 Badania symulacyjne

W poprzednich rozdziatach zdefiniowano prawa sterowania dla nieholonomicznych ma-
nipulatoréw mobilnych, ktére pozwalaja na realizacje zadania Sledzenia $ciezki. W tym
rozdziale otrzymane wyniki teoretyczne dotyczace postaci i wlasnosci przedstawionych al-
gorytmoéw zostana zweryfikowane za pomoca badan symulacyjnych. Jako egzemplifikacje
manipulatora mobilnego wybrano obiekt klasy (nh, h), ktérego rownania przedstawiono

w dodatku A.3.

6.3.1 Algorytm oparty o pelng znajomo$¢é modelu dynamiki

Najpierw zweryfikowano skuteczno$é dziatania algorytmu sterowania, ktory zostat zde-
finiowany w Twierdzeniu 7. W tym celu rozwazono dwa scenariusze symulacyjne, w kto-
rych wykorzystano réozne metody parametryzacji Sciezki i rézne zadane krzywe. Rozwa-
zono nastepujace warianty:

1. Opis robota wzgledem krzywej za pomocg ortogonalnej parametryzacji Serreta—
Freneta oraz Sciezka zadana jako klotoida.

2. Opis robota wzgledem krzywej za pomocg nieortogonalnej parametryzacji beta oraz
Sciezka zadana jako krzywa Béziera.

Opis obu przypadkoéw zostal przedstawiony ponize;j.

Ortogonalna parametryzacja Serreta—Freneta. W pierwszym badaniu symulacyj-
nym zastosowano ortogonalng parametryzacje Serreta—Freneta do opisu robota wzgledem
Sciezki. Sciezke zadana zdefiniowano jako klotoide kanoniczng, ktérej réwnania podano
w dodatku B.4. Krzywg zdefiniowano poprzez parametry krzywizny i torsji: k' = 0,7;
T = 0,53, a takze punkt poczatkowy krzywej ro = (0,06 —0.3 0,07)T [m]. Ewo-
lucje uktadu SerretTa—Freneta zdeterminowano poprzez dTobér warunku poczatkowego:
to= (=5 27 o) m=(0 0 )7by= (37 4 0)

Ponadto zazadano, aby profil predko$ciowy wzdtuz $ciezki wynosit s4 = % [%] Stad,
zadany stan robota wzgledem $ciezki wynosi x4 = (%’H— so 0O O)T, gdzie sy oznacza
poczatkowa wartos¢ odlegltosci krzywoliniowej wynikajgca z warunku rzutowania ortogo-
nalnego (3.39). Z kolei, poczatkows konfiguracje manipulatora mobilnego okreslono jako

Qo= ] L [m] 2 fadl 0 0 0 :[m] —Z [rad))’
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przy zerowych predkosciach poczatkowych, q, = 0. Do realizacji prawa sterowania zdefi-
niowanego przez Twierdzenie 6 oraz Twierdzenie 7 przyjeto nastawy: Ky = diags, 5{100},
Ka = diagg, 5{100}. Wyniki badan symulacyjnych przedstawiono na ponizszych wykre-
sach.

1 1
E —
— 0.5 Eos
N N

0. ol

0 / @7

. 1 0 1 ; 5 4
2 0
v imi X [m] X [m] Y [m]
(a) Sciezka zadana i zrealizowana (b) Wizualizacja ruchu manipulatora

Rysunek 6.1: Poréwnanie $ciezki zadanej (linia niebieska) oraz $ciezki zrealizowanej przez
manipulator (linia czerwona) — sterownik oparty o pelna znajomos$é modelu dynamiki,
ortogonalna parametryzacja Serreta—Freneta.

Na rys. 6.1 zestawiono Sciezke zadang oraz zrealizowana przez manipulator mobil-
ny. Widaé¢ wyraznie, ze po skompensowaniu poczatkowego bledu zadana krzywa zostata
poprawnie zrealizowana. Osobliwo$¢ wynikajaca z parametryzacji ortogonalnej zostata
przesunieta poza Sciezke, wiec ruch konicowki chwytaka wzdhuz krzywej byt mozliwy.

-5
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~
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(a) Przebiegi bledow (b) Przyblizenie

Rysunek 6.2: Bledy Sledzenia Sciezki ey — sterownik oparty o peilna znajomos$é modelu
dynamiki, ortogonalna parametryzacja Serreta—Freneta.

O poprawnej realizacji zadania $Swiadczg przebiegi btedéw. Na rys. 6.2 przedstawio-
no wykresy bledéw gledzenia $ciezki. Wartosci btedéow zbiegaja do zera, potwierdzajac
przedstawione wyniki teoretyczne. Podobne zachowanie wykazuja btedy sledzenia profili
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Rysunek 6.3: Btedy sledzenia profili predko$ciowych e, — sterownik oparty o pelna zna-
jomosé modelu dynamiki, ortogonalna parametryzacja Serreta—Freneta.

predkosciowych, ktore zaprezentowano na rys. 6.3. Bledy zaréwno na poziomie kinema-
tycznym, jak i dynamicznym zbiegaja do bardzo malych wartosci, co pozwala na doktadna
realizacje manewru. Mozna zauwazy¢, ze ze wzgledu na charakter krzywej i narastajaca
wartos¢ krzywizny i torsji, odwzorowanie zadanej $ciezki staje sie coraz trudniejsze. Stad
w przebiegach bledéw pojawiaja sie oscylacje. Ich amplituda jest jednak niewielka, na po-
ziomie dokladnosci pomiarowej. Mozna zatem wnioskowaé o satysfakcjonujacej precyzji
wykonania manewru.

Wreszcie, na rys. 6.4 przedstawiono przebiegi wygenerowanych sygnatéow sterujacych.
Zmiwelowanie poczatkowego btedu zostato zrealizowane przez bardzo waskie i wysokie pi-
ki sterowan. Ta gwaltowna reakcja uktadu sterowania na poczatku manewru mogtaby
by¢ ograniczona poprzez zmniejszenie nastaw sterownikéw. Nie wplywa tez na realizacje
zadania Sledzenia $Sciezki. Ruch wzdtuz krzywej byl realizowany przez sterowania o do-
puszczalnych wartosciach. Warto zaobserwowad, ze ze wzgledu na zmiennosé¢ parametrow
geometrycznych krzywej w przebiegach sterowan pojawiaja sie oscylacje. Ich amplitu-
da oraz czestotliwo$¢ sa jednak niewielkie. Pozwalaja one na poprawna realizacje $ciezki
zadanej w formie klotoidy kanonicznej.

Nieortogonalna parametryzacja beta. W tym scenariuszu rozwazono nieortogonal-
na parametryzacje beta do realizacji opisu robota wzgledem Sciezki. Sciezka zostalta zde-
finiowana jako krzywa Béziera na podstawie zbioru punktéw kontrolnych

N /2N /2\ [/2\ [/2\ [/3\ [4\ [6 5 2
p=<(of to] (2], (4], (6. (3].[2].[o). -], [-2]} M.
)\ ) T ) ) )

Ogolne réwnania krzywej zostaly przedstawione w dodatku B.5. Profil predkosciowy
wzdtuz $ciezki zostal dobrany tak, aby spetni¢ ograniczenie zwiazane z dziedzina krzywej
Béziera. Przyjeto zatem 1q = 0,01 [2], gdyz calkowity czas symulacji wynosi 100 [s].
Celem zadania byto §ledzenie zadanej $ciezki przez chwytak manipulatora. Z tego wzgle-

du przyjeto zerowy zadany stan robota wzgledem Sciezki, tj. x4 = 0. Jako poczatkowa
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Rysunek 6.4: Wygenerowane sygnaly sterujace u — sterownik oparty o pelng znajomosé
modelu dynamiki, ortogonalna parametryzacja Serreta—Freneta.

konfiguracje manipulatora mobilnego przyjeto wektor

Go=(40ml 00 0 0 = [rad 1,25 [m] —% [rad))’,
natomiast predkosci poczatkowe ustalono jako zerowe. Do realizacji prawa sterowania zde-
finiowanego przez Twierdzenie 6 oraz Twierdzenie 7 przyjeto nastawy: Ky = diags, 4{100},
Ka = diags, 5{250}. Uzyskane wyniki symulacyjne przedstawiono na ponizszych wykre-
sach.

Rys. 6.5 przedstawia poréwnanie $ciezki zadanej i zrealizowanej przez niecholonomiczny
manipulator mobilny. Mozna zauwazy¢, ze btad wynikajacy ze stanu poczatkowego robota
zostal szybko skompensowany, a Sciezka zadana przez krzywa Béziera zostata poprawnie
zrealizowana.

Te obserwacje potwierdzaja btedy sledzenia Sciezki oraz bltedy Sledzenia profili pred-
kosciowych, ktore zostaty przedstawione odpowiednio na rys. 6.6 oraz rys. 6.7. Przedsta-
wione przebiegi potwierdzaja teoretyczne wlasnosci algorytmu, a btedy $ledzenia zbiegaja
do niewielkich wartosci. Na przyblizonych wykresach mozna zauwazy¢, ze w skoriczonym
czasie symulacji btedy sa wciaz niezerowe dla dobranych nastaw, jednakze ich rzad wiel-
kosci koresponduje z przyjeta doktadnoscia obliczen numerycznych. Jest to réwniez wynik
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Rysunek 6.5: Poréwnanie $ciezki zadanej (linia niebieska) oraz Sciezki zrealizowanej przez
manipulator (linia czerwona) wraz z wielokatem wyznaczonym przez punkty kontrolne
(linia czarna) — sterownik oparty o pelng znajomosé modelu dynamiki, nieortogonalna
parametryzacja beta.

doktadny, biorac pod uwage mozliwosci urzadzen pomiarowych. Wynika stad, ze $ciezka
jest realizowana poprawnie.
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Rysunek 6.6: Bledy Sledzenia Sciezki e, — sterownik oparty o pelng znajomos¢ modelu
dynamiki, nieortogonalna parametryzacja beta.

Na rys. 6.8 wykreslono przebiegi sygnatow sterujacych wygenerowanych przez zastoso-
wane prawo sterowania. Poczatkowy pik warto$ci wynika z niezerowego btedu poczatko-
wego. Ze wzgledu na stosunkowo wysokie wartosci nastaw uktad sterowania kompensuje
btad dos¢ gwaltownie, co przeklada sie na wysokie wartosci sterowan. Po osiagnieciu sta-
nu ustalonego, gdy punkt prowadzenia robota znalazt si¢ na Sciezce, wartosci sterowan
stabilizuja sie na poziomie, ktéry powinien zostaé¢ zrealizowany na rzeczywistym obiek-
cie. Na rys. 6.8b przyblizono przebiegi sterowan z pominieciem sterowania w przegubie
translacyjnym, ktore ustalito sie na poziomie uy = 393 [N]. Warto zwroci¢ uwage, ze gene-
rowane momenty sg niewielkie, a znaczacy wzrost mozna zaobserwowacé tylko w przegubie
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Rysunek 6.7: Bledy sledzenia profili predko$ciowych e, — sterownik oparty o pelna zna-
jomo$¢ modelu dynamiki, nieortogonalna parametryzacja beta.

rotacyjnym blizszym chwytakowi. Wynika to z ksztaltu realizowanej krzywej, przyjetego
profilu predkosciowego wzdtuz Sciezki, a takze kompensacji oddzialtywan grawitacyjnych.
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Rysunek 6.8: Wygenerowane sygnaly sterujace u — sterownik oparty o pelng znajomosé
modelu dynamiki, nieortogonalna parametryzacja beta.

6.3.2 Algorytm Slizgowy

W celu weryfikacji algorytmu §lizgowego na poziomie dynamicznym, zdefiniowanego
w Twierdzeniu 8, rozwazono nastepujacy scenariusz symulacji. Jako Sciezke zadang wybra-
no krzywa B-sklejang trzeciego stopnia, ktorej rownania zostaly podane w dodatku B.6.
Sciezka zostala zdefiniowana przez zbior punktow kontrolnych

1 2 2 2 2 3 4 6 5 2
P - 0 ) O ) 2 9 4 9 6 9 3 ) 2 ) 0 9 _]- ) _% [m] 5
)\ ) ) ) o) ) T
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a dziedzina krzywej zostala zdefiniowana jako u € [0;10] przy profilu predkosciowym
...... 1

wzdtuz sciezki ugq = [%} Warto zauwazy¢, ze Sciezka jest opisana w parametryza-
¢ji nieunormowanej. Ponadto, do jej wyznaczenia wykorzystano ten sam zbior punktow
kontrolnych, jak dla krzywej Béziera w rozdziale 6.3.1.

Do realizacji sterownika kinematycznego, na podstawie Twierdzenia 6, zastosowano
nieortogonalng parametryzacje Bishopa. Rozwazono jedynie potozenie punktu prowadze-
nia robota wzgledem §ciezki. Przyjeto zadany stan robota wzgledem $ciezki réwny ze-
ro, X4 = 0, co oznacza, ze robot powinien prowadzi¢ chwytak wzdluz zadanej krzywej.

Wprowadzono takze warunki parametrycznej i strukturalnej nieznajomosci modelu
dynamiki. W realizacji sterownika przyjeto, ze catkowicie nieznany jest wektor sit grawi-
tacji (A.38). W prawie sterowania (6.29) przyjeto zatem g = 0. Ponadto, w macierzy
bezwtadnosci (A.36) pominieto wyrazy qj, oraz qi;. Wynika stad, ze nieznana czes¢ struk-
tury macierzy bezwladnosci wynosi Q* — Q} = diag{0, 0,0, q,, qi5}-

Ponadto, zasymulowano niepewnos¢ parametryczng modelu. W tym celu przyjeto, ze
wartosci dwoch parametréw sa nieznane. Wektor nieznanych parametréw okreslono jako

X
a= <%% m313> € R%. W konsekwencji macierz regresji Y(2,z, ¢, q) € R°*? przyjmuje

postac
Zi—2Z2 VY2
—Z1+2Zy Y2
Y(z7z7q7q) - 0 932 )
0 0
0 0
przy czym

1 . . : . : .
Yo = — P <L6121q1 +1s121q1 + L(Ley + Usy)zs(d + 1) — z2(2Leid + (Ley + 1s1) gy )+
—2leizy 4 218124 + 2leizo — ey zg + L2s1z3> ,
1 ) ) : ) : )
Yoo = — ﬁ ( — LClqul + 1S122q1 + L(LCl — 181)23(1) + ql) + 21(21_01(1) + (LCl — lSl)ql)—l-

+ 2161i1 — 2],(312",2 — 2LS1i2 + U_Clig + I_2Sli3> s

Yz = — % ( — ],SlZlCi) + lSlzg(j) — 1C1Z1 + I_Slil + ].CliQ + L8122> s
gdzie s; = sinq; oraz ¢; = cos ;. Nieznany parametr wystepuje réwniez w macierzy
korekeji (A.40). W zwiazku z tym konieczne jest zdefiniowanie macierzy regresji liniowej
wyrazajace] zaleznos¢ macierzy korekcji od nieznanych parametrow, Y, (0, q, q) € R>*2.
Jest ona réowna .
$03d cos ¢4
%0—3(1.) CO'S Jd1
%(01 + 02) b cos q;
0
0

YO’(O-v q7 q) =

o O O O O
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W symulacji przyjeto konfiguracje poczatkowa mobilnego manipulatora wynoszaca

qo=(50m 00 00 % [rad 1,25 m] —Z [rad])’

przy zerowych predkosciach poczatkowych. Dodatkowo, dobrano nastepujace wzmocnienia
sterownikow:

e na poziomie kinematycznym: Ky = diags, ;{100};
e na poziomie dynamicznym:

— Kq = diag{200, 200, 250, 300, 300};
— K = diag{40, 40, 20, 100, 10};
— A = diag{10, 10, 5, 5, 20}.

Przyjeto rowniez oszacowanie nieznanych parametrow @ = (60 [kg] 10 [kg - m])T. Uzy-
skane rezultaty przedstawiono na ponizszych wykresach.

Na rys. 6.9 poréwnano Sciezke zadana i zrealizowana przez manipulator. Wida¢ wyraz-
nie, ze poza oscylacjami na poczatku manewru, gdy robot znajdowal sie w fazie przejscio-
wej, chwytak podaza za uktadem Bishopa wzdtuz Sciezki i dobrze odwzorowuje ksztatt
krzywej. Ponadto, krzywa B-sklejana znacznie lepiej niz krzywa Béziera odwzorowuje wie-
lokat wyznaczony przez ten sam zbior punktow kontrolnych (por. z rys. 6.5). Warto zauwa-
zy¢, ze fragment zadanej krzywej B-sklejanej ma zerowa krzywizne pomiedzy punktami

(2 2 %)T oraz (2 4 %)T, wiec zastosowanie parametryzacji Bishopa jest konieczne.

15
15
1
1
E
N 0.5
0
6
4
0 2 4 6
Y [m] O Xm Yiml X [m]
(a) Sciezka zadana i zrealizowana (b) Wizualizacja ruchu manipulatora

Rysunek 6.9: Porownanie $ciezki zadanej (linia niebieska) oraz Sciezki zrealizowanej przez
manipulator (linia czerwona) wraz z wielokatem wyznaczonym przez punkty kontrolne
(linia czarna) — algorytm slizgowy.

Rys. 6.10 przedstawia przebiegi btedow sledzenia Sciezki. Btad poczatkowy jest szyb-
ko kompensowany, cho¢ w poczatkowej fazie wystepuja wspomniane wczesniej oscylacje.
Mozna je zaobserwowa¢ zwlaszcza na rys. 6.10c. Po pewnym czasie btedy jednak stabili-
zuja sie na matych wartosciach na poziomie doktadnosci obliczen i mozliwosci doktadnych
urzadzen pomiarowych (rys. 6.10b). Uzyskane wyniki sa zatem satysfakcjonujace i potwier-
dzaja teoretyczne wlasnosci algorytmu §lizgowego, ktory pozwala na poprawna realizacje
zadania $ledzenia Sciezki.
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Rysunek 6.10: Bledy Sledzenia Sciezki e, — algorytm slizgowy.

Na rys. 6.11 przedstawiono przebiegi btedow §ledzenia profili predko$ciowych. Na tych
wykresach uwidaczniaja sie zjawiska typowe dla algorytmu $lizgowego. Bledy zbiegaja
do bardzo matych wartosci, lecz w ich przebiegach widoczne sa wysokoczestotliwoscio-
we oscylacje. Wynikaja one z kompensacji strukturalnej i parametrycznej nieznajomosci
modelu dynamiki robota przez algorytm §lizgowy. Nalezy jednak zwréoci¢é uwage, ze po-
czatkowy btad zostatl poprawnie skompensowany, a podczas ruchu wzdtuz Sciezki bledy
byly ograniczone, cho¢ niezerowe ze wzgledu na nieuwzglednienie wszystkich elementow
dynamiki robota w prawie sterowania. Taka realizacja profili predkosciowych pozwolita
jednak na poprawna realizacje zadania $ledzenia $ciezki.

Z kolei, na rys. 6.12 zaprezentowano przebiegi sygnaléow sterujacych uzyskane dzigki
zastosowanemu algorytmowi. Warto zwrocié uwage, ze na poczatku manewru wystepuja
wysokie piki wartosci, wynikajace gtéwnie z bledu poczatkowego. Pdzniej wartosci stero-
wan stabilizuja sie na poziomie mozliwym do fizycznej realizacji. W przebiegach sygnalow
sterujacych ujawnia sie jednak wplyw algorytmu $lizgowego. Dochodzi do oscylacji warto-
Sci o nieduzej amplitudzie, lecz wysokiej czestotliwosci. Tak intensywna zmiana wartosci
mogtaby Zle wptywaé¢ na mechanike uktadéw napedzajacych, stad konieczne moze by¢ ich
ograniczenie. Mozna to wykonaé¢ poprzez powtorzenie procedury identyfikacji i poprawie-
nie doktadnosci modelu dynamiki robota.
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Rysunek 6.11: Bledy §ledzenia profili predkosciowych e, — algorytm slizgowy.
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Rysunek 6.12: Wygenerowane sygnaly sterujace u — algorytm slizgowy.
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6.4 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono algorytmy $ledzenia $ciezki dla nieholonomicz-
nych manipulatoréw mobilnych. Zaproponowane prawa sterowania uwzgledniaja nie tylko
wtasnosci nieholonomicznych robotéw mobilnych, ale takze specyfike bardzo waznych kon-
strukeji, jakimi sa manipulatory mobilne.

W Twierdzeniu 6 zdefiniowano sterownik kinematyczny, ktory gwarantuje spetnienie
ograniczen predko$ciowych dwojakiej natury: wynikajacych z ograniczen nieholonomicz-
nych obiektu, jak i opisu robota wzgledem Sciezki. Z kolei Twierdzenie 7 oraz Twierdzenie 8
okreslaja sterowniki dynamiczne dla manipulatora mobilnego. Pierwszy z nich jest algoryt-
mem bazujacym na pelnej znajomosci modelu dynamiki robota. Drugie prawo sterowania
to algorytm odporny na nieznajomos¢ parametryczng i strukturalng modelu dynamiki.
Przedstawiona analiza stabilnosci algorytmow dowodzi asymptotycznej zbieznosci btedow
sledzenia do zera w obu stopniach kaskadowego uktadu sterowania.

Zaprezentowane wyniki badan symulacyjnych potwierdzaja rezultaty teoretyczne. Na-
lezy podkresli¢, ze badania przeprowadzono dla réznych metod parametryzacji robota
wzgledem Sciezki: ortogonalnej Serreta—Freneta, nieortogonalnej beta, nieortogonalnej Bi-
shopa. Ponadto, rozwazono $ciezki o duzej uzytecznosci praktycznej:

e klotoida, ktora jest uogoélnieniem podstawowych elementéw ruchu takich, jak prosta
czy okrag;

e krzywe Béziera oraz B-sklejane, ktére mozna zdefiniowaé za pomoca zbioru punktow
kontrolnych.

Zaprezentowane wyniki analiz numerycznych potwierdzaja teoretyczne wlasnosci za-
proponowanych algorytméw sterowania. Na tej podstawie mozna wnioskowaé, ze zdefinio-
wane prawa sterowania pozwalaja na realizacje zadania $ledzenia Sciezki z satysfakcjonu-

Jjaca precyzjq.






Rozdzial 7

Poréwnanie metod parametryzacji

W rozdziatach 5 oraz 6 zaprezentowano algorytmy sterowania stuzace realizacji zadania
sledzenia $ciezki przez odpowiednio obiekty holonomiczne oraz mobilne obiekty nieholono-
miczne. W scenariuszach symulacyjnych oraz eksperymentalnych, ktore rozwazono w celu
walidacji zaproponowanej teorii, wykorzystano rézne metody parametryzacji krzywolinio-
wych: Serreta—Freneta, Bishopa, beta. Ich szczegétowe definicje podano w rozdziale 2.
Ponadto, zadania realizowano w oparciu o parametryzacje ortogonalng oraz nieortogo-
nalng. Zgodnie z réwnaniami podanymi w rozdziale 3 wyboér rodzaju metody wplywa
bezposrednio na definicje kinematyki obiektu robotycznego wzgledem $ciezki.

Uzyskane wyniki $wiadcza, ze kazda metoda parametryzacji pozwala na poprawng re-
alizacje zadania §ledzenia $ciezki. W przedstawionych badaniach wykorzystano bowiem
wszystkie omowione parametryzacje. Jednakze, w tym miejscu nalezy pochyli¢ sie nad
pytaniem o kryteria doboru odpowiedniego rozwigzania. Kazda parametryzacja charakte-
ryzuje sie bowiem pewnymi wlasnosciami, ktére moga byé kluczowe przy realizacji danego
scenariusza. W niniejszym rozdziale zostang przeanalizowane najwazniejsze cechy metod,
do ktorych zaliczaja sie:

e minimalne wymagania na klase krzywej;

e ewolucja uktadu lokalnego wzdtuz $Sciezki (w tym: problem zachowania ciagtosci
ewolucji);

e odpornos$é na punkty o zerowej krzywiznie;

e rotacja uktadu lokalnego wzgledem $ciezki;

e wystepowanie osobliwosci;

e swoboda inicjalizacji uktadu lokalnego na krzywej.

Celem prezentowanego zestawienia jest synteza wtasnosci metod opisu robota wzgle-
dem $ciezki, ktore zaproponowano w tej pracy. Analizie zostanie rowniez poddana moz-
liwo$¢ taczenia réznych metod parametryzacji w celu maksymalizacji korzysci ptynacych
z poszczegdlnych reprezentacji. Dzieki temu wyboér metody odpowiadajacej wymaganiom
badz warunkom konkretnego zadania bedzie tatwiejszy i bardziej przejrzysty.

Do analizy wtasnosci parametryzacji wykorzystano nastepujace krzywe:
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X1

X2

X3

K4

X5

X6

X7

Linia $rubowa — réwnania ogoélne krzywej zostaly podane w dodatku B.2. W ba-
daniach zastosowano parametry przyjete w scenariuszu w rozdziale 5.4.1, tzn. a =

0,51, b=10,07.

Okrag — realizowany jako linia srubowa X1 na plaszczyznie, tzn. dla parametrow
a=0,51,b=0.

Klotoida — ogélne rownania krzywej przedstawiono w dodatku B.4. Przyjeto naste-
T

pujace parametry krzywej: k' = 0,33, kg = —1,5, T/ = 0,014 oraz Ty = *5¢. Punkt

K

poczatkowy klotoidy w przestrzeni okreslono jako ry = (0 —0,5 0, 4)T [m], nato-
miast warunek poczatkowy dla ewolucji uktadu Serreta—Freneta zostat zdefiniowany

T T
jako:t():(%g 0 075> ,ngz(O 1 0)T7b0:<—0,5 0 \/7§> .

Krzywa Béziera — réwnania ogolne krzywej zostaly podane w dodatku B.5. Do ich
realizacji wykorzystano zbior punktéow kontrolnych

p=<{10],
1

= O DN
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B
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Taka sama krzywa zostala wykorzystana w badaniach symulacyjnych w rozdzia-
le 6.3.1.

Krzywa B-sklejana — ogblne réwnania przedstawiono w dodatku B.6. Krzywa zostata
zdefiniowana na podstawie punktéw kontrolnych
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Ponadto przyjeto, ze punkty weztowe sg jednokrotne i rownomiernie roztozone. Sto-
pienn wielomianéw bazowych dobierano w poszczegélnych badaniach. Taka sama
krzywa zostata wykorzystana w badaniach symulacyjnych w rozdziale 6.3.2.

Krzywa B-sklejana — ogélne rownania w dodatku B.6. Krzywa zdefiniowana na pod-
stawie punktéow kontrolnych

1 -3\ /-3 5 2 0
P=¢{|1 =11, -4
1 2 3 2,5 2 1

przy réwnomiernie roztozonych jednokrotnych punktach weztowych. Jako stopien
wielomianéw bazowych przyjeto p = 4, aby zagwarantowa¢ odpowiednia klase cia-
glodci w punktach sklejenia.

Krzywa B-sklejana wzorowana na krzywej K5, ktérej punkty kontrolne zdefiniowano
jako

-

I
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K8 Krzywa B-sklejana wzorowana na krzywej K6, lecz zdefiniowana na ptaszczyZnie na
podstawie punktéow kontrolnych

1 -3 -3 5) 2 0
P = 1 5 1 5 —1 5 —4 ) —6 ) —38 [m]
1 1 1 1 1 1

przy réwnomiernie roztozonych punktach weztowych. Stopien wielomiandéw bazo-
wych dobierano osobno w poszczegolnych badaniach.

7.1 Minimalne wymagania na klase krzywej

Zgodnie z definicja parametryzacji Serreta—Freneta, minimalna klasa parametryzowa-
nej krzywej to 3. Wynika to bezposrednio z réownania na torsje krzywej (2.5b) lub (2.12b).
Jako ze parametr opisujacy odchylenie krzywej od ptaszczyzny jest wykorzystywany w opi-
sie ewolucji uktadu beta, réwniez ta metoda parametryzacji wymaga klasy C3. Z kolei,
parametryzacja Bishopa redukuje te wymagania do klasy €2, dzieki czemu mozliwe staje
sie wykorzystanie szerszego zakresu krzywych w zadaniu $ledzenia Sciezki.

Warto zauwazy¢, ze klasa rézniczkowalnosci moze wpltywaé na dokladnosé realizacji
zadania. Rozwazmy krzywe B-sklejane X5 oraz K6. Dzieki modyfikacji stopnia wielomia-
néw bazowych krzywej mozna uzyskaé¢ rézna klase cigglosci w punktach sklejenia. Na
rys. 7.1 przedstawiono realizacje tej samej krzywej dla wielomianéw bazowych réznego
stopnia p. Nalezy podkresli¢, ze im nizszy stopienn wielomianéw bazowych, tym lepiej

1.5
—_—p=2 3
1 p=4
— =5 —
E i E>
N 0.5 " N
1
6‘% 0
4 x\ﬁ _‘\*
20 ; 5
0 2 4 6 v 10
Y [ml X [m] ] : X [m]
(a) Krzywa K5 (b) Krzywa X6

Rysunek 7.1: Krzywe B-sklejane zrealizowane za pomoca wielomiandéw bazowych réznego
stopnia p.

odwzorowany jest wielokat wyznaczony przez punkty kontrolne. Niemniej jednak, kla-
sa rozniczkowalnosci krzywej w punktach sklejenia jest wyznaczana jako CP~¥, gdzie p
oznacza stopien wielomianéw bazowych, a k — wielokrotno$é¢ punktéow weztowych. Ozna-
cza to, ze w przypadku parametryzacji Serreta—Freneta nalezy zastosowaé co najmniej
p =4, a w przypadku parametryzacji Bishopa co najmniej p = 3. Wynika stad, ze krzy-
wa B-sklejana opisana parametryzacja Bishopa pozwala na doktadniejsze odwzorowanie
zadanego zbioru punktoéw kontrolnych.
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Warto zastanowi¢ sie, jak bardzo krytyczne jest rozwazane wymaganie na minimalng
klase rézniczkowalnosci krzywej. Wszakze w przytoczonych krzywych B-sklejanych kla-
sa rozniczkowalnosci redukuje sie jedynie w punktach weztowych. Poza tymi punktami
krzywa jest gtadka. Okazuje si¢ jednak, ze redukcja klasy w punktach sklejenia jest klu-
czowa dla ewolucji uktadéw lokalnych. Skutkuje ona bowiem nieciagla zmiang wartosci
reprezentujacych geometrie krzywej (rozwiniecie normalne krzywej (k;,ks) dla parame-
tryzacji Bishopa, a takze krzywizna k i torsja T dla parametryzacji Serreta—Freneta).
Na ponizszych wykresach przeanalizowano wptyw klasy krzywej na ewolucje parametrow
geometrycznych.

Na rys. 7.2 poréwnano przebiegi krzywizn Bishopa dla krzywej X5, ktora zostata
zrealizowana przy pomocy wielomianéw bazowych stopnia p = 2 (w konsekwencji krzywa
byta klasy C') oraz stopnia p = 3 (klasa €?). Na wykresie zaznaczono widoczne nieciaglosci
w ewolucji parametrow dla krzywej klasy C!, ktoéra nie spelnia minimalnych wymogow
parametryzacji Bishopa.
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Rysunek 7.2: Wpltyw klasy krzywej na ewolucje parametrow geometrycznych w parame-
tryzacji Bishopa.
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Rysunek 7.3: Wplyw klasy krzywej na ewolucje parametréw geometrycznych w parame-

tryzacji Serreta—Freneta.
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Podobng analize wykonano dla parametryzacji Serreta—Freneta. Tym razem wykorzy-
stano krzywa K6 i rozwazono nastepujace stopnie wielomianéw bazowych: p = 2 (klasa
krzywej C), p = 3 (klasa %), p = 4 (klasa C?). Na rys. 7.3 przedstawiono przebiegi
krzywizny i torsji dla kazdego przypadku, zaznaczajac punkty, w ktorych ciagtosé nie jest
zachowana.

7 uzyskanych przebiegow jasno wynika, ze dla krzywej klasy €' pojawiaja sie niecig-
glosci w przebiegu krzywizny, natomiast torsja jest zdegenerowana. Zmiana klasy krzywej
na C? pozwala rozwigzaé¢ problemy z krzywizna (przebieg jest ciagly), natomiast niecigglo-
Sci sg wciaz obecne w przebiegu torsji. Warto podkreslié, ze dla problemu na plaszczyzZnie,
gdzie torsja jest tozsamosciowo réwna 0, klasa C? bedzie wystarczajaca dla parametry-
zacji Serreta—Freneta. Wreszcie, krzywa klasy €3 charakteryzuje sie cigglymi przebiegami
parametrow geometrycznych. Wynika stad, ze jest to minimalna klasa krzywej opisanej
parametryzacja Serreta—Freneta w przestrzeni trojwymiarowe;.

Przedstawione przebiegi parametrow geometrycznych wskazuja, ze problem klasy krzy-
wych moze redukowac sie do punktow, np. punktéw sklejenia w definicji krzywej B - skle-
janej. Niemniej jednak, parametry geometryczne krzywej definiuja ewolucje uktadu lo-
kalnego. W konsekwencji wptywaja réwniez na kinematyke robota wzgledem $ciezki, a ta
przektada sie bezposrednio na sygnaly sterujace generowane na poziomie kinematycznym.
Oznacza to, ze nieciagtosci wynikajace z parametryzacji krzywoliniowej przektadaja sie
na sterowania. Moze to prowadzi¢ do gwaltownych reakcji uktadu sterowania, ktorych
skutkiem moze byé¢ nawet trwate uszkodzenie systemu. Podkresla to koniecznosé zagwa-
rantowania minimalnej klasy rézniczkowalnosci §ledzonej krzywej przez wybrang metode
parametryzacji.

7.2 Sciezki o zerowej krzywiznie

Podstawowa wada uktadu Serreta—Freneta jest fakt, ze w definicji wersora normalne-
go wystepuje osobliwos¢é. Mozna to stwierdzi¢ na podstawie rownan (2.4b) oraz (2.11b).
W obu przypadkach mianownik zeruje sie, gdy zeruje sie krzywizna. Woéwcezas uktad
Serreta—Freneta pozostaje nieokreslony. Problem ten ma szersze znaczenie, gdyz takie
punkty nieokreslonosci wptywaja rowniez na nieciggla ewolucje uktadu lokalnego na Sciez-
ce. Rozwiazaniem tego problemu jest parametryzacja Bishopa, ktoéra cechuje sie odpor-
noscig na punkty o zerowej krzywiznie.

Warto podkresli¢, ze krzywe o zerowej krzywiznie sg czesto podstawowymi elementami
ruchu robotéw. Do takiej klasy krzywych naleza choéby linie proste, ktore ze wzgledu na
swoja prostote moga byé¢ bardzo powszechnie wykorzystywane. Ponadto, nietrudno uzy-
ska¢ na podstawie zbioru punktow krzywe sklejane, ktore zawieraja odcinki proste lub
punkty o zerowej krzywiznie. W celu analizy rozwazanego problemu wykorzystano krzy-
we K7 oraz K8, ktore przedstawiono na rys. 7.4. Obie krzywe realizowano dla wielomianéw
bazowych stopnia p = 4, aby zagwarantowa¢ minimalng klase ciagtosci dla parametryzacji
Serreta—Freneta oraz beta. Latwo mozna zauwazy¢, ze krzywa K7 zawiera odcinek prosty
zdefiniowany na fragmencie dziedziny w € [5;20]. Z kolei, krzywa K8 zawiera jedynie
dwa punkty, w ktorych krzywizna zeruje sie. W obu przypadkach konieczne jest zastoso-
wanie parametryzacji Bishopa zamiast parametryzacji Serreta—Freneta, o czym $wiadcza
ponizsze wykresy.

Na rys. 7.5 zestawiono ewolucje uktadu Bishopa oraz uktadu Serreta—Freneta wzdtuz
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Rysunek 7.4: Przebiegi krzywych K7 oraz K8 wraz z wartoscia krzywizny.

krzywej K7. W poréwnaniu pominieto wykres ewolucji wektora stycznego do krzywej t,
ktory w obu przypadkach jest identyczny. Warto zwrocié uwage na zachowanie uktadow
wzdtuz odcinka prostego, ktore przedstawiono na rys. 7.5a oraz 7.5b. Dzieki zastosowaniu
wzglednie réwnolegtego przesuniecia wektoréw, uktad Bishopa prezentuje regularne za-
chowanie (rys. 7.5a). Z kolei, uklad Serreta—Freneta jest obarczony nieciagltymi zmianami
orientacji (rys. 7.5b). Widaé¢ to wyraznie w przebiegach sktadowych: wektora normal-
nego M oraz binormalnego b. Dla fragmentu z zerowa krzywizng wartosci zmieniajg sie
skokowo, a czestotliwosé zmian jest bardzo duza.

Podobng analize wykonano dla ewolucji uktadéw Serreta—Freneta oraz Bishopa wzdtuz
krzywej K8. Wyniki przedstawiono na rys. 7.6. Tym razem czestotliwos$é nieciaglych zmian
w ewolucji uktadu Serreta—Freneta jest znacznie mniejsza, gdyz na rozwazanej krzywej
znajduja sie jedynie dwa punkty o zerowej krzywiznie. Niemniej jednak, to wtasnie w tych
punktach nastepuje charakterystyczny przeskok uktadu Serreta—Freneta. W kontrascie do
tego wyniku stoi ewolucja sktadowych uktadu Bishopa, ktore zachowuja ciagtosé.
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Rysunek 7.5: Poréwnanie ewolucji uktadéw Bishopa oraz Serreta—Freneta wzdtuz krzy-

wej K7.
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Rysunek 7.6: Poréwnanie ewolucji uktadéw Bishopa oraz Serreta—Freneta wzdluz krzy-

wej K8.
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Jak wspomniano w poprzednim rozdziale, wszelkie nieciagte zmiany w ewolucji uktadu
lokalnego wptywaja niekorzystnie na generowane wartosci sygnaléw sterujacych. Sterowa-
nia generowane na poziomie kinematycznym zalezg bowiem bezposrednio od kinematyki
robota wzgledem Sciezki. Te réwnania z kolei oparte sg o opis parametryczny Sciezki. Z tego
wzgledu nieciagle zmiany w ewolucji uktadu Serreta—Freneta beda skutkowaé gwattowny-
mi i niebezpiecznymi zmianami wartosci zadawanych na silniki robota. Dlatego tez reko-
menduje sie stosowanie parametryzacji Bishopa, ktora jest odporna na punkty o zerowe;j
krzywiZnie.

W niektorych aplikacjach charakter ewolucji uktadu Serreta—Freneta moze okazaé sie
szczegoblnie korzystny. Wowcezas mozna zastosowaé parametryzacje beta, ktora zachowu-
je te pozadane wtasnosci, a jednoczesnie pozostaje odporna na punkty o zerowej krzy-
wiznie, gdyz jest oparta o parametryzacje Bishopa. Na rys. 7.7 przedstawiono ewolucje
uktadu beta wzdtuz krzywej K8. Wida¢ wyraznie, ze sktadowe ukladu beta zachowu-
ja pozadang ciagltos¢. Ponadto, uktad beta ewoluuje wzdhuz krzywej zgodnie z uktadem
Serreta—Freneta (zgodnos$é ewolucji zachodzi do punktu o zerowej krzywiznie, gdzie ewo-
lucja uktadu Serreta—Freneta zostata zdegenerowana), lecz odmiennie niz uktad Bishopa
(ze wzgledu na obrot uktadu Bishopa w stanie poczatkowym — te wlasnosé oméwiono
szerzej w rozdziale 7.5).
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Rysunek 7.7: Ewolucja uktadu beta wzdtuz krzywej K8.
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Rysunek 7.8: Poréwnanie ewolucji uktadu Serreta—Freneta wzdtuz krzywej K3 na podsta-
wie definicji (2.4) oraz rownan (B.8).
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Alternatywnym sposobem na unikniecie koniecznosci dzielenia przez zerowa krzywi-
zne w definicji wersoréw normalnych uktadu Serreta—Freneta jest rozwiagzanie rownan
rozniczkowych, ktore opisuja ewolucje uktadu — (2.7) lub (2.13). Uzyskane w ten sposob
rOwnania algebraiczne moga by¢ wolne od osobliwosci i mozna je zastosowaé zamiast de-
finicji (2.4) lub (2.11). Przyktadem zastosowania takiego rozwiazania jest krzywa K3. Na
rys. 7.8 przedstawiono ewolucje uktadu Serreta—Freneta wzdtuz klotoidy uogolnionej. Wy-
niki uzyskano na dwa sposoby. Najpierw skorzystano z ogolnej definicji wersoréw uktadu
Serreta—Freneta w parametryzacji unormowanej (2.4). Nastepnie wykorzystano rownania
podane w dodatku B.4, ktore stanowia rozwiazanie dla danego uktadu réwnan rézniczko-
wych (2.7).

Na wykresach wida¢ wyraznie, ze charakterystyczny przeskok dla uktadu Serreta—
Freneta wystepuje tylko w pierwszym przypadku, ktory jest oparty o definicje (2.4). Nie-
ciagtos¢ w ewolucji uktadu wystepuje w punkcie przegiecia klotoidy, w ktorym zeruje sie
jednoczesnie krzywizna oraz torsja (dla rozwazanej krzywej X3 jest to punkt s & 4, 55).
Problem ten nie wystepuje w ewolucji wersoréw uktadu uzyskanej na podstawie réwnan
algebraicznych (B.8). Rozwiazanie uktadu réwnan rézniczkowych pozwala unikna¢ dzie-
lenia przez krzywizne.

Warto jednak podkresli¢, ze uzyskanie jawnego rozwiazania uktadu réwnan rézniczko-
wych (2.7) lub (2.13) nie zawsze jest proste lub mozliwe. Zgodnie z praca [43], przedsta-
wione réwnania dla klotoidy uogélnionej sa prawdziwe tylko wtedy, gdy krzywa spekia
warunek komutatora. W przeciwnym razie trzeba skorzystaé¢ z definicji uktadu Serreta—
Freneta (2.11), ktora jest obarczona osobliwoscia.

7.3 Osobliwosci parametryzacji

W opisie parametrycznym robota wzgledem Sciezki pojawiaja sie punkty osobliwe,
w ktorych nie mozna uzyska¢ rownan kinematyki robota wzgledem $ciezki. Czesé z tych
punktéw osobliwych wynika z definicji metody parametryzacji krzywoliniowej. Przykla-
dem tego rodzaju osobliwosci sa punkty o zerowej krzywiznie dla parametryzacji Serreta—
Freneta. Problem ten oméwiono w rozdziale 7.2.

Jednakze, w proponowanym podejsciu do opisu robota wzgledem $ciezki wystepuja
rowniez osobliwo$ci w parametryzacji ortogonalnej, niezaleznie od doboru parametryzacji
krzywoliniowej. Na problem ten wskazano w rozdziale 3.1.3. Tamze wskazano rowniez alge-
braiczne definicje osobliwosci w parametryzacji ortogonalnej zaréwno dla metody Serreta—
Freneta, jak i Bishopa.

W niniejszym rozdziale punkty osobliwe parametryzacji ortogonalnej zostana podda-
ne bardziej szczegdlowej analizie. Badania zostaly przeprowadzone dla trzech konkretnych
krzywych: linii srubowej K1, krzywej Béziera K4 oraz krzywej B-sklejanej K6. Dla punk-
tow na krzywej w rozwazanej dziedzinie zostaly wyznaczone punkty osobliwe zgodnie z
nastepujaca metoda.

Potozenie robota wzgledem $ciezki zostato okreslone rownaniem (3.2). Wynika stad, ze
potozenie punktu prowadzenia robota w uktadzie globalnym mozna wyznaczy¢ na pod-
stawie zaleznosci

p=Sd+r. (7.1)

Nalezy sie zastanowi¢ zatem, jakie potozenia wzgledem uktadu lokalnego na Sciezce d
definiuja punkty osobliwe w parametryzacji ortogonalnej. Zauwazmy, ze parametryzacja
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ortogonalna naklada wymaganie, aby punkt prowadzenia robota znajdowal sie w plasz-
czyznie wyznaczonej przez wektor styczny t, stad konieczne jest d; = 0. Pozostate wspot-
rzedne wektora d nalezy wyznaczy¢ w zaleznosci od przyjetej metody parametryzacji
krzywoliniowe;.

Na podstawie rownania (3.28) mozna stwierdzi¢, ze punkty osobliwe w ortogonalne;
parametryzacji Serreta-Freneta wystepuja, gdy

dy = —. (7.2)

Stad, punkty osobliwe ortogonalnej parametryzacji Serreta—Freneta beda znajdowaly sie
w potozeniach

d=(0 L dy)', (7.3)

gdzie wspotrzedna dj jest dowolna.
Analogicznie, osobliwo$¢ w ortogonalnej parametryzacji Bishopa wystepuje, gdy spet-
niony jest warunek

kidy + kods = 1, (7.4)

co wynika z zaleznosci (3.32). Ponownie, wspolrzedna d; mozna potraktowac jako para-
metr. Wowcezas punkty osobliwe w parametryzacji Bishopa beda zdefiniowane dla potozen
rownych

d=(0 keds gy)", (7.5)

W sytuacji, gdy k; = 0, to zgodnie z réwnaniami (2.28) zachodzi ke = k. Wowczas,

z warunku (7.4) wynika, ze punkty osobliwe znajda sie w potozeniach

d=(0 d &) =(0 d Y. (7.6)
Ta sytuacja to symetryczne odbicie przypadku dla parametryzacji Serreta—Freneta (7.3),
a wartos¢ potozenia dy nalezy wtedy traktowaé jako swobodny parametr. Warto zauwa-
zy¢, ze w szczegdlnym przypadku, gdy k = k; = ke = 0, tzn. dla prostej, osobliwosci
parametryzacji ortogonalnej nie wystepuja.

Do celow badan, a takze na potrzeby wizualizacji potozenia punktéw osobliwych przy-
jeto nastepujace wartosci wspotrzednej ds, ktorag potraktowano jako parametr: dz €
{0; £0, 25; +0, 5; +0, 75; £1} [m]. W ten sposob uzyskano przeglad punktow osobliwych,
gdy obiekt w kierunku wspolrzednej ds znajduje sie blisko lub daleko od rozwazanej
Sciezki. Wizualizacje przygotowano dwutorowo. Najpierw przedstawiono zbiér wszystkich
punktéw potencjalnie osobliwych w danej dziedzinie krzywej. Pozwala to na wyobraze-
nie tendencji wystepowania i kierunkéw rozchodzenia sie takich punktow w przestrzeni
globalnej. Nalezy jednak pamietaé, ze kazdemu punktowi na $ciezce odpowiadajg inne
potozenia punktu prowadzenia robota, ktére skutkuja osobliwosciami zgodnie z zalezno-
Sciami (7.2) oraz (7.4). Dlatego tez w kolejnym kroku przedstawiono uzyskane punkty
osobliwe wzgledem konkretnych punktéw na Sciezce. Wyniki analizy przedstawiono na
ponizszych wykresach.

W pierwszej kolejnosci analizie poddano linie srubowag X1. Na rys. 7.9 przedstawiono
zbior wszystkich punktow, w ktorych potencjalnie wystepuje osobliwo$é parametryzacji
ortogonalnej, jesli znajdzie sie w nich punkt prowadzenia robota. Warto zauwazy¢, ze
zarowno dla parametryzacji Bishopa, jak i dla parametryzacji Serreta—Freneta punkty
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uktadaja sie w forme spirali. Owa spirala jest dos¢ waska w najblizszym otoczeniu krzy-
wej, natomiast rozszerza sie dla wiekszych co do wartosci bezwzglednej parametrow ds
(obiekt oddala sie od $ciezki). Mozna zaobserwowacé, ze punkty zwiazane z parametryzacja
Bishopa zataczaja znacznie wieksze tuki, zwlaszcza ponizej rozwazanej linii sSrubowe;j.
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Rysunek 7.9: Zbioér punktéow potencjalnie osobliwych wzdtuz catej linii sSrubowej K1.

Obserwacje te potwierdza analiza punktow osobliwych stowarzyszonych z konkret-
nymi punktami na krzywej, ktéra przedstawiono na rys. 7.10. Na rozwazanej krzywej
wybrano 6 punktow, z ktorych kazdy zaznaczono odmiennym kolorem. W przestrzeni
zaznaczono rowniez punkty, w ktérych znajduje sie osobliwosé parametryzacji ortogo-
nalnej. Punkty osobliwe zaznaczono kolorem odpowiadajacym punktowi na Sciezce. Jako
ze rozwazano tylko kilka warto$ci parametru d; na wykresie mozna obserwowaé jedynie
wybrane punkty. Jednakze ich interpolacja lub ekstrapolacja pozwala wyobrazi¢ sobie
tendencje wystepowania punktéw osobliwych w parametryzacji ortogonalnej. Nietrudno
zauwazy¢, ze w przypadku linii érubowej punkty osobliwe uktadajg sie w ksztalt prostych.
Dla parametryzacji Serreta—Freneta proste maja bardzo strome nachylenie i sg skoncen-
trowane wokot osi sSrodkowej krzywej. W przypadku parametryzacji Bishopa proste maja
mniejsze nachylenie, a ich rzuty na plaszczyzne XY przecinaja rzut linii sSrubowej. Nale-
zy jednak podkresli¢, ze punkty osobliwe sa oddalone od odpowiadajacych im punktow
na krzywej. Ponadto, sa skoncentrowane wokot osi srodkowej i zawsze wewnatrz krzywi-
zny. W konsekwencji, mozna tatwo okresli¢, jakie zachowania robota moga prowadzi¢ do
wejscia w konfiguracje osobliwe.

Analize powtorzono dla krzywej Béziera K4. Na rys. 7.11 przedstawiono zbior punktow
potencjalnie osobliwych. Wynika stad, ze punkty potencjalnie osobliwe czesto przecinaja
tego typu krzywa. Ponadto, ponownie uwidacznia sie fakt, ze zbior punktéw potencjalnie
osobliwych w parametryzacji Bishopa jest bardziej rozlegly niz w przypadku parametry-
zacji Serreta—Freneta.
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Rysunek 7.10: Punkty osobliwe odpowiadajace wybranym punktom na linii srubowej K1.
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Rysunek 7.11: Zbiér punktéw potencjalnie osobliwych wzdtuz calej krzywej Béziera K4.
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Rysunek 7.11: Zbiér punktéw potencjalnie osobliwych wzdtuz catej krzywej Béziera K4.
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Rysunek 7.12: Punkty osobliwe odpowiadajace wybranym punktom na krzywej Bézie-

ra X4.
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Na rys. 7.12 przedstawiono z kolei wybrane punkty na krzywej i odpowiadajace im
punkty osobliwe. Widaé¢ wyraznie, ze dla fragmentéw krzywej, gdy krzywizna jest mala
(ksztalt zmierza do linii prostej), punkty osobliwe znajduja sie daleko od krzywej, np.
punkty czerwone. Jednakze, gdy krzywizna jest duza, tzn. wystepuje do$¢ spora zmiana
kierunku krzywej, punkty osobliwe znajduja sie bardzo blisko rozwazanej krzywej Bézie-
ra, np. punkty zotte. Jest to niebezpieczne, gdyz przy realizacji zadania sledzenia $ciezki
moze zajsS¢ ryzyko osiggniecia punktow osobliwych ze wzgledu na pojawiajace sie niedo-
ktadnosci pomiarowe lub zaburzenia zewnetrzne. Istotng obserwacja jest jednak fakt, ze
punkty osobliwe znajduja sie zawsze po wewnetrznej stronie krzywej, w kierunku $rodka
krzywizny.

Podobne wnioski mozna wyciagnaé, analizujac przyktad krzywej B-sklejanej K6. Na
rys. 7.13 przedstawiono zbiér punktéw potencjalnie osobliwych, ktéry ponownie jest bar-
dziej rozlegty dla parametryzacji Bishopa. Punkty osobliwe odpowiadajace konkretnym
punktom na krzywej przedstawiono na rys. 7.14. W tym przypadku réwniez mozna za-
obserwowacé, ze im wieksza krzywizna, tym blizej Sciezki znajduja sie punkty osobliwe.

20
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-20 -
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20 40 0
0 0 By ; 10
- 20 :
Y [m] 20 -20 X [m] Y [m] X[m
(a) Parametryzacja Bishopa (b) Parametryzacja Serreta—Freneta

Rysunek 7.13: Zbiér punktéw potencjalnie osobliwych wzdluz catej krzywej
B - sklejanej K6.

Spostrzezenie 18. Pewnym remedium na osobliwosci parametryzacji ortogonalnej jest
parametryzacja nieortogonalna. Chociaz ta metoda wymaga Sledzenia potozenia w wiekszej
liczbie kierunkow, przez co wzrasta wymiarowo$é zadania, to nie wprowadza ona dodat-
kowych ograniczen na potozenie robota wzgledem sciezki. Chociaz parametryzacja nieorto-
gonalna nie niweluje osobliwosci wynikajgcych z definicji parametryzacyi krzywoliniowych
bgdz struktury kinematycznej robota, to w kontekscie metody opisu robota wzgledem Sciezki
mozna jg uznac za metode globalng. Oznacza to, ze w kazdym punkcie przestrzeni moz-
na okresli¢ potozenie punktu prowadzenia robota wzgledem Sciezki, o ile uktad lokalny na
Sciezce jest dobrze okreslony.
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Rysunek 7.14: Punkty osobliwe odpowiadajace wybranym punktom na krzywej
B-sklejanej K6.

7.4 Rotacje ukladu lokalnego wzgledem krzywej

Uktad Bishopa jest czesto okreslany mianem uktadu minimalizujacego rotacje [53, 109].
W niniejszym rozdziale zweryfikowano ten fakt i por6wnano ze soba ewolucje uktadow uzy-
skanych réznymi metodami parametryzacji krzywoliniowych wzdtuz wybranych krzywych.
Zbadano réowniez predkosci katowe uktadow lokalnych.

Zgodnie z praca [122], predkosé katowa w uktadzie ciala mozna wyznaczy¢ na podsta-
wie zaleznosci

Q,=S"S. (7.7)

Uwzgledniajac zaleznosé (2.39), powyzsze rownanie mozna przeksztatcié do postaci
Q, =35STSW =5W, (7.8)
przy czym skorzystano z faktu, ze macierz S jest macierzg ortogonalng, S € SO(3),

i zachodzi STS = I5.3.

Macierz €y jest macierza skosnie symetryczna. Na jej podstawie mozna wyekstraho-
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waé wektor predkosci katowych

Wy
w=sw=5|wy|, (7.9)
W3
gdzie
0 —W3 Wy
W = [W] = W3 0 — W1
—Wy W1 0

Stad mozna uzyska¢ wektor predkosci katowej dla uktadu Serreta—Freneta

A O A

ktory jest identyczny dla uktadu beta, a takze wektor predkosci katowej dla uktadu Bishopa

0
K1

Warto podkresli¢, ze uzyskane zaleznosci sa zgodne z wynikami przedstawionymi w roz-
dziale 3.3 oraz w Spostrzezeniu 6. Istotnie, na podstawie wzoru (7.10) mozna wnioskowac,
ze ewolucja uktadu Serreta—Freneta minimalizuje jego rotacje w kierunku wektora nor-
malnego. W przypadku ewolucji uktadu Bishopa, zgodnie z réwnaniem (7.11), zachodzi
minimalizacja rotacji w kierunku wektora stycznego, a zatem mozna interpretowaé to
zjawisko jako minimalizacje rotacji wokot krzywe;j.

Analizie poddano zmiane rotacji uktadéw Bishopa, beta oraz Serreta—Freneta wzdhuz
krzywych: K1, K4, X8. We wszystkich przypadkach zbadano przyrost rotacji uktadu lokal-
nego. W tym celu poréwnano wartosci nastepujacego kryterium sumarycznego przyrostu
rotacji

tx
Jw) = | e at (712
to
gdzie ty oznacza poczatkowy czas ewolucji, a tx — czas koncowy. Otrzymane wartosci
kryterium (7.12) dla tg = 0 oraz t, = 10 [s] przedstawiono w tabeli 7.1.

Tabela 7.1: Poréwnanie wartosci kryterium przyrostu rotacji (7.12) dla réznych metod
parametryzacji.

Krzywa | Uklad Bishopa | Uktad beta | Uklad Serreta—Freneta
X1 9,63 9,71 9,71
K4 5,87 8,78 8,78
K8 4,26 8,48 8,48

7 wartosci zebranych w tabeli 7.1 istotnie wynika, ze uktad Bishopa pozwala minima-
lizowac rotacje wzdtuz wszystkich $ciezek. Dla kazdego przypadku uktad Bishopa charak-
teryzuje sie bowiem najmniejsza wartoscig kryterium (7.12). Uklady beta oraz Serreta—
Freneta zachowuja tozsama ewolucje, co objawia sie rowniez identycznym obrotem uktadu
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lokalnego wzdtuz kazdej krzywej. Nalezy podkresli¢, ze wydluzenie czasu ewolucji ukta-
du wzdtuz Sciezki zwickszyloby uzyskane wartosci kryterium, ale nie zmienitoby relacji
miedzy wynikami dla poszczegdlnych metod parametryzacji.

Ewolucje poszczegdlnych uktadéw przedstawiono na ponizszych wykresach: narys. 7.15
wzdtuz linii sSrubowej K1, na rys. 7.16 wzdtuz krzywej Béziera K4, wreszcie na rys. 7.17
wzdtuz krzywej B-sklejanej K8. Wizualizacje odpowiadaja przypadkom, w ktorych anali-
zowano zmiane rotacji uktadow lokalnych. Nalezy podkresli¢, ze ewolucja kazdego uktadu
lokalnego zaczynala sie od takich samych warunkéw poczatkowych.

Na szczegolng uwage zastuguje przypadek linii srubowej K1. Uktad Serreta—Freneta
wykazuje bardziej regularne zachowanie, co wynika z faktu minimalizacji rotacji w kierun-
ku wektora normalnego. Dzigki temu wektor normalny jest zawsze skierowany do srodka
krzywizny. Mimo ze to uktad Bishopa minimalizuje rotacje w ogolnosci (zgodnie z wy-
nikami w tabeli 7.1), to zachowanie uktadu Serreta—Freneta moze by¢ korzystniejsze do
odwzorowania i wyznaczenia orientacji wzglednej robota.

Korzysci plynace z zastosowania parametryzacji Bishopa uwidaczniaja sie w ewolucji
wzdtuz krzywej Béziera K4 oraz B-sklejanej K8. Wida¢ wyraznie, ze dla tych przypadkow
wersory normalne utrzymuja swoj pierwotny kierunek, a uklad Bishopa nie wykonuje
dodatkowych obrotéow wokot krzywej. Ta wlasnosé moze by¢ szczegdlnie korzystna przy
opisywaniu wzglednej orientacji koncowki chwytaka manipulatora.

7.5 Rotacje ukladu Bishopa

Cechg charakterystyczng parametryzacji Bishopa jest fakt, ze w stanie poczatkowym
mozna dowolnie rotowa¢ uktad lokalny [109]. Oznacza to, ze konfiguracja poczatkowa
uktadu Bishopa nie jest jednoznacznie okreslona. Pomimo tego, ewolucja uktadu zacho-
wuje swoje unikatowe cechy, gdyz zawsze bazuje na procedurze wzglednie rownolegtego
przesuniecia wektoréw. Te ceche mozna wykorzystaé, aby dostosowaé¢ poczatkowa orien-
tacje uktadu lokalnego na $ciezce do potrzeb zadania. Omawiana wtasciwo$é moze okazaé
sie szczegolnie przydatna w realizacji postury robota wzgledem $ciezki.

W przeciwienstwie do uktadu Bishopa, uktad Serreta—Freneta, a w konsekwencji row-
niez uktad beta, ma $cisle okreslong posta¢ w chwili poczatkowej. Rozwazmy relacje mie-
dzy uktadami Bishopa i Serreta—Freneta w stanie poczatkowym. Na podstawie zalezno-
Sci (2.30) oraz (2.27) zachodzi

M9 = Ng CoSs (I)O — bo sin ¢07 (713&)
Nyy = Ng sin (1)() + b() CcOos (I)Q. (713b)

Nietrudno zauwazy¢, ze rotacje uktadu Bishopa na poczatku ewolucji mozna dostosowaé
za pomocg parametru @q. Jesli zostanie przyjete, ze ¢g = 2km, k € Z, to uklad Bishopa
bedzie tozsamy z ukladem Serreta—Freneta (w stanie poczatkowym). Dla kazdej innej
warto$ci uktad Bishopa bedzie obrocony.

W niniejszym rozdziale przedstawiono ewolucje uktadu Bishopa wzdtuz krzywej Bézie-
ra K4. Rozwazono trzy rozne konfiguracje poczatkowe, ¢y € {O, T, 5 [rad]. Kazdy przy-
padek zestawiono z ewolucja uktadu beta, ktory zostal zdefiniowany na podstawie uktadu
Bishopa. Nalezy podkreslié, ze ewolucja uktadu beta wzdtuz danej krzywej jest zawsze

identyczna z ewolucja uktadu Serreta—Freneta.
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Rysunek 7.15: Poréwnanie rotacji uktadow lokalnych wzdtuz krzywej X1.
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Rysunek 7.16: Poréwnanie rotacji uktadéow lokalnych wzdtuz krzywej K4.
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Rysunek 7.17: Poréwnanie rotacji uktadow lokalnych wzdtuz krzywej X8.
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Rysunek 7.18: Poréwnanie ewolucji uktadow dla warunku poczatkowego uktadu Bisho-

pa ¢g = 0 [rad].
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Rysunek 7.19: Poréwnanie ewolucji uktadéw dla warunku poczatkowego uktadu Bisho-

pa ¢o = 7 [rad].

10

15
1
E
N 0.5
0
-1
1
X;B\\//(ﬁ_a 1
5 4 3 2
Y [m] X [m]
(b) Ewolucja uktadu beta
1
e 11
\ —
0.5 :
S 0
/
-0.5
1 ‘ |
0 5 10
Czas [s]
(d) Ewolucja wersora n (p. beta)
Ly
0.5 _/
-0.5
G [ -
0 5 10

Czas [s]

(f) Ewolucja wersora b (p. beta)



154 7. Poréwnanie metod parametryzacji

15 1.5

1 1
E £
N 0.5 N 0.5

0 0

0 o

2 123
4 3 2 1 0 5 4 3 . 1
Y [m] X [m] Y [m] X [m]
(a) Ewolucja uktadu Bishopa (b) Ewolucja uktadu beta

1
— T2
\ Tl

=
\
! . | ‘ |
0 5 10 0 5 10
Czas [s] Czas [s]
(¢) Ewolucja wersora n; (p. Bishopa) (d) Ewolucja wersora n (p. beta)

/

NSO WD
.

s 0 < 0
-0.5 —Tigy -0.5
—Tl22
1123
-1 ‘ ‘ I [ S
0 5 10 0 5 10
Czas [s] Czas [s]
(e) Ewolucja wersora s (p. Bishopa) (f) Ewolucja wersora b (p. beta)

Rysunek 7.20: Poréwnanie ewolucji uktadéw dla warunku poczatkowego ukltadu Bisho-
pa ¢g = 7 [rad].
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Na rys. 7.18 przedstawiono przypadek, gdy stan obu ukladéw w chwili poczatkowe;j
jest taki sam. Wida¢ to wyraznie w chwili poczatkowej ewolucji poszczegdlnych wersorow.
Pomimo identycznego stanu poczatkowego, ewolucja kazdego ukladu jest inna, zgodnie
z definicja parametryzacji krzywoliniowych.

Na rys. 7.19 oraz 7.20 przedstawiono sytuacje, gdy uktad Bishopa zostat obrécony
w stanie poczgtkowym. Mozna zauwazy¢, ze niezaleznie od tego faktu ewolucja oraz ini-
cjalizacja ukltadu beta jest taka sama, jak dla ¢g = 0. Z kolei ewolucja uktadu Bishopa
zachowuje swoje wlasnosci. Ten rodzaj parametryzacji minimalizuje rotacje uktadu lokal-
nego wokot krzywej. Dzieki temu zachowuje pierwotne kierunki wersoréw normalnych.

7.6 Zmiana metody parametryzacji w trakcie manewru

Jako ostatni aspekt zweryfikowano mozliwoéé¢ ciaglego przechodzenia miedzy para-
metryzacjami krzywoliniowymi. Sprawdzono, pod jakimi warunkami mozna zmieni¢ pa-
rametryzacje Serreta—Freneta na parametryzacje Bishopa i na odwroét, tak aby zachowaé
cigglodé ewolucji uktadu lokalnego na Sciezce, a przede wszystkim zagwarantowac cigglosé
sygnatow sterujacych generowanych na poziomie kinematycznym.

Na poczatku przypomnijmy rownania okreslajace potozenie oraz ewolucje obiektu ro-
botycznego wzgledem $ciezki. Zgodnie z ogdlnymi zaleznosciami dla parametryzacji nie-
ortogonalnej przedstawionymi w rozdziale 3, potozenie punktu prowadzenia robota wzgle-
dem Sciezki dane jest rownaniem

d=S"(p—1), (7.14)

natomiast ewolucja wzgledem Sciezki, ktora definiuje kinematyke robota wzgledem $ciezki,
okreslona jest zalezno$cia

$ §
d=S"p— (0] —swd=S"p— 0| —sWST(p—1). (7.15)
0 0

W powyzszych réwnaniach szczegétowa postaé¢ macierzy S oraz W zalezy od metody pa-
rametryzacji krzywoliniowej, natomiast wielko$¢ p okresla potozenie punktu prowadzenia
robota w uktadzie globalnym i wynika wprost z aktualnej konfiguracji robota.

Nalezy zatem zauwazy¢, ze dla zachowania cigglosci ewolucji wzdtuz $ciezki w punkcie
zmiany metody parametryzacji nalezy zadbaé¢, aby rownanie (7.15) przyjmowato te sama
wartos¢ zaréwno w parametryzacji Serreta—Freneta, jak i Bishopa. W zwiazku z tym
powinna zachodzié¢ relacja

t! 0 —x 07 [t" tT 0 —ki —kof [tT
n'|p—sixk 0 —1| [nT|(p-1)=Inf|p-$%lki 0 O | |nf|(p—1).
b’ 0t 0] b n, ke 0 0 | |nJ

(7.16)

Z réwnania (7.16) wynika, ze dla zachowania ciagltosci ewolucji warunkiem koniecznym,
cho¢ niewystarczajacym, jest zagwarantowanie, ze wersory poszczegolnych uktadéow beda
sobie rowne w chwili zmiany metody parametryzacji, tzn. powinno zachodzi¢ n = n; oraz
b = n,. Na tej podstawie mozna wnioskowaé, ze z relacji miedzy wektorami bazowymi
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uktadow Serreta—Freneta oraz Bishopa (2.30)

n; =ncosd — bsin P, (7.17a)
N, =nsind + bceos P (7.17b)

wynika, iz pozadana rownoséé zachodzi dla ¢ = 2km, k € Z, a w szczegélnosci dla ¢ = 0.
Tak dobrana warto$¢ parametru ¢ wpltywa z kolei na warto$ci rozwiniecia normalnego
krzywej w parametryzacji Bishopa, rowniez w relacji do krzywizny k. Zgodnie z rowna-
niem (2.28) parametry k; oraz Ky przyjmuja wartosci

ki = kcosd =k, (7.18a)
ks = Kksind = 0. (7.18b)

Z wartosci (7.18) wynika, ze dla spelnienia rownosci (7.16) niezbedny jest jeden z naste-
pujacych warunkow:

1. p =, ktory oznacza, ze punkt prowadzenia robota znajduje sie na $ciezce;

2. T =0, co oznacza, ze warunek ciggtosci ewolucji zostanie spetniony tylko dla krzy-
wych na ptaszczyznie.

Razem z warunkiem koniecznym, tj. n =mn; oraz b = n,, jeden z powyzszych warunkow
jest wystarczajacy do spekienia réwnosci (7.16).

Warto podkresli¢, ze przejScie z parametryzacji Serreta—Freneta na parametryzacje
Bishopa jest mozliwe bez dodatkowych ograniczen. Wynika to z faktu, ze uktad Bisho-
pa mozna dowolnie zainicjalizowaé¢, co szczegétowo omoéwiono w rozdziale 7.5. Przejscie
z uktadu Bishopa na uktad Serreta-Freneta wymaga, aby w punkcie zmiany s zachodzit
warunek ¢(s) = 0, co wynika z warunku koniecznego (7.17). Oznacza to, ze poczatkowa
rotacja uktadu Bishopa musi zosta¢ dobrana tak, aby warunek poczatkowy wynikajacy
z rownania (2.27) wynosil

S
by = —J T(x) dx. (7.19)
0
Wynika stad, ze przejscie z parametryzacji Bishopa na parametryzacje Serreta—Freneta
musi by¢ zaplanowane przed rozpoczeciem manewru.

Spostrzezenie 19. W niniejszym rozdziale prowadzono rozwazania dotyczqce zachowania
ciggtosci w ewolucyi uktadow lokalnych wyrazonych w roznych parametryzacjach krzywo-
liniowych. W analizie celowo pominieto wektor styczny t, gdyz zaréwno uktad Serreta—
Freneta, jak i Bishopa wspotdzielg definicje tego wersora.

Ponadto, warto zauwazyé, ze ewolucja wektora stycznego jest identyczna w obu para-
metryzacjach. Ewolucja wektora t w parametryzacji Bishopa dana jest zaleznosciq (2.17a).
Uwzgledniajge definicje (2.28) oraz (2.30), otrzymujemy

dt

-— = k1n1 + k2n2 =
ds

=kKkcos¢d (ncosd —bsind) + ksind (nsind + beosPp) =

= Kn,

co jest zgodne z rownaniem ewolucyi wektora stycznego t w parametryzacji Serreta—Frene-
ta (2.6a).
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Rozwazania przedstawione w niniejszym rozdziale zostaly zweryfikowane symulacyj-
nie. Najpierw zbadano zachowanie ciggtosci ewolucji samego uktadu lokalnego. Nastepnie
zastosowano to podejscie w realizacji zadania §ledzenia Sciezki przez manipulator holono-
miczny, ktoérego rownania przedstawiono w dodatku A.1. Do realizacji zadania wykorzy-
stano sterownik kinematyczny (5.2) bazujacy na parametryzacji nieortogonalnej, a takze
sterownik dynamiczny oparty o pelng znajomosé modelu (5.12). Wyniki badan przedsta-
wiono na ponizszych wykresach.

Na rys. 7.21 przedstawiono przebiegi ewolucji uktadu lokalnego wzdtuz linii srubo-
wej K1. W polowie czasu symulacji (5 [s]) zmieniono uklad Serreta—Freneta na uktad
Bishopa. Na rys. 7.21a mozna zauwazy¢, jak niebieski wektor normalny zaczyna sie od-
chyla¢ od pierwotnego kierunku do srodka krzywizny linii srubowej. W celu zachowania
ciaglosci ewolucji uktadéw przyjeto warunek ¢(s) = 0 w punkcie zmiany metody parame-
tryzacji. Wida¢ wyraznie, ze dzieki temu ewolucja poszczegolnych sktadowych wektorow
bazowych jest ciggta. Niemniej jednak, w ewolucji parametréw geometrycznych wystepu-
je nieciggly skok wartosci. Nie ma on wplywu na ewolucje samego uktadu lokalnego, ale
jest znaczacy dla postaci sterownika kinematycznego (5.2). Wskazuje to, ze zachowanie
cigglodci bedzie mozliwe tylko dla krzywych ptaskich, gdy T = 0.

Na rys. 7.22 przedstawiono analogiczna analize. Tym razem jednak zmieniono uktad
Bishopa na uktad Serreta—Freneta. Na rys. 7.22a mozna ponownie zauwazy¢ efekt zmiany
uktadu. Poczatkowo odchylony niebieski wektor normalny od pewnego momentu zostat
skierowany do srodka krzywizny linii §rubowej i zachowuje ten kierunek. Wszystkie skta-
dowe wektoréw bazowych zachowuja ciagtosé dzieki odpowiedniemu doborowi warunku
poczatkowego uktadu Bishopa zgodnie z rownaniem (7.19). Bylo to mozliwe, gdyz mo-
ment zmiany metody parametryzacji krzywoliniowe]j zostal zaplanowany przed rozpocze-
ciem ewolucji ukladu wzdtuz krzywej. Przebieg na rys. 7.22f ponownie potwierdza, ze
przy zachowaniu ciaglosdci ewolucji uktadu parametry geometryczne krzywej zmieniaja sie
nieciagle.

Zastosowano rowniez proponowane podejscie podczas realizacji zadania sledzenia $ciez-
ki. Wyniki dla realizacji krzywej K1 przedstawiono na rys. 7.23. Z przedstawionych wy-
kresow wynika, ze zadana Sciezka zostalta zrealizowana poprawnie, gdyz btedy sledzenia
Sciezki ey zbiegaja do zera. Chociaz zadana krzywa jest przestrzenna (t # 0), to brak
ciagtosci parametréw geometrycznych w chwili zmiany parametryzacji krzywoliniowej nie
skutkuje pojawieniem sie wysokich i waskich pikow w sygnatach sterujacych. Jest to moz-
liwe dzicki temu, ze punkt prowadzenia robota znajduje si¢ na krzywej, a wiec zacho-
dzi p = r. Zmiana dla krzywej przestrzennej nie bytaby mozliwa, gdyby zadane polozenie
punktu prowadzenia robota wzgledem uktadu lokalnego na Sciezce byto niezerowe, tzn.
zachodzitoby p # r. Wowczas nieciagloSci w przebiegach parametréw geometrycznych
skutkowatyby bardzo wysokimi wartosciami sterowan, ktére moglyby spowodowaé uszko-
dzenie uktadéw mechanicznych.
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Rysunek 7.21: Zmiana parametryzacji Serreta—Freneta na Bishopa w trakcie ewolucji
wzdtuz krzywej K1.
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Rysunek 7.22: Zmiana parametryzacji Bishopa na Serreta—Freneta w trakcie ewolucji
wzdhuz krzywej K1.
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Rysunek 7.23: Zmiana parametryzacji Serreta—Freneta na Bishopa w trakcie realizacji
zadania Sledzenia $ciezki K1.

Jesli punkt prowadzenia robota znajduje sie poza zadang Sciezka, to zmiane metody
parametryzacji mozna realizowaé tylko dla krzywych ptaskich, dla ktérych zachodzi T = 0.
Przyktad takiego rozwiazania przedstawiono na rys. 7.24, gdzie zaprezentowano wyniki
sledzenia Sciezki zdefiniowanej na podstawie krzywej K2. Aby zagwarantowac, ze w chwili
zmiany metody parametryzacji punkt prowadzenia robota bedzie poza krzywa, zdefinio-
wano niezerowe potozenie zadane robota wzgledem uktadu lokalnego na Sciezce, x4 # 0.
W rezultacie Sciezka realizowana przez manipulator nie pokrywa sie z krzywa K2. Nie-
mniej jednak, zadanie jest realizowane poprawnie, o czym $wiadcza btedy sledzenia $ciez-
ki ey zbiegajace do zera. W sygnalach sterujgcych nie wystepuja piki wartosci w chwili
zmiany metody parametryzacji. Jest to zapewnione dzieki zachowaniu ciaglosci ewolucji
odpowiadajacych sobie wektoréw bazowych oraz parametréw geometrycznych. Zgodnie
z przedstawionymi warunkami, jest to mozliwe tylko w takich punktach krzywej, w kto-
rych zachodzi T = ky = 0.
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Rysunek 7.24: Zmiana parametryzacji Serreta—Freneta na Bishopa w trakcie realizacji
zadania $ledzenia Sciezki K2.

7.7 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono analize najwazniejszych wlasnosci podstawo-
wych metod parametryzacji krzywoliniowych. Cechy charakterystyczne weryfikowano pod
wzgledem mozliwosci zastosowania poszczegdlnych metod w zadaniu sledzenia Sciezki oraz
ptynacych z tego konsekwencji.

Ponizej podsumowano rozwazania, grupujac poruszane aspekty. Wnioski ptynace z ana-
lizy kazdego aspektu zapisano w formie listy punktéw. Dzieki temu mozna zweryfikowaé
przydatnosé lub mozliwos¢ zastosowania danej metody parametryzacji w konkretnych
warunkach aplikacji. W szczego6lnosci, mozna zwrdci¢ uwage na potencjalne trudnosci wy-
nikajace z wyboru metody, a takze na mozliwe rozwiazania tych problemoéw.

1. Minimalne wymagania na klase krzywej (rozdzial 7.1):

o W przestrzeni trojwymiarowej parametryzacja Bishopa naktada mniejsze wy-
magania na klase rézniczkowalnosci krzywej (€?) w poréwnaniu z parametry-
zacja Serreta-Freneta oraz beta (€3).
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Redukcja wymaganej klasy krzywej moze wpltywac na zwickszenie doktadnosci
odwzorowania punktéw kontrolnych przez zadana Sciezke.

Nieciaglosci wynikajace z przebiegu parametrow geometrycznych krzywej moga
skutkowa¢ niecigglymi i gwaltownymi zmianami sygnatéw sterujacych.

W przypadku krzywych sklejanych redukcja klasy krzywej wystepuje w punk-
tach sklejenia. W przypadku punktowej redukcji klasy krzywej mozna realizo-
waé kazdy gtadki fragment zadanej krzywej osobno. Wowcezas punkty sklejenia
nie beda istotne. Jednakze podejscie polegajace na zakonczeniu zadania i roz-
poczecie nowego w kazdym punkcie sklejenia moze byé nieefektywne, a w nie-
ktorych aplikacjach wrecz niemozliwe do zrealizowania.

2. Sciezki o zerowej krzywiznie (rozdzial 7.2):

Sciezki zawierajace punkty o zerowej krzywiznie sa czesto wykorzystywane
w realizacji zadania $ledzenia. Naleza do nich linie proste. Punkty o zerowe;
krzywiznie mozna takze tatwo uzyska¢, konstruujac krzywe sklejane na pod-
stawie punktow kontrolnych wynikajacych z algorytmoéw planowania Sciezki.

Punkty o zerowej krzywiznie powoduja nieciagla ewolucje uktadu Serreta—
Freneta wzdtuz krzywej.

Uktady Bishopa oraz beta sa odporne na punkty o zerowej krzywiznie. Parame-
tryzacja beta zachowuje charakter ewolucji typowy dla parametryzacji Serreta—
Freneta.

Problem nieciagtosci uktadu Serreta—Freneta mozna rozwiazaé, rezygnujac z za-
stosowania bezposredniej definicji uktadu: (2.4) w parametryzacji unormowa-
nej lub (2.11) w parametryzacji nieunormowanej. Mozna to zrobi¢, rozwiazujac
réwnania rozniczkowe, odpowiednio (2.9) lub (2.13), i wykorzystujac uzyskane
przebiegi funkcyjne. Mozliwo§é rozwiagzania réwnan rézniczkowych moze by¢
jednak ograniczona tylko do pewnej klasy krzywych, np. klotoid spetniajacych
warunek komutatora [43].

3. Osobliwosci parametryzacji (rozdzial 7.3):

Parametryzacja Serreta—Freneta posiada osobliwosé w punktach o zerowej krzy-
wiznie.

Warunek parametryzacji ortogonalnej wprowadza osobliwos¢ do rownan robota
wzgledem $ciezki niezaleznie od przyjetej metody parametryzacji krzywolinio-
wej.

Punkty potencjalnie osobliwe w ortogonalnej parametryzacji Serreta—Freneta
sa bardziej zwarte (znajduja sie blizej krzywej), niz w parametryzacji Bishopa.
Przez to analiza osobliwosci jest tatwiejsza dla uktadu Serreta—Freneta.

Punkty potencjalnie osobliwe sa powigzane z krzywizng Sciezki. W pracy [107],
Samson sformulowat warunek dla przypadku planarnego pozwalajacy na unik-
niecie osobliwosci parametryzacji. Zalozyl on, ze promienn okregu stycznego
do krzywej w dwoch lub wiekszej liczbie punktéw i niezawierajacy zadnych
punktow krzywej w $rodku okregu jest ograniczony od dotu przez dodatnig
liczbe Tpmin. Srodki tak zdefiniowanych okregéw wyznaczaja diagram Voronoia
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stowarzyszony z dang krzywa. Wynika z tego, ze krzywizna spelnia nierow-
nos$¢ K(s) < 1/Tpin, co wprost odnosi sie do rozpatrywanych warunkow (3.31)
oraz (7.2). Wynik ten koresponduje réwniez z obserwacjami poczynionymi dla
przypadku przestrzennego:

— Wraz ze wzrostem krzywizny punkty osobliwe w parametryzacji ortogonal-
nej znajduja sie coraz blizej krzywej (zmniejsza sie promien okregu w plasz-
czyznie normalnej).

— Punkty osobliwe w parametryzacji ortogonalnej sa potozone po wewnetrz-
nej stronie krzywej i rozkladaja sie do §rodka krzywizny.

e Parametryzacja nieortogonalna jest globalng metoda opisu robota wzgledem
Sciezki, gdyz nie wprowadza dodatkowych ograniczen lub osobliwosci do opisu
robota wzgledem Sciezki. Jednakze, zwicksza wymiarowos¢ zadania i wymaga
okreslenia potozenia punktu prowadzenia robotsa we wszystkich kierunkach
uktadu lokalnego na Sciezce, co w pewnych aplikacjach moze byé trudne lub
nieosiagalne.

4. Rotacja uktadu lokalnego wzdtuz krzywej (rozdziat 7.4):

e Uktad Bishopa minimalizuje rotacje wzdtuz krzywe;.

e Wzdtuz pewnych krzywych (np. linii Srubowej) ewolucja uktadu Serreta—Freneta
moze wykazywaé korzystniejsze cechy. Wiaze sie to z wlasnosciag tego uktadu,
ktory minimalizuje rotacje w kierunku wektora normalnego.

e Ewolucja uktadow Serreta—Freneta oraz beta wzdluz tej samej krzywej jest
identyczna.

e Dobor konkretnej metody parametryzacji nalezy poprzedzi¢ analiza wtasciwo-
Sci ewolucji uktadu wzdtuz zadanej krzywej.

5. Inicjalizacja uktadu Bishopa (rozdzial 7.5):

e Uktad Bishopa mozna dowolnie rotowaé¢ w stanie poczatkowym.

e Niezaleznie od poczatkowej orientacji uktad Bishopa zachowuje swoje wtasno-
Sci: odporno$¢ na punkty o zerowej krzywiznie, minimalizacja rotacji wokot
krzywej, ewolucja oparta o wzglednie roéwnolegte przesuniecie wektorow.

e Niezaleznie od poczatkowej orientacji uktadu Bishopa, uktad beta uzyskany na
jego podstawie cechuje sie zawsze taka samg orientacja w stanie poczatkowym
oraz identycznym przebiegiem ewolucji.

e Stopien swobody umozliwiajacy dowolne zorientowanie uktadu Bishopa w chwi-
li poczatkowej moze by¢ szczegolnie przydatny w zadaniu $ledzenia postury
obiektu robotycznego wzgledem zadanej $ciezki.

6. Zmiana metody parametryzacji krzywoliniowej w trakcie manewru (rozdziat 7.6):

e Zmiana metody parametryzacji w trakcie realizacji zadania sledzenia Sciezki
moze by¢ przydatna do unikania punktéw osobliwych charakterystycznych dla
danej metody, np. punkty o zerowej krzywiznie dla parametryzacji Serreta—
Freneta.
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e Aby uniknaé¢ gwaltownych reakcji uktadu sterowania, konieczne jest zachowanie
ciggtosci ewolucji uktadu lokalnego na $ciezce.

e Przejscie z uktadu Serreta—Freneta na uktad Bishopa i vice versa jest ciagte,
jesli w punkcie zmiany parametryzacji zachodzi ¢(s) = 0 dla parametryzacji
Bishopa. Dzieki temu, ze uktad Bishopa mozna zainicjalizowa¢ dowolnie, to
przejscie z uktadu Serreta—Freneta na uktad Bishopa mozna wykonaé¢ dowolnie.
Zmiana w przeciwna strone wymaga zaplanowania momentu przejscia przed
rozpoczeciem zadania.

e Aby zachowaé ciaglo$é¢ sygnalow sterujacych w trakcie realizacji zadania §le-
dzenia Sciezki, wymaga sie dodatkowo, aby w chwili zmiany metody parame-
tryzacji punkt prowadzenia robota znajdowal sie na zadanej krzywej (p = 1)
lub torsja krzywej w tym punkcie byla zerowa (t = 0).



Rozdzial 8

Ograniczenia na sterowanie

Wartosci momentéw i sit sterujacych generowanych przez algorytmy sterowania ro-
botéw nie mogg by¢ dowolne, gdyz podlegaja fizycznym ograniczeniom. Przede wszyst-
kim mozliwosci napedéw stosowanych w uktadach robotycznych sa ograniczone, wiec nie
mozna zada¢ dowolnie duzych sygnatéow sterujacych. Ponadto, w projektowaniu uktadu
sterowania warto zadbaé¢ o zabezpieczenia na wypadek gwaltownej zmiany warunkow,
w jakich pracuje robot. Nagle zmiany otoczenia moga prowadzi¢ do wygenerowania stero-
wan niemozliwych do zrealizowania na rzeczywistym obiekcie lub — w sytuacji krytycznej —
prowadzacych do uszkodzenia uktadéw mechanicznych. Dlatego tez w niniejszym rozdziale
przedstawiono rozwiazania, ktére maja za zadanie pomoc w ograniczaniu sygnatéow gene-
rowanych przez sterowniki robotow. Wstepna propozycja tych metod zostata oméwiona
przez autora rozprawy w pracy [40].

Zadanie sledzenia Sciezki jest zadaniem robotycznym o charakterystyce szczegdlnie
sprzyjajacej uwzglednianiu ograniczen. Czestym powodem przekraczania dopuszczalnych
sterowan jest bowiem nakladanie na robota wysokich reziméw czasowych, co jest dome-
ng zadania Sledzenia trajektorii. W sledzeniu trajektorii mozna bowiem wymagaé, aby
uktad realizowal zadanie w zbyt krotkim czasie, co prowadzi do generowania sygnatow
sterujacych spoza dopuszczalnych limitow.

Inaczej ma sie rzecz w zadaniu Sledzenia Sciezki. Nalezy przypomnieé, ze Sciezka jest
obiektem czysto geometrycznym, a wiec sama definicja zadania jest wolna od jakichkol-
wiek rezimoéw czasowych. Naturalnie, robot pozostaje uktadem dynamicznym i realizuje
swoje zadanie w czasie, jednak sposob realizacji tego zadania mozna kontrolowaé poprzez
odpowiedni doboér parametrow sterownika, a takze profilu predkosciowego wzdtuz Sciezki.
Ten ostatni aspekt wpltywa na ewolucje uktadu lokalnego na Sciezce, wiec bezposrednio
oddziatuje réwniez na dynamike ruchu robota. Jak podkreslono w Spostrzezeniu 11, profil
predkosciowy wzdtuz $ciezki mozna dobraé¢ dowolnie w definicji zadania, a zatem moz-
na go wykorzysta¢ rowniez do ograniczania sterowan generowanych przez zaproponowane
algorytmy.

W tym rozdziale rozwazono rézne metody, ktére moga postuzyé do ograniczania sy-
gnaléw generowanych przez sterownik:

1. ograniczenie profilu predkosciowego wzdtuz $ciezki (OPP);
2. skalowanie trajektorii robota (STR);

3. planowanie trajektorii zadanej wzgledem uktadu lokalnego na sciezce (PTZ).
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W przedstawionych rozwazaniach przyjeto, ze sterowania u sa ograniczone zaréwno od
gory, jak i od dotu zgodnie z zaleznoscia

Wonin < u < umama (81)

przy czym ograniczenia w kazdym wymiarze sa definiowane niezaleznie, tzn. dla u € R™
. , T T
zachodzi U,,;, = (u{”m . unmf") oraz Wpgy — (u{”’”’ uﬁ‘”) .

Przedstawiona w ramach badan symulacyjnych egzemplifikacja zaproponowanych roz-
wigzan zostata przeprowadzona dla manipulatora holonomicznego RTR, ktéorego mo-
del przedstawiono w dodatku A.1. Wykorzystano sterownik kinematyczny wynikajacy
z Twierdzenia 2, ktory bazuje na nieortogonalnej parametryzacji Bishopa, a takze algo-
rytm oparty o pelna znajomo$é modelu dynamiki obiektu zdefiniowany w Twierdzeniu 3.
W ogoélnosci, zaprezentowane metody moga by¢ jednak zastosowane do opisu opartego
o dowolna metode parametryzacji krzywoliniowej, a takze do sterowania dowolnym obiek-
tem robotycznym.

Aby podkresli¢ wptyw oraz skutecznos$é poszczegdlnych metod, wyniki kazdego bada-
nia symulacyjnego poréwnano z przypadkiem referencyjnym. Przez przypadek referencyjny
nalezy rozumie¢ realizacje dokltadnie takiego samego zadania (wszystkie parametry scena-
riusza symulacyjnego sa identyczne), lecz bez zastosowania danej metody ograniczajacej
momenty sterujace.

8.1 Ograniczenie profilu predkosciowego wzdtuz Sciez-
ki (OPP)

8.1.1 Opis metody

Profil predkosciowy wzdtuz Sciezki jest jednym z elementow potrzebnych do realizacji
zadania Sledzenia $ciezki. Jest on konieczny do stymulowania ewolucji uktadu lokalnego
wynikajacego z parametryzacji krzywej, cho¢ nie wplywa na geometryczng definicje Sciez-
ki. W oczywisty sposob ruch tego uktadu lokalnego przektada sie na zachowanie obiektu
sterowania. Im szybciej uktad stowarzyszony z krzywa porusza sie wzdluz Sciezki, tym
szybsze ruchy robota wymusza uktad sterowania. Zasadnym jest zatem wykorzystanie
tego aspektu do ograniczenia sygnaléw sterujacych.

Spostrzezenie 20. W przypadku parametryzacyi nieortogonalnych profil predkosciowy
wzdtuz Sciezki stanows stopien swobody. Mozna go zatem dobierac zupetnie dowolnie. Z ko-
ler w przypadku parametryzacyi ortogonalnych odlegtosé krzywoliniowa stanowi sktadowq
wektora stanu robota wzgledem Sciezki, a predkosc krzywoliniowa jest okreslona ogranicze-
niem (3.25). Z tego wzgledu w niniejszym rozdziale przedstawiono metode ograniczania
profilu predkosciowego wzdtuz Sciezki tylko dla parametryzacji nieortogonalne;.

Aby zastosowa¢ proponowang metode, prawo sterowania na poziomie kinematycznym
wynikajace z Twierdzenia 2

qref:L#(S7X7q)<Xd_KkeX(X) —f(s,s',x)) (8.2)

nalezy uporzadkowaé¢ do formy liniowej zaleznosci od predkosci krzywoliniowej zgodnie
z nastepujaca zaleznoscia

qref = a1(57X7 q)S + a2(57X7 q) = al(s)é + (12(5). (83)



8.1. Ograniczenie profilu predkosciowego wzdluz $ciezki (OPP) 167

W rozwazanym podejsciu istotna jest zaleznosé od odlegtosci krzywoliniowej i jej pochod-
nych, stad pozostale argumenty moga zosta¢ pominiete dla klarownosci zapisu. Bazujac
na rownaniu (8.3), analogicznie mozna rozpisa¢ wartos¢ przyspieszen referencyjnych, ktore
zaleza od predkosci i przyspieszen krzywoliniowych

Grep = b1(5)8 + ba(s)s? + by(s)$ + by(s). (8.4)

Zaleznosci (8.3) oraz (8.4) mozna uwzgledni¢ w prawie sterowania na poziomie dynamicz-
nym, ktore zostato okreslone réwnaniem (5.12). Wowcezas sterowania dane algorytmem
opartym o pelna znajomo$é modelu mozna uporzadkowacé do postaci

u=x;(s)S +x5(8,s), (8.5)
gdzie
x1(s) = Q(q)bi(s),
x2(5,5) = Q(q) (ba(s)s> + bs(s)$ + bals) ) + C(q, @) (@) + az(s) ) +
+9(a) — Kad + Ka(@i(s)s + aa(s)).
Sterowania w formie (8.5) nalezy uwzgledni¢ w uktadzie nieréwnosci (8.1)
Wonin < X1(8)8 + X2(8, 8) < Upnaa (8.6)

Korzystajac z prostej postaci liniowej mozna okresli¢ dopuszczalny przedzial wartosci
przyspieszenia krzywoliniowego tak, aby zbyt szybki ruch uktadu lokalnego na $ciezce nie
wymuszal niedopuszczalnych wartosci sterowan. Z analizy uktadu (8.6) wynikaja warunki,
ktore zostaly zaproponowane w pracy [23]

a“ ie{1,2,....m} t ( ) ( )
é in — max b S S), 8lb
min te(l.2.m) i ( ) ) ( )

gdzie warunki brzegowe by oraz b; dla kazdego wymiaru wektora sterowar u sa definio-
wane zgodnie z regutami

( <u-m‘”r — X2, (8, s))/xli(s) dla x4,(s) >0,
b (s,s) = 00 dla xq,(s) =0, (8.8a)
u?i”—xgi(s',s))/xli(s) dla xq,(s) <0,

/x1,(s) dla x3,(s) >0,
b (s,s) = —00 dla x4,(s) =0, (8.8b)
<u{”“—xgi(s',s)>/x1i(s) dla x9,(s) <0.

Aby zachowaé ograniczenia na sterowania w kazdej chwili wykonywania manewru, przy-
spieszenie krzywoliniowe musi spelnia¢ warunek

< 8 < Span (8.9)

Smin
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Dopoki przyspieszenie krzywoliniowe, wynikajace z zadanego profilu predko$ciowego wzdtuz
Sciezki, zachowuje wyznaczone limity (8.9), dopoty ograniczenia na sterowania pozostaja
spetnione. W przeciwnym razie wartos¢ przyspieszenia krzywoliniowego nalezy utrzymac
na wartos$ci granicznej wyznaczonego przedziatu.

Przedstawiona metoda szacowania ograniczenn na przyspieszenie krzywoliniowe jest
prosta. Jednakze, jest rowniez obarczona niepozadanymi wtasciwosciami:

1. Metoda nie rozpatruje przypadku, w ktorym relacja miedzy dolnym a gérnym ogra-
niczeniem na przyspieszenie krzywoliniowe, S, < Simaz, Di€ jest zachowana. Oznacza
to, ze dla przypadku S,,;, > Snq: metoda nie moze by¢ zastosowana. Taka sytuacja
moze wystapi¢ w stanie przejSciowym, gdy robot znajduje sie poza Sciezka, a btedy
sledzenia na obu poziomach sterownika sg wysokie.

2. Wartosci graniczne (8.7) zaleza od odleglosci krzywoliniowej oraz predkosci krzywo-
liniowej. Ponadto, zgodnie z réwnaniem (8.5), ograniczenia na przyspieszenie krzy-
woliniowe § zaleza nie tylko od samej predkosci krzywoliniowej, ale takze od kwa-
dratu tej wielko$ci. W konsekwencji oznacza to, ze dla ograniczonej, lecz dodatniej,
wartosci przyspieszenia krzywoliniowego S, wartos¢ predkosci krzywoliniowej, a za-
tem rowniez wartosci ograniczeni (8.7) beda narasta¢. To réwniez moze prowadzié
do zdegenerowania narzuconych limitow, tzn. do sytuacji, gdy S,in > Smaz-

Pierwsza wtasno$é jest nieunikniona, gdyz nie wszystkie elementy w definicji stero-
wania (8.5) sa zalezne od przyspieszenia krzywoliniowego §, a zatem moga by¢ Zrodtem
degeneracji ograniczen. Ponadto, konflikt moze wynikaé¢ z faktu strojenia tylko jednego
parametru, podczas gdy sygnaléow sterujacych jest zazwyczaj wiecej, w € R™, m > 1. Ze
wzgledu na konstrukcje uktadu robotycznego lub doboru napedéw moze dojsé do sytuacji,
w ktorej najwieksze z ograniczen dolnych, wynikajace ze sterowania dla silnika w jednym
przegubie, bedzie wieksze od najmniejszego ograniczenia géornego w innym przegubie.
Woéwcezas zaproponowana metoda nie bedzie skuteczna.

Drugi z wymienionych probleméw sprowadza sie do faktu, ze warto$¢ ograniczen zale-
zy od wartosci ograniczanej poprzez relacje catkowania. Istnieje zatem ryzyko, ze nawet
dla spelnionych ograniczen, czyli w sytuacji, ktora nie wymaga zadnej reakcji ze strony
uktadu sterowania, beda narastaly wartosci predkosci krzywoliniowej. To z kolei moze
w pewnym momencie spowodowaé zdegenerowanie relacji ograniczen (8.9). Ponadto, im
szybciej porusza sie uktad lokalny stowarzyszony ze Sciezka, tym wicksze predkosci re-
ferencyjne generuje sterownik kinematyczny. W konsekwencji wymusza rowniez wieksze
predkosci w przestrzeni konfiguracyjnej robota. To réwniez wpltywa na wzrost (czesto co do
wartosci bezwzglednej) wartosci ograniczen, ktore zgodnie z réwnaniami (8.5) oraz (8.7)
poprzez wyraz X, zaleza roéwniez od macierzy sil odsrodkowych i sit Coriolisa C(q, q),
a takze samych predkosci obiektu . Sposobem na rozwiazanie tego problemu jest dodat-
kowe uwzglednienie ograniczen na predkosci konfiguracyjne robota na poziomie sterownika
kinematycznego. Wowczas zostanie zagwarantowane, ze referencyjne profile predkosciowe
generowane na poziomie kinematycznym pozostang réwniez ograniczone. Niech beda za-
tem dane ograniczenia na predkosci robota w przestrzeni konfiguracyjnej w postaci

qmm g qref < qmax' (81())

Woéwcezas mozna je powiazaé z ograniczeniem profilu predkosciowego wzdhuz $ciezki po-
przez rownanie (8.3)
Qi < Q1(8)8 + A2(s) < Qo (8.11)
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Ponownie zachodzi zatem sytuacja, w ktorej wartos¢ (.., jest ograniczona uktadem nie-
rownosci liniowych. Przyjmijmy, ze q,.,; € R™ Wtedy przez analogi¢ mozna stworzy¢
definicje warunkéw brzegowych

Simaz = ' ai (s 8.12
i, 47 (8:120)
Smin — a; (s), 8.12b
ie{?,lziifn} i (s) ( )

gdzie warunki brzegowe ai” oraz ai dla kazdego wymiaru wektora predkosci referencyj-
nych (,. sa definiowane zgodnie z regutami

(a7 = () /ai,(s) dla ay (s) >0,
al (s) = 00 dla ay,(s) =0, (8.13a)

<q€m‘n_ agi(8)>/ali(3) dla ay,(s) <0,

oL

(a7 = az,(s)) /ar () dla ay,(s) >0,
a; (s) = —00 dla ay,(s) =0, (8.13b)

(a7 — () /ay () dla ay,(s) < 0.

oL

W rezultacie mozna uzyska¢ ograniczenia na predkosé krzywoliniowa wynikajaca z zada-
nego profilu predkosciowego wzdtuz $ciezki bedace skutkiem ograniczen predko$ciowych
robota

émin < $ < S'ma:v (814>

Ograniczenie (8.14) nalezy zastosowaé¢ do profilu predkosciowego bedacego catka ogra-
niczonego przez zaleznosci (8.9) przyspieszenia krzywoliniowego. Natozone ograniczenia
predkosciowe chronia uktad przed niepozadanym wzrostem wartosci predkosci. Z dru-
giej strony, jesli predkos¢ krzywoliniowa réwniez zostanie ograniczona do wyznaczonego
przedziatu (8.14), to w definicji sygnalow sterujacych (8.5) nalezy uwzglednié¢ przyspie-
szenie krzywoliniowe bedace pochodna nowo uzyskanej predkosci krzywoliniowej. Moze
to prowadzi¢ do nieciagltych zmian wartosci sterowan. Spodziewanym efektem jest jednak
zmniejszanie ich amplitudy co do wartosci bezwzglednej, a takze zachowanie odpowiedniej
relacji w warunku (8.9).

8.1.2 Badania symulacyjne

W badaniach symulacyjnych rozwazono manipulator RTR, ktorego model przedsta-
wiono w dodatku A.1. W zwiazku z ograniczong liczba stopni swobody manipulatora
rozwazono jedynie potozenie chwytaka wzgledem $ciezki. Dla tego obiektu poszczegdl-
ne elementy réwnan (8.3) oraz (8.4) przyjmuja postac¢, ktora wynika z parametryzacji
nieortogonalnej wzgledem $ciezki (3.74), Twierdzenia 1, Spostrzezenia 10 i sterownika
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kinematycznego (5.2)

a;(s) = —L 7' (s), (8.15a)
ay(s) =L (xd - Kkex>, (8.15b)
bi(s) = —L fy(s), (8.15¢)
ba(s) = L'W(s)fi(s) + L 'W(s)x, (8.15d)
by(s) =L 'W(s)Lg — L 'fi(s) — L 'Kifi(s), (8.15¢)
Bu(s) =L (Xa — Kicey ) + L7 (Xa + Kicka — KiL@), (8.15f)

gdzie f(s) = sfy(s) oraz L = L(s,x, q). Konfiguracje poczatkowa robota przyjeto tak, aby
w stanie poczatkowym koncowka chwytaka znajdowata sie w punkcie poczatkowym Sciez-
ki, a wiec do = (0 [rad] 0,866 [m] —1,0472 [rad])T oraz (, = 0. Ponadto zdefiniowano
symetryczne ograniczenia na sterowania

Upae = (100 [Nm] 450 [N] 100 [Nm])', (8.16a)
Upmin = —Wmaa, (816b)

a takze symetryczne ograniczenia na predkosci przegubowe

Ao = (1 [24] 1 [2] 1 [=])", (8.17a)
A min = —Umaz- (8.17h)

Jako Sciezke zadana przyjeto linie $rubowa, zdefiniowang w dodatku B.2, z parame-
trami a = 2 oraz b = 1. Profil predkosciowy wzdluz $ciezki zdefiniowano poprzez zadanie
przyspieszenia krzywoliniowego jako funkcji czasu

. 5 m
Salt) = [52} (8.18)
przy zerowych warunkach poczatkowych, tj. $4(0) = 0 oraz sq(0) = 0.

Dla tak zdefiniowanego przypadku przeprowadzono badania symulacyjne, ktérych wy-
niki przedstawiono ponizej. Na rys. 8.1 poréwnano Sciezke zrealizowana przez manipulator
w przypadku, gdy zastosowano rozwazang metode do kontroli ograniczen, a takze w sytu-
acji, gdy nie rozpatrywano ograniczen na sterowania oraz predkosci przegubowe. Gléwna
roznica polega na dlugosci zrealizowanej Sciezki. Oczywistym jest, ze dla szybszego ruchu
uktadu lokalnego zostala zrealizowana dtuzsza $ciezka w tym samym czasie. Jest to cecha
charakterystyczna dla zadania §ledzenia $ciezki. Definicja zadania jest wolna od reziméw
czasowych, a dlugosé trwania manewru mozna dobra¢ do mozliwosci robota. Niniejszy
przyktad pokazuje, ze poprzez odpowiedni doboér profilu predkosciowego mozna zreali-
zowal te sama Sciezke, wydhuzajac czas manewru. Dzieki temu mozna w prosty sposob
zachowaé ograniczenia wynikajace z konstrukeji robota.

Zastosowana metoda nieznacznie wpltyneta na doktadnosé sledzenia $ciezki. Potwier-
dzajg to przebiegi btedéw Sledzenia Sciezki oraz bledéw Sledzenia profili predko$ciowych
w przegubach manipulatora, ktore zostaly przedstawione odpowiednio na rys. 8.2 oraz
rys. 8.3. Dla przypadku z zastosowana metoda OPP uzyskane wartosci sa mniejsze, co
jest spodziewanym rezultatem. Przyjeto bowiem, ze manipulator w stanie poczatkowym
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Rysunek 8.1: Poréwnanie §ciezki zadanej (linia niebieska ciagla) oraz sciezki zrealizowanej
przez manipulator (linia czerwona przerywana) — OPP.

pozostaje w spoczynku, a tatwiej jest rozpedzi¢ robota do predkosci odpowiadajacych
wolniejszemu ruchowi ukladu stowarzyszonego ze Sciezka. Roéznica miedzy uzyskanymi
warto$ciami dochodzi wprawdzie do dwoch rzedow wielkosci, lecz w obu przypadkach
moze by¢ pomijalna ze wzgledu na doktadno$é pomiarows.
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Rysunek 8.2: Bledy §ledzenia Sciezki e, — OPP.

Warto zwrocié¢ rowniez uwage na to, w jaki sposob metoda OPP wptyneta na ograni-
czenie sterowan oraz predkodci przegubowych realizowanych w manipulatorze. Na rys. 8.4
zestawiono wygenerowane sterowania przy uwzglednieniu ograniczen, a takze w ogdlnym
przypadku. Zastosowana metoda pozwolita ograniczy¢ piki zadawanych wartosci w chwi-
li poczatkowej. Dotyczy to zwtaszcza silnikow w przegubach pierwszym oraz drugim.
W trakcie realizacji zadania momenty sterujace zostaty wydatnie zredukowane w przegu-
bie trzecim. W przeciwnym razie naruszone zostalyby przyjete limity. Redukcja wartosci
w przegubie trzecim wydaje sie by¢ wrecz nadmiarowa, jednak wynika to z faktu ogra-
niczenia predkosci przegubowych manipulatora. Zmierzone przebiegi predkosci zostaly
zaprezentowane na rys. 8.5. Wida¢ wyraznie, iz wartosci w dwodch przegubach nasycity
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Rysunek 8.3: Bledy §ledzenia profili predkosciowych ey — OPP.

sie, osiagajac gorna granice przyjetych ograniczen. Z otrzymanych rezultatéw wynika, ze
zaproponowana metoda pozwala na ograniczenie sterowan oraz predkosci przegubowych
robota w trakcie wykonywania zadania §ledzenia Sciezki. Dzieki temu zadanie mozna wy-
kona¢ bezpiecznie przy zmniejszeniu wymagan dotyczacych profilu predkosciowego wzdtuz
Sciezki 1 wydtuzeniu czasu realizacji manewru.

Dodatkowo, na rys. 8.6 poréwnano przebiegi predkosci oraz przyspieszen krzywoli-
niowych, ktore stymulowaly ruch uktadu lokalnego na $ciezce. Warto zwréci¢ uwage, ze
w poczatkowej fazie, gdy predkos$é¢ krzywoliniowa mogla narastaé, przyspieszenie krzywo-
liniowe miato stalag warto$¢ wynikajaca z przyjetych ograniczen na sterowanie. Jednakze
nasycenie sie predkosci krzywoliniowej do wartosci maksymalnej, ktora wynikala z przy-
jetych ograniczen predkosciowych, spowodowalo nieciagla zmiane wartosci przyspieszenia
krzywoliniowego. Choé¢ rezultatem jest zmniejszenie co do wartosci bezwzglednej genero-
wanych sterowan, to nalezy podkredli¢, ze moze to prowadzi¢ do nieciagtej zmiany wartosci
uogodlnionych sit sterujacych.
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Rysunek 8.4: Por6wnanie wygenerowanych sterowan u: metoda OPP (linia niebieska),
przypadek referencyjny (linia czerwona), narzucone ograniczenia (linia czarna).



8.1. Ograniczenie profilu predkosciowego wzdluz $ciezki (OPP)

173

100 = = = = = = = = = = = =

500

S0

us [Nm]

A0 — % === == - - — — —

-150 :

0 10

Czas [s]
(¢c) Przegub 3

Rysunek 8.4: Poréwnanie wygenerowanych sterowan u: metoda OPP (linia niebieska),
przypadek referencyjny (linia czerwona), narzucone ograniczenia (linia czarna).

¢ [rad/s]

4 4
3 3 s i
. I 4
2 -_‘_m__‘ 2 i/
g I
1 o 1 }
ol r
0 0
1 - | J 1 | L |
0 10 20 30 0 10 20 30
Czas [s] Czas [s]
(a) Przegub 1. (b) Przegub 2.
T = = - = —————— -
05
0
T~
=
=l 0
= o5
1 4 ‘ |
0 10 20 30
Czas [s]

(c) Przegub 3.

Rysunek 8.5: Poréwnanie predkosci w przegubach q: metoda OPP (linia niebieska), przy-
padek referencyjny (linia czerwona), narzucone ograniczenia (linia czarna).
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Rysunek 8.6: Poréwnanie zrealizowanego profilu predkosciowego wzdtuz Sciezki: metoda
OPP (linia niebieska), przypadek referencyjny (linia czerwona).

8.2 Skalowanie trajektorii robota (STR)

8.2.1 Opis metody

Skalowanie trajektorii to w ogélnosci metoda polegajaca na zmianie rezimu czaso-
wego podczas realizacji zadania tak, aby uniknaé osiggniecia lub naruszenia fizycznych
ograniczeni robota [48]. W przypadku zadania Sledzenia $ciezki te metode mozna reali-
zowaé poprzez doboér wspotezynnika skalujacego. Za jego pomoca skaluje sie réwnanie,
ktore opisuje trajektorie realizowana przez robota lub parametryzacje robota wzgledem
krzywej [94]. Takie rozwiazanie zostato zastosowane do uwzglednienia ograniczen na ste-
rowanie podczas realizacji zadania sledzenia $ciezki dla manipulatorow stacjonarnych [95],
a takze manipulatoréw mobilnych [96].

Do realizacji skalowania trajektorii mozna wykorzysta¢ metode sterowania wirtualnego
zaproponowana w pracy [94|. Zaktada ona wprowadzenie do prawa sterowania wirtual-
nego wspotczynnika skalujgcego k(t). W rezultacie momenty sterujgce generowane przez
sterownik nie powinny przekraczaé¢ limitéow wynikajacych z fizycznych ograniczeri robo-
ta (8.1). Nalezy podkresli¢, ze wprowadzenie dodatkowego wspotczynnika skalujacego nie
moze narusza¢ charakteru wykonywanego zadania, innych ograniczeri natozonych na ro-
bota, a takze stabilnosci algorytmu sterowania.

Czesto stosowanym rozwiazaniem spelniajacym powyzsze wymagania jest skalowanie
wspolezynnikéw wzmocnienia prawa sterowania [97]. Aby wprowadzi¢ wirtualne sterowa-
nie k(t), nalezy rozdzieli¢ prawo sterowania na czesé¢ zalezna od wzmocnienn P, a takze
czes$¢ od nich niezalezna &. Wowcezas prawo sterowania (5.12) przyjmuje postaé

u= ll)(KloKda q7 q;saé) . k(t) + 6(q7 qasaéag)v (819)

gdzie k(t) € (0;1]. Jesli sterowania nie naruszaja przyjetych ograniczen (8.1), to wirtualny
wspolezynnik skalujacy zachowuje wartosé 1, k(t) = 1. Zadanie jest wtedy realizowane
zgodnie z pierwotnym projektem uktadu sterowania. W przypadku przekroczenia ograni-
czen wartos¢ wspotczynnika jest odpowiednio zmniejszana.
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Aby dobraé¢ odpowiednia warto$¢ wspotczynnika skalujacego, nalezy rozwazy¢ zalez-
nos¢ (8.19) w nieréwnosci opisujacej ograniczenia (8.1)

Upin < PK(E) + 8 < Uppga (8.20)

Ponownie uzyskano zatem uktad nieréwnosci liniowych. Wzorem metody OPP przedsta-
wionej w rozdziale 8.1 mozna zdefiniowa¢ warunki na ekstremalne wartosci wspotczynni-

ka k(t)

Kmaz = min ki, (8.21a)
i€{1,2,..., m}

Kpmin = max ki, (8.21b)
ie{1,2,....,m}

gdzie warunki brzegowe ki~ oraz ki dla kazdego wymiaru wektora sterowan u sa definio-
wane zgodnie z nastepujacymi regutami

( mr 5. ) Ap; dla ;> 0,
dla P; =0, (8.22a)

5)
(e 61)/11)1 dla s <0,
)

[ (wpn—8:) /00 dla by >0,
KT = dla W; =0, (8.22b)

l (um )/xpl dla W < 0.

Jesli sterowanie przekracza dopuszczalny limit w jednym z przeguboéw, to nalezy zre-
dukowaé¢ wspotezynnik sterujacy do wartosci granicznej. Nalezy réwniez podkreslié, ze
warunek

ki =

1

0< kmm < k(t) < kmax < 1 (823>

jest warunkiem koniecznym istnienia rozwiazania [94].

Przedstawiong wyzej metode doboru wspotezynnika skalujacego nalezy stosowaé, gdy
naruszony zostal co najmniej jeden z przyjetych limitow (8.1). Kiedy wartosci genero-
wanych sterowan speliajg okreslone ograniczenia, mozna zwickszaé¢ wartosé¢ wirtualnego
wspotezynnika k(t) do jego granicznej wartosci k(t) = 1. Aby uniknaé¢ gwaltownych reak-
¢ji systemu, mozna przyjaé¢ prawo ewolucji wirtualnego wspotczynnika skalujgcego, ktore
zostalo zaproponowane w pracy [94]

k(t) =1 —k(t). (8.24)

W ten sposob wspolezynnik k(t) bedzie narastal asymptotycznie do jedno$ci w sytu-
acji, gdy wszystkie ograniczenia sa spetnione, lub osiggnie warto$é¢ graniczng wynikajaca
z warunku (8.23).

Wprowadzenie wirtualnego wspotczynnika sterujacego jest szczegélnie przydatne w fa-
zie przejsciowej, gdy robot osiaga zadanag krzywa. Kiedy robot w stanie poczatkowym
znajduje sie poza Sciezks, to btedy wynikajace z jego opisu wzgledem $ciezki sa du-
ze. Ograniczenie wspotezynnikow sterownika bedzie skutkowaé zmniejszeniem momentow
sterujacych zadawanych na silniki. Dzieki temu mozna zachowaé limity wynikajace z fi-
zycznych ograniczen robota. Ponadto, ze wzgledu na fakt skalowania jedynie wzmocnien
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sterownikéw, metoda ta nie wplywa na stabilnos¢ algorytmu sterowania. Z drugiej stro-
ny wzmocnienia sterownika sg zawsze powiazane z sygnalem btedéw. Jesli robot osiagnie
Sciezke 1 na niej pozostanie, to rozwazana metoda nie pozwoli na kontrole ograniczen
sygnalow sterujacych.

Realizacja w zadaniu $ledzenia Sciezki. Aby zastosowaé¢ przedstawiong metode
w zadaniu $ledzenia $ciezki, nalezy wydzieli¢ czesé¢ sterownika kinematycznego (5.2) za-
lezng od wzmocnienia Ky

Arep = 0 (Ki) + By (8.25)
W konsekwencji, pochodne referencyjnych profili predkosciowych przyjma ogélna postaé

qref = “Q(Kk) + 627 (826)

gdzie &y = & oraz B, = B,. Uwzglednienie zaleznosci (8.25) oraz (8.26) w prawie stero-
wania na poziomie dynamicznym (5.12) pozwala na uzyskanie postaci

u=19(K, Kg) + 8, (8.27)
gdzie
P (K, Ka) = Q(q) o2 (Ki) + Cq, ) ot (Ki) + Kaoi (Kie) + KaBy — Kag,
5 =Q(q)B,+ C(q,q)B, + 9(q).

Posta¢ sterowania (8.27) mozna wprost zastosowaé, aby uzyska¢ zadana forme (8.19).
Wowcezas mozna wykorzysta¢ metode STR do uwzglednienia ograniczen w prawie stero-
wania.

8.2.2 Badania symulacyjne

W badaniach symulacyjnych ponownie rozwazono holonomiczny stacjonarny manipu-
lator RTR, ktorego model przedstawiono w dodatku A.1. Dla sterownika kinematyczne-
go (5.2) elementy rownania (8.25) przyjmuja nastepujaca postac

0(1(Kk) = —L_lKkeX, (828&)
B, =L (xd — f). (8.28b)
Poczatkowy stan manipulatora zdefiniowano jako q, = (3& [rad] 0,5 [m] —Z [rad])T

oraz zerowe predkosci przegubowe , = 0. Przyjeto zalozenie, ze w kolejnych przegubach
obowiazuja nastepujace limity sit i momentéw generowanych przez napedy

Upae = (100 [Nm] 450 [N] 100 [Nm])', (8.29a)
Wpin = —WUpas- (8.29b)

W tym przypadku nie rozpatrywano ograniczeni na predkosci przegubowe manipulatora.
Sciezka zadana zostala ponownie zdefiniowana jako linia §rubowa, opisana w dodat-
ku B.2, z parametrami a = 2 oraz b = 1. Jako zadany profil predko$ciowy wzdtuz sciezki

m

przyjeto sq4 = 0,5 [;]
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Ponizej przedstawiono wyniki badan symulacyjnych zaproponowanej metody. Rezul-
taty poréwnano z przypadkiem, gdy manipulator realizowal to samo zadanie $ledzenia
Sciezki, lecz bez uwzglednienia ograniczenn na sterowanie. Na rys. 8.7 zestawiono Sciez-
ki zrealizowane przez manipulator. Z przedstawionego poréwnania wyraznie wynika, ze
ewolucja manipulatora w stanie przejSciowym, a wiec przed osiggnieciem $ciezki, jest od-
mienna. W przypadku zastosowania metody STR koricowka chwytaka zbliza sie do $ciezki
w punkcie znacznie blizszym jej poczatkowi, jednak ruch wciaz nie jest ustabilizowany.
Warto podkredli¢, ze w stanie ustalonym, a wiec po osiagnieciu Sciezki, nie zaobserwowano
istotnych réznic w zachowaniu robota.

8 8
6 6
— 4 — 4
E E
N 2 N 2
~
0 N e = 0 A - /7
L o3 7 o ! oo -2 0
Y [m] X [m] Y [m] X [m]
(a) Zastosowanie metody STR (b) Przypadek referencyjny

Rysunek 8.7: Porownanie §ciezki zadanej (linia niebieska ciagla) oraz $ciezki zrealizowanej
przez manipulator (linia czerwona przerywana) — STR.

Te ogolne obserwacje potwierdzaja przebiegi bledoéw Sledzenia Sciezki (rys. 8.8) oraz
btedow sledzenia profili predkosciowych (rys. 8.9). Z wykresow btedow wynika, ze stabili-
zuja sie w podobnym momencie, a ewolucja uktadu w stanie ustalonym przebiega gtadko
wzdtuz $ciezki. Istotne réznice mozna zauwazy¢ w stanie przejSciowym. Cho¢ w obu przy-
padkach bledy zachowuja ten sam rzad wielkosci, to jednak metoda STR wprowadza
oscylacje w przebiegach btedow. Wiaze sie to z faktem obnizenia wzmocnien sterownika,
a przez to — zmniejszenia intensywnosci reakcji uktadu sterowania.

Ustalono juz, ze metoda STR nie wplywa na poprawnosé¢ realizacji zadania $ledzenia
Sciezki. Jednakze w sposob istotny wplywa na generowane sterowania. Ogolne pordéwna-
nie sygnaléow wynikajacych z zastosowanego prawa sterowania przedstawiono na rys. 8.10.
Wynika stad ewidentnie, ze zaproponowana metoda pozwolita wyraZnie ograniczy¢ wyso-
kie i waskie piki wystepujace w przypadku referencyjnym. Wprawdzie stabilizacja wartosci
sygnatu trwa nieco dtuzej, lecz zachowane zostaja wszystkie limity. Ponadto jest to zgodne
z zatozeniami zadania $ledzenia Sciezki, ktore nie narzuca rezimoéw czasowych.
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Rysunek 8.8: Bledy Sledzenia Sciezki ey, — STR.
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Rysunek 8.9: Bledy Sledzenia profili predkosciowych ey — STR.
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Rysunek 8.10: Wygenerowane sterowania u — STR.
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Rysunek 8.10: Wygenerowane sterowania u — STR.
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Rysunek 8.11: Poréwnanie wygenerowanych sterowan u: zastosowana metoda STR (linia
niebieska), przypadek referencyjny (linia czerwona), narzucone ograniczenia (linia czarna).
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Przebiegi sterowan w poszczegolnych przegubach zostaly poréwnane i zestawione z przy-
jetymi ograniczeniami (8.29) na rys. 8.11. Przedmiotem zainteresowania sa przebiegi ste-
rowan w fazie przejsciowej realizacji zadania. Wida¢ wyraznie, ze metoda STR pozwala
na zredukowanie sygnalow sterujacych o rzad wielkosci. Ponadto, zapobiega ona bardzo
gwaltownym zmianom wartosci sterowan. Wreszcie, gwarantuje zachowanie zdefiniowa-
nych ograniczen, co podkreslaja przebiegi przedstawione na rys. 8.11.

8.3 Planowanie trajektorii zadanej wzgledem uktadu
lokalnego na $ciezce (PTZ)

8.3.1 Opis metody

Podczas realizacji zadania sledzenia $ciezki czesto zada sie, aby punkt prowadzenia ro-
bota mial zerowe potozenie wzgledem zadanego uktadu lokalnego stowarzyszonego z krzy-
wa. W rezultacie mozliwe jest doktadne odwzorowanie krzywej geometrycznej definiujacej
zadang $ciezke. Podobnie ma sie rzecz ze wzgledna orientacja, ktora najczesciej zadawa-
na jest jako wartosé stata, np. w zadaniu chwytania obiektu poprzez zamkniecie szczek
chwytaka.

Posrod réoznorodnych aplikacji robotycznych nietrudno znalezé przyktady, w ktorych
poczatkowy stan robota wzgledem $ciezki jest rozny od stanu zadanego, X, # Xq. W szcze-
golnosci, punkt prowadzenia robota moze po prostu znajdowaé sie poza $ciezka w chwili
poczatkowej. Podstawowe podejscie, ktore opiera sie na zadaniu statego stanu zadanego
wzgledem $ciezki x4 = const, prowadzi woéwczas do skokowej zmiany stanu robota wzgle-
dem $ciezki. To z kolei moze skutkowaé generowaniem bardzo wysokich warto$ci momen-
tow i sit sterujacych. Choé¢ takie podej$cie umozliwia szybkie osiagniecie zadanej $ciezki,
to jednak w fazie przejéciowej moze by¢ zrodlem sterowan o wartosciach niemozliwych do
zrealizowania na rzeczywistym obiekcie.

W celu unikniecia gwaltownej reakcji systemu w fazie przejsciowej zadania, gdy robot
dopiero osigga zadang Sciezke, proponuje sie $ciste zdefiniowanie zachowania wzgledem
uktadu lokalnego stowarzyszonego z krzywa. Precyzyjne okreslenie trajektorii dojscia ro-
bota do zadanej $ciezki pozwoli na unikniecie skokowej zmiany stanu obiektu wzgledem
krzywej. Zamiast tego mozna wymusi¢ zmiane ciagly przebiegajaca zgodnie z wielomia-
nowa trajektoria zalezna od czasu. Taki wielomian powinien gtadko przeprowadzié¢ robota
ze stanu poczatkowego do zadanej Sciezki, a wiec do zadanego stanu wzgledem uktadu
lokalnego na Sciezce x 4. Czas trwania ruchu ty nalezy dobraé¢ na podstawie znanych ogra-
niczen obiektu. Im dtuzszy czas zostanie przewidziany na osiggniecie $ciezki, tym mniej
gwaltowna bedzie reakcja systemu. W szczegolnosci, metode PTZ mozna wykorzystaé
do osiggniecia punktu poczatkowego $ciezki przed rozpoczeciem docelowego manewru.
Woéwezas tempo dojécia do Sciezki nie powinno by¢ kluczowe.

Nalezy podkresli¢, ze metoda PTZ nie pozwala na iloSciowe uwzglednienie ograniczen
na sterowanie wyrazonych warunkiem (8.1), lecz pozwala unikna¢ naglych zmian stanu,
a dzieki temu redukuje potencjalne waskie i wysokie piki generowanych sterowan.

Jednakze, aby zagwarantowa¢ brak skokowych zmian sygnatéw sterujacych, nie wy-
starczy zdefiniowanie zadanej trajektorii polozenia i orientacji robota wzgledem $ciez-
ki. Nalezy rowniez uwzgledni¢ trajektorie pochodnych: predkosci i przyspieszen obiektu
w uktadzie lokalnym stowarzyszonym z krzywa. Owe trajektorie rowniez powinny przepro-
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wadzié¢ uktad ze stanu poczatkowego do stanu zadanego. W zwiazku z tym wielomian y
definiujgcy zachowanie robota wzgledem $ciezki w stanie przejSciowym jest okreslony jako

v(t) = cs5t® + cqt? + 5t + cot? + ¢t + ¢, (8.30a)
'Y(t) = 5C5t4 + 4C4t3 + 3C3t2 + 2¢cot + Cq, (830b)
Y(t) = 20c5t® + 12¢4t? + 6c3t + 2¢, (8.30c)

przy czym trajektorie zadane sg zdefiniowane w dziedzinie czasu t € [0;t¢]. Zaklada sie
bowiem, ze po czasie tf robot osiagnie zadany stan x4, a zadaniem sterownika bedzie
utrzymywanie tej wartosci.

Dla tak zdefiniowanego zadania okre$lone sa warunki brzegowe. Warunki poczatkowe
wynikaja z konfiguracji robota oraz jego postury wzgledem uktadu lokalnego umieszczo-
nego w punkcie poczatkowym sciezki. Warunki koricowe to zadany stan robota wzgledem
Sciezki. Zachodza zatem zaleznosci

Y(0) = X0, Y(te) = Xa, (8.31a)
Y(0) = Xo, Y(ts) = Xa: (8.31b)
¥(0) = Xo, Y(te) = Xa- (8.31c)

Na podstawie definicji wielomianu (8.30) oraz znanych wartosci warunkéw brzego-
wych (8.31) mozna zdefiniowaé¢ nastepujacy uklad rownan w formie macierzowe;

x] [0 0 0 0 0 1]
Xé 2ttt 2 ot 1] |cf
= _|%X|_|0 0 0 0 1 0f|ef|_
=X Axh | T [ ath o 4td 32 2t 1 0| |cf =T-Cy. (8.32)
Xo O 0 0 2 0 0f]|¢f
_>"<§_ 20tF 12tF 6t 2 0 O] |cf]

Z réownania (8.32) mozna wyznaczy¢ wartosci wspotezynnikow C,, wielomianu vy, ktore
gwarantuja ciggte przejscie obiektu sterowania ze stanu poczatkowego do zadanego stanu
wzgledem $ciezki w czasie t¢

C,=T'Z,. (8.33)

Problem znalezienia rozwiazania rownania (8.33) sprowadza sie zatem do:

e okredlenia czasu dojécia do §Sciezki przy uwzglednieniu mozliwo$ci napedéw oraz
warunkow otoczenia (np. ryzyka kolizji);

e okreslenia warunkow brzegowych:

— warunki poczatkowe wynikaja ze stanu poczatkowego robota wzgledem $ciezki
oraz jego pochodnych po czasie. Mozna je wyznaczy¢, bazujac na réwnaniach
opisujacych obiekt sterowania wzgledem $ciezki przedstawionych w rozdziale 3,

— warunki koncowe sg zdefiniowane przez zadany stan robota wzgledem uktadu
stowarzyszonego z krzyws.
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8.3.2 Badania symulacyjne

Do analizy numerycznej opisanej metody PTZ znéw wykorzystano manipulator RTR,
ktorego rownania przedstawiono w dodatku A.1. Jako Sciezke zadana wykorzystano li-
ni¢ srubowa, dana réwnaniami w dodatku B.2, z parametrami a = 2 oraz b = 1. Stan
poczatkowy manipulatora zostal zdefiniowany jako qo = (3£ [rad] 0,5 [m] —Z [rad])T
przy zerowych predkosciach przegubowych, q, = 0. Zadano staly profil predkosciowy
wzdluz $ciezki sq4 = 0,5 [%}, a takze okreslono czas dojscia do $ciezki rowny ty = 3 [s].
Ponizej przedstawiono rezultaty otrzymane dla badan symulacyjnych przy uzyciu meto-
dy PTZ. Wyniki poréwnano z przypadkiem referencyjnym, gdy nie zastosowano zadnych
ograniczen na sterowanie.

Na rys. 8.12 poréwnano Sciezke zadana oraz Sciezke zrealizowang przez manipulator
w dwoch przypadkach: przy wykorzystaniu metody PTZ oraz bez niej. Z rysunku jasno
wynika, ze po osiagnieciu Sciezki manipulator realizuje ja poprawnie. Wyrazng réznice
mozna zaobserwowaé w fazie dojscia robota do Sciezki. Nalezy podkresli¢, ze zaplanowanie
trajektorii zadanej pozwolilo uzyska¢ ptynniejszy ruch manipulatora. Ponadto, osiggnat
on $ciezke blizej jej punktu poczatkowego i w Scisle okreslonym czasie.

8 8
6 6
—_ 4 — 4
E E
N 2 N 2
0 - 0 I R4
1 0 1 > 0 1 0 -1 2 0
Y [m] X[m] Y [m] X[m]
(a) Zastosowanie metody PTZ (b) Przypadek referencyjny

Rysunek 8.12: Por6wnanie Sciezki zadanej (linia niebieska ciagta) oraz Sciezki zrealizowa-
nej przez manipulator (linia czerwona przerywana) — PTZ.

Wyrazna zalete zaproponowanej metody mozna zauwazy¢ na rys. 8.13, gdzie przedsta-
wiono wygenerowane sterowania. Wida¢ wyraznie, ze realizacja zaplanowanej trajektorii
pozwolita wydatnie zmniejszy¢ wartosé¢ sygnaléow sterujacych. W przypadku referencyj-
nym na poczatku ruchu robota pojawity sie bardzo wysokie i waskie piki sterowan, ktore
mogtyby uszkodzi¢ uktad. Wykorzystanie trajektorii zadanej wzgledem uktadu lokalnego
na $ciezce pozwolito zniwelowaé ten problem, cho¢ poziom generowanych sterowan nie byt
ograniczony ilo$ciowo.

Na rys. 8.14 oraz 8.15 przedstawiono odpowiednio bledy sledzenia $ciezki oraz bledy
Sledzenia profili predkosciowych. Zastosowanie metody PTZ pozwolito na wyrazna reduk-
cje btedéw, dzieki czemu ograniczono sygnaly sterujace. W rezultacie osiggnieto bardziej
plynny i gtadki ruch manipulatora dochodzacego do zadanej $ciezki.

Zaplanowang trajektorie zadang wzgledem uktadu lokalnego na Sciezce, wraz z jej po-
chodnymi, przedstawiono na rys. 8.16. Przedstawione wykresy pokazuja, w jaki sposob
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Rysunek 8.13: Wygenerowane sterowania u — PTZ.

stan manipulatora wzgledem $ciezki zostal gtadko przeprowadzony ze stanu poczatkowe-
go do stanu docelowego. W tym przypadku zazadano, by koricowka chwytaka osiagneta
potozenie uktadu lokalnego na $ciezce i poruszata sie zgodnie z zadanym profilem pred-
kosciowym wzdluz $ciezki. Stad wszystkie docelowe wartosci byty zerowe. Zaplanowane
trajektorie wielomianowe przeprowadzily gltadko uktad ze stanu poczatkowego do doce-
lowego w trakcie zadanego czasu 3 [s]. W razie koniecznosci mozna dowolnie zwiekszac
ten parametr. Nalezy jednak podkresli¢, ze moze to spowodowaé znacznie p6zZniejsze osia-
gniecie Sciezki zadanej, co zazwyczaj jest zjawiskiem niekorzystnym. Zmniejszanie czasu
dojscia robota do Sciezki bedzie z kolei prowadzito do coraz bardziej gwaltownych reakcji
w stanie poczatkowym i generowania coraz wiekszych sterowarni. Po osiggnieciu zadane-
go stanu robota wzgledem $ciezki warto$¢ docelowa x4 = const jest utrzymywana jako
warto$¢ zadana wykorzystana w prawie sterowania (5.2).

Warto podkresli¢, ze metode PTZ zastosowano takze dla manipulatora redundant-
nego w pracy [37]. Wowczas rozwazono nie tylko polozenie, ale rowniez orientacje kori-
cowki chwytaka wzgledem ukladu lokalnego na $ciezce. Metoda zostata zweryfikowana
symulacyjnie oraz eksperymentalnie. Otrzymane wyniki pokazuja, ze w ten sposéb mozna
skutecznie zniwelowaé gwaltownosé reakcji uktadu sterowania w fazie dojscia do Sciezki.
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Rysunek 8.14: Bledy Sledzenia Sciezki ey, — PTZ.
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Rysunek 8.15: Bledy §ledzenia profili predkosciowych ey — PTZ.

8.4 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono metody pozwalajace ograniczy¢ momenty wy-
nikajace z prawa sterowania, ktére pozwala realizowaé¢ zadanie Sledzenia $ciezki. Przed-
stawione metody w duzym stopniu bazuja na ogdlnej wtasciwosci tego rodzaju zadania,
a wiec braku zaleznodci czasowych. Przy sledzeniu Sciezki nie narzuca sie bowiem rezimow
czasowych na obiekt sterowania, a zadana krzywa geometryczna moze by¢ zrealizowana
w dowolnym czasie. Zaproponowano nastepujace metody:

1. Ograniczenie profilu predkosciowego wzdtuz $ciezki (OPP) — metoda opiera sie na
prostej idei redukcji zadanego profilu predkosciowego wzdtuz $ciezki, a przez to
zwalnianiu ewolucji uktadu lokalnego stowarzyszonego z zadang krzywa. Dzieki te-
mu mozna wymusi¢ wolniejsze ruchy robota, jesli pierwotne wymagania wiaza sie
z koniecznoscig przekroczenia fizycznych ograniczen urzadzenia.

2. Skalowanie trajektorii robota (STR) — metoda zaktada adaptacyjne zmniejszanie
wzmocnien sterownika, zaréwno na poziomie kinematycznym, jak i dynamicznym,
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Rysunek 8.16: Zaplanowana trajektoria zadana y(t) wzgledem uktadu lokalnego na $ciezce
w stanie przejéciowym wraz z pochodnymi.

jesli generowane sterowania przekraczaja dopuszczalne limity. Metoda jest szczegdl-
nie przydatna w fazie dojscia do Sciezki. Pozwala zapobiec gwaltownym reakcjom
robota w stanie przejSciowym podczas realizacji zadania §ledzenia Sciezki.

3. Planowanie trajektorii zadanej wzgledem uktadu lokalnego na $ciezce (PTZ) — w tym
przypadku ograniczenia nie sa uwzglednione ilosciowo, lecz jako$ciowo. Metoda za-
ktada zdefiniowanie wprost zachowania robota wzgledem uktadu na $ciezce w ta-
ki sposob, aby zapobiec gwaltownym reakcjom niezaleznie od poczatkowego stanu
obiektu sterowania wzgledem $ciezki.

Jak pokazaly badania symulacyjne przedstawione w tym rozdziale, kazda z metod
pozwala ograniczy¢ sygnaly generowane przez sterownik. Stanowia one skuteczna odpo-
wiedZ na problem ograniczenia momentow i sit sterujacych zaréwno w fazie dojscia do
zadanej Sciezki, jak i podczas realizowania ruchu wzdtuz zadanej krzywej. Wszystkie sg
jednak réwniez obarczone pewnymi wadami lub zatozeniami koniecznymi do spetnienia
dla poprawnej realizacji metody. Zalety oraz wady poszczegdlnych metod zostaly zesta-
wione w tabeli 8.1. To podsumowanie moze postuzy¢ do tatwego okreslenia, czy w danej
aplikacji zastosowanie wybranej metody bedzie mozliwe. Ponadto, moze stuzyé¢ weryfika-
¢ji, czy wybrany sposob bedzie stanowil odpowiedniag odpowiedZ na problemy zwigzane
z fizycznymi ograniczeniami napedéw, ktore zostaly napotkane przy realizacji zadania
Sciezki.
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Tabela 8.1: Poréwnanie metod ograniczajacych sygnaty

sterujace w zadaniu $ledzenia

Sciezki.
Metoda Zalety Wady

Pozwala zachowaé ogranicze-
nia na sterowanie dane w po- Wymaga uwzglednienia przy-
staci (8.1). spieszen krzywoliniowych
Pozwala zachowaé¢ ogranicze- w definicji zadania.
nia na predkosci w przestrzeni Dopuszcza nieciagla zmiane
konfiguracyjnej dane w posta- przyspieszen referencyjnych*.

OPP ci (8.10). Nie gwarantuje zabezpiecze-

(rozdzial 8.1)

Mozna ja stosowaé¢ w stanie
ustalonym, gdy robot porusza
sie wzdtuz $ciezki.

Skalowanie profilu predkoscio-
wego wzdhuz Sciezki nie wpty-
wa na analize stabilnosci algo-
rytmu.

nia w stanie przejSciowym
przy duzym bledzie w stanie
poczatkowym.

Nie mozna uzyskaé¢ rozwigza-
nia, gdy ograniczenia sa zde-
generowane, tzn. S, > Spma-

STR
(rozdzial 8.2)

Pozwala zachowaé ogranicze-
nia na sterowanie dane w po-
staci (8.1).

Mozna stosowaé w fazie przej-
Sciowej (dojscie robota do
Sciezki).

Zachowuje stabilnos¢ algoryt-
mu przy spetnieniu warunkow
dla wspotezynnika skalujace-
go, tj. k(t) € (0;1].

Skalowane wyrazy zaleza od
btedéw §ledzenia, wiec w sta-
nie ustalonym metoda jest
nieskuteczna.

Wymaga spelnienia warunku
istnienia rozwiazania (8.23).
Nieciggta zmiana wspotczyn-
nika skalujacego moze wpro-
wadzaé¢ nieciggtosci w sygna-
tach sterujacych.

PTZ
(rozdzial 8.3)

Pozwala na gtadkie dojscie ro-
bota do $ciezki (w szczegdl-
nosci do punktu poczatkowe-
go Sciezki) z dowolnych wa-
runkéw poczatkowych.

Nie wymusza skokowej zmia-
ny stanu wzgledem $ciezki.
Ogranicza sterowania w sta-
nie przejsciowym.

Pozwala na jawne okreSlenie
czasu, po ktérym robot osig-
ga Sciezke.

Nie uwzglednia wprost limi-
tow na sterowania w posta-
ci (8.1).

OpoézZnia osiggniecie zadanej
Sciezki.

Wymaga precyzyjnego okre-
Slenia stanu poczatkowego ro-
bota wzgledem $ciezki.

*Wynikajaca z tego faktu nieciagla zmiana sterowan powinna jednak objawiaé¢ sie jedynie zmniejsza-

niem co do wartosci bezwzglednej amplitudy sygnaléw sterujacych.




Rozdzial 9

Studium przypadku: manewr
przechwycenia obiektu w ruchu

W wielu wspotczesnych aplikacjach robotycznych podstawowym zadaniem jest wyko-
nanie autonomicznego chwytu obiektow, ktére poruszaja sie wzgledem robota. W fabry-
kach manipulatory czesto pobieraja elementy z poruszajacego sie przenosnika tasmowego
lub uczestnicza w procesach montazowych, podajac i odbierajac narzedzia czy materiaty
we wspotpracy z ludZmi i innymi urzadzeniami. Roboty coraz powszechniej funkcjonuja
rowniez jako asystenci zycia codziennego, pomagajac ludziom, w szczegdlnosci niepel-
nosprawnym. Problemem nabierajacym coraz wickszego znaczenia jest takze chwytanie
obiektéw na orbicie okoloziemskiej [72, 98]. Chwytanie kosmicznych $mieci lub satelitow
stanowi jedno z podstawowych wyzwan robotyki kosmiczne;j.

Wszystkie wymienione przypadki sa przyktadami problemu przechwytywania obiek-
tow [21]. To zadanie jest bardzo zlozone, a w celu jego rozwiagzania nalezy uwzgledni¢
wiele aspektow, wsrod ktorych najwazniejsze stanowia:

e przewidywanie ruchu obiektu do przechwycenia;

e znalezienie optymalnego punktu spotkania celu oraz koncéwki chwytaka manipula-
tora;

e wykonanie ruchu manipulatora tak, aby koncéwka chwytaka w okreslonym czasie
osiagneta punkt spotkania, przyjmujac odpowiednia orientacje wzgledem obiektu.

Ztozonos¢ zagadnienia wzrasta, gdy cel nie pozostaje w spoczynku, lecz jest dynamiczny
i przemieszcza sie¢ wzgledem robota. Z tego wzgledu na przestrzeni lat powstato wiele
rozwigzan, ktére odnoszg sie do postawionego problemu.

9.1 Problem przechwycenia obiektu — przeglad rozwia-
zan

Podstawowa metodologia pozwalajaca na rozwiazanie problemu przechwytywania obiek-
tu jest podejscie Przewiduj, Planuj i Wykonaj (PPE — ang. Prediction, Planning and
FEzecution) zaproponowane w pracy [111]|. Kazdy aspekt w tym podej$ciu byt realizowany
przez osobny modutl. W przypadku zmiennego ruchu obiektu nalezy uwzgledni¢ modut
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aktywny, ktory zostal dodatkowo zaproponowany w pracy [21] pod nazwa APPE. W tym
rozwigzaniu nalezy ciggle na nowo poszukiwaé¢ najlepszego punktu spotkania lub modyfi-
kowaé online zadang trajektorie wykonywang przez manipulator.

Te ogoélne metodologie znalazty swoje odzwierciedlenie w konkretnych aplikacjach.
Wiele z nich bylo inspirowanych sportem i grami zespotowymi, m. in. tenisem stolo-
wym [88] czy pitka siatkowa [138]. Uwypuklily one fakt, ze rozwiazanie tego zadania jest
czesto obarczone zatozeniami dotyczacymi ruchu obiektu do przechwycenia. Trajektorie
obiektow (np. pitek) w roznorodnych sportach sa czesto powtarzalne, dzieki czemu nieco
tatwiej je sklasyfikowaé. To z kolei przeklada sie na pewien szczegdlny zestaw ruchéw,
ktory nalezy wykonaé¢ do zrealizowania przechwycenia przemieszczajacego sie obiektu.

W ostatnich latach pojawito sie jednak wiele metod, ktore pozwalaja realizowac¢ zada-
nie w warunkach zmiennych i trudnych do ustalenia a priori. Zaproponowano réznorodne
podejscia do przewidywania ruchu obiektu oraz sterowania robotami. W pracy [2| zasto-
sowano filtr Kalmana do przewidywania ruchu obiektu w dlugim horyzoncie czasowym.
Nastepnie estymowany stan wykorzystywano do planowania sterowania optymalnego w za-
leznosci od czasu ruchu, odlegtosci, odpowiedniego utozenia obiektu do chwytu, a takze
ograniczeni na przyspieszenia. Z kolei autorzy artykutu |74] zaproponowali dwa algorytmy
planowania:

e lokalny: do wygltadzania ruchu sledzenia obiektu, a takze

e globalny: do wymuszania zmian w ruchu robota, aby zmieni¢ zaplanowang posture
koncowki chwytaka, gdy dotychczasowa stata si¢ nieosiagalna.

W pracy |74] zostata przedstawiona metoda dynamicznego przetaczania sie pomiedzy
tymi algorytmami. Ponadto, w artykule [129] zastosowano wielomiany piatego stopnia do
planowania ruchu manipulatora w przestrzeni przegubowej tak, aby spetiat ograniczenia
kinematyczne. W ten sposéb zmniejszono wplyw ruchu manipulatora na wspotczynnik
sukcesu przechwytywania obiektow. Odmienne podejscie przedstawiono w pracy [137],
gdzie zdekomponowano ruch obiektu w przestrzeni trojwymiarowej i w kazdym wymiarze
planowano przyspieszenia manipulatora tak, aby podazal za §ledzonym celem. Natomiast
w artykule [63] zaproponowano strategie przechwytywania obiektow latajacych w oparciu
o znajdowanie osiggalnej konfiguracji w sposob probabilistyczny.

Do rozwiazania problemu przechwycenia obiektu zostaly zaaplikowane réwniez naj-
nowsze metody sztucznej inteligencji i uczenia maszynowego. Zostaly one wykorzysta-
ne w réznorodnych kontekstach. W pracy [131] zaproponowano sie¢ neuronowa oparta
o LSTM (ang. Long Short-Term Memory) do okreslania pozycji celu, a konwolucyjna sie¢
neuronowa zostata uzyta do przewidywania punktu spotkania. Ponadto, techniki uczenia
maszynowego zostaly wykorzystane do wyboru punktu przechwycenia obiektu w artyku-
le [9], podczas gdy algorytmy oparte o uczenie ze wzmocnieniem zastosowano do wyko-
nania ruchu manipulatora w fazie przed przechwyceniem w pracy [134].

Nieco odmienne podejscie do §ledzenia obiektow, ktore wykorzystuje dane z systemow
wizyjnych do sterowania robotem, jest nazywane w literaturze visual servoing [112]. Ana-
liza obrazéw moze pozwoli¢ na okreslenie pozycji obiektu do przechwycenia lub okreslenia
predkodci, ktore powinien realizowaé¢ manipulator. To podejscie jest rowniez wieloaspek-
towe [17]: nalezy okresli¢ sposob ekstrakeji cech z obrazow, a takze dobra¢ odpowiednie
strategie sterowania. W tym rozwiagzaniu wazne jest réwniez precyzyjne przewidywanie po-
zycji obiektu do przechwycenia, a przyktadowe metody zostaly wskazane w pracach [3, 50].
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9.2 Zastosowanie parametryzacji krzywoliniowej do
przechwycenia obiektu

7, powyzszych rozwazan wynika, ze problem przechwycenia obiektéw jest zadaniem
trudnym i wymaga zastosowania odpowiednich rozwigzan na poszczegdlnych etapach re-
alizacji. Warto zauwazy¢, ze manewr w fazie poprzedzajacej przejecie obiektu mozna zre-
alizowaé¢ za pomoca algorytmoéw proponowanych w niniejszej rozprawie. Bazuja one bo-
wiem na opisie robota wzgledem nieinercjalnego uktadu odniesienia, ktory mozna wprost
utozsami¢ z obiektem poruszajacym sie wzgledem obiektu sterowania.

Dotychczas rozwazano podejscie, w ktorym zadana jest Sciezka, a wzdluz niej porusza
sie wirtualny lokalny uktad wspotrzednych wynikajacy z réwnan parametryzacji krzywo-
liniowej. W przypadku zadania przechwycenia obiektu mamy do czynienia z podej$ciem
odwrotnym: cel rzeczywisty porusza sie wzdluz nieznanej krzywej. Jesli obiekt zostanie
utozsamiony z uktadem lokalnym na $ciezce, to proponowany algorytm sledzenia $ciezki
oparty o parametryzacje krzywoliniowe mozna zastosowaé¢ do sterowania robotem w fa-
zie przed przechwytem. Schemat wizualizujacy proponowane podejscie do problemu zostat
przedstawiony na rys. 9.1. Na schemacie ruch obiektu do przechwycenia zostal zaznaczony

n

il |

Rysunek 9.1: Schemat rozwiazania problemu w fazie przed przechwytem.

za pomoca blekitnej przerywanej linii. Kolejne pozycje celu (na schemacie oznaczone jako
Pi, 1 €{1,2,3,4}) sa mierzone za pomoca odpowiednich czujnikéw, np. systemu wizyjnego
umieszczonego na manipulatorze. Na ich podstawie definiowana jest $ciezka zadana, kto-
ra 0znaczono za pomoca pomaranczowej linii ciaglej. Ruch manipulatora wzdtuz zadanej
Sciezki mozna zrealizowaé za pomoca algorytméw zaproponowanych w niniejszej pracy.
Warto zauwazy¢, ze Sciezka nie musi idealnie odwzorowywaé ruchu obiektu do przechwy-
cenia. Wymaga sie jedynie, aby w pewnym momencie zbiegata do krzywej, wzdtuz ktorej
porusza sie cel do przechwytu. Tym samym uktad lokalny ewoluujacy wzdtuz $ciezki po-
winien dazy¢ do uktadu lokalnego zaczepionego w punkcie chwytu na poruszajacym sie
obiekcie, a na koncu uktady te powinny by¢ nierozréznialne.

Zaproponowane podejscie do realizacji manewru w fazie przed przechwytem niesie ze
soba pewne korzysci. Przede wszystkim pozwala na swobodne ksztattowanie ruchu mani-
pulatora. Zadana Sciezka moze by¢ bowiem ksztattowana dowolnie w zaleznosci od wyma-
gan zadania badz ograniczen robota. Dodatkowo, modyfikowanie zadanej $ciezki w trakcie
wykonywania manewru umozliwia reakcje na dynamiczne zmiany w ruchu obiektu sledzo-
nego. Ponadto, utozsamienie uktadéw lokalnych stowarzyszonych z krzywsa oraz z obiek-
tem do przechwycenia umozliwia utrzymywanie odpowiedniej postury podczas zamykania
szczek chwytaka.

Taka definicja zadania jest oczywiscie ograniczona pewnymi zatozeniami. Przede wszyst-
kim obiekt poruszajacy sie nie moze opusci¢ przestrzeni roboczej manipulatora, gdyz wow-
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czas realizacja Sciezki nie bedzie mozliwa. Ponadto, korzystnym jest posiadanie modelu
ruchu obiektu lub narzedzi, ktére pozwalaja przewidywacé ten ruch w trakcie realizacji
manewru. Wreszcie, planowanie zadanej $ciezki i jej modyfikacje nie sa aspektami try-
wialnymi. Wymagaja one spelnienia kryteriow ciaglosci krzywej wynikajacych z definicji
parametryzacji krzywoliniowych, zwtaszcza w punktach sklejania kolejnych fragmentow
Sciezki, o ile takie wystepuja.

W niniejszym rozdziale przedstawiono studium przypadku, w ktéorym analizowano
zastosowanie algorytmow sSledzenia Sciezki opartych o parametryzacje krzywoliniowe do
wykonania manewru w fazie poprzedzajacej chwyt obiektu dynamicznego. W kolejnych
sekcjach przedstawiono szczegdtowe zatozenia przyjete do realizacji zadania, a takze wyni-
ki badan symulacyjnych. Pozwala to wyeksponowaé korzysci ptynace z zaproponowanego
podejscia, a takze podkresli¢ aspekty wymagajace dalszych badan.

9.3 Opis analizowanego studium przypadku

Przedmiotem badan jest scenariusz, w ktoérym zadaniem manipulatora jest przechwy-
cenie obiektu poruszajacego sie wzgledem robota. Analizie zostanie poddana faza przed
przechwyceniem celu, a wiec podejécie manipulatora do obiektu i utrzymywanie potozenia
w malej odlegtosci od obiektu. Do podstawowych elementéw wykorzystanych w analizie
naleza:

1. obiekt sterowania — rozwazono manipulator mobilny typu (nh, h), ktérego rownania
zostaly przedstawione w dodatku A.3;

2. obiekt do przechwycenia — przyjeto, ze cialo do przechwycenia jest bryla sztywna.
W zadaniu istotne jest jedynie potozenie miejsca chwytu, w ktérym zaczepiono
uktad lokalny stowarzyszony z obiektem. Zaklada sie, ze cel porusza si¢ po pewnej
krzywej ze stata predkoscia styczna. W badaniach uwzgledniono ruch obiektu po
okregu (przypadek plaski linii sSrubowej zdefiniowanej w dodatku B.2, czyli dlab = 0
w rownaniu (B.4)) lub po krzywej Lissajous, ktorej rownania dane sa w dodatku B.3;

3. zadana $ciezka — zalozono, ze zadana Sciezka jest modelowana w zadaniu jako krzywa
n3P-sklejana, ktorej szczegélowe réwnania przedstawiono w dodatku B.7. Krzywa
tego rodzaju charakteryzuje sie duza tatwoscia w sklejaniu kolejnych elementow,
dzieki definicji na podstawie warunkow brzegowych [120]. Ta wlasnosé jest szczegol-
nie istotna dla definiowania kolejnych etapéw zadanej $ciezki na podstawie zmierzo-
nego potozenia obiektu do przechwycenia. Aktualizacje krzywej beda wykonywane
tak, aby zachowaé cigglosé roézniczkowsa, co jest istotne dla zastosowanego prawa
sterowania;

4. uklad sterowania — do realizacji Sciezki uzyskanej na podstawie pomiaréw porusza-
jacego sie obiektu przez nieholonomiczny manipulator mobilny zastosowano pra-
wo sterowania zaproponowane w rozdziale 6. Na poziomie kinematycznym wyko-
rzystano sterownik oparty o nieortogonalna parametryzacje Bishopa zdefiniowany
w Twierdzeniu 6, natomiast na poziomie dynamicznym — sterownik bazujacy na
pelnej wiedzy o modelu zdefiniowany w Twierdzeniu 7. Warto podkresli¢, ze ogolna
konstrukcja uktadu sterowania pozostata zgodna z idea zaproponowanag w rozdzia-
le 4. Jedyna wprowadzona modyfikacja jest fakt, ze zadana $ciezka nie jest zadana
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a priori przed wykonaniem manewru, lecz jest aktualizowana w trakcie jego reali-
zacji na podstawie pomiaréw potozenia celu do przechwycenia.

W niniejszym rozdziale przedstawiono szczegbétowa analize dwoch podstawowych ele-
mentow, ktore stanowia wktad do zaproponowanej realizacji zadania w fazie przed prze-
chwytem obiektu poruszajacego sie wzgledem robota:

e konstrukcje generatora Sciezki zadanej w algorytmie Sledzenia $ciezki;
e sposob modyfikowania Sciezki zadanej i sklejania jej kolejnych fragmentow.

Dla obu aspektow podano konieczne wymagania do poprawnej realizacji zadania oraz
omoOwiono uproszczenia przyjete na potrzeby badan symulacyjnych.

Generator Sciezki zadanej. Ogolna struktura uktadu sterowania wykorzystana do re-
alizacji zadania jest niemal identyczna, jak ta zaproponowana na rys. 4.4. Wprowadzone
rozszerzenie dotyczy jedynie generatora Sciezki zadanej, gdyz jej rownania nie sa znane
a priori, lecz dynamicznie modyfikowane w trakcie wykonywania manewru. Nalezy pod-
kresli¢ zatem, ze struktura zwigzana z prawem sterowania pozwalajacym na realizacje
Sciezki zadanej pozostaje niezmieniona. W konsekwencji, wprowadzona modyfikacja nie
wplywa w zaden sposéb na analize stabilnosci przeprowadzona w rozdziale 6. Realiza-
cje generatora $ciezki w zadaniu przechwycenia obiektu przedstawiono na schemacie na
rys. 9.2. Zgodnie z tym schematem procedura wyznaczania rownan $ciezki jest nastepu-

jaca:

1. Pomiar pozycji obiektu wzgledem manipulatora jest wykonywany za pomoca czuj-
nikéw umieszczonych na robocie. W tym celu mozna wykorzysta¢ system wizyjny.
W niektorych przypadkach mozna uzy¢ prostszych czujnikow, np. dalmierzy lasero-
wych, celem okreslenia jedynie wzglednego polozenia obiektu. Pomiary sg wykony-
wane z czestotliwoseig .

2. Na podstawie wykonanych pomiaréw wykonywana jest ekstrapolacja ruchu obiektu.
Minimalnym celem tego modutu jest wyznaczenie kolejnego potozenia obiektu, ktora
manipulator powinien zrealizowac.

3. Wyznaczone pozycje (lub tylko potozenia) obiektu sa wykorzystywane do aktuali-
zacji parametrow Sciezki zadanej. To zadanie jest wykonywane z czestotliwoscia, f,
ktora powinna by¢ réwna czestotliwosci pomiaréw badz mniejsza od niej. Czestsze
aktualizacje nie wnosityby nowych informacji do realizacji zadania. Nowe parame-
try Sciezki powinny zosta¢ wyznaczone w taki sposob, aby zagwarantowaé ciagtosé
ewolucji uktadu lokalnego na Sciezce. Warto zauwazyé, ze im doktadniejsza jest eks-
trapolacja ruchu celu do przechwycenia, tym rzadziej mozna aktualizowaé¢ parametry
Sciezki, co moze wplynac¢ korzystnie na reakcje uktadu sterowania.

4. Rownania $ciezki zadanej sa wyznaczane dla kolejnych wartosci parametru u wy-
nikajacego z zadanego profilu predkosciowego wzdtuz sciezki 114. Nalezy zaznaczy¢,
ze zgodnie z definicjg krzywej n*P-sklejanej przedstawiona w dodatku B.7, dziedzi-
na krzywej jest ograniczona do przedzialu w € [0;1]. Wynika stad, ze parametr u
powinien byé zerowany okresowo, zgodnie z czestotliwoscia aktualizacji parametrow
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Ruch obiektu
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Rysunek 9.2: Schemat generatora $ciezki w zadaniu przechwycenia obiektu.

Sciezki. Z kolei profil predkosciowy wzdtuz Sciezki nalezy dobrac¢ tak, aby gwaranto-
wal osiagniecie wartosci parametru u = 1 na koniec danej sekcji $ciezki, co pozwoli
osiagna¢ warunki brzegowe B. Tak uzyskane réwnania sa przekazywane do sterow-
nika kinematycznego, ktéry wyznacza profile predkosciowe na podstawie uzyskane;j
kinematyki robota wzgledem $ciezki (zob. rozdzial 4).

W symulacjach wykorzystanych do analizy omawianego problemu przyjeto nastepujace
zalozenia:

e Obiekt do przechwycenia porusza sie wzdluz Scisle okreslonych krzywych.

e Pomiar czujnikéw jest realizowany jako odczytywanie potozenia obiektu w kolejnych
chwilach czasu, zgodnie z przyjeta czestotliwoscia f, = 100 [Hz]. Pomija sie zabu-
rzenia wynikajace z niedoktadnosci urzadzen pomiarowych, a takze problem filtracji
i fuzji danych sensorycznych.

e Modut ekstrapolacji, o ile jest wykorzystywany w danym scenariuszu, bazuje na
modelu ruchu obiektu, ktéry jest w pelni znany. Jest to zatem istotne uproszcze-
nie rzeczywistego uktadu. W wielu aplikacjach model ruchu nie jest znany idealnie.
Niemniej, jak wspomniano w rozdziale 9.1, rozwija sie metody do predykeji ruchu
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obiektu. Nalezy je wykorzysta¢ w podanym module, gdy model ruchu obiektu nie
jest w pelni znany. Warto réwniez podkresli¢, ze im wiecej jest dostepnych informa-
¢ji lub prawdziwych zatozen dotyczacych ruchu obiektu, tym predykcja ruchu jest
doktadniejsza.

e Parametry $ciezki sa aktualizowane z czestotliwoscig fq, ktorej wartosé zalezy od
warunkéw scenariusza.

e Parametry $ciezki sg aktualizowane wedlug nastepujacej reguty. W chwili poczat-
kowej warunki brzegowe A dla krzywej n3P-sklejanej wynikaja z konfiguracji po-
czatkowej robota, natomiast warunki brzegowe B uzyskuje sie z pomiaru pozycji
celu w chwili poczatkowej manewru. Przy aktualizacji parametréw nowe warunki
brzegowe A’ sg rowne warunkom B z poprzedniego kroku, A’ = B, natomiast wa-
runki brzegowe B’ wynikaja z pomiaréw lub ekstrapolacji ruchu celu do przechwyce-
nia. Wspotcezynniki n; dobierane sa tak, aby zachowaé ciggtosé $ciezki i odpowiedni
ksztalt krzywej.

e Przyjeto, ze zadany profil predkosciowy wzdtuz Sciezki wynosi g = fq [ﬁ],
a wiec jest rowny co do wartosci liczbowej czestotliwosci aktualizacji parametrow.
Dzieki temu dla kazdej sekcji krzywej sklejanej otrzymano gwarancje zachowania
dziedziny.

o Zawsze gdy aktualizowane sg parametry $ciezki, wartos¢ parametru u zeruje sie, aby
zachowaé¢ dziedzine dla kazdego fragmentu sklejanej krzywej.

Krzywe 1n?P-sklejane jako $ciezka zadana. Do realizacji omawianego zadania wy-
brano krzywe n*P-sklejane, ktérych réwnania oméwiono w dodatku B.7. Wykorzystuje sie
je do generowania online zadanej Sciezki dla manipulatora w fazie podejscia do dynamicz-
nego obiektu. Zasadnos¢ takiego podejscia motywuja nastepujace wtasnosci krzywych:

e Krzywe sa zdefiniowane jako wielomiany o odpowiednich parametrach. Dzieki te-
mu uzyskuje sie prosty opis krzywej oraz jej pochodnych, ktére wykorzystuje sie
w rownaniach parametryzacji krzywoliniowych.

o Krzywe pozwalaja przeprowadzi¢ uktad z okreslonych warunkéw poczatkowych do
warunkow konicowych. Przyjmuje sie, ze warunki poczatkowe zawsze sa okreslone
przez aktualny stan robota, a warunki koricowe wynikajg z pomiaréw ruchu obiektu.
Krzywe n*P-sklejane pozwalaja taczyé kolejne fragmenty krzywych. Kazdy ze skle-
janych fragmentéw wielomianowych jest gladki, natomiast w punktach sklejenia
gwarantuje si¢ geometryczng ciaglosé sciezki G3 [120]. Dzigki temu uzyskana krzywa
jest klasy G°.

e Odpowiednia modyfikacja parametréow 1; pozwala uzyska¢ krzywe o réznych ksztat-
tach miedzy tymi samymi warunkami brzegowymi. W pracy [120] autorzy przed-
stawiaja rozne metody heurystyczne, ktore umozliwiaja dobor parametrow tak, aby
wynikowa krzywa charakteryzowata sie zadanymi wlasnosciami.

Nalezy jednak podkreslié, ze podstawowa wiasnoéé krzywych n3P-sklejanych, ktore
zachowuja cigglo§é geometryczng klasy G2 w punktach sklejenia, nie jest wystarczajaca
do zachowania ciaglej ewolucji uktadéw lokalnych wynikajacych z réwnan parametryzacji
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krzywoliniowych. Wymaga sie bowiem, aby krzywa byla klasy co najmniej €2 dla parame-
tryzacji Bishopa lub co najmniej klasy €3 dla parametryzacji Serreta—Freneta. Te wlasnosé
mozna zapewni¢ poprzez odpowiedni doboér parametréw 1; zgodnie z Twierdzeniem 9.

Twierdzenie 9. Niech krzywan?®® -sklejana r(u) bedzie okreslona przez warunki poczqgtko-
we A i warunki koricowe B, a krzywa n®P -sklejana v'(u) — przez warunki poczgtkowe A’
i warunki konicowe B’. Dodatkowo, niech warunki brzegowe A’ bedqg réwne warunkom
brzegowym B. Wowczas krzywa powstata w wyniku sklejenia krzywych r(u) oraz v'(u)
w punkcie B = A’ jest klasy:

(Z) el} ]65’1@71{ =Tz2;
b) 627 ]&‘ﬂl n{ =T2 Zn:/’, =My,
c) C3, jesling =ma iNg =M, i ML =,

gdzie wspotczynniki My zwigzane sq z krzywag r(u), natomiast wspotczynniki ni — z krzy-
wg r'(uW).

Dowdd. Na poczatku rozwazmy wartosci wielomianow w punkcie sklejenia B = A’. Jako
ze dla krzywej r(u) jest to warunek koncowy, nalezy przyja¢ uw = 1. W przypadku wielo-
mianu 1’(u) jest to warunek poczatkowy, wiec nalezy przyja¢ uw = 0. Wowcezas, zgodnie
z réwnaniami podanymi w dodatku B.7 zachodzi

r(l) =g, (9.1a)
T'(0) =T (9.1b)
7 faktu, ze warunki brzegowe sa sobie rowne, B = A’ wynika, ze rg = Ta/, zatem

réwnanie (9.1) $wiadczy, ze powstaly wielomian jest krzywa ciagla, klasy €°.
Nastepnie rozwazmy réwnania pierwszej pochodnej. Zachodzi

dr(1)
=not .2
I Nats, (9.2a)
dr’(0)

Nietrudno zauwazy¢, ze dla tozsamosci B = A’ prawda jest, ze tg = ta,. Zatem pierw-
sza pochodna krzywej powstalej w wyniku sklejenia bedzie ciggta dla warunku nj = ns.
Dla takiej zaleznosci parametréw otrzymana krzywa bedzie klasy G!, co wynika z réwna-
nia (9.2).

Kolejno sprawdzono ciaglos¢ drugiej pochodnej. W tym celu obliczono

d?r(1

dLE2) = KpN3Np + Nats, (9.3a)
d?r'(0
T(Q) = KA/(T]{)QTIA/ +T]étA/. (93b)

Ponownie, w punkcie sklejenia zachodzi kg = Ka/, Ng = N, oraz tg = ta:. Pokazano
juz, ze dla zachowania ciaglosci pierwszej pochodnej konieczne jest n{ = n2. A zatem
dla zapewnienia ciaglosci drugiej pochodnej koniecznie jest jeszcze, aby n§ =4, 0 czym
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swiadczy rownanie (9.3). Dla takiego warunku krzywa powstala w wyniku sklejenia jest
klasy 2.
Wreszcie, rownania na trzecig pochodng w punkcie sklejenia prezentuja sie nastepujaco

d*r(1)

—5 = KBTEMe + 3KeMaMme + KT TebE + Gnsts, (9.4a)

d3r’(0)_7 1\2 3 I 3 b 6 /t 9.4b
e Kar(np) mar + 3kamimznar + kar(M)°Tabar + 6nztar. (9.4b)

Dla zachowania ciagtosci pierwszej i drugiej pochodnej konieczne jest spetnienie warunkow
Ny =12 i N§ = n4. Ponadto, ze wzgledu na tozsamosé¢ warunkéow brzegowych B = A’ za-
chodzi rownos¢ miedzy odpowiednimi elementami sktadajacymi sie na warunki brzegowe,
tzn. K = Ka/, g = Nas, KB = Kas, TB = Ta/, bg = bA/, tg = tar. St@d, 7 1OW-
nania (9.4) wynika, ze trzecia pochodna krzywej sklejonej bedzie ciagta, gdy zostanie
spelniony dodatkowy warunek nf = 1ng. Wowcezas powstata krzywa bedzie klasy €3. [

Na podstawie Twierdzenia 9 mozna wnioskowaé, ze dobor parametrow 1n; w kolej-
nych okresach aktualizacji krzywej nie jest dowolny. Nalezy bowiem zadbaé, aby uzyskana
Sciezka byta klasy odpowiadajacej zastosowanej metodzie parametryzacji krzywoliniowe;.
Aby zapewnié te wlasnosé, nalezy w punkcie sklejenia krzywych spetni¢ warunki podane
w Twierdzeniu 9.

Niemniej jednak, trzeba podkresli¢, ze potowa wspolczynnikow 1!, i € {2,4,6}, dla
aktualizowanej $ciezki moze zosta¢ dobrana dowolnie. W przeprowadzonych badaniach
symulacyjnych wykorzystano metode heurystyczna dang rownaniem (B.26), ktora zostata
podana w pracy [120]. Mianowicie, przyjeto, ze n; = 1ng = 0, natomiast 1 uzalezniono
od oczekiwanej dtugosci $ciezki. Te ostatnia wartosé obliczano jako odlegtosé euklidesowsa
miedzy punktem prowadzenia robota a punktem chwytu na poruszajacym sie obiekcie.
W realizacji praktycznej dystans ten mozna obliczy¢ z wykorzystaniem czujnikoéw zasto-
sowanych do okreslenia potozenia celu wzgledem robota.

9.4 Wyniki i dyskusja badan symulacyjnych

W tej czesci przedstawiono wyniki badan symulacyjnych dla réznych wariantéw roz-
wazanego scenariusza. Uzyskiwana $ciezka, zlozona z wielu krzywych n®P - sklejanych,
dobrze odwzorowuje tor ruchu obiektu. Dzieki temu manipulator utrzymuje mata odle-
glosé od celu, ktora potencjalnie umozliwia ztapanie obiektu poprzez zamkniecie szczek
chwytaka. Ponadto bledy sledzenia, zaréwno na poziomie kinematycznym, jak i dyna-
micznym, zbiegaja do wartosci ponizej dokladnosci pomiarowej. W zwiazku z okresowa
aktualizacjg $ciezki pojawiaja sie oscylacje w przebiegach btedéw, jednak ich amplitu-
da jest nieznaczaca. Warto podkresli¢, ze w badaniach symulacyjnych rozwazono jedynie
wzgledne potozenie robota i przechwytywanego obiektu.

9.4.1 Przechwyt obiektu poruszajacego sie po okregu

Na poczatku zamodelowano ruch obiektu do przechwycenia jako ruch po okregu danego
parametrami a = 2 oraz b = 0, zgodnie z réownaniem (B.4). Jako predkos¢ styczna obiek-
tu przyjeto v =0, 2 [%} Krzywa zadana aktualizowano z czestotliwoscia f, = 0,2 [Hz],
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a wiec znacznie rzadziej, niz wykonywane pomiary potozenia celu. Na ponizszych rysun-
kach przedstawiono uzyskane rezultaty.

Na rys. 9.3 przedstawiono podstawowy rezultat badania. Obiekt porusza sie po okregu
zaznaczonym linig czerwona. Robot — po zniwelowaniu btedu poczatkowego — odwzorowu-
je ten ruch. Krzywe n®P-sklejane dobrze dopasowuja sie do krzywej realizowanej przez cel.
Na rys. 9.4 przedstawiono dystans, jaki dzieli punkt prowadzenia robota oraz obiekt do
przechwycenia w kazdej chwili manewru. Wida¢ wyraznie, ze po zniwelowaniu btedu po-
czatkowego odleglto$¢ utrzymuje sie na poziomie milimetréw, co potencjalnie pozwolitoby
na wykonanie manewru chwytu obiektu.
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Rysunek 9.3: Ruch obiektu (linia czerwona) i $ciezka zrealizowana przez manipulator
mobilny (linia rézowa) — ruch celu po okregu.

Nastepnie analizie poddano geometrie $ciezki uzyskanej poprzez taczenie kolejnych
krzywych 13P-sklejanych. Na rys. 9.5 przedstawiono niezmienniki geometryczne krzywej
w parametryzacji Serreta—Freneta, a na rys. 9.6 — odpowiadajace im wartosci w para-
metryzacji Bishopa. Widaé¢ wyraznie, ze od pewnego momentu krzywizna oraz torsja
Sciezki stabilizuja si¢ na pewnym poziomie, co odpowiada charakterystyce okregu. Nie-
mniej, wezesniej przebieg jest dosé nieregularny, a wartosé krzywizny spada do wartosci
bliskich zeru. Mogloby to skutkowaé nieciagtoscia ewolucji uktadu lokalnego na $ciezce,
stad istotny byl wybor sterownika opartego o parametryzacje Bishopa.

Kolejne wykresy przedstawiaja przebiegi btedéw §ledzenia. Na rys. 9.7 przedstawiono
btedy $ledzenia Sciezki na poziomie kinematycznym, natomiast na rys. 9.8 — bledy $ledze-
nia profili predko$ciowych na poziomie dynamicznym. W obu wypadkach bledy zbiegaja
do bardzo matych wartosci. Jak wspomniano na poczatku tego podrozdziatu, na poziomie
doktadnosci pomiarowej zaobserwowano oscylacje o matej amplitudzie, ktére jednak nie
powinny mie¢ znaczenia dla realizacji zadania. Na rys. 9.9 przedstawiono wygenerowane
sterowania, ktorych przebiegi sa akceptowalne do realizacji rzeczywiste;j.
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Rysunek 9.4: Dystans miedzy konicowka chwytaka a obiektem — ruch celu po okregu.
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Rysunek 9.5: Niezmienniki geometryczne zrealizowanej Sciezki w parametryzacji Serreta—

Freneta — ruch celu po okregu.
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Rysunek 9.6: Niezmienniki geometryczne zrealizowanej Sciezki w parametryzacji Bishopa

— ruch celu po okregu.
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Rysunek 9.7: Bledy $ledzenia Sciezki e, — ruch celu po okregu.
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Rysunek 9.8: Btedy sledzenia profili predkosciowych e, — ruch celu po okregu.
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Rysunek 9.9: Wygenerowane sterowania u — ruch celu po okregu.
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9.4.2 Przechwyt obiektu poruszajacego sie po krzywej Lissajous

W kolejnym badaniu sprawdzono, czy zaproponowane podejscie jest rownie skutecz-
ne, gdy obiekt do przechwycenia porusza sie po krzywej, ktora nie jest tak regularna, jak
okrag. W tym celu zdefiniowano ruch celu za pomoca krzywej Lissajous, danej réwna-
niem (B.5) ze wspolczynnikami: A = 1; B = 1; C = 0,6; a = 3; b = 5 oraz 6 = 7.
Utrzymano wartos¢ predkosci stycznej obiektu rowna v = 0, 2 [%], lecz nowa krzywa
wymagata wiekszej czestotliwosci aktualizowania $ciezki zadanej, ktora w tym badaniu
ustalono jako f, = 2 [Hz]. Ponizej przedstawiono uzyskane wyniki symulacji.

Na rys. 9.10 przedstawiono ogdlny rezultat analizy. Wynika stad, ze manipulator do-
brze odwzorowuje ruch obiektu po krzywej Lissajous. Oznacza to, ze Sciezka uzyskana
z polaczenia krzywych m3P-sklejanych skutecznie dopasowuje sie réwniez do mniej re-
gularnego toru ruchu, niz okrag. Nalezy jednak zwroci¢ uwage, ze Sciezka realizowana
przez manipulator mobilny wolniej zbiega do toru ruchu obiektu, niz w poprzednim ba-
daniu. Ponadto, pojawiajg sie rowniez istotne odchylenia na tukach, gdzie cel znaczaco
zmienia kierunek ruchu. Ma to swoje odzwierciedlenie w przebiegu odlegtosci punktu pro-
wadzenia robota od celu, ktory przedstawiono na rys. 9.11. Tym razem btad Sledzenia
obiektu ma rzad centymetréow. Dodatkowo, jego przebieg charakteryzuje sie gwaltowniej-
szymi oscylacjami, co wynika z wickszej czestotliwosci aktualizacji parametrow Sciezki
zadanej i mniejszej regularnosci toru ruchu celu. Wskazuje to réwniez na fakt, ze ma-
newru zamkniecia chwytaka nie mozna rozpocza¢ w dowolnym momencie. Korzystniej
jest go wykona¢ wzdluz fragmentéw prostych, niz na hukach, gdyz tam odlegto$é miedzy
chwytakiem manipulatora a obiektem nieznacznie zwieksza sie.

0.8

Z [m]

-1 0
Y [m -1
[m] X [m]
Rysunek 9.10: Ruch obiektu (linia czerwona) i $ciezka zrealizowana przez manipulator
mobilny (linia rézowa) — ruch celu po krzywej Lissajous.
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Rysunek 9.11: Dystans miedzy koricowka chwytaka a obiektem — ruch celu po krzywej
Lissajous.

Na rys. 9.12 oraz 9.13 przedstawiono geometryczne niezmienniki zadanej Sciezki od-
powiednio w parametryzacji Serreta—Freneta oraz Bishopa. Uzyskana Sciezka zadana jest
mniej regularna, o czym $wiadcza wystepujace na wykresie piki. Wynika to z czestszej ak-
tualizacji krzywej oraz wickszego poziomu skomplikowania toru ruchu celu do przechwy-
cenia. Niemniej jednak, uzyskana krzywa i ewolucja uktadu lokalnego Bishopa wzdtuz
Sciezki sa ciagte.
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Rysunek 9.12: Niezmienniki geometryczne zrealizowanej Sciezki w parametryzacji Serreta—
Freneta — ruch celu po krzywej Lissajous.

Sity i momenty sterujace wygenerowane w tym przypadku, rys. 9.14, charakteryzuja sie
przebiegiem oscylacyjnym, przede wszystkim dla momentéw zadawanych w napedach kot
oraz w pierwszym przegubie obrotowym manipulatora, co jest skutkiem czestej aktuali-
zacji parametréow krzywej. Ponadto, na poczatku manewru mozna zaobserwowaé¢ wysokie
i krotkie piki wartosci sterowan. Wynika to z faktu gwaltownej kompensacji btedu ze stanu
poczatkowego. Aby je zniwelowaé, mozna zastosowaé¢ metody zaproponowane w rozdzia-
le 8 lub wymusi¢ wprost wolniejsza zbiezno$é Sciezki zadanej do toru ruchu obiektu. Ta



9.4. Wyniki i dyskusja badan symulacyjnych 201

2000 1000
1000 500
ey N
g 11000 £ 500
-2000 1000
-3000 1500
-40000 10 20 30 40 50 _20000 10 20 30 40 50
Czas [s] Czas [s]
(a) k1 (b) k2

Rysunek 9.13: Niezmienniki geometryczne zrealizowanej Sciezki w parametryzacji Bishopa
— ruch celu po krzywej Lissajous.

druga opcja moze by¢ istotna zwtaszcza w aplikacjach, w ktorych czestotliwosé aktuali-
zacji parametrow $ciezki zadanej jest szczegdlnie wysoka.
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Rysunek 9.14: Wygenerowane sterowania u — ruch celu po krzywej Lissajous.

Wreszcie, na rys. 9.15 oraz rys. 9.16 przedstawiono odpowiednio wykresy btedow sle-
dzenia $Sciezki oraz bltedow Sledzenia profili predkosciowych. Ponownie nalezy podkreslié,
ze uzyskano zbieznos¢ do niewielkich wartosci. A zatem zaproponowany algorytm ste-
rowania dobrze sprawdza si¢ rowniez w warunkach, gdy réwnanie Sciezki zadanej jest
aktualizowane w trakcie wykonywania manewru.

9.4.3 Przechwyt obiektu poruszajacego sie po okregu — bez eks-
trapolacji ruchu
Ponownie przeanalizowano mozliwos¢ przechwytu celu poruszajacego sie po okregu,

lecz tym razem zrezygnowano z ekstrapolacji ruchu obiektu. Tym samym bazowano je-
dynie na biezgcych pomiarach. Aby uzyskaé¢ satysfakcjonujacy ruch manipulatora, ktory
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Rysunek 9.15: Bledy Sledzenia $ciezki ey — ruch celu po krzywej Lissajous.
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Rysunek 9.16: Bledy sledzenia profili predkosciowych e, — ruch celu po krzywej Lissajous.

pozwala na podejscie do celu i utrzymywanie jego polozenia, Sciezke zadang aktualizowano
z czestotliwoscia o, = 10 [Hz].

Uzyskane wyniki sa poprawne, na co wskazuje poréwnanie toru ruchu obiektu i Sciezki
zrealizowanej przez robota na rys. 9.17. Mozna zauwazy¢ jednak, ze manipulator wykonat
dodatkowe ruchy przy dojsciu do plaszczyzny, w ktorej poruszal sie cel. Ewidentnie wzrost
rowniez dystans miedzy punktem prowadzenia robota a obiektem do przechwycenia, co
widaé¢ na rys. 9.18. W tym przypadku btad sledzenia obiektu charakteryzuje sie wyso-
koczestotliwosciowymi oscylacjami, bedgcymi rezultatem czestej aktualizacji parametrow
Sciezki. Ponadto, btad oscyluje wokot statej wartosci 2 [cm], a zatem jest o rzad wiekszy,
niz w przypadku analogicznego studium wykorzystujacego ekstrapolacje ruchu obiektu,
ktore zostalo przedstawione w rozdziale 9.4.1.

Czeste aktualizacje parametrow $ciezki zadanej przektadaja sie na btedy $ledzenia
Sciezki (rys. 9.19), a takze bledy $ledzenia profili predkosciowych (rys. 9.20). Zapropono-
wany algorytm sterowania dobrze wymusza zbiezno$¢ btedéw do zera, jednakze w prze-
biegach pojawiaja sie wysokoczestotliwosciowe oscylacje o matych amplitudach. To z kolei
przekltada sie na wygenerowane sterowania, ktére przedstawiono na rys. 9.21. Warto zwro6-
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Rysunek 9.17: Ruch obiektu (linia czerwona) i $ciezka zrealizowana przez manipulator
mobilny (linia rézowa) — bez ekstrapolacji ruchu obiektu.

ci¢ uwage na bardzo wysoki i waski pik wartosci sterowan na poczatku manewru, ktory
wynika z zadanego krotkiego czasu dojscia do ptaszczyzny ruchu obiektu.

Staty dystans miedzy manipulatorem a obiektem do przechwycenia, powstaly w wyni-
ku braku ekstrapolacji ruchu i bazowaniu jedynie na biezacych pomiarach potozenia celu,
mozna minimalizowaé poprzez zwickszanie czestotliwosci aktualizacji Sciezki zadanej fq
z zachowaniem warunku fq < f,. Prowadzi to jednak do nastepujacych problemoéw:

1. Bardzo gwaltowna reakcja systemu w chwili poczatkowe] ze wzgledu na niedoskona-
tos¢ tego podejscia w stanie przejsciowym (punkt prowadzenia robota poza torem
ruchu obiektu). Moze to skutkowaé¢ wysokimi wartoSciami wygenerowanych stero-
wan, ktorych nie bedzie mozna zrealizowaé¢ na rzeczywistym obiekcie. Ten problem
uwidocznit sie juz w tym scenariuszu, o czym $wiadcza wykresy na rys. 9.21.

2. Oscylacyjny charakter przebiegu btedéw sledzenia, a w konsekwencji sterowan. Am-
plituda takich przebiegdw pozostanie mata, ale bedzie wzrastaé czestotliwosé oscy-
lacji.

Pierwszy z wymienionych probleméw mozna niwelowaé poprzez wprowadzenie adap-
tacyjnego zwickszania czestotliwosci aktualizacji Sciezki na podstawie dystansu miedzy
chwytakiem a obiektem. Opcjonalnie, mozna zastosowaé¢ metody ograniczania sterowan
zaproponowane w rozdziale 8. Pozwolitoby to uniknaé¢ wysokich pikow wartosci sterowan
w stanie przejéciowym uktadu z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego.

Drugi problem jest konsekwencja zbyt czestej aktualizacji Sciezki zadanej. Rzadsza ak-
tualizacja parametréw wymaga skutecznego przewidywania ruchu obiektu do przechwy-
cenia.
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Rysunek 9.18: Dystans miedzy koncowka chwytaka a obiektem — bez ekstrapolacji ruchu
obiektu.
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Rysunek 9.19: Bledy Sledzenia Sciezki ey — bez ekstrapolacji ruchu obiektu.
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Rysunek 9.20: Bledy $ledzenia profili predkosciowych e, — bez ekstrapolacji ruchu obiektu.
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Rysunek 9.21: Wygenerowane sterowania u — bez ekstrapolacji ruchu obiektu.

9.4.4 Przechwyt obiektu poruszajacego sie po okregu — zaszumie-
nie pomiaréw polozenia celu

W ostatnim przedstawionym badaniu symulacyjnym ponownie analizowano scenariusz,
w ktorym cel do przechwycenia porusza sie po okregu, analogicznie do rozdziatu 9.4.1.
Tym razem jednak do pomiaréw potozenia obiektu wzgledem manipulatora dodano szum
o rozktadzie normalnym z zerowa wartoscia oczekiwang i wariancja rzedu czesci setnych.
Przebieg wprowadzonego szumu przedstawiono na rys. 9.23b. Taki zabieg ma na celu:

e urealnienie wykonywanych pomiaréw, ktore w rzeczywistosci sa obarczone btedami;

e zaburzenie ekstrapolacji ruchu obiektu, ktéra dotychczas byta wykonywana idealnie
na podstawie pelnej znajomosci modelu ruchu.

Na rys. 9.22 zestawiono $ciezke zrealizowana przez mobilny manipulator i tor ruchu
obiektu do przechwycenia. Wida¢ wyraznie, ze wprowadzenie niewielkich zakloceri do sza-
cowania pozycji obiektu spowodowato odchylenia $ciezki zadanej od rzeczywistego toru
ruchu celu. Skutkuje to zwiekszeniem dystansu miedzy chwytakiem a obiektem poruszaja-
cym sie, co przedstawiono na rys. 9.23a. Blad utrzymuje sie jednak na poziomie 23 [cm].
W takich warunkach zamkniecie szczek chwytaka powinno by¢ mozliwe. Nalezy podkresli¢,
ze nie zostaly zastosowane zadne procedury filtracji pomiaréw, ktore moglyby zwiekszyé
precyzje wykonania manewru.

Wprowadzone zaszumienie pomiaréw przetozylto sie na definicje Sciezki zadanej. Jej
niezmienniki geometryczne przedstawiono na rys. 9.24 oraz 9.25. Widoczna zmiennosé
przebiegu $wiadczy, ze powstala krzywa 1n?P-sklejana nie odwzorowuje okregu idealnie.
Niemniej jednak, wprowadzone zaszumienie nie pogorszylo jakosci realizowania zadanej
Sciezki, o czym $wiadczg wykresy bledow na rys. 9.26 oraz rys. 9.27. Rowniez przebiegi
wygenerowanych sterowan na rys. 9.28 sa akceptowalne i mozliwe do realizacji na rzeczy-
wistym robocie. Wprowadzony szum pogarsza zatem jakos¢ generowanej Sciezki zadanej,
lecz nie wplywa na sama realizacje zadania Sledzenia $ciezki.
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Rysunek 9.22: Ruch obiektu (linia czerwona) i $ciezka zrealizowana przez manipulator
mobilny (linia rézowa) — zaburzony pomiar potozenia celu.
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Rysunek 9.23: Dystans miedzy koricowka chwytaka a obiektem — zaburzony pomiar poto-
zenia celu.
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Rysunek 9.24: Niezmienniki geometryczne zrealizowanej Sciezki w parametryzacji Serreta—

Freneta — zaburzony pomiar potozenia celu.
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Rysunek 9.25: Niezmienniki geometryczne zrealizowanej Sciezki w parametryzacji Bishopa

— zaburzony pomiar potozenia celu.
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Rysunek 9.28: Wygenerowane sterowania u — zaburzony pomiar potozenia celu.

9.5 Podsumowanie

Przedstawione w niniejszym rozdziale studium potwierdza, ze parametryzacje krzywo-
liniowe mozna z powodzeniem wykorzysta¢ w zadaniach polegajacych na chwytaniu obiek-
tow dynamicznych. Podejscie oparte o §ledzenie $ciezki definiowanej przez nieinercjalny
uktad odniesienia dobrze sprawdza sie w fazie przed przechwytem, kiedy manipulator po-
winien zblizy¢ sie do obiektu w ruchu i utrzymywac pozycje wzgledem niego. Utozsamienie
uktadu stowarzyszonego z celem do przechwycenia oraz uktadu lokalnego wynikajacego
z parametryzacji krzywoliniowej pozwala na ksztaltowanie ruchu robota poprzez dobor
Sciezki i jej modyfikowanie w trakcie wykonywania manewru.

Krzywymi o wlasnosciach szczegolnie pozadanych do tego celu sa krzywe n3P-sklejane.
Doboér wspotezynnikow tych wielomianéw pozwala na:
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e laczenie kolejnych wielomianéw z zachowaniem odpowiedniej klasy cigglosci geome-
trycznej i rozniczkowej w punktach sklejenia;

e ksztaltowanie $ciezki;

e laczenie warunkow poczatkowych i konicowych, zdefiniowanych przez ewolucje ukta-
du lokalnego, za pomoca gtadkich wielomianéw.

Mozna je zatem wykorzysta¢ do definiowania kolejnych etapéw Sciezki w trakcie wykony-
wania manewru i taczenia ich w odpowiedni sposéb w punktach sklejenia. Przedstawio-
ne badania symulacyjne wskazuja, ze krzywe 1n°P-sklejane dobrze aproksymuja nie tylko
okregi, ale takze krzywe o innej charakterystyce, np. linia §rubowa czy krzywa Lissajous.

Nalezy jednak podkresli¢, ze ksztattowanie Sciezki w trakcie wykonywania manewru
nie pozwala na aprioryczne zdefiniowanie jej krzywizny. W analizowanych przypadkach
krzywizna $ciezki czesto malata do wartosci bliskich zeru. W szczegoélnosci takie zacho-
wanie bedzie mialo miejsce, gdy obiekt do przechwycenia porusza sie po linii prostej.
Wskazuje to na koniecznosé zastosowania parametryzacji Bishopa lub parametryzacji beta
w rozwazanym scenariuszu. Dzieki temu mozliwe bedzie unikniecie probleméw wynikaja-
cych z osobliwosci parametryzacji Serreta—Freneta w punktach o zerowej krzywiznie, co
omowiono szerzej w rozdziale 7.2.

Przedstawione wyniki podkreslaja takze istote przewidywania ruchu obiektu. Znany
model ruchu celu, ekstrapolacja kolejnych pozycji na podstawie pomiaréw lub metody
predykcyjne w istotny sposob zwickszaja doktadnosé wykonania manewru przechwycenia.
Wazne sg rowniez wszelkie zatozenia dotyczace ruchu obiektu, ktére mozna uwzglednicé
w dziataniu generatora Sciezki zadanej.

Im mniej danych zostanie wykorzystanych na poziomie generatora Sciezki, tym czesciej
nalezy aktualizowa¢ parametry Sciezki zadanej. Moze to jednak prowadzi¢ do powstania
wysokoczestotliwosciowych oscylacji w przebiegach sygnatow sterujacych. Choé charakte-
ryzuja sie one niewielka amplituda, to moga niekorzystnie wptynaé¢ na dziatanie napedow
robota. Ponadto, nalezy podkresli¢ fakt, ze precyzyjna predykcja ruchu znacznie bardziej
poprawia dokltadnosé¢ pozycjonowania robota wzgledem obiektu w ruchu, niz zwiekszanie
czestotliwodcei aktualizowania parametrow Sciezki zadane;j.

Zaproponowane podejécie sprawdza sie réwniez w warunkach zaszumienia pomiaréw
pozycji obiektu do przechwycenia. Do poprawnej realizacji zadania nie jest bowiem ko-
nieczne doktadne odwzorowanie toru ruchu celu, lecz osiggniecie i utrzymanie jego pozycji.
Nalezy jednak podkresli¢, ze zastosowanie odpowiedniej filtracji i fuzji danych pomiaro-
wych jest korzystne, gdyz zwieksza to precyzje predykeji ruchu celu. Jak wspomniano po-
wyzej, jest to aspekt kluczowy dla dobrej aktualizacji parametrow Sciezki zadanej w trakcie
wykonywania manewru.






Rozdziat 10

Podsumowanie

Zadanie $ledzenia $ciezki to jedno z podstawowych zadari robotycznych. Dla wielu
klas obiektow pozostaje najtrudniejszym zadaniem w przygotowaniu koncepcyjnym oraz
implementacji algorytmu. Jednocze$nie jest to zadanie istotne z perspektywy najwaz-
niejszych wyzwan wspolczesnej robotyki, np. sterowania pojazdami autonomicznymi czy
realizacji zadan na orbicie okotoziemskiej przez manipulatory kosmiczne.

W pracy zostalo przedstawione i rozwiniete podejscie parametryczne do realizacji zada-
nia Sledzenia Sciezki. W tym celu wykorzystano parametryzacje krzywoliniowe — formalizm
matematyczny stanowiacy fundament geometrii rézniczkowej, ktory zostal zaproponowa-
ny po raz pierwszy w XIX wieku i byl rozwijany na przestrzeni kolejnych dziesiecioleci.
Przedstawiona aplikacja to przyktad nadajacy nowe zycie formutom i modelom matema-
tycznym opisujacym otaczajaca nas rzeczywistosc.

W niniejszej rozprawie najpierw omowiono rézne metody parametryzacji krzywolinio-
wych. W rozdziale 2 przedstawiono réwnania ewolucji uktadéw lokalnych wzdtuz krzy-
wych geometrycznych dla réznych reprezentacji parametryzacji krzywoliniowych, a takze
w zaleznosci od unormowania parametru. Istotnym wynikiem tego przegladu jest fakt, ze
ogb6lna struktura rownan opisujaca ewolucje uktadu lokalnego w czasie jest identyczna dla
kazdego rodzaju parametryzacji.

W rozdziale 3 wykorzystano parametryzacje krzywoliniowe do wyprowadzenia réwnan
opisujacych potozenie oraz orientacje obiektéw robotycznych wzgledem Sciezki w prze-
strzeni trojwymiarowej. W tej czesci przedstawiono réwnania robota wzgledem $ciezki
w parametryzacji ortogonalnej oraz nieortogonalnej, analizujac ich wtasnosci. W szcze-
golnosci, rozwazono osobliwosci wynikajace z podejécia ortogonalnego. Wskazano metode
przesuniecia osobliwosci ortogonalnych poza Sciezke, a takze zdefiniowano warunki gwa-
rantujace ich ominiecie. Sformutowano réwniez réwnania kinematyki robota wzgledem
$ciezki, ktore stanowig ograniczenia predkosciowe gwarantujace poprawny ruch robo-
ta wzgledem zadanej krzywej. Nalezy podkresli¢, ze zaproponowana formuta jest ogélna
i prawdziwa dla kazdej metody parametryzacji oraz rodzaju opisu robota: wzglednego
potozenia, orientacji lub postury.

Rozdzial 4 to precyzyjne sformutowanie problemu sterowania, a takze wskazanie ogol-
nego schematu rozwiagzania opartego o parametryczny opis robota wzgledem Sciezki. Klu-
czowe w tym schemacie sg ograniczenia predko$ciowe zdefiniowane w rozdziale 3. Wystepo-
wanie tego typu ograniczen skutkuje podobnymi konsekwencjami dla uktadu sterowania,
jak obecnos¢ ograniczen nieholonomicznych pierwszego rzedu. Z tego wzgledu przyjeto ka-
skadowa strukture uktadu sterowania, roéwniez dla obiektéw holonomicznych. Jako ogdlna
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metode rozwiagzania problemu sterowania wskazano algorytm catkowania wstecznego.

Metoda ta zostata zastosowana do zaprojektowania algorytmoéw sterowania dla obiek-
tow holonomicznych (rozdziat 5) oraz mobilnych obiektéw nieholonomicznych (rozdzial 6).
Przedstawiono algorytmy sledzenia Sciezki wraz z dowodami stabilnosci dla réznych po-
ziomow znajomosci modelu dynamiki robota (pelna znajomosé, brak znajomosci parame-
trycznej lub strukturalnej, catkowita nieznajomos¢). Wyniki teoretyczne zweryfikowano
za pomoca badan symulacyjnych oraz cze$ciowo eksperymentalnych. Uzyskane rezultaty
potwierdzaja wtasciwosci zaproponowanych algorytméw. Na szczegolna uwage zashuguja
wyniki badan eksperymentalnych przedstawione w rozdziale 5.4. Zostaly one przepro-
wadzone dla manipulatora redundantnego KINOVA® Gen3, ktory byt dostepny w miejscu
prowadzenia badan — Katedrze Cybernetyki i Robotyki Politechniki Wroctawskiej. Sa-
tysfakcjonujace wyniki tej walidacji swiadcza o praktycznej stosowalnosci proponowanych
rozwigzan.

W rozprawie przedstawiono ogblne modele do realizacji zadania $ledzenia $ciezki przez
obiekty robotyczne w oparciu o rézne metody parametryzacji krzywoliniowych. Rozwa-
zan dopekia rozdzial 7, w ktéorym zestawiono najwazniejsze zalety oraz wady poszcze-
golnych metod. Rozwazono nastepujace aspekty: minimalne wymagania na klase krzywej,
wplyw punktow o zerowej krzywiznie, rotacje uktadu lokalnego wzgledem krzywej, osobli-
wodci parametryzacji, mozliwosé taczenia réznych metod. Zebrano réwniez najwazniejsze
wskazowki 1 porady praktyczne, ktére moga postuzy¢ wyborowi metody parametryzacji
odpowiadajacej warunkom biezacej aplikacji.

Kolejne dwa rozdzialy stanowia probe zmierzenia sie z wybranymi praktycznymi wy-
zwaniami zadania $ledzenia §ciezki. W rozdziale 8 zaproponowano trzy rozwigzania, ktore
pozwalaja ograniczy¢ momenty sterujace generowane przez podane prawa sterowania bez
naruszenia wlasnosci algorytmow. W tym celu skorzystano z podstawowej cechy wynikaja-
cej z definicji zadania Sledzenia Sciezki: opis $ciezki jest czysto geometryczny i nie naktada
rezimow czasowych na obiekt sterowania. Dzieki temu generowane sterowania moga byé
ograniczane, np. poprzez autonomiczne spowalnianie ruchu robota wzdtuz sciezki. Zapro-
ponowane metody zostaly przeanalizowane i poréwnane pod wzgledem wad, zalet oraz
zakresu ich stosowania.

W rozdziale 9 rozwazono z kolei mozliwosci zastosowania zaprojektowanych algoryt-
mow w zadaniach przechwytywania obiektéw dynamicznych. U podstaw tego pomystu lezy
utozsamienie poruszajacego sie obiektu z wirtualnym uktadem odniesienia, ktéry mozna
uzyska¢ na podstawie wybranej metody parametryzacji. W ten spos6b mozna uzyskaé
opis robota wzgledem ruchomego celu. Takie rozwiazanie mozna zastosowa¢ do realiza-
cji fazy przed przechwytem, gdy konieczne jest odpowiednie podejscie do dynamicznego
obiektu. Wyzwaniem w tej metodzie jest odpowiednia predykcja ruchu oraz aktualizacja
Sciezki zadanej w wykorzystanym uktadzie sterowania. Niemniej jednak, zaproponowane
podejscie pozwala realizowac¢ zadanie w sposéb intuicyjny, a jednoczesnie gwarantuje duza
elastycznosé na zmieniajace sie warunki.

Wyniki zaprezentowane w niniejszej rozprawie potwierdzajg teze postawio-
na we wstepie. W tabeli 10.1 wskazano najwazniejsze wyniki pracy, ktore potwierdzaja
szczegdlowe tezy postawione w rozdziale 1.3.

Kierunki przyszlych badan. Z niniejszej rozprawy wynika, ze realizacja zadania Sle-
dzenia $Sciezki jest istotna dla wspotczesnych problemoéw robotyki, a jednocze$nie jest to
temat nietrywialny. Przedstawione wyniki stanowia pewien zbiér rozwiazan o wtasno-
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Sciach potwierdzonych teoretycznie. Jednocze$nie zaproponowany opis posiada stopien
ogolnosci, ktory mozna dostosowaé do realizowanych aplikacji i ich ograniczen. Warto
jednak podkresli¢, ze przedstawione wyniki nie wyczerpuja tego niezwykle rozbudowane-
go tematu. Mozna wskazac¢ nastepujace dalsze kierunki badar naukowych:

1. Opis postury robota wzgledem $ciezki mozna wyrazi¢ za pomocg kwaternionéow du-
alnych [6, 125]. W ten sposéb mozna uzyskaé¢ opis w bardziej zwartej i jednolitej
postaci. Nalezaloby zbada¢, jakie konsekwencje niesie to dla struktury uktadu ste-
rowania, w szczegblnosci sterownika kinematycznego.

2. Przedstawione algorytmy pozwalaja na sterowanie posturg robota. Ciekawym rozwi-
nieciem bytoby powiazanie zaproponowanych rozwiazan z algorytmami sterowania
sitowego. Badania nad taka koncepcja zostaly przedstawione m. in. w pracy [60].
Wskazano tam na mozliwos¢ rozwazenia parametryzacji nieortogonalnej oraz para-
metryzacji innej niz metoda Serreta—Freneta w projektowaniu algorytmoéw sterowa-
nia pozycyjno-sitowego.

3. Rozwiniecia wymaga réwniez podejscie przedstawione w rozdziale 9. Dotyczy to
zaréwno predykcji ruchu dynamicznego celu, jak i aktualizacji $ciezki zadanej. Po-
wigzanie algorytmow sledzenia Sciezki z algorytmami sterowania sitg pozwolitoby
z kolei na rozszerzenie aplikacji o procedure chwytu.

4. Wyniki teoretyczne zostaly zweryfikowane eksperymentalnie tylko dla manipulatora
holonomicznego. Nalezatoby rozwinaé¢ stanowisko laboratoryjne wyposazone w ma-
nipulator mobilny i przeprowadzi¢ poszerzone badania eksperymentalne rowniez dla
mobilnych obiektéw nieholonomicznych.

Tabela 10.1: Najwazniejsze wyniki pracy potwierdzajace szczegbltowe tezy pracy.

Teza Wyniki

Pokazano, ze do realizacji zadania §ledzenia $ciezki mozna stosowac roz-
ne metody parametryzacji krzywoliniowych. W rozdziale 3 wskazano
ogb6lna postaé¢ kinematyki robota wzgledem Sciezki. Jej szczegdétowa po-
sta¢ zalezy od arbitralnego doboru metody parametryzacji krzywolinio-
wej. W rozdziatach 5 oraz 6 przedstawiono prawa sterowania oparte
na tej strukturze. Nie zaleza one od konkretnej postaci parametryzacji
krzywoliniowej. Przedstawione tam badania symulacyjne oraz ekspery-
mentalne wykonano dla réznych metod parametryzacji, za kazdym ra-
zem uzyskujac poprawne wyniki. Konsekwencje z wyboru konkretnych
metod przeanalizowano w rozdziale 7.

Parametryzacja nieortogonalna jest globalnym opisem robota wzgledem
Sciezki. W rozdziale 3 pokazano, ze parametryzacja nieortogonalna nie
wprowadza dodatkowych ograniczen do opisu robota wzgledem $ciezki.
Zgodnie ze Spostrzezeniem 18, parametryzacja nieortogonalna zwicksza
wymiarowo$¢ zadania, ale pozwala uzyska¢ dobrze zdefiniowany opis
robota wzgledem $ciezki w calej przestrzeni tréjwymiarowe;j.

J1

J2
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Tabela 10.1: Najwazniejsze wyniki pracy potwierdzajace szczegbltowe tezy pracy.

Teza Wyniki

Algorytm calkowania wstecznego mozna skutecznie wykorzystaé¢ do pro-
jektowania algorytmow Sledzenia Sciezki. W rozdziale 4 zaproponowano
ogb6lng strukture uktadu sterowania pozwalajacego na realizacje zada-
nia sledzenia $ciezki. Algorytmy sterowania, zaprezentowane w rozdzia-
tach 5 oraz 6, zostaly zaprojektowane w oparciu o metode catkowania
wstecznego, ktora stosuje sie w wielu aplikacjach do realizacji sterowa-
nia dla uktadéw z ograniczeniami nieholonomicznymi. W projektowa-
niu algorytmoéw §Sledzenia Sciezki mozna stosowaé analogie do uktadow
nieholonomicznych dzieki zdefiniowaniu opisu robota wzgledem $ciezki
w formie ograniczenia predkosciowego, co wynika z Twierdzenia 1.

W realizacji zadania sledzenia $ciezki mozna stosowaé rézne sterowni-
ki dynamiczne bez naruszenia ogélnej architektury uktadu sterowania.
W rozdziale 4 wskazano, ze sterownik realizujacy zadanie sledzenia $ciez-
ki zbudowany jest z dwoch poziomoéw: sterownika kinematycznego oraz
sterownika dynamicznego, ktore dziataja réwnolegle. Sterownik kine-
matyczny odpowiada za spetienie narzuconych ograniczen predkoscio-
J4 wych, a sterownik dynamiczny — za realizacje odpowiednich profili pred-
kosciowych. Dzieki temu sterownik dynamiczny mozna dobra¢ dowolnie,
zgodnie z poziomem znajomosci modelu dynamiki robota. Wskazuja na
to twierdzenia przedstawione w rozdziatach 5 oraz 6. Przedstawiono
tam rozwiazania dla réznych pozioméw znajomosci dynamiki obiektow
holonomicznych oraz mobilnych nieholonomicznych. Za kazdym razem
stosowano jednak ten sam sterownik kinematyczny.

Przedstawione podejscie oparte o parametryzacje krzywoliniowe mozna
rozszerzy¢ do sterowania postura robota wzgledem Sciezki. Opis orien-
tacji robota wzgledem Sciezki zostat zdefiniowany w rozdziale 3.3. Dalej
w rozdziale 3 przedstawiono réwnania postury robota wzgledem $ciez-
T5 ki. Wskazano, ze opis parametryczny jest znakomitym narzedziem do
opisu potozenia i orientacji robota wzgledem uktadu na Sciezce. Taka
definicja moze by¢ przydatna zwlaszcza w realizacji zadan manipula-
cyjnych. Poprawno$é rozwiazania zostala zweryfikowana symulacyjnie
oraz eksperymentalnie w rozdziale 5.4.2.

Ograniczenia na sterowania mozna jawnie uwzgledni¢ w algorytmach
J6 Sledzenia Sciezki. W rozdziale 8 przedstawiono rézne metody realizacji
tego aspektu.

Parametryczny opis robota wzgledem §Sciezki mozna zastosowaé do sle-
dzenia rzeczywistych obiektoéw. Przyktad takiego rozwigzania zostalt za-
prezentowany w rozdziale 9. Przedstawione studium przypadku obra-
zuje, w jaki sposo6b mozna dostosowaé¢ rozwijane algorytmy s$ledzenia
Sciezki oparte o parametryzacje krzywoliniowe do realizacji manewru
przechwytywania obiektéw dynamicznych.

T3
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Dodatek A

Modele robotow

A.1 Manipulator RTR

W badaniach przedstawionych w niniejszej rozprawie rozwazono stacjonarny manipu-
lator holonomiczy o trzech stopniach swobody: rotacyjnym, translacyjnym i rotacyjnym.
Z tego wzgledu manipulator zostal oznaczony skrétem RTR. Schemat robota przedsta-
wiono na rys. A.1. Zmienne konfiguracyjne manipulatora RTR opisuja pozycje katowe dla

L

IR

Z() YO

LN 78
Xo

ds
13

Rysunek A.1: Struktura kinematyczna manipulatora RTR.

przegubow rotacyjnych, q; oraz (s, oraz polozenie przegubu translacyjnego .. Wektor
zmiennych stanu jest zdefiniowany jako

qd1
q=1{92|- (A.1)
qs

A.1.1 Kinematyka

Potozenie koncowki chwytaka manipulatora w uktadzie bazy X,YyZo mozna uzyskac na
podstawie parametryzacji Denavita—Hartenberga [122|. Parametry Denavita—Hartenberga
dla manipulatora RTR zostaly przedstawione w tabeli A.1, gdzie jako 1; oznaczono dtugosé
i-tego ogniwa manipulatora. Z przyjetej parametryzacji wynika homogeniczna macierz
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Tabela A.1: Parametry Denavita—Hartenberga dla manipulatora RTR.

Ogniwo | Rot(Z,0;) | Trans(Z, d;) | Trans(X, a;) | Rot(X, &)
1 qi 0 0 0
2 0 (e 12 7'(/2
3 qds 0 13 0

transformacji od uktadu bazowego do uktadu koncowki chwytaka

cosqicosqs —cosqisings sing; cosqi(le 4 l3cosqs)

3 cosqssinq; —singisings —cosq; sinq;(ly + L3 cos qs)
Iy = ; : , (A.2)
sin s cos (3 0 g2 + lysin gs
0 0 0 1

skad mozna odczytaé zalezno$¢ potozenia p od wartosci zmiennych z przestrzeni konfigu-
racyjnej q [81]
cos q1 (1l + 13 cos q3)
p(q) = | sinqi(ly + lzcosqs) | . (A.3)
gz + l3sinqs

Rozniczkujac rownanie (A.3) wzgledem czasu, mozna uzyskac¢ rownania opisujace pred-
kosci koncowki chwytaka w przestrzeni zadaniowe]

p=——4=J(q)q, (A.4)
gdzie J(q) jest macierza Jacobiego nastepujacej postaci

—sin q1(13COS q3—|—12) 0 —13 COSs (1 sin ds
J(q) = | cosqi(lscosqs+1y) 0 —lzsinqg;sings| . (A.5)
0 1 L3 cos qs

Analizujac postaé jakobianu (A.5), nalezy zwréci¢ uwage na konfiguracje osobliwe mani-
pulatora RTR, dla ktorych nie istnieje transformacja odwrotna zaleznosci (A.4), a zacho-
wanie manipulatora jest nieokreslone. Sa to konfiguracje, w ktérych wyznacznik jakobianu
zeruje sie. Wyznacznik macierzy Jacobiego dla manipulatora RTR jest rowny

det(]) = —sin q3(12 + 13 cos qg) (A6)

Z réwnania (A.6) mozna wywnioskowaé, ze osobliwosci manipulatora wystepuja wowczas,
gdy zachodzi q3 = kmt, k € Z, lub cos q3 = —1y/13. Pierwszy z warunkéw ma swoja inter-
pretacje geometryczng w postaci wyprostowanego lub zagietego ramienia manipulatora.
Tych konfiguracji nalezy unika¢. Drugi z warunkéw mozna tatwo wyeliminowaé¢ poprzez
zapewnienie odpowiednich parametréow geometrycznych — wystarczy zapewnié, ze drugie
ogniwo bedzie dtuzsze od trzeciego, tzn. 1y > 13 [60].
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A.1.2 Dynamika

Dynamika obiektu holonomicznego dana jest réwnaniem (4.2). Poszczegolne elementy
dla manipulatora RTR przyjmuja nastepujace wartosci [57]:

e macierz bezwladnosci Q(q)

Qu 0 0
Qlg)=1] 0 Qa2 Quf, (A7)
0 Qa2 Q33

gdzie

1 1
Qll = §m213 —+ mglg + §m31§ COS2 qs + mglglg COs (3,
Q22 = My + mg,

1
Qa3 = §m313 COs (3,

1
Q33 = gmslg,

e macierz sit Coriolisa i sit odsrodkowych C(q, q)

Cii 0 Cy
Clq,q)=| 0 0 Cyj, (A.8)
—Ci3 0 O

przy czym

) 1 1 .
Ci1 = —qsmsls (512 + 513 cos q3> sin g3,

. 1 1 .
Ci3 = —qimsls (512 + 513 coS q3) sin 3,

.1 .
Cos = —q3§m313 sim gs,

e wektor grawitacji g(q)
0

glq)=| (m2+ma)g |. (A.9)
%gmglg COS (3

W powyzszych wzorach g oznacza przyspieszenie ziemskie, natomiast m; oznacza mase

i-tego ogniwa manipulatora.

A.1.3 Wartosci parametrow

W badaniach symulacyjnych uwzgledniono wartosci parametréow masowych i geome-
trycznych, ktore zostaly przedstawione w tabeli A.2.
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Tabela A.2: Parametry geometryczne i masowe manipulatora RTR.

Symbol Wart $¢ Opis
mo 0 [kg] masa drugiego ogniwa manipulatora
ms 0 [ke] masa trzeciego ogniwa manipulatora
1, 3 [m] | dlugosé drugiego ogniwa manipulatora
13 2 [m] | dlugosé trzeciego ogniwa manipulatora

A.2 Manipulator redundantny

Innym manipulatorem holonomicznym rozwazanym w rozprawie jest robot KINOVA®
Gen3 [64]. Jest to manipulator redundantny o siedmiu stopniach swobody, ktore stanowi
siedem przegubdw rotacyjnych. Robot ten zostatl wykorzystany zaréwno do badarn symula-
cyjnych, jak i walidacji eksperymentalnej. Strukture kinematyczna robota przedstawiono
na rys. A.2. Na schemacie zaznaczono uktady lokalne stowarzyszone z bazg manipula-
tora, kolejnymi przegubami, a takze interfejsem*, do ktérego mozna przylaczy¢ chwytak.
Ponadto, na schemacie przedstawiono parametry geometryczne robota. Manipulator znaj-
dujacy sie na stanowisku laboratoryjnym zostal przedstawiony na rys. A.3.

Stan manipulatora definiuja pozycje katowe w kolejnych przegubach. Zachodzi za-
tem q € R, gdzie

(A.10)

N
q=(dq1 92 93 94 g5 ds dr)

A.2.1 Kinematyka

Transformacje pomiedzy kolejnymi ukladami lokalnymi, zaznaczonymi na rys. A.2,
zostaly zdefiniowane w dokumentacji manipulatora [64]. Sa one dane nastepujacymi ma-
cierzami

[ cosq; —singq; 0 0 ] [cosqa —sings 0 0 |
m— —sinq; —cosq; O 0 m— 0 0 —1 0,0054
0 0 0 —1 0,1564 ! sinqa cosqe 0 —0,1284
|0 0 0 ] | 0 0 0 1
[ cosqs —singqs 0 0 [cosqq —singy 0O 0
m — 0 0 1 —0,2104 m— 0 0 —1 0,0064
2 —sinqs —cosqs 0 —0,0064 3 sinqy cosqqs 0 —0,2104
0 0 0 I | 0 0 0 1
[ cosqs —sings 0 0 ] [cos g —sinqg 0
m - 0 0 1 —0,2084 me — 0 0 -1 0
4 —sinqs —cosqs 0 —0,0064 ° sinqg cosqg 0 —0,1059
0 0 0 I | 0 0 0 1
[ cosq; —singy 0 0 ] [1 0 0 0
n— 0 0 1 —0,1059 m — 0 -1 0 0
67 |—singy —cosqr O 0 10 0 —1 —0,0615]"
| 0 0 0 I o 0 0 1

*Ten uktad lokalny mozna utozsamié¢ z uktadem narzedzia, jesli chwytak nie jest zamontowany.
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Rysunek A.2: Struktura kinematyczna manipulatora KINOVA® Gen3 wraz z parametrami
geometrycznymi wyrazonymi w milimetrach (schemat pochodzi z dokumentacji technicz-
nej robota [64]).

przy czym wszystkie wartosci zostaly podane w metrach. Na podstawie podanych ma-
cierzy mozna uzyskaé¢ transformacje ukladu bazy do ukladu narzedzia (interfejsu) na
podstawie zaleznosci

7
=] (A.11)
i=0

7 macierzy l"lg mozna odczytaé¢ macierz rotacji opisujaca orientacje uktadu narzedzia
wzgledem ukladu bazy, a takze potozenie koncéwki ramienia robotycznego wzgledem
ukladu bazy (ten punkt uwzgledniono jako punkt prowadzenia robota w przedstawio-
nych badaniach). Ze wzgledu na rozbudowana posta¢ réwnan nie zostang one podane
w formie jawnej. Mozna je jednak uzyska¢ w prosty sposob, wykonujac dziatanie (A.11).

Jakobian geometryczny w przestrzeni dla rozwazanego manipulatora réwniez mozna
wyznaczy¢ na podstawie transformacji danej réwnaniem (A.11). Zgodnie z praca [122],
i-ta kolumne jakobianu geometrycznego dla przegubu rotacyjnego mozna wyznaczy¢ z za-

leznosci

i—1 i—1

J, = (po (%(F)O )3k01) e RS, (A.12)
3kol
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Rysunek A.3: Manipulator KINOVA® Gen3 na stanowisku laboratoryjnym w konfiguracji
HOME |64].

gdzie pé_l oznacza potozenie uktadu (i — 1)-szego w uktadzie bazy, natomiast (R(i)_l)iikol
oznacza trzecig kolumne macierzy rotacji opisujaca orientacje uktadu (i—1)-szego w ukla-
dzie bazy. Ponownie, ze wzgledu na rozbudowana forme réwnan, posta¢ macierzy jako-
bianu manipulatora nie zostanie przytoczona w formie jawnej. Nalezy jednak podkresli¢,
ze w dokumentacji [64] zostaly przeanalizowane konfiguracje osobliwe ramienia robotycz-
nego.

A.2.2 Dynamika

Roéwnania dynamiki manipulatora redundantnego o siedmiu stopniach swobody sa
bardzo rozbudowane. Z tego powodu nie zostana podane w formie jawnej. W niniejszym
rozdziale przedstawiono jednak metodologie uzyskania tych réwnan wynikajacych z for-
malizmu Eulera—Lagrange’a [122]. W tej czesci przytoczono rowniez parametry masowo-
inercyjne manipulatora, ktore zostaly zdefiniowane w dokumentacji [64] i wykorzystane
do modelowania dynamiki robota.

Rownanie dynamiki manipulatora holonomicznego, zgodnie z réwnaniem (4.2), przyj-
muje ogblna postaé

Q(q)d +C(q,q)q +g(q) =u. (A.13)

Wektor grawitacji g mozna wyznaczy¢ jako gradient energii potencjalnej

_ 9V(q)
g(q) = W7 (A.14)

gdzie V oznacza catkowity energie potencjalna, ktoéra oblicza sie zgodnie z zaleznoscia

7
V(q) =—) mig TTp:, (A.15)
i=1
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przy czym m, oznacza mase i-tego ogniwa, g, = (0 0 —g O)T jest wektorem okre-
slajacym kierunek dziatania przyspieszenia ziemskiego g wzgledem ukitadu podstawowe-
go XoYoZy, natomiast wektor p; = (fq Yi Yi 1)T definiuje potozenie $rodka masy
ogniwa w lokalnym uktadzie odniesienia stowarzyszonym z przegubem poprzedzajacym
dane ogniwo. Wartosci mas poszczegdlnych ogniw oraz wspotrzedne potozenia srodka ma-
sy zostaly podane w dokumentacji [64] i przedstawione w tabeli A.3.

Tabela A.3: Wartosci masy oraz wspotrzedne potozenia §rodka masy dla kolejnych ogniw
manipulatora KINOVA® Gen3.

Ogniwo | Masa m; [kg] | Wsp. x; [m] | Wsp. y; [m] | Wsp. z; [m]
0 (baza) 1,697 -0,0006 -0,0002 0,0845

1 1,377 0 2001036 20,0734

2 1,1636 0 -0,0996 -0,0133

3 1,1636 0 -0,0066 -0,1179

4 0,93 0 -0,0755 -0,0150

5 0,678 0 -0,0094 -0,0639

6 0,678 0 -0,0455 -0,0097

7 0,5 -0,0003 -0,0114 -0,0298

Macierz inercji Q mozna z kolei uzyska¢ na podstawie analizy energii kinetycznej
manipulatora. W tym celu dla kazdego ogniwa definiuje sie macierz pseudoinercji postaci

Ixx-1 Ixyi Ixz-l mi;(i
Lo Lyye  Lyzz muus
I, = | v Yyi yzi iYi (A.16)
Ixz~1 Iyzi Izz~l mizq
mixi MiYyi Mizi My

Wartosci poszczegdlnych momentéw bezwtadnosci obliczone w uktadzie sSrodka masy ogni-
wa wzgledem uktadu lokalnego stowarzyszonego z przegubem poprzedzajacym dane ogni-
wo podano w dokumentacji [64]. Zostaly one przedstawione w tabeli A.4.

Tabela A.4: Warto$ci momentéw bezwtadnosci dla kolejnych ogniw manipulatora KiNO-
VA® Gen3 (wyrazone w jednostce [kg - m?]).

Ogniwo | I | Ly | Lz | Lyy L. | .

0 (baza) | 0,005 | 0 0 | 0,004 0 0,002
1 0,005 | 0 0 | 0,005 0 0,001
2 0,011 | 0 0 | 0,001 | -0,001 | 0,011
3 0,011 | 0 0 | 0,011 | 0,001 | 0,001
4 0,008 | 0 0 | 0,001 | -0,001 | 0,008
5 0,002 | 0 0 | 0,002 0 0
6 0,002 | 0 0 0 0 0,002
7 0,001 | 0 0 0 0 0,001

Kolejne elementy macierzy bezwladnosci Q mozna wyznaczy¢, korzystajac z zaleznosci

7 T
oy (ang)
iy = tr | s
Qs Z ( aqi "\ q;

p=0

(A.17)
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przy czym tr(-) oznacza $lad macierzy.
Macierz sit od$rodkowych i sit Coriolisa C mozna wyznaczy¢ na podstawie macierzy
inercji Q. W tym celu definiuje sie symbole Christoffela I rodzaju dla macierzy bezwtad-

nosci [122] jako
; 1 /0Qi(q)  0Qik(q) 9Qjk(q)
v = — . A.18
cild) =3 < oqx " 045 94y (A-18)
Na tej podstawie mozna wyznaczy¢ kolejne elementy macierzy sil odsrodkowych i sit
Coriolisa ze wzoru

7
Cij(g,q) =) ci;(q)dr. (A.19)

A.3 Manipulator mobilny

W badaniach przedstawionych w niniejszej rozprawie rozwazono manipulator mobil-
ny typu (nh, h). Platforme stanowi kolowy robot mobilny klasy (2,0), zwany monocy-
klem [12]. Jako manipulator uwzgledniono ramie RTR o trzech stopniach swobody, ktore
szczegoOltowo opisano w dodatku A.1. Schemat robota zostal przedstawiony na rys. A.4,
gdzie zdefiniowano parametry geometryczne: L — potowa szerokosci platformy mobilnej;
1 — odlegtos¢ miedzy srodkiem ciezkosci platformy mobilnej a punktem mocowania bazy
manipulatora; 1; — dltugosé¢ i-tego ogniwa manipulatora, i € {2, 3}. Jako stan rozwazanego

Ly®

Rysunek A.4: Schemat konstrukcji manipulatora mobilnego.

systemu robotycznego przyjeto wektor

gdzie q,, = (x y ¢ ¢ d)g)T oznacza stan platformy mobilnej, (x,y) to potozenie
srodka masy platformy na plaszczyznie XyYy w uktadzie globalnym, ¢ oznacza orien-
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tacje platformy w uktadzie globalnym, ¢; opisuje kat obrotu i-tego kota, i € {1,2};
qm = (q1 d2 qg)T oznacza zmienne konfiguracyjne manipulatora RTR.

A.3.1 Kinematyka

Dla ruchu platformy mobilnej zaktada sie brak poslizgu poprzecznego, a takze brak
poslizgu wzdtuznego dla obu kot. Wowcezas macierz Pfaffa z rownania (4.4) przyjmuje
postac

sing —cosp 0 O 0
A(q,) = |[cosd sind L —R 0|, (A.21)
cosp sinp —-L 0 —R

gdzie R oznacza promieni kota platformy. Dla tak okreslonych ograniczeri nieholonomicz-
nych mozna zdefiniowa¢ réwnania kinematyki monocykla, ktére przyjmuja postaé¢ bezdry-
fowego uktadu sterowania (4.6)

[cosd cos @]
sind sind
a- |+ —t|(1)-c@n (222
2 0
L0 7

Z rownania (A.22) mozna wnioskowaé o interpretacji predkosci pomocniczych 1. Sa one
rowne odpowiednio przeskalowanym predkosciom obrotowym poszczegélnych ko6t mono-
cykla. Za ich pomocag mozna réwniez wyrazi¢ podstawowe parametry predkosciowe plat-
formy, jak predkosé¢ liniowa V czy predkosé katowa w

V= 1 + Mo, (A23a)
1

Potozenie i orientacje konicowki chwytaka manipulatora w uktadzie globalnym mozna
uzyskac za pomocg ztozenia dwoch transformacji. Najpierw nalezy wyznaczy¢ transforma-
cje z globalnego uktadu odniesienia XoYyZy do uktadu lokalnego stowarzyszonego z baza
manipulatora Xy Yy Zyp, ktory znajduje sie na platformie mobilnej

T = Trans(X, x)Trans(Y,y)Rot(Z, ¢)Trans(X, 1), (A.24)

gdzie Rot(A,a) € SE(4) oznacza homogeniczng macierz rotacji wokotl osi A o kat a,
natomiast Trans(A,a) € SE(4) to homogeniczna macierz opisujaca translacje wzdhuz
osi A o dlugosé a. Nastepnie, trzeba wyznaczy¢ transformacje z uktadu bazy do uktadu
narzedzia manipulatora, ktora mozna oznaczy¢é jako TT; . Dla ramienia RTR zostata ona
okreslona w rozdziale A.1. Rownanie (A.2) definiuje przeksztatcenie z uktadu bazy do
uktadu stowarzyszonego z chwytakiem na podstawie parametréw Denavita—Hartenberga
podanych w tabeli A.1. Poprzez ztozenie tych przeksztatcen mozna uzyskaé homogeniczna
macierz transformacji z uktadu globalnego XYyZy do uktadu koncéwki chwytaka mani-
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pulatora mobilnego, ktora przyjmuje postaé

Co+aiCqs —Ch+aiSas  Sd+ar o +C¢+Q1(12+]’3CQ3) +x
M = ToTTe = CqsSd+qr —Sb+qiSqs —Ch+qr S + Sip+qi(la+1scq,) +y ’
Sqs Cqs 0 dz + lzsq,
0 0 0 1

(A.25)

gdzie sg = sin 0 oraz cg = cos 0. Stad polozenie konicowki chwytaka manipulatora w glo-

balnym uktadzie odniesienia, utozsamiane z punktem prowadzenia robota, mozna opisaé

rOwnaniem

Lcos § + cos(d + q1)<lg + 153 cos q3> +x

p(q) - lSin¢+Sin(¢+q1)<12+lgCOS C|3> +y |- (A26)
q2 +13 Sin q3

Z kolei orientacja uktadu lokalnego stowarzyszonego z chwytakiem manipulatora wyrazona
w uktadzie globalnym za pomoca macierzy rotacji jest rowna

cos(d + qq1) cosqs —cos(d + qq1)sinqgs  sin(d + q1)
R = [sin(¢p + q1)cosqs —sin(Pp + qq1)sinqs —cos(d +q1) | - (A.27)

sin s cos (3 0

W dalszych rozwazaniach pod uwage zostana wziete jedynie wspolrzedne polozenia chwy-
taka, gdyz tylko one zostaly wykorzystane w badaniach symulacyjnych przedstawionych
W niniejszej rozprawie.

Mozna zauwazy¢, ze potozenie chwytaka w globalnym ukladzie odniesienia opisane
rownaniem (A.26) nie zalezy od pozycji katowych poszczegdlnych kot platformy. Stad
mozna uprosci¢ wektor stanu do postaci

X
| Y |=(% A28
a—| 3= (). (A29)
Am
Wowezas rownanie (A.22) mozna zdekomponowaé
1= () = | & A.29
oo (§)-[g] s

Biorac pod uwage uproszczony wektor stanu manipulatora mobilnego (., predkosci kon-
cowki chwytaka w inercjalnym uktadzie odniesienia mozna opisaé¢ za pomoca réwnania

. op . ' | |
p= %qs - [a_z}:_l a_aqp;i| qs - []1 ]2:| qs :I(qs)qm (A30)

gdzie J(q,) = []1 ]2] jest macierza Jacobiego, dla ktorej zachodzi
[1 0 —Lsind — (13 + lzcos q3) sin(dp + q;)

0

J = 3 P _lo1 lcosd + (1o + lzcos q3) cos(d + q1) |, (A.31a)
G o 0 0
op [—(ly 4+ 13 cos q3) sin(d + q1) 0 —lzsinqgscos(d + q1)

IQ = —a = (l2+13COS qg) COS(d)—l—ql) 0 —lgsinqg sin(d)+q1) . (Aglb)
m ! 0 1 13 cos g3
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Uwzgledniajac zaleznosci z réwnania (A.29), mozna przeksztalcié réwnanie (A.30) do

postaci
b= 10 (&) =00 1l () -

(A.32)
= []1G1 | ]2} (-n > = []T | IQ}Z:I*(qS)Z,

gdzie z = (T]T qTTn)T jest rozszerzonym wektorem predkos$ci pomocniczych, a takze za-

chodzi

Lcosd —lsind —jsin(p +q1) Lcosd + lsind +jsin(Pp + q1)
H:E Lsind +1lcosd +jcos(d + q1) Lsind —lcosd —jcos(db+q1)|, (A.33)
0 0

przy czym j = ly + l3 cos q3.

Nalezy zauwazy¢, ze rownanie (A.32) opisuje system, dla ktorego jakobian J* € R3*5
jest macierza prostokatna o wymiarach 3 x5. W celu zbadania konfiguracji osobliwych roz-
wazanego obiektu mozna okresli¢ wspotczynnik manipulowalnosci, ktory definiowany jest
jako wyznacznik macierzy manipulowalnosci, tj. u = det(M), gdzie M = J*(J*)7 [122].

A.3.2 Dynamika

Rownania dynamiki nieholonomicznego manipulatora mobilnego (4.5), ktore wynikaja
z zasady d’Alemberta, mozna przedstawié¢, uwzgledniajac wprost cze$é¢ zwiazana z dyna-
mika platformy mobilnej oraz dynamika ramienia robotycznego [80|

{Qn Q12} (qp) i {Cn C12:| (qp) i <O5><1) _ {ATA} I {31 05><3:| (Up)
Qa1 Q) \dm Ca Cof \dn g: ) [03x 0352 I3 | \um/’

(A.34)
gdzie kolejne elementy maja nastepujaca interpretacje:

° |:Q11 Q12

} = Q(q) € R®*® jest macierzg inercji mobilnego manipulatora;

Qa2 Qa
. = C(q, q) € R°*® jest macierza sit odsrodkowych i Coriolisa;
Cy Coxp

4D)

porusza sie caly czas na plaszczyznie, wiec mozna przyjac, ze jej energia potencjalna
jest tozsamosciowo réwna zero;

° (05><1> = g(q) € R® jest wektorem grawitacji. Zaklada sie, ze platforma mobilna

A € R3 jest wektorem mnoznikéw Lagrange’a. Wiezy nieholonomiczne sg zdefiniowa-
ne jedynie dla platformy mobilnej, wiec mnozniki Lagrange’a nie wystepuja w czesci
modelu zwigzanej z ramieniem robotycznym:;

. {31 053

— B € R®*? jest macierza wejsciows;
0352 I3
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u . .
° (up> =u € R® jest wektorem sterowan. Wektor u, € R? reprezentuje momenty
m

sit przylozone do kot platformy, natomiast u,, € R?® — momenty sit w przegubach
ramienia robotycznego.

Warto podkresli¢, ze elementy macierzy Qq4, Qy, Ci2 oraz Cy; wynikaja z dynamicznego
sprzezenia platformy mobilnej oraz manipulatora.

W celu uzyskania reprezentacji dynamiki we wspotrzednych pomocniczych (4.10), na-
lezy zastosowac¢ zalezno$¢ wynikajaca z bezdryfowego uktadu sterowania dla platformy
mobilnej (A.22) oraz pomnozy¢ lewostronnie réwnanie (A.34) przez macierz

[ G’ 02><3:|
035 I3 |
Wowezas mozna otrzymaé model w postaci

Q*(q)z+C'(q.q4)z+ 9" (q) =By, (A.35)
gdzie kolejne elementy sg zdefiniowane nastepujaco:

e macierz bezwladnodci

di1 912 913 0 qjs

) G’ G G7 qu qz2 ng’ 25
Q'(q) = QQlé QQ12 = 1973 933 933 O 0 {, (A.36)

21 22 0 0 0 dis d9is

dis 4955 0  dis dss

przy czym
33
« q 2w, I
qH:m2+m3+F—TSIqu—FMt—f—L—Z—f—Zle,
33 I
q}‘2:m2+m3—cll_—2+Mt—L—z,

q36
qT3 = T — wsin q1,

38

% q
=——t
di5 L Cos (1,
3. 2w I
qgg =m2+m3+CII_—2+TSIHC]1+MJ[+L—Z+4M]<,
q36
q53 = ——— — wsinqq,

L
38
a5 = —qT —tcosqy,

1 1
(33 = gmﬂg + msl3 + gmglg cos® g3 + mslyls cos gs,
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*
qqq = M2 + Mg,

qZ5 = §m313 COSs (3,

1

q;f) = §m31{237
33 1 2, 12 1 2 2 2
q” = §m212 + 1*(my + m3) + molylcos q; + §m313 cos (5 + msly+
+ mslyls cos qs + mslslcos qp cos qs + 2maslylcos qq,
56 1 o 1 1 2 2 2
q>” = §m212 + émQLQLCOS q: + §m313 cos (5 + maly+

1
+ §m3131COS di cos s + mslalcos qq,

1
q38 = —Emglglsin Ji1 sin ds,

1 1
W = 51’“212 + 5111313 cos g3 + mglg,

1
t= §m313 sin ds,

gdzie m; oznacza masg i-tego ogniwa manipulatora, My = M, + 2My — calkowitg
mase platformy mobilnej (M,,) wraz z kotami (My), I, = I, +2L,, +2MyL? — catko-
wity moment bezwtadnosci platformy wzgledem osi Z,, ukladu lokalnego platformy,
[, — moment bezwladnodci samej platformy wzgledem osi Z, jej uktadu lokalnego,
I, = iMkR2 — moment bezwtadno$ci kota ustalonego wzgledem osi Z jego lokalnego
uktadu wspotrzednych;

e macierz sit Coriolisa i sit odsrodkowych

* * *

¢y ¢y ¢y 0 ci;
. * * * 0 c*
.. [G"(Q,6+CuG) G'C C1 €22 Co 2
C'(q,q) = C 1G1—|-Q 1G1 C 2= cy —C3 C3 0 ¢35, (A37)
21 21 22 O O 0 0 CZ5
cs; —C; C3 00
przy czym
. 033
Ci =P+ IR
9 ) 33
Cly = I (wcosqy + (me+m3)l) d—p — Ik
36
N : ) . c
ci3 = —w(d + qq1)cosqy + tgssing; + T
L 1 . c38
CT5 = t(d) —+ ql) sin qi1 — §m313q3 COS (1 COS (3 + T,



238 A. Modele robotéow

. 9 _ 33
Coy = —E(wcos g1+ (M +ms)l)p +p — iz
o33
C;2 =P + Fa
36
. o . c
Crs = —wW(d + q1)cosqy + tgssing; — T
L 1 . c38
cys =t(p +q1)sing, — §m313q3 oS (1 COS Q3 — T
. 63
31 - L )
C§3 - C667
C§5 = C68?
CZ5 = C78’
) o83
C51 = T?
C;S = _C687
33 _ . 1 . 1 . )
c” = —§m212181n qi — §mglglsm qi1cos gz — mglelsing; | +

(1, 1 . 1 .
— (3 §m313 Sin gz cos gs + 511131213 sin qs + §m3131 cos(qisinqs ),
L 1 . 1 . :
¢ = (¢ + q1) (—§mglglsln qi — §m313181n g cos q3 — mslalsin q1) +
(1, 1 .
— (s §m313 sin g3 cos g3 + §m31318m gscosqi |,
w_ (Lo I | |
c’® =—¢ 3m313 sin (g cos qs + 2m31213 sin qs + 2m3131(:os qisings | +
(15 1 . 1, .
— (1 §m313 Sin s cos sz + §m3131COS gismgdqs | — §q3m313181n g1 Ccos (s,

(1 1
C63 — (I) (§m212181n q: + §m313151n qicosqs+ mnglsin ql) +

1
— §q3m31§ sin g3 cos s,
66 _ - 1 9 . 1 .
c” =4(s3 —§m313 Sin g cos s — 51’1131213 smdqs |,

1. 1 1
68 — _§¢mgl§ sin qs cos 43 + g1 (—gmglg sin qs cos g3 — §m31213 sin q3> ,
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1
C78 = —§q3m313 sin q3,

al 1 1
B = <§TTL31§ sin g3 cos 3 + §m31213 sin qs3 + §m3131 oS (1 sin q3> +

1. 9 .
+ §q1m313 sin qs cos qs,

~ wcos (. tsing; .
L 1 L q37

p:

e wektor grawitacji

0
0
9"(q) = 0 ; (A.38)
(Mg + m3)g
%gmgl;g COS (3

gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie;

e macierz wejsciowa

20000
02000
B"=[0 0 100 (A.39)
00010
00001

Ponadto, dla rozwazanego manipulatora mobilnego macierz korekcji CY wynikajaca
ze Spostrzezenia 17 przyjmuje postac

0 0 vis 0 vis
0 0 vis 0 vis
CV=1lvis vis 0 0 0], (A.40)
0 0 0 0 O
Yi5 Yis 0 0 0

przy czym

1. /1 1
Yiz = 5(1) <§m212 + §m313 cos g3 + mglz) cosqy,

Yi5 = —nglgd) Singgsmqq.
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A.3.3 Wartosci parametrow

W badaniach symulacyjnych uwzgledniono warto$ci parametréw masowych i geome-
trycznych, ktore zostaly przedstawione w tabeli A.5. Nalezy podkresli¢, ze parametry
platformy mobilnej sa identyczne, jak parametry robota mobilnego klasy (2,0) wykorzy-
stanego do badan w pracy [132]. Parametry manipulatora zostaly dobrane arbitralnie.

Tabela A.5: Parametry masowe i geometryczne mobilnego manipulatora.

Symbol Wartosé Opis
M, 94 [ke] masa platformy mobilnej
My 5 [kgl masa kota
R 0,075 [m] promien kota

moment bezwtadnosci platformy mobilnej

. 2
Iz 6,609 [kg - m?] wzgledem osi Z,, jej uktadu lokalnego

L 0,3 [m] polowa szerokosci platformy mobilne;
odlegtos¢ miedzy srodkiem ciezkosci platformy mobilne;j
l 0,2 [m] a punktem mocowania bazy manipulatora

w kierunku osi X, uktadu lokalnego platformy
] masa drugiego ogniwa manipulatora

ms 20 [kg] masa trzeciego ogniwa manipulatora

dhugo$é drugiego ogniwa manipulatora

dhugos¢ trzeciego ogniwa manipulatora




Dodatek B

Roéwnania krzywych geometrycznych

B.1 Linia prosta

Prosta w danej przestrzeni mozna wyznaczy¢ za pomocg punktu poczatkowego 1y oraz
wektora kierunkowego t,. Rownanie prostej w parametryzacji unormowanej przyjmuje
postac

r(s) =To+ s——. (B.1)

B.2 Linia Ssrubowa

Linia $rubowa w parametryzacji nieunormowanej dana jest zaleznoscia (93]

acosu
r(u) = | asinu |, (B.2)
bu

gdzie a oraz b sg wspolczynnikami krzywej. Korzystajac z rownania (2.1), mozna unor-

mowacé parametr krzywej
s(u) =cu, (B.3)

gdzie ¢ = v/ a? + b2. Na tej podstawie rownanie linii srubowej w parametryzacji unormo-

wanej dane jest wzorem

acos 2
C

r(s)= [ asinZ |. (B.4)
bs

B.3 Krzywa Lissajous

Krzywa Lissajous zdefiniowana jest poprzez réwnanie w parametryzacji nieunormowa-
nej
Asin (au + 9)
r(u) = B sin (bu) , (B.5)
C

gdzie A, B, C, a, b, & sa wspotezynnikami krzywej. Rownanie (B.5) odpowiada krzywej
zdefiniowanej na plaszczyznie.
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B.4 Klotoida

Klotoida to krzywa geometryczna, ktorej krzywizna oraz torsja zaleza liniowo od unor-
mowanej odlegtosci krzywoliniowej. Zachodzi zatem

K(s) = k's + Ko, (B.6a)
T(s) = T's + 1. (B.6b)

Cecha charakterystyczna klotoidy jest fakt, ze stanowi swoiste uogélnienie krzywych, ktore
czesto stanowig podstawowe sktadowe Sciezek:

e linii Srubowej (state krzywizna i torsja),
e okregu (stala krzywizna i zerowa torsja), a takze
e prostej (zerowe krzywizna i torsja).

7 tego wzgledu klotoidy moga by¢ przydatne do taczenia ze soba tego rodzaju krzywych
i uogoblnienia ich opisu.

W pracy [43| przedstawiono réwnania klotoidy kanonicznej, tzn. przypadku, gdy za-
chodzi kg = 0 oraz Ty = 0. W parametryzacji Serreta-Freneta réwnanie krzywej jest
zdefiniowane nastepujaco

r(s) = % ((K/QC(S) + 1) to + VAK'S(s)nok /T’ (s — C(s))b0> , (B.7)

gdzie {ty, g, by} okresla stan poczatkowy ukladu Serreta-Freneta na $ciezce, A = k2412,
natomiast S(s) oraz C(s) oznaczajg calki Fresnela zgodnie z rownaniami

S [ VAE?
S(S):J sm( 5 )dE,,

0

s \/Z(z}
C(S):J COS( 5 ) dé.

0

Warto zwroci¢ uwage, ze okreslenie uktadu Serreta—Freneta na poczatku krzywej determi-
nuje przebieg calej krzywej. Ponadto, w pracy [43]| przedstawiono jawne réwnania ewolucji
uktadu Serreta—Freneta wzdtuz $ciezki

t(s) = % ((K%(s) )t + VAKs(s)1e + KT (1 — c(s)) b0> , (B.8a)
n(s) = % <—K's(s)t0 +VAc(s)ng + T’s(s)bo) , (B.8b)
b(s) = % <.</T’(1 —¢(s))ty — VAT's(s)ng + (T%c(s) + K’2)b0) , (B.8c)

przy czym s(s) = sin < A32/2> oraz c(s) = cos <\/Z52/2>.

W artykule [43] wskazano rowniez, ze rownania klotoidy w ogdélnym przypadku, tzn.
dla kg # 0 oraz 19 # 0, mozna uzyskaé¢ na podstawie rownan klotoidy kanonicznej. Klo-
toida uogolniona musi jednak spelnia¢ warunek komutatora, a wiec wymaga sie, aby jej
parametry spelnialy warunek k'ty — t'kg = 0. Wowczas taka klotoida ma tylko jeden
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punkt przegiecia zdefiniowany jako s = —ko/k’ = —1o/T’. W przypadku klotoidy kano-
nicznej punkt przegiecia znajduje sie w poczatku uktadu wspoétrzednych, wiec odpowiednia
translacja klotoidy uogoélnionej moze sprowadzié¢ ja do postaci klotoidy kanonicznej. Tym
samym, mozliwe bedzie wykorzystanie rownan typowych dla klotoidy kanonicznej (B.7)
oraz (B.8). Za praca [43] oznaczmy réwnania (B.7) oraz (B.8) w postaci funkeji zalezne;
od parametréw krzywizny i torsji oraz warunkéw poczatkowych krzywej

[Ts tg Tlg bg] = Q:(S;rg,to,no,bo,Kl,T/) . (B9>
Analogiczne rownania dla klotoidy uogélnionej mozna oznaczy¢ jako
[‘r? t? n? b?} = ®(S;T0,t0,n(],b0,Kl,T/, Ko,To) . (BlO)

W sposéb oczywisty zachodzi & (s; 1o, tg, g, bg, k', T/,0,0) = € (s; 710, tg, Ng, by, k', T).
Woéwcezas rownania dla klotoidy uogélnionej mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob

. (- _ P ¢ 4C ¢ WE 7
& (5570, to, Mo, bo, k', T/, Ko, To) = € (s — ;75 — 1§, t5,ng, by, k', '), (B.11)

gdzie kolejne argumenty klotoidy kanonicznej, wynikajacej z przesuniecia klotoidy uogol-
nionej, wyznaczane sa w nastepujacy sposob

[r§ t§ n$ by =¢(—5;0,t0,nd, by, —«',—1'), (B.12a)
[r$¢ t¢ n$ b =¢(—50,t5,nf, by, ', 7). (B.12b)
To podejscie pozwala przesunaé¢ uktad odniesienia tak, aby punkt przegiecia klotoidy
uogodlnionej znajdowat sie w poczatku nowego uktadu odniesienia. W nowym uktadzie
odniesienia klotoida staje sie zatem klotoidg kanoniczna. Wymaga to przesuniecia zaréwno

wspotrzednych punktu poczatkowego krzywej, jak i argumentu odlegtosci krzywoliniowe;j
od poczatku krzywej, co realizuja rownania (B.12).

B.5 Krzywa Béziera

Krzywa Béziera m-tego stopnia to krzywa w przestrzeni R™ zalezna od ogdlnego pa-
rametru u, u € [0, 1]. Krzywa jest wyznaczona przez zbior m + 1 punktéow kontrolnych

danych w przestrzeni R™, P = {Pq, Py, ..., P, }. Krzywa Béziera jest opisana wzorem [25]
r(u) =) BrmwPy, (B.13)
k=0

gdzie By m(u) oznacza wielomian Bernsteina dany zaleznoscia

m
By m(u) = <k)uk(1 —u)m K, (B.14)
Na tej podstawie mozna wnioskowaé, ze krzywa Béziera jest liniowa kombinacja funkcji
bazowych (wielomiany Bernsteina), gdzie wagami sa wektory z przestrzeni R™ zwane
punktami kontrolnymi lub weztami Py [55].
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W pracy [42] pokazano, ze pochodna krzywej Béziera dana jest wzorem

ZBkm 1(W)APy, (B.15)
k=0

gdzie APy = Py — Px. Stad mozna pokazaé¢, ze druga pochodna wzdtuz krzywej dana
jest zaleznoScia

d*r(u)
T = mm—1) ZBkm 2 (W) AP, (B.16)

gdzie AZPk = APk+1 — APk = Pk+2 — 2Pk+1 + Pk~

Ponadto, warto przytoczy¢ wynik pracy [42], w ktorej przedstawiono jawnie rownania
krzywej Béziera w parametryzacji Serreta—Freneta. Wersory uktadu Serreta—Freneta dla
krzywej Béziera zdefiniowane sa przez nastepujace réwnania

Z Bim—1(u)APy

tu) = , (B.17a)
H Z Bi,m—1(u)APy
—1m-—2

Z Z By m—1(1)Bj m—2(u) (APx x A?P;)
b(u) = - = — : (B.17Db)

Zo Z Bi,m—1(uW)Bjm—2(u) (AP x AZP;)

j=

n(u) = bw) x t), (B.17c)

W tej samej pracy [42] przedstawiono réwniez wzory, za pomoca ktorych mozna obliczy¢
podstawowe parametry geometryczne krzywej — krzywizne oraz torsje

m—1m—2

Z Z By m—1(1)Bjm_2(u) (AP x A%P;)

3 Y

m-—1

(B.18a)
u)APy

m—1m—2m—3
9 Z Z Y Bim—1(W)Bjm_2(u)Bym_3(u) (AP; x A*P;, A*Py)
D ~ . (B.18b)
m

2

T(u) =

m—1m—2
2 2 Bi,m—1(W)Bjm—2(u) (A?Py x A?P;)
k=0 j=0

B.6 Krzywa B-sklejana

Zgodnie z definicja zaproponowana w pracy [100|, krzywa B-sklejana p-tego stopnia
nazywa sie krzywa geometryczng okreslona przez réwnanie

w) =) Ni,(u)P;, (B.19)
i=0
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gdzie Pi, i € {0,...,n}, to punkty kontrolne wyznaczajace otoczenie wypukte krzywej,
natomiast Ny, (1) to funkcje bazowe p-tego stopnia zdefiniowane na zbiorze weztow

U={a,...,a,Upi1,..., Um—p_1,b,...,b}, (B.20)
——— ~—

p+1 p+1

przy czym dziedzina krzywej jest okreslona jako u € [a, b].

Funkcje Nj ,(u) to funkcje kawatkami wielomianowe (ang. piecewise polynomial func-
tions), ktore tworza baze dla przestrzeni wektorowej wszystkich funkcji kawatkami wielo-
mianowych o zadanych parametrach:

e stopien wielomianow;
e klasa ciggtosci funkcji;
e ustalony zbiér punktow weztowych U.

Ponadto zada sie, aby funkcje bazowe cechowaty sie pewnymi wlasnosciami, ktére spra-
wia, ze beda podobne do krzywych Béziera [100]. Wymaga sie zatem m. in. otoczenia
wypuklego, niezmiennosci transformacji, a takze lokalnosci. Ostatnia wlasnos¢ oznacza,
ze i-ta funkcja bazowa jest niezerowa tylko na pewnym przedziale dziedziny. Dzieki temu
punkt kontrolny P; wplywa na ostateczny ksztaltt krzywej tylko w otoczeniu, w ktorym
odpowiadajaca mu funkcja bazowa jest niezerowa. Funkcje bazowe p-tego stopnia definiuje
sie za pomoca nastepujacego wzoru rekurencyjnego [100]

1 Jesliug <u<ugyg
Nio(u) = { 0, w przeciwnym razie ’ (B.21a)
u— u; —u
Nip(u) = —1Ni,pfl(u) + et Nij1p—1(u), (B.21b)
Uitp — W Witp4+1 — Uit

przy czym w przypadku zerowania sie mianownikow w réownaniu (B.21b), a zatem dla
Uitp = Ui lubuiipir = uiyq, przyjmuje sig, ze odpowiadajacy danemu mianownikowi
sktadnik jest zerowy [100].

Tak zdefiniowane krzywe B-sklejane charakteryzuja si¢ pewnymi wlasnosciami [100].
Sposrod nich warto przytoczyé nastepujace:

1. Jeslin=piU={0,...,0,1,...,1}, to krzywa B-sklejana jest krzywa Béziera. Wy-
nika to z faktu, ze funkcje bazowe krzywej B-sklejanej przyjmuja postaé¢ wielomianow
Bernsteina dla odpowiednio dobranych punktéow weztowych, a takze odpowiednio
dobranej liczby punktéw kontrolnych do stopni wielomianéow.

2. Krzywa B-sklejana sktada sie z funkcji wielomianowych zdefiniowanych na wybra-
nych przedzialach dziedziny. Taka krzywa ma stopiein p i jest zdefiniowana dla
n + 1 punktoéw kontrolnych. Liczba weztow dla takiej krzywej wynosi m + 1, przy
czymm=n-+p+ 1.

3. Krzywa osiaga kraricowe punkty kontrolne, tzn. zachodzi r(a) = Py oraz r(b) = P,,.

4. Krzywa w catosci znajduje sie w otoczeniu wypuklym wyznaczonym przez wielokat
utworzony z punktéw kontrolnych.
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5. Wielokat wyznaczony przez punkty kontrolne odpowiada liniowemu przyblizeniu
krzywej B-sklejanej. Jako ogdlng zasade przyjmuje sie, ze im mniejszy stopien wie-
lomianéw bazowych p, tym doktadniej krzywa B-sklejana odwzorowuje wielokat
wyznaczony przez punkty kontrolne. W szczegolnosci, dla p = 1 krzywa B-sklejana
jest rowna wielokatowi wyznaczonemu przez punkty kontrolne.

6. Ciaglosé i rozniczkowalnosé krzywej B-sklejanej wynika wprost z wlasnosci funkcji
bazowych. Stad, krzywa B-sklejana jest gtadka wewnatrz przedziatow wyznaczonych
przez punkty weztowe i jest co najmniej klasy €P~* w punkcie weztowym krotnosci k.
Dla przyktadu przyjmijmy, ze funkcje bazowe sa kwadratowe (p = 2). Wowczas
krzywa B-sklejana jest klasy G, jesli wszystkie punkty weztowe 1 ze zbioru (B.20)
sa jednokrotne. Jesli wystepuja dwukrotne punkty weztowe, to krzywa B-sklejana
nie ma cigglej pochodnej, a jej klasa redukuje sie do €°.

Pochodna k-tego stopnia krzywej B-sklejanej definiuje si¢ wzorem [100]

d*r(u) =
o =W =) N (uw)P;. (B.22)
i=0

Z réownania (B.22) wynika zatem, ze aby wyznaczy¢ pochodna krzywej B-sklejanej nale-

zy obliczy¢ pochodne funkcji bazowych wzdtuz krzywej. Mozna to wykonaé¢ za pomoca
zaleznosci

| k
NK P Nisio B.23
i,p (p — k)' ); Ay j +j,p—Kk> ( )

gdzie wspotezynnik ay ; definiuje si¢ nastepujaco

Qp,0 = 1,
i ax—1,0
Axo = )
WUitp—k+1 — W
Q-1 — Qk—1j-1 .
ak:j: 7]:17"'7k’_17
Witp+j—k+1 — Wity
o T Ok—1k-1
Ay x =

Witp+1 — ui+k'
W definicji pochodnych funkcji bazowych nalezy uwzglednié¢ nastepujace reguty:
1. Zachodzi k < p. Wszystkie pochodne rzedu wyzszego niz stopien krzywej zeruja sie.

2. Jesli mianownik uwzgledniajacy réznice weztow u; zeruje sie, to caly odpowiadajacy
mu wspolezynnik przyjmuje wartosé zerows.

B.7 Krzywa 1n’P-sklejana

Krzywe 1n3P-sklejane zostaly zaproponowane w pracy [120]. Ich podstawa sg wielo-
miany sibdmego stopnia. Mozna je wykorzysta¢ do generowania trojwymiarowych Sciezek
z zachowaniem ciagtosci geometrycznej trzeciego rzedu. Wspotezynniki wielomianow uzy-
skuje sie na podstawie zdefiniowanych warunkéw brzegowych krzywej w oparciu o ewolucje
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uktadu Serreta—Freneta. Takie podejécie pozwala na intuicyjne generowanie nowych Scie-
zek na podstawie wiedzy o biezacej Sciezce oraz wyboru nowych warunkéw koncowych.
Ponadto, krzywe n3P-sklejane moga by¢ ksztaltowane za pomoca doboru szesciu parame-
trow nj.

Krzywa n3P-sklejana jest zdefiniowana za pomoca wielomianu

r(u) =xo +xau + xou? + xau’ + xau’ + x5u” + x6u’ + x7u’, (B.24)

gdzie u € [0; 1], natomiast x;, i € {0,...,7} sg wspoOtczynnikami zdefiniowanymi tak,
aby potaczy¢ zadane warunki brzegowe i zachowaé ciaglogé geometryczna G2 na krancach
dziedziny. Nietrudno zauwazyé¢, ze dla statych wspotczynnikéw x; pochodne dowolnego
rzedu wielomianu r(u) sa ciagle dla calej dziedziny. Warunki ciaglosci geometrycznej
odnosza sie zatem jedynie do potencjalnych punktéw sklejenia z innymi krzywymi.

Warunki brzegowe dla krzywej 13P-sklejanej zdefiniowane sa przez nastepujace ele-
menty:

e wspolrzedne punktu na krzywej w globalnym uktadzie odniesienia;

wersory uktadu Serreta—Freneta;

e krzywizna;

torsja;

pochodna krzywizny wzdtuz Sciezki.

Oznaczajac zestaw warunkow poczatkowych jako A oraz zestaw warunkéw koncowych
jako B, mozna przyja¢ notacje poszczegolnych elementéw przedstawiona w tabeli B.1.

Tabela B.1: Warunki brzegowe dla krzywej n3P-sklejanej [120].

Opis Warunki poczatkowe A | Warunki koricowe B
Punkt na krzywej r(0) =r1a r(l) =71
Uktad Serreta—Freneta [t(O) n(0) b(O)] - [t(l) n{1) b(l)} -
= [ta ma ba] = [tsg ng bg]
Krzywizna K(0) = Ka k(1) = kg
Torsja T(0) =TA (1) =18
Pochodna krzywizny d';(so) =Ka d';(sl) = Kp

Stosujac takie oznaczenia, mozna zdefiniowaé¢ wartosci parametrow x; dla wielomia-
nu (B.24). W pracy [120] zostaly podane nastepujace definicje

Xo = TA, (B.25a)

X1 =Mita, (B.25Db)
1

X2 =5 (KATﬁnA +ﬂ3tA), (B.25¢)

1 _
Xs =g (KATAbATﬁ + (kam; + 3KA111113)T1A) +Nsta, (B.25d)
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2 1 1 _
X4 = _gKATAbAn? — EKBTBang 3 <T]%(2KA + 15kA) + 6KA111T]3>“A+
1 _
5 (ﬂ%(KB — 15kg) + 3KBT]2114>T13 — (20111 +5n3 + 4T]5)tA+

1
35T + 3575 — (30112 5+ 2n6> ts, (B.25¢)

1 _
X5 = KATADATS + §KBTBbBﬂ§ + (Tﬁ(KA + 10k ) + 3KA111T]3>T1A+

1
+ 3 (n%(kg — l4kg) + 3KB1121‘I4)T113 + <45T]1 + 10ns + 6T]5>tA+

+ (391]2 — My + 3n6> tg + 84ra — 84rg, (B.25f)

2 1 1 _
X6 = _gKATAbAn:I’ - §KBTBbBﬂ§ 5 (ﬂ%(‘lKA +45ka) + 12KAn1n3>nA+

1 N 1
5 (ﬂg(KB — 13kg) + 3KB1”|2T14>T113 3 (72111 + 1513 + 8ﬂ5>tA+

1
— T0rA + 7075 — 5 <68n2 130, + 6n6)tB, (B.25¢)

1 1/,
X7 = 6<KATAbATﬁ’ + KBTBbBTé) + 6(‘1%('@\ + 12kA) + 3KAﬂ1Tl3>nA+
1 _
+ 6(”%(KB — 12xg) + 3Ksn2n4)ns + (10111 + 213 +n5)tA+
+ (10112 o+ n6> tg 4+ 20ra — 20T, (B.25h)

gdzie ni, 1 € {1,...,6}, sa wspolczynnikami wptywajacymi na ksztalt krzywej. Wymaga
sie, aby wspolezynniki spelniaty nastepujace warunki: ny,n, € R oraz ns,ng,ns,ne € R.
Wyboér konkretnych wartosci parametrow nie jest oczywisty, jednak autorzy pracy [120]
podali réowniez metody heurystyczne, ktore pozwalaja na dobre oszacowanie wartosci
wspotczynnikow 1. W szezegolnodei, zwrocono uwage, ze krzywe o dobrych wtasnosciach
geometrycznych mozna uzyskaé przyjmujac

N1 =MN2 = Sy, (B.26a)

Ny =M4 =15 =16 =0, (B.26Db)

gdzie s¢ oznacza catkowitg dhugosé krzywe;j.
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