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Oznaczenia zosta ly podporz
↪↪↪
adkowane nast

↪↪↪
epuj

↪↪↪
acej zasadzie og�olnej: symbole niewyt lu-

szczone (typu x) odnosz
↪↪↪
a si

↪↪↪
e do wielko�sci skalarnych, wyt luszczone (jak xxx, XXX, X) oznaczaj

↪↪↪
a
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φφφ ◦ψψψ | z lo_zenie odwzorowa�n (55)

AAA | macierz ogranicze�n fazowych w postaci Pfa�a (36)

AAA
j

i | transformacja uk ladu i w uk lad j (43)

adi
XXX YYY | iterowany nawias Liego (406)

adjAAA | macierz do l ↪↪↪aczona (401)

atan2 | funkcja atan2 (99)

B | klasa funkcji ograniczonych (403)

BBBλ(000) | kula domkni
↪↪↪
eta (236)

9



10 Spis oznacze�n

bbb | wektor binormalny (26)

CCC | macierz si l Coriolisa manipulatora (195)

Ck | klasa funkcji g ladkich rz
↪↪↪
edu k (403)

C∞ | klasa funkcji g ladkich (403)

Cω | klasa funkcji analitycznych (403)

ci
kj | symbole Christo�ela I rodzaju (195)

codim | kowymiar (80)

corank | korz ↪↪↪ad (79)

D | r�o_zniczka Gâteaux (84)

DDD | wektor si l grawitacji manipulatora (195)

Dkkkqqq0,T | jakobian analityczny robota mobilnego (86)

(Dkkkqqq0,T )# | pseudoodwrotno�s�c jakobianu analitycznego robota mobilnego (183)

d | r�o_zniczka (406)

det | wyznacznik macierzy (25)

diag | macierz diagonalna (214)

dim | wymiar (30)

div | dywergencja (136)

∆ | wyr�o_znik kon�guracji osobliwej (134)

δm | stopie�n mobilno�sci robota mobilnego (361)

δs | stopie�n sterowalno�sci robota mobilnego (361)

Em | elipsoida manipulowalno�sci (128)

Eqqq0,T
m | elipsoida mobilno�sci (186)

eee | b l ↪↪↪ad �sledzenia (205)

eeei | i-ty wektor bazowy przestrzeni liniowej (401)

exp | odwzorowanie wyk ladnicze (35)

exp | strumie�n pola wektorowego (278)

ΦΦΦ | macierz fundamentalna liniowego uk ladu dynamicznego (86)

φφφt | strumie�n uk ladu dynamicznego (404)

G | dystrybucja (37)

GGG | pola stowarzyszone z ograniczeniami fazowymi w postaci Pfa�a (37)

Γ | indeks kon�guracji osobliwej (138)

H | baza Ph. Halla (277)

H | hamiltonian (406)

I | przedzia l czasu (95)

III | macierz moment�ow bezw ladno�sci silnik�ow (249)

Ii | moment bezw ladno�sci wirnika i-tego silnika (199)

In | macierz jednostkowa rozmiaru n × n (29)
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idididRn | odwzorowanie identyczno�sciowe na Rn (403)

inf | in�mum (212)

J | wska�znik jako�sci sterowania (408)

JJJa | jakobian analityczny manipulatora (61)

JJJae | rozszerzony jakobian analityczny manipulatora (120)

JJJaλ | odwrotno�s�c przybli_zona jakobianu analitycznego manipulatora (168)

JJJ
a#

WWW
| pseudoodwrotno�s�c jakobianu analitycznego manipulatora (112)

JJJb | jakobian geometryczny w ciele (64)

JJJm | jakobian manipulatora (68)

JJJs | jakobian geometryczny w przestrzeni (64)

JJJse | rozszerzony jakobian geometryczny w przestrzeni (125)

JJJ
s#

WWW
| pseudoodwrotno�s�c jakobianu geometrycznego w przestrzeni (125)

JJJLi
| macierz inercji i-tego ramienia manipulatora (197)

JJJMi
| macierz inercji wirnika i-tego silnika (247)

K | klasa funkcji dodatnich, �sci�sle rosn ↪↪↪acych (412)

K | energia kinetyczna (194)

KKK | kinematyka manipulatora (39)

KKK|UUU | obci
↪↪↪
ecie kinematyki w dziedzinie (55)

kkk | kinematyka manipulatora we wsp�o lrz
↪↪↪
ednych (55)

kkk0 | posta�c normalna kinematyki (141)

kkkqqq0,T | kinematyka robota mobilnego (84)

Ker | przestrze�n zerowa (37)

κ | stopie�n uwarunkowania (130)

L | lagran_zian (194)

L2
n[0, T ] | przestrze�n funkcji ca lkowalnych z kwadratem (403)

Lk | klasa funkcji ca lkowalnych z k-t ↪↪↪a pot
↪↪↪
eg ↪↪↪a (403)

L∞ | klasa funkcji ograniczonych prawie wsz
↪↪↪
edzie (403)

λAAA | najwi
↪↪↪
eksza warto�s�c w lasna macierzy (402)

λAAA | najmniejsza warto�s�c w lasna macierzy (402)

M | rozmaito�s�c g ladka (30)

MMM | macierz manipulowalno�sci (128)

MMMqqq0,T | macierz mobilno�sci (186)

mmm | manipulowalno�s�c (129)

mqqq0,T | mobilno�s�c (186)

max | maksimum (286)

mod | modulo (149)

N | funkcja Nussbauma (212)

nnn | wektor normalny (26)
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on | ma la funkcja rz
↪↪↪
edu n (153)

ΩΩΩb | pr
↪↪↪
edko�s�c k ↪↪↪atowa w uk ladzie cia la (31)

ΩΩΩs | pr
↪↪↪
edko�s�c k ↪↪↪atowa w uk ladzie przestrzeni (31)

ωωωb | wektor pr
↪↪↪
edko�sci k ↪↪↪atowej w uk ladzie cia la (32)

ωωωs | wektor pr
↪↪↪
edko�sci k ↪↪↪atowej w uk ladzie przestrzeni (32)

PPP | macierz struktury kinematycznej robota mobilnego (361)

ψψψ | zmienna do l ↪↪↪aczona (408)

Q | rozmaito�s�c kon�guracyjna (przegubowa) (36)

QQQ | macierz inercji manipulatora (195)

RRR | macierz obrotu (28)

R | zbi�or liczb rzeczywistych (25)

R+ | zbi�or liczb rzeczywistych nieujemnych (378)

Rn | przestrze�n euklidesowa n-wymiarowa (25)

rank | rz ↪↪↪ad (30)

RotRotRot | elementarny obr�ot (43)

S | zbi�or kon�guracji osobliwych (79)

S1 | okr ↪↪↪ag jednostkowy (41)

sss | zmienna �slizgu (216)

SE(2) | specjalna grupa euklidesowa w R2 (39)

SE(3) | specjalna grupa euklidesowa w R3 (29)

se(3) | algebra Liego specjalnej grupy euklidesowej w R3 (32)

sgn | signum (232)

SO(3) | specjalna grupa obrot�ow (28)

span | obiekt rozpi
↪↪↪
ety (37)

sup | supremum (212)

σσσ | permutacja (299)

TTT | wektor przesuni
↪↪↪
ecia (28)

TTTM | wi ↪↪↪azka styczna (30)

Tr | torus r-wymiarowy (41)

Tr(t) | sympleks r-wymiarowy (299)

ttt | wektor styczny (26)

tr | �slad (34)

TransTransTrans | elementarne przesuni
↪↪↪
ecie (43)

θθθ | wektor parametr�ow modelu dynamiki (223)

θ̂θθ | wektor estymat parametr�ow modelu dynamiki (224)

UUU | zbi�or otwarty (30)

uuu(·) | sterowanie (84)
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V | energia potencjalna (194)

V | funkcja Lapunowa (214)

VVV | zbi�or otwarty (30)

VVVb | pr
↪↪↪
edko�s�c w uk ladzie cia la (31)

VVVs | pr
↪↪↪
edko�s�c w uk ladzie przestrzeni (31)

vvvb | wektor pr
↪↪↪
edko�sci liniowej w uk ladzie cia la (32)

vvvs | wektor pr
↪↪↪
edko�sci liniowej w uk ladzie przestrzeni (32)

W | przestrze�n robocza manipulatora (96)

XXX | pole wektorowe ruchu w lasnego (166)

XXXi1...im+1
| pole hamiltonowskie (136)

YYY | macierz regresji (223)

Z | rozmaito�s�c zadaniowa (41)



U. Eco, Imi ↪↪↪e r�o_zy.

(t lum. A. Szymanowski)



RozdziaÃl 1

Wprowadzenie

Wiele znak�ow wskazuje na to, _ze nadszed l czas
"
magii naturalnej i �swi ↪↪↪etej",

kt�ory przepowiada Roger Bacon, zwany doctor mirabilis, franciszkanin, wy-

nalazca okular�ow i konstruktor androidu, a imieniem owej magii jest robo-

tyka. Robotyka traktuje o samoczynnych maszynach, kt�ore na�sladuj ↪↪↪a funk-

cje manualne i intelektualne cz lowieka. Samoczynne maszyny nazywamy au-

tomatami. Aby automat sta l si ↪↪↪e przedmiotem zainteresowa�n robotyki, powi-

nien mie�c pewien stopie�n samodzielno�sci, czyli zdolno�sci do celowego funk-

cjonowania w r�o_znorodnych, nie w pe lni znanych, �srodowiskach. W lasno�s�c

samodzielno�sci, a wi ↪↪↪ec wzgl ↪↪↪ednej niezale_zno�sci od otoczenia, cz ↪↪↪esto nazywa

si ↪↪↪e autonomi ↪↪↪a lub inteligencj ↪↪↪a. Poniewa_z zapewnienie samodzielno�sci auto-

matu wymaga nieustannego czerpania i przetwarzania informacji o �srodowis-

ku, de�niuje si ↪↪↪e robotyk ↪↪↪e jako nauk ↪↪↪e o inteligentnym wykorzystaniu percep-

cji do dzia lania. W tym kontek�scie, obiekty robotyki nazywane tradycyjnie

robotami mo_zna okre�sli�c jako samoczynne i samodzielne maszyny, autono-

miczne automaty lub obdarzy�c mianem inteligentnych agent�ow. Jest przeto

robotyka nauk ↪↪↪a interdyscyplinarn ↪↪↪a, zachwycaj ↪↪↪ac ↪↪↪a i budz ↪↪↪ac ↪↪↪a przera_zenie

ut castrorum acies ordinata, zakorzenion ↪↪↪a w takich dyscyplinach jak me-

chanika, elektronika i cybernetyka (w klasycznym, wienerowskim rozumie-

niu). Jak by�c powinno w ka_zdej �scis lej nauce, j ↪↪↪ezykiem i narz ↪↪↪edziem robo-

tyki jest matematyka, albowiem w my�sl s l�ow Wilhelma z Baskerville:

"
Wiedza matematyczna sk lada si ↪↪↪e z twierdze�n zbudowanych przez

nasz umys l w ten spos�ob, by zawsze funkcjonowa ly jako prawda, albo

dlatego _ze s ↪↪↪a przyrodzone, albo dlatego _ze matematyka by la wynaleziona

wpierw ni_z inne nauki." (U. Eco, Imi ↪↪↪e r�o_zy)

Na fundamencie matematycznym opiera si ↪↪↪e wielka r�o_znorodno�s�c me-

15



16 Wprowadzenie

tod i teorii, heurystyk i hipotez, technik i technologii robotyki. Niniejsza

ksi ↪↪↪a_zka ogranicza si ↪↪↪e do niewielkiego fragmentu tej r�o_znorodno�sci, jakim s ↪↪↪a

podstawy robotyki, i dostarcza opisu podstawowych problem�ow robotyki

i sposob�ow ich rozwi ↪↪↪azania (algorytm�ow) odnosz ↪↪↪acych si ↪↪↪e do modelowania

kinematyki i dynamiki, planowania ruchu oraz sterowania manipulator�ow

i robot�ow mobilnych. Z punktu widzenia zastosowa�n, omawiane w ksi ↪↪↪a_zce

metody i algorytmy odnosz ↪↪↪a si ↪↪↪e do dw�och klas robot�ow: robot�ow prze-

mys lowych oraz robot�ow us lugowych. Nasze uj ↪↪↪ecie problem�ow robotyki ma

charakter selektywny i koncentruje si ↪↪↪e na tych zagadnieniach, do kt�orych

sformu lowania lub rozwi ↪↪↪azania uda lo nam si ↪↪↪e wnie�s�c pewien wk lad ory-

ginalny. Obszary tematyczne robotyki, kt�orym po�swi ↪↪↪ecili�smy szczeg�oln ↪↪↪a

uwag ↪↪↪e s ↪↪↪a zatem nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace: modele kinematyki i dynamiki manipulator�ow

i nieholonomicznych robot�ow mobilnych, modelowanie osobliwo�sci kinema-

tyki i kryteria unikania osobliwo�sci manipulator�ow redundantnych, algo-

rytmy kinematyki odwrotnej manipulator�ow z osobliwo�sciami, algorytmy

sterowania manipulator�ow sztywnych i manipulator�ow o elastycznych prze-

gubach przy ograniczonej znajomo�sci modelu dynamiki, algorytmy plano-

wania ruchu robot�ow nieholonomicznych wykorzystuj ↪↪↪ace metody geome-

trycznej teorii sterowania, algorytmy sterowania ko lowych robot�ow mobil-

nych. W wymienionych obszarach w lasne wyniki autor�ow ksi ↪↪↪a_zki zosta ly

przedstawione w szerokim kontek�scie wynik�ow udokumentowanych w lite-

raturze, daj ↪↪↪ac, jak s ↪↪↪adzimy, wyczerpuj ↪↪↪acy i aktualny obraz sytuacji proble-

mowej w dziedzinie podstaw robotyki oraz otwieraj ↪↪↪ac nowe perspektywy,

zar�owno w zakresie bada�n teoretycznych, jak i stosowanych∗.

Ksi ↪↪↪a_zka opiera si ↪↪↪e na rezultatach bada�n naukowych, jakie prowadzili�smy

w latach 1991{1999, w ramach trzech projekt�ow badawczych �nansowanych

przez Komitet Bada�n Naukowych:

� Metody topologiczno-r�o_zniczkowe w robotyce,

� Roboty osobliwe i nieholonomiczne: modele i algorytmy sterowania,

� Roboty osobliwe i nieholonomiczne: modele, sterowanie i planowanie

trajektorii,

jak r�ownie_z kilku grant�ow statutowych KBN. Wyniki szczeg�o lowe zosta ly

udokumentowane w rozprawie habilitacyjnej [Dul98], trzech rozprawach

∗Jakkolwiek podstawowym narz
↪↪↪
edziem wery�kacji wynik�ow teoretycznych s

↪↪↪
a w ksi

↪↪↪
a_zce

symulacje komputerowe, wypada zaznaczy�c, _ze metoda postaci normalnych rozwi
↪↪↪
azania

osobliwego odwrotnego zadania kinematyki oraz algorytmy sterowania manipulator�ow

sztywnych typu λ{�sledzenia przesz ly pomy�slnie wery�kacj
↪↪↪
e eksperymentaln

↪↪↪
a.
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doktorskich [Hos96, Maz96, Mus96] oraz w kilkudziesi ↪↪↪eciu publikacjach.

Opr�ocz wynik�ow opublikowanych, nie oparli�smy si ↪↪↪e pokusie zamieszczenia

w ksi ↪↪↪a_zce wynik�ow zupe lnie nowych, uzyskanych przy pracy nad projek-

tem badawczym KBN pt. Modelowanie, planowanie ruchu i sterowanie ma-

nipulator�ow mobilnych. S ↪↪↪adzimy, _ze prace kt�orych podsumowaniem jest

ta ksi ↪↪↪a_zka stanowi ↪↪↪a dorobek pewnej szko ly uprawiania robotyki, jaka po-

wsta la w Zak ladzie Podstaw Cybernetyki i Robotyki Instytutu Cyberne-

tyki Technicznej Politechniki Wroc lawskiej. Pragniemy j ↪↪↪a zadedykowa�c

naszemu Mistrzowi, zmar lemu w 1991 roku Profesorowi Jerzemu Ja-
roniowi, kt�orego fascynacja robotyk ↪↪↪a ukszta ltowa la nasze zainteresowania

badawcze, i kt�orego arystokratycznej kulturze logiczno-matematycznej za-

wdzi ↪↪↪eczamy podstawy warsztatu naukowego, [Jar78]. Autorzy ksi ↪↪↪a_zki maj ↪↪↪a

zaszczyt zalicza�c si ↪↪↪e do dzieci i wnuk�ow naukowych Profesora.

Ksi ↪↪↪a_zka sk lada si ↪↪↪e z trzech cz ↪↪↪e�sci:

� Kinematyka manipulator�ow i robot�ow mobilnych,

� Algorytmy sterowania manipulator�ow,

� Algorytmy planowania ruchu i sterowania robot�ow mobilnych,

i dzieli si ↪↪↪e na 11 rozdzia l�ow oraz 3 dodatki zawieraj ↪↪↪ace de�nicje podstawo-

wych poj ↪↪↪e�c matematycznych, ze szczeg�olnym uwzgl ↪↪↪ednieniem dziedziny sta-

bilno�sci uk lad�ow dynamicznych. Wydaje si ↪↪↪e nam, _ze wiedza z analizy ma-

tematycznej, algebry i teorii r�owna�n r�o_zniczkowych w zakresie wyk ladanym

in_zynierom, na przyk lad na kierunku Automatyka i Robotyka politechnik,

wsparta podstawowym kursem teorii sterowania i pewn ↪↪↪a otwarto�sci ↪↪↪a ma-

tematyczn ↪↪↪a, jest wystarczaj ↪↪↪aca do zrozumienia wi ↪↪↪ekszo�sci materia lu przed-

stawionego w tej ksi ↪↪↪a_zce. W pos lugiwaniu si ↪↪↪e bardziej zaawansowanymi

technikami matematycznymi starali�smy si ↪↪↪e zachowa�c pewn ↪↪↪a pow�sci ↪↪↪agliwo�s�c

(dotyczy to zw laszcza geometrii r�o_zniczkowej), aczkolwiek nie podzielamy

obawy, _ze pojawienie si ↪↪↪e w tek�scie robotycznym nawiasu Liego uczyni ten

tekst ca lkowicie niezrozumia lym. Co wi ↪↪↪ecej, jeste�smy przekonani, _ze j ↪↪↪ezyk

matematyczny u latwia komunikowanie problem�ow, metod i twierdze�n ro-

botyki nie tylko robotykom, lecz tak_ze badaczom spoza kr ↪↪↪egu profesjonal-

nych robotyk�ow. Jako�sciowy post ↪↪↪ep w zakresie metod planowania ruchu

i sterowania robot�ow mobilnych, jaki mia l miejsce w bie_z ↪↪↪acej dekadzie, za-

wdzi ↪↪↪eczamy sformu lowaniu pewnych zagadnie�n robotyki w spos�ob intere-

suj ↪↪↪acy dla matematyk�ow.

Cech ↪↪↪a wyr�o_zniaj ↪↪↪ac ↪↪↪a nasz spos�ob podej�scia jest poszukiwanie r�ownowa-

_zno�sci, transformowanie z lo_zonych modeli i zada�n do jak najprostszej po-
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staci r�ownowa_znej, umo_zliwiaj ↪↪↪acej ich rozwi ↪↪↪azanie. W perspektywie �lo-

zo�czno-metodologicznej takie podej�scie mo_zna wyprowadzi�c z pogl ↪↪↪ad�ow

W. Ockhama†. �Zr�od la matematyczne metody postaci normalnych znajduj ↪↪↪a

si ↪↪↪e u H. Poincare'go i E. Cartana; punktem odniesienia dla naszego sposobu

my�slenia na temat r�ownowa_zno�sci s ↪↪↪a prace B. Jakubczyka [Jak90]. W zasa-

dzie unikamy w ksi ↪↪↪a_zce przedstawiania dowod�ow twierdze�n odsy laj ↪↪↪ac zain-

teresowanego Czytelnika do �zr�od lowej literatury. Wyj ↪↪↪atkiem s ↪↪↪a dwa stan-

dardowe dowody stabilno�sci algorytm�ow sterowania, kt�ore zamie�scili�smy

w specjalnym dodatku. Dla wygody Czytelnika wywody formalne zosta ly

zilustrowane licznymi przyk ladami obliczeniowymi, a tak_ze symulacjami

komputerowymi przeprowadzonymi w �srodowiskach MATHEMATICAr‡

i MATLABr (SIMULINKr)§. Ka_zdy rozdzia l ko�nczymy seri ↪↪↪a komentarzy

i uwag bibliogra�cznych umo_zliwiaj ↪↪↪acych Czytelnikowi dotarcie do �zr�ode l

przedstawionych wynik�ow i na�swietlaj ↪↪↪acych dodatkowo ich genez ↪↪↪e, znacze-

nie i wzajemne powi ↪↪↪azania. Szybkie odnalezienie potrzebnych poj ↪↪↪e�c u latwia

indeks zamieszczony na ko�ncu ksi ↪↪↪a_zki.

R�o_zne fragmenty tej ksi ↪↪↪a_zki s lu_zy ly jako podstawa do wyk lad�ow z przed-

miot�ow Mechanika analityczna, Podstawy robotyki oraz Systemy sterowania

robot�ow, jakie prowadzimy na kierunku Automatyka i Robotyka, na Wy-

dziale Elektroniki Politechniki Wroc lawskiej. Reakcje naszych student�ow,

kt�orzy, najprawdopodobniej bez w lasnej winy, byli kszta lceni na kilku ro-

boczych wersjach tekstu tej ksi ↪↪↪a_zki, starali�smy si ↪↪↪e wykorzysta�c przy opraco-

waniu wersji ostatecznej. Jeste�smy wdzi ↪↪↪eczni tym studentom, dla kt�orych

robotyka nie pozosta la dziedzin ↪↪↪a oboj ↪↪↪etn ↪↪↪a. S ↪↪↪a w�sr�od nich nie tylko tacy,

kt�orzy z naszych wyk lad�ow wynie�sli prze�swiadczenie, _ze
"
robotyka to kosz-

mar", lecz r�ownie_z tacy, kt�orzy w czasie studi�ow, niekiedy jeszcze przed

napisaniem pracy dyplomowej, uzyskali w lasne wyniki naukowe. Za pomoc

przy wykonaniu symulacji komputerowych dzi ↪↪↪ekujemy przedstawicielowi tej

drugiej grupy, mgrowi in_z. T. Wr�oblewskiemu.

Szczeg�oln ↪↪↪a wdzi ↪↪↪eczno�s�c chcemy wyrazi�c Redaktorowi Naukowemu Aka-

demickiej O�cyny Wydawniczej, Panu Profesorowi L. Bolcowi, kt�ory odwa-

_zy l si ↪↪↪e podj ↪↪↪a�c ryzyko zwi ↪↪↪azane z publikacj ↪↪↪a tej ksi ↪↪↪a_zki i zechcia l nam udzieli�c

fachowych wskaz�owek edytorskich w trakcie przygotowania jej do druku.

†Nazwanego venerabilis inceptor, podobnie jak R. Bacon franciszkanina z Oksfordu,

autora dyrektywy metodologicznej
"

Entia non sunt multiplicanda praeter necessita-

tem", znanej jako brzytwa Ockhama.
‡MATHEMATICAr jest znakiem �rmowym Wolfram Research, Inc.
§MATLABr i SIMULINKr s

↪↪↪
a znakami �rmowymi The MathWorks, Inc.
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Na zako�nczenie dzi ↪↪↪ekujemy Recenzentowi naszej ksi ↪↪↪a_zki, Panu Profe-

sorowi K. Koz lowskiemu, kt�orego kompetencje merytoryczne i profesor-

ska wnikliwo�s�c w znacznym stopniu wp lyn ↪↪↪e ly na ostateczn ↪↪↪a form ↪↪↪e i tre�s�c

ksi ↪↪↪a_zki. Zamieszczone w recenzji stwierdzenie, _ze Recenzent dwukrotnie

przeczyta l maszynopis ksi ↪↪↪a_zki traktujemy jako dow�od, _ze ksi ↪↪↪a_zka nadaje si ↪↪↪e

do czytania. Mamy przy tym �swiadomo�s�c, _ze odpowiedzialno�s�c za b l ↪↪↪edy,

kt�ore pomimo naszych wysi lk�ow redakcyjnych pozosta ly w ksi ↪↪↪a_zce, spo-

czywa wy l ↪↪↪acznie na jej autorach.

Jak ju_z napisali�smy, ze wzgl ↪↪↪edu na swoj ↪↪↪a specy�czn ↪↪↪a genez ↪↪↪e, nasza

ksi ↪↪↪a_zka traktuje o podstawach robotyki i ze zrozumia lych wzgl ↪↪↪ed�ow nie po-

krywa ca lego zakresu problemowego wsp�o lczesnej robotyki. W kilku dzie-

dzinach robotyki wykraczaj ↪↪↪acych ca lkowicie lub cz ↪↪↪e�sciowo poza zakres tej

ksi ↪↪↪a_zki by ly prowadzone w Polsce w latach 90-tych powa_zne prace bada-

wcze, kt�orych wyniki zosta ly opublikowane w formie rozpraw habilitacyj-

nych, ksi ↪↪↪a_zek lub monogra�i, mog ↪↪↪acych stanowi�c tematyczne uzupe lnienie

tej ksi ↪↪↪a_zki. Wymienimy niekt�ore z nich. Prac ↪↪↪a zbiorow ↪↪↪a o charakterze prze-

krojowym jest ksi ↪↪↪a_zka [MK99] pod redakcj ↪↪↪a A. Moreckiego i J. Knapczy-

ka. Metody projektowania manipulator�ow przemys lowych zosta ly przed-

stawione w monogra�i K. Tomaszewskiego [Tom93]. O identy�kacji mo-

deli dynamiki robot�ow manipulacyjnych traktuje rozprawa habilitacyjna

K. Koz lowskiego [Koz92] oraz monogra�a [Koz98]. Zagadnieniom plano-

wania trajektorii manipulator�ow zosta la po�swi ↪↪↪econa monogra�a M. Galic-

kiego [Gal00]. Problematyka syntezy chwytu, bliska w swym uj ↪↪↪eciu kine-

tycznym teorii uk lad�ow nieholonomicznych, jest obecna w rozprawie ha-

bilitacyjnej A. Kasi�nskiego [Kas98]. Modeli kinematyki, dynamiki i al-

gorytm�ow sterowania robot�ow mobilnych dotycz ↪↪↪a rozprawy habilitacyjne

Z. Hendzla [Hen96] i W. _Zylskiego [ _Zyl96]. Planowaniem trajektorii ko lo-

wych robot�ow mobilnych zaj ↪↪↪a l si ↪↪↪e w monogra�i habilitacyjnej L. Pods ↪↪↪edko-

wski [Pod99]. Wprowadzenie do inteligentnych uk lad�ow robotycznych sta-

nowi rozprawa habilitacyjna W. Jacaka [Jac91] i monogra�a [Jac99]. Zagad-

nie�n modelowania elastycznych system�ow produkcyjnych dotyczy ksi ↪↪↪a_zka

Z. Banaszaka [BJ91]. Metodom programowania robot�ow zosta ly po�swi ↪↪↪econe

rozprawy habilitacyjne C. Zieli�nskiego [Zie95b] i T. Kocha [Koc96]. Za-

gadnienia syntezy ruchu maszyn krocz ↪↪↪acych by ly przedmiotem rozprawy

habilitacyjnej T. Zieli�nskiej [Zie95a]. Aktywno�sci Wydawnictw Naukowo-

-Technicznych zawdzi ↪↪↪eczamy publikacj ↪↪↪e przek lad�ow ksi ↪↪↪a_zek [Cra93, SV97].

Aktualny przegl ↪↪↪ad wynik�ow bada�n prowadzonych w Polsce w zakresie ro-

botyki zawieraj ↪↪↪a materia ly Krajowych Konferencji Robotyki.
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RozdziaÃl 2

Modele kinematyki ukÃladów
robotycznych

2.1 Ruch ciaÃla sztywnego

Wszystkie obiekty robotyki istniej ↪↪↪a w czasoprzestrzeni �zycznej z lo_zonej

z jednowymiarowego czasu i tr�ojwymiarowej przestrzeni. Czas �zyczny jest

zbiorem chwil, kt�ory b ↪↪↪edziemy uto_zsamia�c ze zbiorem liczb rzeczywistych R.

Przestrze�n �zyczna sk lada si ↪↪↪e z punkt�ow, kt�orych po lo_zenie wzgl ↪↪↪edem

zadanego, prawoskr ↪↪↪etnego uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych kartezja�nskich (zwanego

uk ladem przestrzeni) mo_zna wyrazi�c przy pomocy tr�ojki liczb rzeczywi-

stych. W efekcie, przestrze�n �zyczn ↪↪↪a uto_zsamiamy z przestrzeni ↪↪↪a euklide-

sow ↪↪↪a R3 wyposa_zon ↪↪↪a w operacje mno_zenia skalarnego i mno_zenia wekto-

rowego. We�zmy dwa wektory xxx,yyy ∈ R3, xxx = (x1, x2, x3)
T, yyy = (y1, y2, y3)

T

i niech wektory eee1, eee2, eee3 stanowi ↪↪↪a standardow ↪↪↪a baz ↪↪↪e w R3. Iloczyn skalarny

i iloczyn wektorowy de�niujemy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪aco

xxx ·yyy = xxxTyyy = ⟨xxx,yyy⟩ =

3∑
i=1

xiyi, xxx ×yyy = det

eee1 eee2 eee3

x1 x2 x3

y1 y2 y3

. (2.1)

Miar ↪↪↪e d lugo�sci wektora xxx ∈ R3 w przestrzeni euklidesowej wyznacza

norma euklidesowa ∥xxx∥ =
√

xxx · xxx. Ka_zde g ladkie∗ przekszta lcenie czasu

w przestrze�n

ccc : R −→ R3 (2.2)

∗Klasy C∞ , tzn. posiadaj
↪↪↪
ace ci

↪↪↪
ag le pochodne dowolnego rz

↪↪↪
edu.

25
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Rysunek 2.1 Tr�oj�scian Freneta.

nazywamy ruchem punktu materialnego. Przestrze�n R3 nazywamy prze-

strzeni ↪↪↪a kon�guracyjn ↪↪↪a punktu materialnego. Wykres ruchu (2.2) w czaso-

przestrzeni stanowi trajektori ↪↪↪e ruchu. Krzyw ↪↪↪a w R3 b ↪↪↪ed ↪↪↪ac ↪↪↪a obrazem ruchu

nazywamy torem (�scie_zk ↪↪↪a) ruchu. Pochodn ↪↪↪a _ccc(t) ruchu wzgl ↪↪↪edem czasu

nazywamy pr ↪↪↪edko�sci ↪↪↪a ruchu. Wektor pr ↪↪↪edko�sci jest styczny do toru ruchu.

Pochodn ↪↪↪a rz ↪↪↪edu drugiego �ccc(t) ruchu wzgl ↪↪↪edem czasu nazywamy przyspie-

szeniem ruchu. Lokalnie geometri ↪↪↪e toru ruchu opisuje tzw. tr�oj�scian Fre-

neta, przedstawiony na rysunku 2.1. Tr�oj�scian Freneta jest rozpi ↪↪↪ety przez

wektory jednostkowe (wersory) ttt, nnn, bbb, zde�niowane w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob.

Wektor styczny ttt = _ccc
∥ _ccc∥ . Wektor normalny n = 1

K
dt
ds

, gdzie ds = ∥ _ccc∥dt jest

elementem d lugo�sci toru, natomiast

K =

∥∥∥∥dttt

ds

∥∥∥∥ =

√
∥ _ccc∥2∥�ccc∥2 − ( _ccc · �ccc)2

∥ _ccc∥3

nosi nazw ↪↪↪e krzywizny toru i stanowi miar ↪↪↪e odchylenia toru od linii prostej.

Wektor binormalny bbb jest iloczynem wektorowym dw�och poprzednio zde�-

niowanych wektor�ow

bbb = ttt ×nnn =
1

K∥ _ccc∥3
( _ccc × �ccc).

Odchylenie toru od krzywej p laskiej okre�sla parametr zwany skr ↪↪↪eceniem
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Rysunek 2.2 Cia lo sztywne w R3.

lub torsj ↪↪↪a toru

T =

∥∥∥∥dbbb

ds

∥∥∥∥ =
1

K2

|( _ccc × �ccc) · ...
ccc |

∥ _ccc∥6
.

Wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪acy w powy_zszej formule iloczyn mieszany wektor�ow xxx = (x1, x2,

x3)
T, yyy = (y1, y2, y3)

T, zzz = (z1, z2, z3)
T de�niuje si ↪↪↪e jako

(xxx ×yyy) · zzz = det

x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

.

Nietrudno si ↪↪↪e przekona�c, _ze wektor przyspieszenia �ccc(t) le_zy w p laszczy�znie

stycznej do toru i w og�olnym przypadku posiada dwie sk ladowe: styczn ↪↪↪a

i normaln ↪↪↪a.

Rozwa_zmy a�niczne przekszta lcenie przestrzeni euklidesowej

DDD : R3 −→ R3, DDD(xxx) = RRRxxx + TTT , (2.3)

gdzie RRR jest macierz ↪↪↪a rozmiaru 3 × 3, za�s wektor TTT ∈ R3. Niech zwarty

(domkni ↪↪↪ety i ograniczony) podzbi�or B ⊂ R3 oznacza cia lo sztywne (ry-

sunek 2.2). Wybierzmy punkty xxx,yyy,zzz ∈ B i zde�niujmy wektory swo-

bodne vvv = yyy − xxx, www = zzz − xxx  l ↪↪↪acz ↪↪↪ace punkt xxx z punktami yyy i zzz. Prze-

kszta lcenie (2.3) mo_zna w naturalny spos�ob przenie�s�c na wektory swobodne

okre�slaj ↪↪↪ac

DDD?(vvv) = DDD(yyy) − DDD(xxx) = RRRvvv, DDD?(www) = DDD(zzz) − DDD(xxx) = RRRwww. (2.4)
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Przekszta lcenie a�niczne opisane wzorem (2.3) nazywamy przemieszcze-

niem cia la sztywnego w przestrzeni euklidesowej, je_zeli DDD? zachowuje ilo-

czyn skalarny i iloczyn wektorowy†, tzn.

DDD?(vvv) ·DDD?(www) = vvv ·www oraz DDD?(vvv ×www) = DDD?(vvv) ×DDD?(www). (2.5)

Na mocy de�nicji, przemieszczenie cia la sztywnego zachowuje d lugo�s�c wek-

tor�ow swobodnych (odleg lo�s�c mi ↪↪↪edzy punktami) oraz k ↪↪↪at mi ↪↪↪edzy wektorami

swobodnymi

∥DDD?(vvv)∥ = ∥vvv∥, ∠(DDD?(vvv),DDD?(www)) = ∠(vvv,www).

Bior ↪↪↪ac pod uwag ↪↪↪e de�nicj ↪↪↪e (2.4) i w lasno�sci (2.5), nietrudno otrzyma�c na-

st ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a charakterystyk ↪↪↪e przemieszczenia cia la sztywnego w przestrzeni

euklidesowej:

� macierz RRR jest ortogonalna: RRRRRRT = RRRTRRR = I3,

� RRR(vvv ×www) = (RRRvvv) × (RRRwww),

� detRRR = ((RRReee1) × (RRReee2)) · (RRReee3) = ∥RRReee3∥2 = 1‡,

� wektor TTT jest dowolny.

Macierze RRR spe lniaj ↪↪↪ace pierwsze trzy warunki nazywaj ↪↪↪a si ↪↪↪e macierzami

obrotu i tworz ↪↪↪a specjaln ↪↪↪a grup ↪↪↪e obrot�ow SO(3).

Dzi ↪↪↪eki wprowadzeniu do przestrzeni euklidesowej tzw. wsp�o lrz ↪↪↪ednych

jednorodnych pozwalaj ↪↪↪acych opisa�c punkt o wsp�o lrz ↪↪↪ednych xxx = (x1, x2, x3)
T

uk ladem czterech liczb (x1, x2, x3, 1)
T, mo_zna przedstawi�c przekszta lcenie

a�niczne (2.3) przy pomocy macierzy rozmiaru 4×4 postaci
[
RRR TTT
000 1

]
. W�owczas(

xxx

1

)
7−→ [

RRR TTT

000 1

](
xxx

1

)
=

(
RRRxxx + TTT

1

)
. (2.6)

Transformacja (2.6) posiada dwojak ↪↪↪a interpretacj ↪↪↪e. Po pierwsze, opisuje

ona zmian ↪↪↪e wsp�o lrz ↪↪↪ednych jednorodnych
(
xxxT, 1

)T
(przemieszczenie) pew-

nego punktu w przestrzeni euklidesowej wzgl ↪↪↪edem ustalonego uk ladu prze-

strzeni. Po drugie, je_zeli punkt
(
xxxT, 1

)T
jest ustalony, transformacja (2.6)

charakteryzuje przemieszczenie pewnego uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych wzgl ↪↪↪edem

†�Sci�sle m�owi
↪↪↪
ac, ze wzoru (2.5) wynika, _ze iloczyn skalarny jest inwariantny (nie-

zmienny), natomiast iloczyn wektorowy jest ekwiwariantny (r�ownozmienny) wzgl
↪↪↪
edem

przemieszczenia cia la sztywnego.
‡Wykorzystujemy tu prawoskr

↪↪↪
etno�s�c uk ladu (eee1 , eee2 , eee3).
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uk ladu przestrzeni, kt�ore zachodzi w taki spos�ob, _ze je_zeli
(
xxxT, 1

)T
oznacza

wsp�o lrz ↪↪↪edne jednorodne ustalonego punktu w uk ladzie przemieszczonym,

to
(
(RRRxxx + TTT)T, 1

)T
okre�sla wsp�o lrz ↪↪↪edne jednorodne tego punktu w uk ladzie

przestrzeni. Korzystaj ↪↪↪ac z tej drugiej interpretacji rozwa_zmy przemiesz-

czenie cia la sztywnego w przestrzeni euklidesowej. Poniewa_z podczas prze-

mieszczania odleg lo�s�c mi ↪↪↪edzy punktami cia la sztywnego nie ulega zmia-

nie, jego ruch jest zdeterminowany przez ruch dowolnie wybranego punktu

cia la. Wybierzmy taki punkt i umie�s�cmy w nim prawoskr ↪↪↪etny, kartezja�nski

uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych zwi ↪↪↪azany z cia lem sztywnym (uk lad cia la). Za l�o_zmy, _ze

w chwili pocz ↪↪↪atkowej uk lad cia la i uk lad przestrzeni pokrywaj ↪↪↪a si ↪↪↪e. Po prze-

mieszczeniu elementy RRR, TTT przekszta lcenia a�nicznego (2.3) wyznaczaj ↪↪↪a

po lo_zenie (TTT) i orientacj ↪↪↪e (RRR) uk ladu cia la wzgl ↪↪↪edem uk ladu przestrzeni.

W konsekwencji, ruch cia la sztywnego w przestrzeni euklidesowej mo_ze by�c

rozumiany jako g ladkie przekszta lcenie czasu w grup ↪↪↪e przesuni ↪↪↪e�c R3 oraz

w specjaln ↪↪↪a grup ↪↪↪e obrot�ow SO(3),

ccc : R −→ R3 × SO(3) ∼= SE(3),

kt�ore okre�sla w ka_zdej chwili po lo_zenie i orientacj ↪↪↪e uk ladu cia la wzgl ↪↪↪edem

uk ladu przestrzeni. Wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪acy w powy_zszym wzorze obiekt SE(3) na-

zywa si ↪↪↪e specjaln ↪↪↪a grup ↪↪↪a euklidesow ↪↪↪a i stanowi przestrze�n kon�guracyjn ↪↪↪a

cia la sztywnego. Zauwa_zmy, _ze zale_zno�s�c (2.6) pozwala na reprezentowa-

nie element�ow specjalnej grupy euklidesowej przy pomocy macierzy
[
RRR TTT
000 1

]
.

T ↪↪↪e macierzow ↪↪↪a reprezentacj ↪↪↪e grupy SE(3) b ↪↪↪edziemy odt ↪↪↪ad uto_zsamia�c z gru-

p ↪↪↪a SE(3). Nietrudno wykaza�c, _ze SE(3) istotnie jest grup ↪↪↪a z dzia laniem

grupowym b ↪↪↪ed ↪↪↪acym mno_zeniem macierzy[
RRR1 TTT1

000 1

] [
RRR2 TTT2

000 1

]
=

[
RRR1RRR2 RRR1TTT2 + TTT1

000 1

]
, (2.7)

elementem neutralnym E = I4 oraz elementem odwrotnym[
RRR TTT

000 1

]−1

=

[
RRRT −RRRTTTT

000 1

]
.

Jak wynika ze wzoru (2.7), specjalna grupa euklidesowa jest tzw. iloczynem

p�o lprostym dw�och grup: podgrupy przesuni ↪↪↪e�c R3 i podgrupy obrot�ow SO(3).

Zauwa_zmy, _ze na mocy de�nicji ka_zdy element SSS =
[
RRR TTT
000 1

]
∈ SE(3), formal-

nie nale_z ↪↪↪acy do przestrzeni R12 (RRR ∈ R9, TTT ∈ R3), spe lnia 6 niezale_znych

warunk�ow ortogonalno�sci RRRTRRR = I3, co pozostawia elementom macierzy SSS
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sze�s�c stopni swobody. Z tego powodu powiadamy, _ze specjalna grupa eu-

klidesowa ma wymiar 6, dim SE(3) = 6. Grupa SE(3) stanowi przyk lad

obiektu matematycznego zwanego g ladk ↪↪↪a rozmaito�sci ↪↪↪a. W dalszym ci ↪↪↪agu

przez g ladk ↪↪↪a rozmaito�s�c kowymiaru k b ↪↪↪edziemy rozumie�c podzbi�or pewnej

przestrzeni Rn zde�niowany przy pomocy k warunk�ow (wi ↪↪↪ez�ow, ogranicze�n)

postaci

M = {xxx ∈ Rn| fff(xxx) = 000} ,

gdzie fff = (f1, f2, . . . , fk)T, a funkcje f1, . . . , fk s ↪↪↪a g ladkie (klasy C∞) oraz

niezale_zne w ka_zdym punkcie xxx ∈ M, to znaczy rz ↪↪↪ad macierzy Jacobiego

ogranicze�n

rank

[
∂fff

∂xxx

]
(xxx) = k.

Liczb ↪↪↪e m = n − k nazywamy wymiarem rozmaito�sci M. W ka_zdym punk-

cie xxx ∈ M g ladkiej rozmaito�sci jest okre�slona tzw. przestrze�n styczna,

TTTxxxM = Ker

[
∂fff

∂xxx

]
(xxx),

z lo_zona z wektor�ow anihilowanych przez macierz Jacobiego ogranicze�n

w tym punkcie. Na mocy de�nicji rozmaito�sci, dimTTTxxxM = dimM = m.

Obiekt powsta ly ze sklejenia przestrzeni stycznych w poszczeg�olnych punk-

tach xxx ∈ M,

TTTM =
⋃

xxx∈M
(xxx,TTTxxxM),

nazywa si ↪↪↪e wi ↪↪↪azk ↪↪↪a styczn ↪↪↪a rozmaito�sci M.

Ka_zda g ladka rozmaito�s�c m-wymiarowa jest lokalnie r�ownowa_zna prze-

strzeni Rm. Rozumiemy przez to, _ze istniej ↪↪↪a wzajemnie jednoznaczne i g lad-

kie przekszta lcenia

φφφUUU : UUU −→ VVV oraz ψψψVVV : VVV −→ UUU,

okre�slone na otwartych podzbiorach UUU ⊂ M, VVV ⊂ Rm, b ↪↪↪ed ↪↪↪ace wzajemnymi

odwrotno�sciami§ i zwane, odpowiednio, uk ladem wsp�o lrz ↪↪↪ednych oraz para-

metryzacj ↪↪↪a rozmaito�sci M. Para (UUU,φφφUUU) nazywa si ↪↪↪e map ↪↪↪a rozmaito�sci M.

§Tzn. φφφUUU ◦ψψψVVV = idVVV , ψψψVVV ◦φφφUUU = idUUU .
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Najwi ↪↪↪ekszy uk lad zgodnych map¶, kt�orego dziedziny UUU pokrywaj ↪↪↪a M na-

zywa si ↪↪↪e atlasem rozmaito�sci M. Jak ju_z powiedzieli�smy, specjalna grupa

euklidesowa SE(3) jest g ladk ↪↪↪a (�sci�slej: analityczn ↪↪↪a) rozmaito�sci ↪↪↪a wymiaru 6

i jednocze�snie grup ↪↪↪a. Grupa posiadaj ↪↪↪aca struktur ↪↪↪e g ladkiej rozmaito�sci,

kt�orej dzia lanie grupowe jest g ladk ↪↪↪a funkcj ↪↪↪a wsp�o lrz ↪↪↪ednych, nosi nazw ↪↪↪e

grupy Liego.

Podobnie, jak w przypadku ruchu punktu materialnego, wprowadzi-

my obecnie poj ↪↪↪ecie pr ↪↪↪edko�sci ruchu cia la sztywnego. W tym celu dla ru-

chu ccc(t) =
[
RRR(t) TTT(t)

000 1

]
obliczamy pochodn ↪↪↪a wzgl ↪↪↪edem czasu _ccc(t) =

[
_RRR(t) _TTT(t)
000 0

]
.

W naturalny spos�ob de�niuje si ↪↪↪e dwa rodzaje pr ↪↪↪edko�sci cia la sztywnego:

pr ↪↪↪edko�s�c w uk ladzie przestrzeni

VVVs = _ccc(t)ccc−1(t) =

[
ΩΩΩs

_TTT − ΩΩΩsTTT

000 0

]
(2.8)

oraz pr ↪↪↪edko�s�c w uk ladzie cia la

VVVb = ccc−1(t) _ccc(t) =

[
ΩΩΩb RRRT _TTT

000 0

]
. (2.9)

W powy_zszych wyra_zeniach ΩΩΩs = _RRRRRRT de�niujemy jako pr ↪↪↪edko�s�c k ↪↪↪atow ↪↪↪a

w uk ladzie przestrzeni, ΩΩΩb = RRRT _RRR jest pr ↪↪↪edko�sci ↪↪↪a k ↪↪↪atow ↪↪↪a w uk ladzie

cia la. Z ortogonalno�sci macierzy obrotu RRRTRRR = RRRRRRT = I3 wynika, _ze ka_zda

z macierzy ΩΩΩs, ΩΩΩb jest sko�snie symetryczna rozmiaru 3 × 3, a zatem zde-

terminowana przez wektory pr ↪↪↪edko�sci k ↪↪↪atowej w uk ladzie przestrzeni ωωωs

i w uk ladzie cia la ωωωb. Zwi ↪↪↪azek mi ↪↪↪edzy macierzowymi a wektorowymi pr ↪↪↪ed-

ko�sciami k ↪↪↪atowymi jest opisany przy pomocy odwzorowania

[ ] : R3 −→ macierze sko�snie symetryczne rozmiaru 3 × 3,

zde�niowanego formu l ↪↪↪aω1

ω2

ω3

 = ωωω 7−→ [ωωω] = ΩΩΩ =

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

. (2.10)

Wprowadzone odwzorowanie jest wzajemnie jednoznaczne i okre�sla wekto-

row ↪↪↪a reprezentacj ↪↪↪e pr ↪↪↪edko�sci w uk ladzie przestrzeni i w uk ladzie cia la

ΩΩΩs = [ωωωs], ΩΩΩb = [ωωωb]. (2.11)

¶Dwie mapy (UUU1 ,φφφUUU1
), (UUU2 ,φφφUUU2

) nazywamy zgodnymi, je_zeli z lo_zenie φφφUUU2
◦φφφ−1

UUU1
jest

lokalnym homeomor�zmem (zobacz dodatek A.2) przestrzeni Rm .
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Ponadto, dla ka_zdego wektora vvv ∈ R3 jest spe lniona zale_zno�s�c

ΩΩΩvvv = [ωωω]vvv = ωωω × vvv.

Reprezentacja (2.11) umo_zliwia zast ↪↪↪apienie macierzy pr ↪↪↪edko�sci VVVs, VVVb wek-

torami postaci

vvvs =

(
vvvs

ωωωs

)
, vvvb =

(
vvvb

ωωωb

)
, (2.12)

gdzie

vvvs = _TTT + TTT ×ωωωs, vvvb = RRRT _TTT

oznaczaj ↪↪↪a, odpowiednio, pr ↪↪↪edko�s�c liniow ↪↪↪a w uk ladzie przestrzeni i w u-

k ladzie cia la. Macierze VVVs, VVVb nale_z ↪↪↪a do przestrzeni stycznej do gru-

py SE(3) w elemencie jednostkowym E = I4, identy�kowanej z tzw. al-

gebr ↪↪↪a Liego se(3) grupy SE(3). Z zale_zno�sci (2.12) wynika, _ze se(3) mo_zna

uto_zsami�c z przestrzeni ↪↪↪a R6.

Wprowadzonym w spos�ob formalny poj ↪↪↪eciom pr ↪↪↪edko�sci cia la sztywnego

w uk ladzie przestrzeni i w uk ladzie cia la mo_zna nada�c nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a interpre-

tacj ↪↪↪e. Wyobra�zmy sobie, _ze uk lad cia la przemieszcza si ↪↪↪e wzgl ↪↪↪edem uk ladu

przestrzeni wzd lu_z trajektorii ccc(t) =
[
RRR(t) TTT(t)

000 1

]
. Wybierzmy w uk ladzie

cia la pewien punkt PPP o wsp�o lrz ↪↪↪ednych jednorodnych
(
pppT, 1

)T
. W chwili t

wsp�o lrz ↪↪↪edne jednorodne tego punktu wzgl ↪↪↪edem uk ladu przestrzeni wynosz ↪↪↪a(
rrr(t)

1

)
=

[
RRR(t) TTT(t)

000 1

] (
ppp

1

)
. (2.13)

Pr ↪↪↪edko�s�c ruchu punktu PPP wzgl ↪↪↪edem uk ladu przestrzeni(
_rrr(t)

0

)
=

[
_RRR(t) _TTT(t)

000 0

] (
ppp

1

)
(2.14)

wyra_zona w uk ladzie cia la jest r�owna

[
RRR(t) TTT(t)

000 1

]−1
[

_RRR(t) _TTT(t)

000 0

] (
ppp

1

)
= VVVb

(
ppp

1

)
=

(
ωωωb × ppp + RRRT _T

0

)
. (2.15)

Z zale_zno�sci (2.15) wynika, _ze pr ↪↪↪edko�s�c w uk ladzie cia la jest pr ↪↪↪edko�sci ↪↪↪a ru-

chu wzgl ↪↪↪edem uk ladu przestrzeni punktu PPP, kt�orego wsp�o lrz ↪↪↪edne w uk ladzie
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cia la s ↪↪↪a ustalone, widzian ↪↪↪a z uk ladu cia la. Z kolei, je_zeli chcemy uzale_zni�c

pr ↪↪↪edko�s�c ruchu punktu PPP, widzianego z uk ladu przestrzeni, od wsp�o lrz ↪↪↪ed-

nych jednorodnych tego punktu, z po l ↪↪↪aczenia wzor�ow (2.13) i (2.14) otrzy-

mujemy

(
_rrr(t)

0

)
=

[
_RRR(t) _TTT(t)

000 0

] [
RRR(t) TTT(t)

000 1

]−1(
rrr(t)

1

)
=

= VVVs

(
rrr(t)

1

)
=

(
ωωωs × (rrr(t) − TTT(t)) + _TTT(t)

0

)
. (2.16)

Formu la (2.16) oznacza, _ze pr ↪↪↪edko�s�c punktu PPP w uk ladzie przestrzeni po-

siada sk ladow ↪↪↪a pochodz ↪↪↪ac ↪↪↪a od obrotu wektora rrr − TTT z pr ↪↪↪edko�sci ↪↪↪a ωωωs oraz

sk ladow ↪↪↪a wynikaj ↪↪↪ac ↪↪↪a z ruchu pocz ↪↪↪atku uk ladu cia la. Mimo formalnego po-

dobie�nstwa wyra_ze�n (2.15) i (2.16) nale_zy pami ↪↪↪eta�c, _ze faktycznie punkt PPP

nie porusza si ↪↪↪e wzgl ↪↪↪edem uk ladu cia la.

Grupa SE(3), traktowana jako g ladka rozmaito�s�c, dopuszcza rozmaite

uk lady wsp�o lrz ↪↪↪ednych i parametryzacje. Najcz ↪↪↪e�sciej przy ich konstruowa-

niu wykorzystuje si ↪↪↪e uto_zsamienie rozmaito�sci SE(3) ∼= R3 × SO(3) i de�-

niuje uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych b ↪↪↪ad�z parametryzacj ↪↪↪e osobno dla podgrupy prze-

suni ↪↪↪e�c R3, osobno dla podgrupy obrot�ow SO(3). Trywialna parametryza-

cja w podgrupie przesuni ↪↪↪e�c jest wyznaczona przez przekszta lcenie to_zsa-

mo�sciowe ψψψVVV(TTT) = TTT wprowadzaj ↪↪↪ace kartezja�nski uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych.

Oczywi�scie, w tym przypadku VVV = R3. Wsp�o lrz ↪↪↪edne walcowe i sferyczne

pochodz ↪↪↪a od parametryzacji grupy przesuni ↪↪↪e�c opisanych nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acymi for-

mu lami∥

ψψψVVV(r,φ, z) = (r cos φ, r sin φ, z)T = TTT ,

VVV =
{

(r, φ, z)T ∈ R3
∣∣∣ r > 0, 0 < φ < 2π

} (2.17)

oraz

ψψψVVV(r,φ, θ) = (r sin θ cos φ, r sin θ sin φ, r cos θ)T = TTT ,

VVV =
{

(r,φ, θ)T ∈ R3
∣∣∣ r > 0, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π

}
.

(2.18)

W grupie obrot�ow SO(3) stosowany jest uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych typu o�s-k ↪↪↪at

przypisuj ↪↪↪acy ka_zdemu elementowi tej grupy obr�ot wok�o l pewnej osi o pewien

∥Zauwa_zmy, _ze oba odwzorowania ψψψVVV s
↪↪↪
a okre�slone na pewnych nadzbiorach VVV , ale s

↪↪↪
a

r�o_znowarto�sciowe tylko na VVV .
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k ↪↪↪at. Ma on posta�c

φφφUUU(RRR) = (l(rrr), φ)T, (2.19)

gdzie l(rrr) jest osi ↪↪↪a obrotu wyznaczon ↪↪↪a przez wektor jednostkowy rrr spe lnia-

j ↪↪↪acy zale_zno�s�c

[rrr] =
1

2 sin φ

(
RRR − RRRT

)
, φ = arccos trRRR−1

2
, (2.20)

a φ jest k ↪↪↪atem obrotu. Dziedzin ↪↪↪a uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych typu o�s-k ↪↪↪at jest

zbi�or

UUU = {RRR ∈ SO(3)| − 1 < trRRR < 3}. (2.21)

Zbli_zony pod wzgl ↪↪↪edem formalnym do uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych typu o�s-k ↪↪↪at

jest uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych wyk ladniczych

φφφUUU(RRR) = rrr, (2.22)

gdzie [rrr] = φ
2sinφ

(
RRR − RRRT

)
, a k ↪↪↪at φ jest okre�slony jak we wzorze (2.20),

kt�orego dziedzin ↪↪↪a, podobnie jak w przypadku uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych typu

o�s-k ↪↪↪at, jest zbi�or (2.21).

Typowym przyk ladem parametryzacji grupy obrot�ow jest parametry-

zacja Cayleya

ψψψVVV(rrr) = (I3 − [rrr])−1(I3 + [rrr]), (2.23)

dla kt�orej

VVV =
{
rrr ∈ R3

∣∣ ∥rrr∥ < 2
}
.

Cz ↪↪↪esto u_zywane parametryzacje grupy obrot�ow uzyskuje si ↪↪↪e przez z lo_zenie

trzech kolejnych obrot�ow wok�o l osi, parami prostopad lych. Do tego rodzaju

parametryzacji nale_z ↪↪↪a k ↪↪↪aty Eulera Z-Y-Z

ψψψVVV(φ, θ,ψ) = RRR(Z, φ)RRR(Y, θ)RRR(Z, ψ), (2.24)

kt�orych dziedzin ↪↪↪a jest

VVV = {(φ, θ,ψ)| 0 < θ < π, 0 < φ < 2π, 0 < ψ < 2π},
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oraz parametryzacja przy pomocy k ↪↪↪at�ow zwanych ko lysanie-kiwanie-mysz-

kowanie (Roll-Pitch-Yaw)∗∗

ψψψVVV(φ, θ,ψ) = RRR(Z, φ)RRR(Y, θ)RRR(X, ψ), (2.25)

okre�slona na zbiorze

VVV =
{
(φ, θ,ψ)

∣∣ −π
2

< θ < π
2
, 0 < φ < 2π, 0 < ψ < 2π

}
.

We wzorach (2.24), (2.25) symbol RRR(o�so�so�s, k ↪↪↪at) oznacza obr�ot wok�o l jednej z osi

uk ladu cia la o zadany k ↪↪↪at.  Latwo pokaza�c, _ze obroty wzgl ↪↪↪edem osi X, Y, Z

ustalonego uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych s ↪↪↪a zde�niowane przy pomocy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪a-

cych macierzy obrotu:

RRR(X, α) =

1 0 0

0 cos α − sin α

0 sin α cos α

, RRR(Y, β) =

 cos β 0 sin β

0 1 0

− sin β 0 cos β

,

RRR(Z, γ) =

cos γ − sin γ 0

sin γ cos γ 0

0 0 1

.

(2.26)

Na zako�nczenie om�owimy uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych wyk ladniczych w specjalnej

grupie euklidesowej SE(3), zde�niowany formu l ↪↪↪a

φφφUUU(RRR,TTT) = (rrr, ttt), (2.27)

w kt�orej [rrr] = φ
2sinφ

(
RRR − RRRT

)
, ttt =

(
I3 − 1

2
[rrr] +

2sinφ−φ(1+cosφ)
2φ2 sinφ

[rrr]2
)

TTT oraz

φ = arccos trRRR−1
2

. Dziedzin ↪↪↪a uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych wyk ladniczych jest

UUU = {(RRR,TTT) ∈ SE(3)| − 1 < trRRR < 3}.

Uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych wyk ladniczych stanowi odwzorowanie odwrotne do

parametryzacji wyk ladniczej grupy SE(3), okre�slonej wyra_zeniem

ψψψVVV(rrr, ttt) = exp

[
[rrr] ttt

000 0

]
=

[
RRR TTT

000 1

]
, (2.28)

gdzie expAAA =
∑∞

k=0
AAAk

k! . Nietrudno zauwa_zy�c, _ze wszystkie uk lady wsp�o l-

rz ↪↪↪ednych i parametryzacje (2.17){(2.28) s ↪↪↪a lokalnie, a nie globalnie, wza-

jemnie jednoznaczne (odwracalne).

∗∗Tak wg S lownika _zeglarskiego angielsko-polskiego pod redakcj
↪↪↪
a W. Petry�nskiego,

PWN, Warszawa, 1996. Wydaje si
↪↪↪
e, _ze zaproponowane terminy s

↪↪↪
a bardziej komuni-

katywne od u_zywanych dot
↪↪↪
ad w polskich przek ladach; wystarczy wyobrazi�c sobie, _ze

p lyniemy  l�odk
↪↪↪
a w kierunku osi X uk ladu wsp�o lrz

↪↪↪
ednych, kt�orego o�s Z jest skierowana

w g�or
↪↪↪
e.
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2.2 Kinematyka ukÃladu robotycznego

Niech b ↪↪↪edzie dany pewien uk lad robotyczny opisany wsp�o lrz ↪↪↪ednymi u-

og�olnionymi qqq = (q1, q2, . . . , qN)T nale_z ↪↪↪acymi do pewnego uniwersum

kon�guracyjnego RN. Za l�o_zmy, _ze ruch uk ladu jest opisany g ladkim prze-

kszta lceniem t 7→ qqq(t). Oznaczmy przez _qqq ∈ RN pr ↪↪↪edko�sci uog�olnione

uk ladu. Przestrze�n RN × RN ∼= R2N po lo_ze�n i pr ↪↪↪edko�sci uog�olnionych

b ↪↪↪edziemy nazywa�c uniwersum fazowym uk ladu robotycznego††.

Wzajemne zwi ↪↪↪azki mi ↪↪↪edzy elementami uk ladu, a tak_ze mi ↪↪↪edzy uk ladem

a jego otoczeniem, b ↪↪↪edziemy reprezentowa�c w formie ogranicze�n (wi ↪↪↪ez�ow)

kon�guracyjnych

fff(qqq) = (f1(qqq), f2(qqq), . . . , fk(qqq))T = 000 (2.29)

oraz ogranicze�n (wi ↪↪↪ez�ow) fazowych

AAA(qqq) _qqq = 000. (2.30)

Zak ladamy, _ze liczba wi ↪↪↪ez�ow kon�guracyjnych k 6 N, a funkcje f1, f2,. . ., fk

s ↪↪↪a g ladkie i niezale_zne, tzn.

fff(qqq) = 000 =⇒ rank
∂fff

∂qqq
(qqq) = k,

oraz _ze macierz A(qqq) ma rozmiar l × N, l 6 N, sk lada si ↪↪↪e z g ladkich fun-

kcji aij(qqq) i jest pe lnego rz ↪↪↪edu,

rank A(qqq) = l.

Posta�c (2.30) ogranicze�n fazowych nazywa si ↪↪↪e postaci ↪↪↪a Pfa�a. Za l�o_zmy na

moment, _ze ograniczenia fazowe (2.30) nie wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪a (l = 0). W�owczas k

niezale_znych ogranicze�n kon�guracyjnych wyznacza rozmaito�s�c kon�gura-

cyjn ↪↪↪a

Q =
{
qqq ∈ RN

∣∣ f1(qqq) = · · · = fk(qqq) = 0
}

(2.31)

uk ladu, kt�orej wymiar dimQ = N − k = n, z przestrzeni ↪↪↪a styczn ↪↪↪a TTTqqqQ =

Ker ∂fff
∂qqq

(qqq). Liczb ↪↪↪e n nazywamy liczb ↪↪↪a stopni swobody uk ladu robotycz-

nego. W rezultacie, ruch uk ladu jest ograniczony do rozmaito�sci Q ⊂ RN.

††Je_zeli ruch uk ladu nie podlega ograniczeniom, uniwersum fazowe pokrywa si
↪↪↪
e z prze-

strzeni
↪↪↪
a fazow

↪↪↪
a (przestrzeni

↪↪↪
a stanu) uk ladu dynamicznego zde�niowanego r�ownaniami

Eulera-Lagrange'a.
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Obecno�s�c ogranicze�n fazowych (2.30) mo_ze, ale nie musi, prowadzi�c do

dalszego ograniczenia dopuszczalnych kon�guracji uk ladu. Zale_zy to od

w lasno�sci ogranicze�n fazowych zwanej holonomiczno�sci ↪↪↪a. Ograniczenia fa-

zowe nazywamy holonomicznymi, je_zeli jest mo_zliwe ich sca lkowanie i za-

st ↪↪↪apienie ograniczeniami postaci (2.29). Zatem, w przypadku ogranicze�n

holonomicznych istnieje odwzorowanie hhh(qqq) = (h1(qqq), h2(qqq), . . . , hl(qqq))T,

takie _ze (2.30) jest r�ownowa_zne warunkowi

hhh(qqq) = 000.

 Latwo zauwa_zy�c, _ze holonomiczne ograniczenia fazowe mo_zna do l ↪↪↪aczy�c do

ogranicze�n kon�guracyjnych. Inaczej jest w przypadku ogranicze�n nieholo-

nomicznych. Nieholonomiczno�s�c ogranicze�n (2.30) oznacza, _ze sca lkowanie

systemu (2.30) nie jest mo_zliwe, a obecno�s�c tych ogranicze�n nie zmniejsza

osi ↪↪↪agalno�sci kon�guracji w obr ↪↪↪ebie rozmaito�sci kon�guracyjnej. Utrudnie-

niu mo_ze ulec natomiast spos�ob osi ↪↪↪agania pewnych kon�guracji. Aby prze-

analizowa�c bardziej szczeg�o lowo znaczenie nieholonomiczno�sci ogranicze�n

fazowych za l�o_zmy, _ze uk lad nie podlega ograniczeniom kon�guracyjnym

(k = 0, n = N). W�owczas z (2.30) wynika, _ze w ka_zdej kon�guracji qqq ∈ Rn

dopuszczalne pr ↪↪↪edko�sci uk ladu musz ↪↪↪a nale_ze�c do przestrzeni zerowej (j ↪↪↪adra)

macierzy AAA(qqq),
_qqq ∈ KerAAA(qqq). (2.32)

Niech GGG(qqq) = [g1(qqq), g2(qqq), . . . , gn−l(qqq)] b ↪↪↪edzie macierz ↪↪↪a, kt�orej kolumnami

s ↪↪↪a wektory rozpinaj ↪↪↪ace przestrze�n liniow ↪↪↪a KerAAA(qqq) w kon�guracji qqq. Z

niezale_zno�sci ogranicze�n fazowych wynika, _ze w ka_zdym punkcie rz ↪↪↪ad GGG(qqq)

jest pe lny,
rankGGG(qqq) = n − l = m,

natomiast w lasno�s�c (2.32) jest r�ownowa_zna istnieniu wektora uuu ∈ Rm, ta-

kiego _ze

_qqq = GGG(qqq)uuu =

m∑
i=1

gggi(qqq)ui. (2.33)

Pola wektorowe ggg1, ggg2,. . ., gggm wyznaczaj ↪↪↪a w uniwersum fazowym obiekt

geometryczny G = spanC∞ {ggg1,ggg2, . . . ,gggm}, zwany dystrybucj ↪↪↪a. Elemen-

tami dystrybucji s ↪↪↪a kombinacje p�ol ggg1,. . ., gggm mno_zonych przez funkcje

g ladkie†. Spe lnienie ogranicze�n fazowych oznacza, _ze w ka_zdym punkcie uni-

wersum kon�guracyjnego pr ↪↪↪edko�s�c uk ladu nale_zy do dystrybucji G, a wi ↪↪↪ec

†Formalnie, pola wektorowe nale_z
↪↪↪
ace do dystrybucji G maj

↪↪↪
a posta�c

∑m

i=1
αigi,

gdzie αi ∈ C∞ (Rn).
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jest rozpi ↪↪↪eta przez kolumny macierzy GGG. Maj ↪↪↪ac wyznaczon ↪↪↪a dystrybucj ↪↪↪e G,

mo_zemy si ↪↪↪e pos lugiwa�c nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acym kryterium nieholonomiczno�sci ogra-

nicze�n.

Twierdzenie 2.2.1 Niech G = spanC∞ {ggg1,ggg2, . . . ,gggm}. Zde�niujmy ci ↪↪↪ag

dystrybucji

G0 = G, G1 = G0 +
[
G0,G0

]
, . . . , Gj = Gj−1 +

[
Gj−1,G0

]
, . . . ,

j = 1, 2, . . ., w kt�orym operacja [ , ] oznacza nawias Liego p�ol wekto-

rowych i jest zde�niowana formu l ↪↪↪a

[XXX,YYY](qqq) =
∂YYY

∂qqq
XXX(qqqqqqqqq) −

∂XXX

∂qqq
YYY(qqq). (2.34)

W�owczas, je_zeli dla pewnego j = r zachodzi dimGr(qqq) = n, to ograni-

czenia (2.30) s ↪↪↪a nieholonomiczne. Liczba r nazywa si ↪↪↪e stopniem nie-

holonomiczno�sci dystrybucji G.

Ci ↪↪↪ag G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gj ⊂ · · · nazywamy �ltracj ↪↪↪a dystrybucji G. Filtra-

cja jest regularna, je_zeli ka_zda dystrybucja Gj ma sta ly wymiar, to znaczy

w ka_zdym punkcie qqq dimGj(qqq) = rj = const. W przypadku �ltracji regu-

larnej ci ↪↪↪ag wymiar�ow r0 6 r1 6 · · · 6 rk 6 · · · ustala si ↪↪↪e w sko�nczonej

liczbie krok�ow p 6 n na pewnym poziomie rp. Ci ↪↪↪ag (r0, r1, . . . , rp) nazy-

wamy wektorem wzrostu dystrybucji G. Je_zeli rp < n, to ograniczenia

fazowe (2.30) s ↪↪↪a holonomiczne. W szczeg�olno�sci, je_zeli l = n−1 (tzn. p = 0

i rp = 1), to dystrybucja G jest generowana przez jedno pole wektorowe

i ograniczenia (2.30) s ↪↪↪a holonomiczne.

Je_zeli wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪a ograniczenia kon�guracyjne (2.29), a zatem ruch uk ladu

jest ograniczony do rozmaito�sci kon�guracyjnej Q, na lo_zenie ogranicze�n nie-

holonomicznych (2.30) powinno by�c zgodne z istniej ↪↪↪acymi ograniczeniami

kon�guracyjnymi. Rozumiemy przez to spe lnienie nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acego warunku

KerAAA(qqq) ⊂ Ker
∂fff

∂qqq
(qqq),

co oznacza, _ze w ka_zdym punkcie qqq ∈ Q dystrybucja G spe lnia waru-

nek G(qqq) ⊂ TTTqqqQ, sk ↪↪↪ad wynika, _ze dopuszczalne pr ↪↪↪edko�sci uk ladu nale_z ↪↪↪a

do podprzestrzeni G(qqq) przestrzeni stycznej do Q. Warunek nieholono-

miczno�sci przybierze wtedy posta�c dimGp(qqq) = rp = dimQ‡.

‡Przyk lady ogranicze�n kon�guracyjnych i fazowych zwi
↪↪↪
azanych z zadaniem toczenia

si
↪↪↪
e ko la bez po�slizgu oraz z kinematyk

↪↪↪
a spadaj

↪↪↪
acego kota podajemy w rozdziale 8.
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Zadanie, jakie ma wykona�c uk lad robotyczny polega na celowym od-

dzia lywaniu (akcji) na otoczenie uk ladu. Opis formalny tego oddzia lywania

na poziomie uniwersum fazowego wymaga wprowadzenia obiektu zwanego

rozmaito�sci ↪↪↪a zadaniow ↪↪↪a. W przypadku pojedynczego manipulatora od-

dzia lywanie na otoczenie zachodzi za po�srednictwem efektora, a rozma-

ito�sci ↪↪↪a zadaniow ↪↪↪a jest zbi�or po lo_ze�n i orientacji efektora, czyli grupa SE(3)

(lub pewna podgrupa SE(3)), dla jednoko lowego robota mobilnego poru-

szaj ↪↪↪acego si ↪↪↪e po p laszczy�znie, kt�orego oddzia lywanie na otoczenie zacho-

dzi za po�srednictwem ko la, rozmaito�sci ↪↪↪a zadaniow ↪↪↪a b ↪↪↪edzie grupa SE(2) ∼=

R2 × S1, z lo_zona z po lo_ze�n i orientacji cia la sztywnego w R2. Dla ustalonej

rozmaito�sci zadaniowej, mo_zliwo�sci wywierania przez uk lad okre�slonych ak-

cji na otoczenie opisujemy przy pomocy odwzorowania zwanego kinematyk ↪↪↪a

uk ladu robotycznego. W przypadku uk ladu holonomicznego (np. manipu-

latora) kinematyka jest pewnym odwzorowaniem

KKK : Q −→ Z, zzz = KKK(qqq) (2.35)

rozmaito�sci kon�guracyjnej uk ladu w rozmaito�s�c zadaniow ↪↪↪a. Kinematyka KKK

uk ladu nie zawsze jest zadana w spos�ob jawny. Na przyk lad, w przy-

padku uk lad�ow zawieraj ↪↪↪acych zamkni ↪↪↪ete  la�ncuchy kinematyczne, kinema-

tyka mo_ze by�c wyra_zona w formie uwik lanej za po�srednictwem ogranicze�n

kon�guracyjnych fff(qqq,zzz) = 000. Je_zeli w uk ladzie istniej ↪↪↪a nieholonomiczne

ograniczenia fazowe, do opisu kinematyki s lu_zy uk lad sterowania postaci

_qqq = GGG(qqq)uuu, (2.36)

w kt�orym wektor uuu nale_zy do pewnej przestrzeni sterowa�n.

Aby zrozumie�c znaczenie sterowa�n uuu w uk ladzie nieholonomicznym,

przeanalizujemy teraz dok ladniej formu l ↪↪↪e (2.30) opisuj ↪↪↪ac ↪↪↪a ograniczenia fa-

zowe. W pewnym otoczeniu punktu qqq§ formu l ↪↪↪e t ↪↪↪e mo_zna przepisa�c w po-

staci [
AAA1(qqq) AAA2(qqq)

]
_qqq = 000, (2.37)

w kt�orej macierz AAA2(qqq) jest rozmiaru l × l i pe lnego rz ↪↪↪edu. Oczywi�scie,

ograniczenia (2.37) b ↪↪↪ed ↪↪↪a spe lnione¶, je_zeli pomno_zymy obie strony r�ow-

no�sci (2.37) lewostronnie przez macierz odwrotn ↪↪↪a AAA−1
2 (qqq). W rezultacie

otrzymamy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a lokalnie r�ownowa_zn ↪↪↪a posta�c ogranicze�n fazowych[
AAA−1

2 (qqq)AAA1(qqq) Il

]
_qqq =

[
−WWW(qqq) Il

]
_qqq = 000

§W razie potrzeby, po przenumerowaniu wsp�o lrz
↪↪↪
ednych uog�olnionych.

¶W ka_zdym punkcie, w kt�orym macierz AAA2(qqq) jest nieosobliwa.
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prowadz ↪↪↪ac ↪↪↪a do macierzy GGG(qqq) =
[

IN−l

WWW(qqq)

]
uk ladu sterowania (2.36). Podziel-

my wsp�o lrz ↪↪↪edne uog�olnione qqq na dwie grupy qqq =
(
qqq1T,qqq2T

)T
, gdzie dimqqq1 =

N − l = m, dimqqq2 = l. Przy takim podziale kinematyka uk ladu (2.36)

przyjmie posta�c _qqq1 = uuu, _qqq2 = WWW(qqq)uuu. (2.38)

Ze wzoru (2.38) wynika, _ze sterowania uuu wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪ace w r�ownaniach ki-

nematyki uk ladu nieholonomicznego mog ↪↪↪a by�c interpretowane jako pewne

sk ladowe pr ↪↪↪edko�sci uog�olnionych uk ladu.

2.3 Kinematyka manipulatora

Manipulator o n stopniach swobody jest uk ladem robotycznym z lo_zonym

z n cia l sztywnych zwanych ramionami, po l ↪↪↪aczonych za po�srednictwem n

przegub�ow. Jeden koniec  la�ncucha ramion tworz ↪↪↪acego manipulator jest

zwi ↪↪↪azany z nieruchom ↪↪↪a baz ↪↪↪a (np. pod lo_zem), drugi koniec pozostaje swo-

bodny. Par ↪↪↪e z lo_zon ↪↪↪a z przegubu i nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acego po nim ramienia b ↪↪↪edziemy

nazywa�c ogniwem manipulatora. Dwa ramiona po l ↪↪↪aczone przegubem nosz ↪↪↪a

nazw ↪↪↪e pary kinematycznej. W uk ladach robotycznych najcz ↪↪↪e�sciej s ↪↪↪a spo-

tykane pary kinematyczne V klasy, to znaczy takie, kt�ore posiadaj ↪↪↪a je-

den stopie�n swobody ruchu w przegubie. Istniej ↪↪↪a dwa rodzaje przegub�ow

spe lniaj ↪↪↪acych ten warunek: przeguby obrotowe i przeguby przesuwne.

Geometrycznie, przegub obrotowy mo_zna zde�niowa�c zadaj ↪↪↪ac punkt w prze-

strzeni (�srodek przegubu) i wektor w tym punkcie (o�s obrotu przegubu).

Umie�s�cmy uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych zwi ↪↪↪azany z pierwszym elementem pary o-

brotowej w �srodku przegubu w taki spos�ob, by o�s Z pokrywa la si ↪↪↪e z osi ↪↪↪a

przegubu. Niech uk lad zwi ↪↪↪azany z drugim elementem pary obrotowej znaj-

duje si ↪↪↪e r�ownie_z w �srodku przegubu i niech o�s Z tego uk ladu b ↪↪↪edzie osi ↪↪↪a prze-

gubu. Rozwa_zmy ruch jednego elementu pary wzgl ↪↪↪edem drugiego. Jak wia-

domo, rozmaito�s�c kon�guracyjna cia la sztywnego, SE(3), jest sze�sciowymia-

rowa i sk lada si ↪↪↪e z przesuni ↪↪↪e�c TTT ∈ R3 oraz obrot�ow RRR ∈ SO(3). Ustalenie

po lo_zenia �srodka przegubu wyznacza wektor TTT (TTT = 000). Co wi ↪↪↪ecej, ustalenie

osi obrotu wymaga, by RRReee3 = eee3, czyli, bior ↪↪↪ac pod uwag ↪↪↪e ortogonalno�s�c ma-

cierzy obrotu, RRR =

[
r11 r12 0
r21 r22 0
0 0 1

]
. Z ortogonalno�sci macierzy RRR wynika r�ownie_z,

_ze r2
11 + r2

12 = 1, r2
21 + r2

22 = 1, r11r21 + r12r22 = 0. Te trzy ograniczenia

b ↪↪↪ed ↪↪↪a spe lnione, je_zeli r11 = cos φ, r12 = − sin φ, r21 = sin φ, r22 = cos φ.

Otrzymana w ten spos�ob macierz RRR =
[
cosφ −sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

]
reprezentuje obr�ot
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wok�o l osi Z o k ↪↪↪at φ, sk ↪↪↪ad wynika, _ze rozmaito�s�c kon�guracyjna pary ki-

nematycznej V klasy wykonuj ↪↪↪acej ruch w zamocowanym, nieograniczonym

przegubie obrotowym ma posta�c okr ↪↪↪egu jednostkowego S1.Ograniczenie za-

kresu ruchu w przegubie mo_ze wymaga�c zast ↪↪↪apienia okr ↪↪↪egu pewnym  lu-

kiem okr ↪↪↪egu. W przypadku, gdy ruch cia la sztywnego zachodzi wzgl ↪↪↪edem

zamocowanego, nieograniczonego przegubu przesuwnego, rozumowanie ana-

logiczne do powy_zszego prowadzi do wniosku, _ze rozmaito�s�c kon�guracyjna

mo_ze by�c uto_zsamiona ze zbiorem liczb rzeczywistych R lub z pewnym

przedzia lem liczb rzeczywistych, je_zeli zakres ruchu w przegubie jest ogra-

niczony.

Bior ↪↪↪ac pod uwag ↪↪↪e powy_zsze spostrze_zenia, nietrudno doj�s�c do wniosku,

_ze dla manipulatora o n stopniach swobody, posiadaj ↪↪↪acego r przegub�ow ob-

rotowych i n−r przegub�ow przesuwnych (wszystkie nieograniczone), rozma-

ito�s�c kon�guracyjna mo_ze by�c zde�niowana jako iloczyn kartezja�nski torusa

Tr i przestrzeni Rn−r

Q = S1 × S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
r razy

×R1 × R1 × · · · × R1︸ ︷︷ ︸
(n−r) razy

∼= Tr × Rn−r. (2.39)

Rozmaito�s�c kon�guracyjn ↪↪↪a (2.39) b ↪↪↪edziemy odt ↪↪↪ad nazywa�c rozmaito�sci ↪↪↪a

przegubow ↪↪↪a. Naturaln ↪↪↪a parametryzacj ↪↪↪e rozmaito�sci przegubowej tworzy

zbi�or k ↪↪↪at�ow obrotu w przegubach obrotowych q1, q2, . . . , qr ∈ (0, 2π) oraz

zestaw przesuni ↪↪↪e�c w przegubach przesuwnych qr+1, qr+2, . . . , qn ∈ R.

Ostatnie rami ↪↪↪e manipulatora, licz ↪↪↪ac od bazy, s lu_zy do oddzia lywania

na otoczenie i dlatego jest nazywane efektorem manipulatora. Jak za-

uwa_zyli�smy w poprzednim podrozdziale, zadanie jakie ma wykona�c manipu-

lator formu luje si ↪↪↪e zwykle przez okre�slenie po_z ↪↪↪adanego po lo_zenia i orientacji

efektora. W zwi ↪↪↪azku z tym, b ↪↪↪edziemy zak lada�c, _ze rozmaito�s�c zadaniowa

manipulatora zawiera si ↪↪↪e w specjalnej grupie euklidesowej, Z ⊂ SE(3),

a przez kinematyk ↪↪↪e manipulatora b ↪↪↪edziemy rozumie�c g ladkie (analityczne)

odwzorowanie

KKK : Q −→ Z ⊂ SE(3) (2.40)

rozmaito�sci przegubowej w rozmaito�s�c zadaniow ↪↪↪a.

2.3.1 Reprezentacja Denavita-Hartenberga

Odwzorowanie KKK okre�sla po lo_zenie i orientacj ↪↪↪e efektora w funkcji po lo_ze�n

przyjmowanych przez przeguby manipulatora. Powszechnie przyj ↪↪↪ety w ro-
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Rysunek 2.3 Schemat kinematyki manipulatora.

botyce spos�ob reprezentowania kinematyki manipulatora pochodzi od De-

navita i Hartenberga. Algorytm Denavita-Hartenberga wyznaczania kine-

matyki polega na zwi ↪↪↪azaniu z ka_zdym przegubem manipulatora lokalnego

uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych, a nast ↪↪↪epnie okre�sleniu ci ↪↪↪agu transformacji s ↪↪↪asiednich

uk lad�ow wsp�o lrz ↪↪↪ednych, i prowadzi do wyliczenia kinematyki manipula-

tora jako z lo_zenia tych transformacji. Niech b ↪↪↪edzie dany manipulator o n

przegubach, obrotowych b ↪↪↪ad�z przesuwnych, i uk lad przestrzeni X0Y0Z0

(podstawowy uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych). Zak ladamy, _ze przegub nr 1 zosta l

umieszczony w pocz ↪↪↪atku uk ladu przestrzeni w taki spos�ob, _ze o�s Z uk ladu

przestrzeni pokrywa si ↪↪↪e z osi ↪↪↪a tego przegubu. Pocz ↪↪↪atek uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ed-

nych Xi−1Yi−1Zi−1 zwi ↪↪↪azanego z ramieniem nr i−1 manipulatora le_zy na osi

i-tego przegubu, i = 2, 3, . . . , n. Ruch i-tego przegubu zachodzi wzgl ↪↪↪edem

osi Z uk ladu (i − 1)-szego. Uk lad XnYnZn zwi ↪↪↪azany z efektorem umiesz-

czamy tak, aby jego o�s X przecina la si ↪↪↪e z osi ↪↪↪a Zn−1 i by la do niej prostopad la.

Rozmieszczenie uk lad�ow wsp�o lrz ↪↪↪ednych ilustruje rysunek 2.3. Za l�o_zmy,

_ze wyznaczyli�smy po lo_zenie i orientacj ↪↪↪e uk ladu Xi−1Yi−1Zi−1. Po lo_zenie

i orientacj ↪↪↪e uk ladu XiYiZi de�niujemy na podstawie znajomo�sci po lo_zenia

i orientacji uk ladu (i − 1)-szego. W tym celu prowadzimy normaln ↪↪↪a do osi

przegub�ow nr i, i + 1. Wyznaczamy punkty przeci ↪↪↪ecia normalnej z osiami.

Nast ↪↪↪epnie obracamy uk lad (i−1)-szy wok�o l osi i-tego przegubu, tak by o�s X

uk ladu sta la si ↪↪↪e r�ownoleg la do normalnej, przesuwamy ten uk lad wzd lu_z osi



2.3 Kinematyka manipulatora 43

i-tego przegubu a_z do punktu przeci ↪↪↪ecia tej osi z normaln ↪↪↪a, z kolei prze-

suwamy uk lad wzd lu_z normalnej, do punktu przeci ↪↪↪ecia z osi ↪↪↪a przegubu nr

i+1, i w ko�ncu obracamy uk lad wok�o l osi X a_z do pokrycia si ↪↪↪e osi Z uk ladu

z osi ↪↪↪a przegubu (i + 1)-szego∗. T ↪↪↪e procedur ↪↪↪e powtarzamy dla kolejnych

ogniw dochodz ↪↪↪ac do uk ladu zwi ↪↪↪azanego z efektorem. Z formalnego punktu

widzenia, transformacja uk ladu numer i − 1 w uk lad o numerze i mo_ze by�c

opisana przy pomocy z lo_zenia

AAAi
i−1(qi) = RotRotRot(Z, θi)TransTransTrans(Z, di)TransTransTrans(X, ai)RotRotRot(X, αi) (2.41)

elementarnych obrot�ow i przesuni ↪↪↪e�c

RotRotRot(oś, k ↪↪↪at) =

[
RRR(oś, k ↪↪↪at) 000

000 1

]
,

TransTransTrans(oś, przesuni ↪↪↪ecie) =

[
I3 przesuni ↪↪↪ecie · oś
000 1

]
.

Dla przegubu obrotowego zmienna przegubowa qi = θi, za�s dla przegubu

przesuwnego qi = di. Parametry wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪ace w zale_zno�sci (2.41) nazywamy

parametrami Denavita-Hartenberga manipulatora. Parametry, kt�ore nie

s ↪↪↪a zmiennymi przegubowymi charakteryzuj ↪↪↪a geometri ↪↪↪e ogniwa manipula-

tora i nosz ↪↪↪a nazw ↪↪↪e parametr�ow geometrycznych. Kinematyka manipula-

tora okre�sla po lo_zenie i orientacj ↪↪↪e uk ladu efektora wzgl ↪↪↪edem uk ladu pod-

stawowego, i jest opisana z lo_zeniem transformacji (2.41)

KKK(qqq) =

n∏
i=1

AAAi
i−1(qi) =

[
RRRn

0(qqq) TTTn
0(qqq)

000000000 1

]
. (2.42)

Odwzorowanie (2.42) nazywamy reprezentacj ↪↪↪a kinematyki manipulatora

wg Denavita-Hartenberga.

Poni_zej wyprowadzimy modele matematyczne kinematyki kilku przy-

k ladowych manipulator�ow. Pozwoli to Czytelnikowi na prze�sledzenie spo-

sobu pos lugiwania si ↪↪↪e algorytmem Denavita-Hartenberga. Wyprowadzone

modele zostan ↪↪↪a wykorzystane w rozdziale 3 przy omawianiu algorytm�ow

kinematyki odwrotnej.

∗Je_zeli normalna nie jest wyznaczona jednoznacznie, pocz
↪↪↪
atek uk ladu XiYiZi umiesz-

czamy w �srodku przegubu (i + 1)-szego. Je_zeli osie Zi−1 , Zi przecinaj
↪↪↪
a si

↪↪↪
e, pocz

↪↪↪
atek

uk ladu XiYiZi umieszczamy w punkcie przeci
↪↪↪
ecia osi, a o�s Xi orientujemy w kie-

runku Zi−1 × Zi.
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Rysunek 2.4 Manipulator typu podw�ojne wahad lo.

PrzykÃlad 2.3.1 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Bardzo prost ↪↪↪a konstrukcj ↪↪↪a manipulatora jest przedstawiony na rysunku 2.4

manipulator typu podw�ojne wahad lo, zbudowany z dw�och ramion i dw�och

przegub�ow obrotowych. Osie obrotu przegub�ow manipulatora s ↪↪↪a prosto-

pad le do p laszczyzny X0Y0 (r�ownoleg le do osi Z0). Przy wyborze tego mani-

pulatora jako pierwszego przyk ladu kierowali�smy si ↪↪↪e nie tylko przes lankami

natury ilustracyjnej, lecz tak_ze praktycznej: struktur ↪↪↪e kinematyczn ↪↪↪a po-

dw�ojnego wahad la posiada manipulator eksperymentalny EDDA, kt�orego

model wykorzystujemy do badania algorytm�ow sterowania, a tak_ze  la�ncuch

kinematyczny utworzony przez pierwsze dwa ogniwa manipulatora prze-

mys lowego typu SCARA. Przyjmiemy, _ze ruch w obu przegubach manipu-

latora jest nieograniczony, a d lugo�sci ramion wynosz ↪↪↪a l1 i l2.

Rozpatrywany manipulator jest manipulatorem klasy 2R†, a zatem jego

rozmaito�s�c kon�guracyjna Q mo_ze by�c uto_zsamiona z dwuwymiarowym to-

rusem T2, kt�orego punkty s ↪↪↪a reprezentowane przez k ↪↪↪aty obrotu w pierw-

szym i drugim przegubie, qqq = (q1, q2)
T. Zadanie kinematyki manipulatora

b ↪↪↪edzie polega lo na wyra_zeniu po lo_zenia i orientacji efektora manipulatora

w podstawowym uk ladzie wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0Y0Z0 jako funkcji kon�guracji

manipulatora qqq, czyli na wyznaczeniu odwzorowania

KKK : T2 −→ SE(3). (2.43)

Zgodnie z algorytmem Denavita-Hartenberga, zaczynamy od zde�nio-

wania podstawowego uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych (uk ladu przestrzeni) oraz roz-

†Co oznacza, _ze posiada dwa przeguby typu obrotowego (R).
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ogniwo θi di ai αi

1 q1 0 l1 0

2 q2 0 l2 0

Tabela 2.1 Parametry Denavita-Hartenberga manipulatora typu podw�ojne wa-

had lo.

mieszczenia lokalnych uk lad�ow wsp�o lrz ↪↪↪ednych (uk lad�ow cia l) zwi ↪↪↪azanych

z ramionami manipulatora. Przy wyborze uk ladu podstawowego X0Y0Z0

musimy jedynie zadba�c, by o�s Z tego uk ladu pokrywa la si ↪↪↪e z osi ↪↪↪a obrotu

pierwszego przegubu manipulatora. Lokalny uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych X1Y1Z1
‡

zwi ↪↪↪azany z pierwszym ramieniem manipulatora umieszczamy tak, _ze o�s Z

tego uk ladu pokrywa si ↪↪↪e z osi ↪↪↪a obrotu przegubu drugiego. Poniewa_z w roz-

patrywanym przypadku osie obrotu przegub�ow s ↪↪↪a do siebie r�ownoleg le (ist-

nieje niesko�nczenie wiele normalnych do nich), pocz ↪↪↪atek uk ladu X1Y1Z1 wy-

bieramy w �srodku przegubu drugiego. Pocz ↪↪↪atek nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acego po nim uk la-

du X2Y2Z2 zwi ↪↪↪azanego z efektorem manipulatora umieszczamy na ko�ncu

drugiego ramienia, a sam uk lad orientujemy w taki spos�ob, aby o�s Z2 by la

r�ownoleg la do osi Z1.

Po okre�sleniu uk lad�ow wsp�o lrz ↪↪↪ednych wyznaczamy parametry Denavita-

-Hartenberga rozpatrywanego manipulatora. Jak ju_z powiedzieli�smy, k ↪↪↪aty

obrotu θ1 i θ2 s ↪↪↪a r�owne odpowiednio zmiennym q1 i q2 parametryzuj ↪↪↪a-

cym rozmaito�s�c przegubow ↪↪↪a. Przesuni ↪↪↪ecia a1 i a2 wzd lu_z osi X lokalnych

uk lad�ow wsp�o lrz ↪↪↪ednych wynosz ↪↪↪a odpowiednio l1 i l2. Pozosta le parametry

Denavita-Hartenberga, tzn. przesuni ↪↪↪ecia d1, d2 razem z k ↪↪↪atami α1 i α2 s ↪↪↪a

r�owne zero. W tabeli 2.1 zebrano wszystkie wymienione parametry mani-

pulatora.

Okre�slimy teraz kinematyk ↪↪↪e manipulatora w postaci (2.43). W tym

celu musimy znale�z�c macierze transformacji mi ↪↪↪edzy kolejnymi, lokalnymi

uk ladami wsp�o lrz ↪↪↪ednych. Macierz AAA1
0(q1) : X0Y0Z0 7−→ X1Y1Z1 jest z lo_ze-

niem obrotu i przesuni ↪↪↪ecia

AAA1
0(q1) = RotRotRot(Z, q1)TransTransTrans(X, l1),

gdy_z k ↪↪↪at skr ↪↪↪ecenia osi przegub�ow α1 = 0 i przesuni ↪↪↪ecie uk ladu d1 = 0. Po

wprowadzeniu oznacze�n sin qi = si, cos qi = ci, na podstawie wzoru (2.41),

‡Nie pokazana na rysunku o�s Z1 dope lnia uk lad X1Y1 do uk ladu prawoskr
↪↪↪
etnego.



46 Modele kinematyki uk lad�ow robotycznych

macierz AAA1
0 przyjmuje posta�c

AAA1
0(q1) =


c1 −s1 0 l1c1

s1 c1 0 l1s1

0 0 1 0

0 0 0 1

. (2.44)

Analogicznie, macierz AAA2
1(q2) : X1Y1Z1 7−→ X2Y2Z2 mo_zna wyznaczy�c jako

AAA2
1(q2) = RotRotRot(Z, q2)TransTransTrans(X, l2) =


c2 −s2 0 l2c2

s2 c2 0 l2s2

0 0 1 0

0 0 0 1

. (2.45)

Maj ↪↪↪ac wyliczone transformacje AAAi
i−1(qi) mi ↪↪↪edzy s ↪↪↪asiednimi uk ladami wsp�o l-

rz ↪↪↪ednych, de�niujemy kinematyk ↪↪↪e manipulatora jako

KKK(qqq) = AAA1
0(q1)AAA

2
1(q2) : X0Y0Z0 7−→ X2Y2Z2,

czyli

KKK(qqq) =


c12 −s12 0 l1c1 + l2c12

s12 c12 0 l1s1 + l2s12

0 0 1 0

0 0 0 1

, (2.46)

przy oznaczeniach s12 = sin(q1 + q2) i c12 = cos(q1 + q2). ¥

PrzykÃlad 2.3.2 (Manipulator typu potrójne wahadÃlo)
Innym, prostym przyk ladem manipulatora jest manipulator typu potr�ojne

wahad lo, kt�orego  la�ncuch kinematyczny pokazano schematycznie na ry-

sunku 2.5, a parametry Denavita-Hartenberga zamieszczono w tabeli 2.2.

Rozmaito�s�c kon�guracyjna Q rozpatrywanego tu manipulatora ma posta�c

tr�ojwymiarowego torusa T3, kt�orego punkty s ↪↪↪a reprezentowane przez we-

ktor qqq = (q1, q2, q3)
T k ↪↪↪at�ow obrotu w przegubach.

Do okre�slenia kinematyki

KKK : T3 −→ SE(3)

manipulatora zastosujemy algorytm Denavita-Hartenberga, dzi ↪↪↪eki czemu
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Rysunek 2.5 Manipulator typu potr�ojne wahad lo.

ogniwo θi di ai αi

1 q1 0 l1 0

2 q2 0 l2 0

3 q3 0 l3 0

Tabela 2.2 Parametry Denavita-Hartenberga manipulatora typu potr�ojne wa-

had lo.

otrzymamy wyra_zenia

KKK(qqq) =


c123 −s123 0 l1c1 + l2c12+ l3c123

s123 c123 0 l1s1 + l2s12+ l3s123

0 0 1 0

0 0 0 1

, (2.47)

gdzie przez s12, c12 oznaczono, odpowiednio, sin(q1 + q2) i cos(q1 + q2),

a przez s123, c123 | sin(q1 + q2 + q3) i cos(q1 + q2 + q3). ¥

PrzykÃlad 2.3.3 (Manipulator typu SCARA)
Manipulator SCARA jest manipulatorem przemys lowym, kt�orego schemat

kinematyczny przedstawiono na rysunku 2.6§. Widzimy, _ze opr�ocz dw�och

przegub�ow obrotowych tworz ↪↪↪acych  la�ncuch kinematyczny analogiczny do

§Manipulator SCARA znajduje si
↪↪↪
e w Laboratorium Centrum System�ow Produkcyj-

nych Instytutu Technologii Maszyn i Automatyzacji Politechniki Wroc lawskiej. Udost
↪↪↪
e-

pnienie danych tego manipulatora zawdzi
↪↪↪
eczamy uprzejmo�sci dra in_z. A. Koce lucha.
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Rysunek 2.6 Struktura kinematyczna manipulatora typu SCARA.

ogniwo θi di ai αi

1 q1 d1 a1 0

2 q2 0 a2 0

3 0 q3 0 0

4 q4 0 0 0

Tabela 2.3 Parametry Denavita-Hartenberga manipulatora typu SCARA.

podw�ojnego wahad la, manipulator posiada jeszcze dwa przeguby: prze-

suwny i obrotowy; ma zatem cztery stopnie swobody (jest manipulato-

rem klasy RRTR). Cech ↪↪↪a charakterystyczn ↪↪↪a konstrukcji manipulatora typu

SCARA jest r�ownoleg lo�s�c osi obrotu/przesuwu przegub�ow. Maj ↪↪↪ac przy-

pisane uk lady wsp�o lrz ↪↪↪ednych zgodnie z algorytmem Denavita-Hartenberga,

po okre�sleniu parametr�ow manipulatora (zamieszczonych w tabeli 2.3), mo-

_zemy przyst ↪↪↪api�c do wyznaczenia kinematyki

KKK(qqq) : Q ∼= T3 × R −→ SE(3),

gdzie qqq = (q1, q2, q3, q4)
T. Przekszta lcenia AAAi

i−1(qi), i = 1, . . . , 4 mi ↪↪↪edzy

poszczeg�olnymi uk ladami wsp�o lrz ↪↪↪ednych s ↪↪↪a dane jako

AAA1
0(q1) = RotRotRot(Z, q1)TransTransTrans(Z, d1)TransTransTrans(X, a1),

AAA2
1(q2) = RotRotRot(Z, q2)TransTransTrans(X, a2),
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ogniwo θi di ai αi

1 0 q1 0 π/2

2 q2 d1 0 π/2

3 q3 0 a2 0

4 q4 − q3 0 a3 0

5 q5 − q4 0 0 π/2

6 q6 d6 0 −π/2

Tabela 2.4 Parametry Denavita-Hartenberga manipulatora IRb-6 zamontowanego

na torze jezdnym.

AAA3
2(q3) = TransTransTrans(Z, q3),

AAA4
3(q4) = RotRotRot(Z, q4).

Zgodnie z zale_zno�sci ↪↪↪a (2.42), kinematyka manipulatora jest odwzorowaniem

KKK(qqq) = AAA1
0(q1)AAA

2
1(q2)AAA

3
2(q3)AAA

4
3(q4) : X0Y0Z0 7−→ X4Y4Z4,

czyli

KKK(qqq) =


c124 −s124 0 a1c1 + a2c12

s124 c124 0 a1s1 + a2s12

0 0 1 d1 + q3

0 0 0 1

, (2.48)

gdzie s124= sin(q1 + q2 + q4) i c124= cos(q1 + q2 + q4). Warto�sci liczbowe

parametr�ow manipulatora SCARA s ↪↪↪a r�owne d1 = 0.8[m], a1 = 0.445[m],

a2 = 0.355[m]. ¥

PrzykÃlad 2.3.4 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Jako ostatni przyk lad rozpatrzymy manipulator przemys lowy IRb-6 o pi ↪↪↪eciu

stopniach swobody, zamontowany na torze jezdnym¶. Taki uk lad tworzy

manipulator klasy 1T5R∥ posiadaj ↪↪↪acy sze�s�c stopni swobody. Schemat kine-

matyczny manipulatora przedstawia rysunek 2.7, a jego parametry Dena-

vita-Hartenberga zawiera tabela 2.4. Warto�sci liczbowe parametr�ow geo-

¶Manipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym znajduje si
↪↪↪
e w Laboratorium Ro-

botyki Instytutu Automatyki i Informatyki Stosowanej Politechniki Warszawskiej. Dane

manipulatora udost
↪↪↪
epni l nam Prof. C. Zieli�nski.

∥Jeden przegub przesuwny (T), po kt�orym nast
↪↪↪
epuje pi

↪↪↪
e�c przegub�ow obrotowych (R).
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Rysunek 2.7 Struktura kinematyczna manipulatora IRb-6 zamontowanego na

torze jezdnym.

metrycznych manipulatora s ↪↪↪a nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace: d1 = 0.7[m], a2 = 0.45[m],

a3 = 0.67[m] i d6 = 0.095[m]. Nale_zy zwr�oci�c uwag ↪↪↪e na posta�c para-

metr�ow θ4 i θ5. Pojawiaj ↪↪↪ace si ↪↪↪e w nich r�o_znice zmiennych przegubowych

wynikaj ↪↪↪a ze sposobu zde�niowania tych parametr�ow przez producenta ma-

nipulatora, kt�ory ka_zd ↪↪↪a ze zmiennych qi, i = 3, 4, 5, okre�sli l jako k ↪↪↪at mi ↪↪↪edzy

osi ↪↪↪a Xi uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych zwi ↪↪↪azanego z i-tym ogniwem manipulatora

a osi ↪↪↪a X2
∗∗. Z tabeli 2.4 wynika, _ze dla rozpatrywanego manipulatora prze-

kszta lcenia AAAi
i−1, i = 1, . . . , 6, s ↪↪↪a zde�niowane jako

AAA1
0(q1) = TransTransTrans(Z, q1)RotRotRot

(
X, π

2

)
,

AAA2
1(q2) = RotRotRot(Z, q2)TransTransTrans(Z, d1)RotRotRot

(
X, π

2

)
,

AAA3
2(q3) = RotRotRot(Z, q3)TransTransTrans(X, a2),

AAA4
3(q3, q4) = RotRotRot(Z, q4 − q3)TransTransTrans(X, a3),

AAA5
4(q4, q5) = RotRotRot(Z, q5 − q4)RotRotRot

(
X, π

2

)
,

AAA6
5(q6) = RotRotRot(Z, q6)TransTransTrans(Z, d6)RotRotRot

(
X, −π

2

)
.

W rezultacie, zgodnie z zale_zno�sci ↪↪↪a (2.42), kinematyka manipulatora jest

∗∗Dotychczas i-t
↪↪↪
a zmienn

↪↪↪
a przegubow

↪↪↪
a dla przegub�ow obrotowych okre�slali�smy jako

k
↪↪↪
at mi

↪↪↪
edzy osi

↪↪↪
a Xi zwi

↪↪↪
azan

↪↪↪
a z danym ogniwem a osi

↪↪↪
a Xi−1 .
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odwzorowaniem

KKK(qqq) = AAA1
0AAA

2
1AAA

3
2AAA

4
3AAA

5
4AAA

6
5(qqq) : X0Y0Z0 7−→ X6Y6Z6

postaci

KKK(qqq) =


c2c5c6 + s2s6 −c2s5 s2c6 − c2c5s6

−s5c6 −c5 s5s6

s2c5c6 − c2s6 −s2s5 −c2c6 − s2c5s6

0 0 0

c2(a2c3 + a3c4 + d6s5)

−d1 + d6c5 − a2s3 − a3s4

q1 + s2(a2c3 + a3c4 + d6s5)

1

, (2.49)

gdzie qqq = (q1, q2, q3, q4, q5, q6)
T. ¥

2.3.2 Reprezentacja wykÃladnicza

Opis kinematyki manipulatora (2.40), alternatywny w stosunku do repre-

zentacji Denavita-Hartenberga, mo_zna otrzyma�c stosuj ↪↪↪ac do ka_zdej trans-

formacji (2.41) parametryzacj ↪↪↪e wyk ladnicz ↪↪↪a (2.28). Za l�o_zmy najpierw, _ze

i-ty przegub manipulatora jest obrotowy. Przy takim za lo_zeniu przekszta l-

cenie AAAi
i−1 przedstawimy w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob

AAAi
i−1(qi) =

[
RRR(Z, qi) 000

000 1

]
PPPi, (2.50)

gdzie

PPPi =

[
I3 dieee3

000 1

][
RRR(X, αi) 000

000 1

][
I3 aieee1

000 1

]
=

[
RRR(X, αi) dieee3 + aieee1

000 1

]
, (2.51)

za�s symbolem RRR(oś, k ↪↪↪at) oznaczamy macierz obrotu wok�o l ustalonej osi o za-

dany k ↪↪↪at. Nietrudno pokaza�c, _ze w parametryzacji wyk ladniczej[
RRR(Z, qi) 000

000 1

]
= exp(ξξξiqi), (2.52)

gdzie ξξξi =
[
[eee3] 000

000 0

]
. W rezultacie otrzymujemy zale_zno�s�c

AAAi
i−1(qi) = exp(ξξξiqi)PPPi. (2.53)
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W przypadku, gdy i-ty przegub jest przesuwny, nale_zy wzi ↪↪↪a�c

ξξξi =

[
000 eee3

000 0

]
, PPPi =

[
RRR(Z, θi)RRR(X, αi) aiRRR(Z, θi)1kol

000 1

]
. (2.54)

Podstawiaj ↪↪↪ac wyra_zenia (2.51) lub (2.54) do wzoru (2.53) i dalej do (2.42)

dochodzimy do formu ly

KKK(qqq) = exp(ξξξ1q1)PPP1 exp(ξξξ2q2)PPP2 · · · exp(ξξξnqn)PPPn. (2.55)

Dzi ↪↪↪eki znanej w lasno�sci wyk ladniczej funkcji macierzowej

PPP exp(AAA)PPP−1 = exp
(
PPPAAAPPP−1

)
,

r�ownanie (2.55) mo_zemy przepisa�c w postaci

KKK(qqq) = exp(ξξξ1q1) exp
(
PPP1ξξξ2PPP

−1
1 q2

)
· · ·

· · · exp
(
(PPP1 · · ·PPPn−1)ξξξn(PPP1 · · ·PPPn−1)

−1qn

)
PPP1 · · ·PPPn,

albo jako

KKK(qqq) = exp(ζζζ1q1) exp(ζζζ2q2) · · · exp(ζζζnqn)KKK(000). (2.56)

W powy_zszej formule

ζζζ1 = ξξξ1 oraz ζζζi =
(∏i−1

l=1PPPl

)
ξξξi

(∏i−1
l=1PPPl

)−1

dla i = 2, . . . , n, (2.57)

natomiast KKK(000) oznacza kinematyk ↪↪↪e manipulatora w kon�guracji odnie-

sienia, w kt�orej wszystkie zmienne przegubowe przyjmuj ↪↪↪a warto�s�c zero.

Formu l ↪↪↪e (2.56) nazywamy reprezentacj ↪↪↪a wyk ladnicz ↪↪↪a kinematyki mani-

pulatora. Macierze ζζζi wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪ace w reprezentacji wyk ladniczej nale_z ↪↪↪a do

algebry Liego se(3) grupy SE(3) i maj ↪↪↪a posta�c

ζζζi =

[
[ωiωiωi] vvvi

000 0

]
, (2.58)

ωωωi, vvvi ∈ R3, przy czym vvvi = −ωωωi × pppi, gdzie pppi jest pewnym punktem

po lo_zonym na osi obrotu i-tego przegubu. Wektor
(
vvvT

i ,ωωωT
i

)T
reprezentuj ↪↪↪acy

macierz (2.58) nosi nazw ↪↪↪e skr ↪↪↪etnika.
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PrzykÃlad 2.3.5 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Dla zilustrowania sposobu tworzenia reprezentacji wyk ladniczej kinematyki

manipulatora pos lu_zymy si ↪↪↪e przyk ladem manipulatora typu podw�ojne wa-

had lo. Kinematyk ↪↪↪e tego manipulatora wyliczyli�smy w przyk ladzie 2.3.1

otrzymuj ↪↪↪ac wyra_zenie

KKK(qqq) = AAA1
0(q1)AAA

2
1(q2), (2.59)

z macierzami AAA1
0, AAA2

1 okre�slonymi przy pomocy formu l (2.44), (2.45). Bior ↪↪↪ac

pod uwag ↪↪↪e struktur ↪↪↪e tych macierzy, kinematyk ↪↪↪e (2.59) zapisujemy w nast ↪↪↪e-

puj ↪↪↪acej postaci

KKK(qqq) =

[
RRR(Z, q1) 000

000 1

]
PPP1

[
RRR(Z, q2) 000

000 1

]
PPP2,

gdzie

PPP1 =

[
I3 l1eee1

000 1

]
, PPP2 =

[
I3 l2eee1

000 1

]
.

Nast ↪↪↪epnie, zgodnie z wyra_zeniem (2.52), znajdujemy parametryzacj ↪↪↪e wy-

k ladnicz ↪↪↪a macierzy obrotu

RotRotRot(Z, qi) =

[
RRR(Z, qi) 000

000 1

]
= exp(ξξξiqi), i = 1, 2,

przy oznaczeniach ξξξ1 = ξξξ2 =
[
[eee3] 000

000 0

]
. Post ↪↪↪epuj ↪↪↪ac stosownie do regu l wyni-

kaj ↪↪↪acych ze wzor�ow (2.55), (2.56), uzyskujemy reprezentacj ↪↪↪e wyk ladnicz ↪↪↪a

kinematyki (2.59)

KKK(qqq) = exp(ζζζ1q1) exp(ζζζ2q2)KKK(000), (2.60)

scharakteryzowan ↪↪↪a przez macierze

ζζζ1 = ξξξ1,

ζζζ2 = PPP1ξξξ2PPP
−1
1 =

[
[eee3] −l1eee2

000 0

]
,

KKK(000) =

[
I3 (l1 + l2)eee1

000 1

]
.

(2.61)

Nietrudno sprawdzi�c przez bezpo�srednie obliczenie, _ze prawa strona (2.60)

istotnie jest r�owna (2.46). ¥
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PrzykÃlad 2.3.6 (Manipulator typu SCARA)
W spos�ob podobny jak w poprzednim przyk ladzie skonstruujemy obecnie

reprezentacj ↪↪↪e wyk ladnicz ↪↪↪a kinematyki manipulatora typu SCARA, kt�orego

kinematyka

KKK(qqq) = AAA1
0(q1)AAA

2
1(q2)AAA

3
2(q3)AAA

4
3(q4)

zosta la wyznaczona w przyk ladzie 2.3.3. Korzystaj ↪↪↪ac z de�nicji przekszta l-

ce�n sk ladowych AAAi
i−1 oraz z wyra_ze�n (2.52) i (2.54), wyliczymy najpierw

reprezentacje wyk ladnicze

AAA1
0(q1) =

[
RRR(Z, q1) 000

000 1

] [
I3 d1eee3

000 1

] [
I3 a1eee1

000 1

]
= exp(ξξξ1q1)PPP1,

AAA2
1(q2) =

[
RRR(Z, q2) 000

000 1

] [
I3 a2eee1

000 1

]
= exp(ξξξ2q2)PPP2,

AAA3
2(q3) =

[
I3 q3eee3

000 1

]
= exp(ξξξ3q3)PPP3,

AAA4
3(q4) =

[
RRR(Z, q4) 000

000 1

]
= exp(ξξξ4q4)PPP4,

(2.62)

gdzie

ξξξ1 = ξξξ2 = ξξξ4 =

[
[eee3] 000

000 0

]
, ξξξ3 =

[
000 eee3

000 0

]
,

PPP1 =

[
I3 a1eee1 + d1eee3

000 1

]
, PPP2 =

[
I3 a2eee1

000 1

]
, PPP3 = PPP4 = I4.

Na podstawie formu l (2.56), (2.57) i po uwzgl ↪↪↪ednieniu postaci reprezenta-

cji (2.62), otrzymujemy ostatecznie

KKK(qqq) = exp(ζζζ1q1) exp(ζζζ2q2) exp(ζζζ3q3) exp(ζζζ4q4)KKK(000), (2.63)

przy oznaczeniach

ζζζ1 = ξξξ1, ζζζ2 = PPP1ξξξ2PPP
−1
1 =

[
[eee3] −a1eee2

000 0

]
, ζζζ3 = (PPP1PPP2)ξξξ3(PPP1PPP2)

−1 = ξξξ3,

ζζζ4 = (PPP1PPP2PPP3)ξξξ4(PPP1PPP2PPP3)
−1 =

[
[eee3] −(a1 + a2)eee2

000 0

]
,

KKK(000) = PPP1PPP2PPP3PPP4 =

[
I3 (a1 + a2)eee1 + d1eee3

000 1

]
.

(2.64)

¥
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2.3.3 Kinematyka we wspóÃlrz ↪↪↪ednych

Odwzorowanie (2.42) zosta lo okre�slone mi ↪↪↪edzy rozmaito�sciami: przegubow ↪↪↪a

a zadaniow ↪↪↪a. U_zywaj ↪↪↪ac naturalnych wsp�o lrz ↪↪↪ednych φφφUUU : UUU ⊂ Q −→ Rn na

rozmaito�sci przegubowej oraz wybieraj ↪↪↪ac pewn ↪↪↪a parametryzacj ↪↪↪e ψψψVVV : VVV ⊂
Rm −→ Z rozmaito�sci zadaniowej otrzymujemy reprezentacj ↪↪↪e kinematyki

we wsp�o lrz ↪↪↪ednych

kkk : Rn −→ Rm, yyy = kkk(xxx) = (k1(xxx), . . . , km(xxx))T,

zapewniaj ↪↪↪ac ↪↪↪a przemienno�s�c diagramu

Q KKK−−−−→ Z
∪ ||

UUU
KKK|UUU−−−−→ Z

φφφUUU

y xψψψVVV

Rn kkk−−−−→ VVV ⊂ Rm,

a zatem spe lniaj ↪↪↪ac ↪↪↪a warunek

KKK|UUU = ψψψVVV ◦ kkk ◦φφφUUU. (2.65)

Ze struktury diagramu wynika, _ze wyznaczenie reprezentacji kinematyki

we wsp�o lrz ↪↪↪ednych sprowadza si ↪↪↪e do przeprowadzenia faktoryzacji kinema-

tyki KKK|UUU i nadaniu jej formy z lo_zenia trzech odwzorowa�n φφφUUU, kkk i ψψψVVV. Lokal-

nie, w obszarze odwracalno�sci odwzorowa�n ψψψVVV, φφφUUU, reprezentacj ↪↪↪e kkk mo_zna

wyliczy�c jako kkk = ψψψ−1
VVV

◦ KKK|UUU ◦ φφφ−1
UUU

. Wsp�o lrz ↪↪↪edne xxx nazywamy kon�-

guracyjnymi lub przegubowymi, wsp�o lrz ↪↪↪edne yyy | zadaniowymi. Prze-

strze�n Rn nazywa si ↪↪↪e przestrzeni ↪↪↪a kon�guracyjn ↪↪↪a lub przestrzeni ↪↪↪a prze-

gubow ↪↪↪a, a przestrze�n Rm | przestrzeni ↪↪↪a zadaniow ↪↪↪a. Je_zeli liczba stopni

swobody manipulatora jest wi ↪↪↪eksza od wymiaru jego przestrzeni zadaniowej,

to manipulator nazywamy redundantnym, w przeciwnym przypadku ma-

nipulator nazywamy nieredundantnym. Nadmiar mo_zliwo�sci ruchowych,

jakim dysponuje manipulator redundantny, pozwala sterowa�c jako�sci ↪↪↪a wy-

konania zada�n przez manipulator.

Przedstawimy teraz kilka przyk lad�ow wyliczania kinematyki manipula-

tora we wsp�o lrz ↪↪↪ednych.
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PrzykÃlad 2.3.7 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Zacznijmy od wyra_zenia opisuj ↪↪↪acego kinematyk ↪↪↪e manipulatora typu pod-

w�ojne wahad lo we wsp�o lrz ↪↪↪ednych. Jak wiemy, k ↪↪↪aty obrotu w przegubach

manipulatora x1 i x2 opisuj ↪↪↪a jednoznacznie jego pozycj ↪↪↪e i tworz ↪↪↪a dwuele-

mentowy wektor wsp�o lrz ↪↪↪ednych przegubowych

xxx = (x1, x2)
T ∈ R2.

Poniewa_z pozycje efektora manipulatora odpowiadaj ↪↪↪a punktom p laszczy-

zny X0Y0, do opisu po lo_zenia i orientacji efektora u_zyjemy grupy euklideso-

wej SE(2) ∼= R2 × S1, kt�ora stanowi rozmaito�s�c zadaniow ↪↪↪a Z. Jako wsp�o l-

rz ↪↪↪edne zadaniowe przyjmiemy, odpowiednio, po lo_zenie efektora wzd lu_z o-

si X0, Y0 efektora oraz jego orientacj ↪↪↪e φ mierzon ↪↪↪a k ↪↪↪atem obrotu wok�o l osi Z0

(zobacz rysunek 2.4) 
y1 = X0

y2 = Y0

y3 = φ.

Dla tak wybranych wsp�o lrz ↪↪↪ednych zde�niujemy przekszta lcenie

TransTransTrans(X, y1)TransTransTrans(Y, y2)RotRotRot(Z, y3) =


cos y3 − sin y3 0 y1

sin y3 cos y3 0 y2

0 0 1 0

0 0 0 1

. (2.66)

Por�ownuj ↪↪↪ac wyra_zenie (2.66) z kinematyk ↪↪↪a KKK dan ↪↪↪a r�ownaniem (2.46), otrzy-

mujemy reprezentacj ↪↪↪e kinematyki we wsp�o lrz ↪↪↪ednych

kkk : R2 −→ R3,

w postaci uk ladu r�owna�n

yyy =

y1

y2

y3

 = kkk(xxx) =

l1c1 + l2c12

l1s1 + l2s12

x1 + x2

, (2.67)

gdzie si, ci, sij i cij oznaczaj ↪↪↪a, odpowiednio, sin xi, cos xi, sin(xi + xj) oraz

cos(xi + xj).

Poniewa_z rozpatrywany manipulator jest wyposa_zony w dwa przeguby,

jedynie dwie spo�sr�od wyliczonych trzech wsp�o lrz ↪↪↪ednych zadaniowych mo_zna
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zmienia�c niezale_znie poprzez zmian ↪↪↪e wsp�o lrz ↪↪↪ednych przegubowych∗. Z tego

powodu cz ↪↪↪estokro�c de�niuje si ↪↪↪e kinematyk ↪↪↪e manipulatora ograniczon ↪↪↪a je-

dynie do dw�och wsp�o lrz ↪↪↪ednych | m�owimy wtedy o kinematyce w aspekcie

tych wsp�o lrz ↪↪↪ednych. I tak, wybieraj ↪↪↪ac z wyra_zenia (2.67)† dwie pierw-

sze sk ladowe otrzymujemy kinematyk ↪↪↪e manipulatora w aspekcie wsp�o lrz ↪↪↪e-

dnych X0Y0

yyy =

(
y1

y2

)
= kkk(xxx) =

(
l1c1 + l2c12

l1s1 + l2s12

)
. (2.68)

Podobnie jak poprzednio mamy y1 = X0 a y2 = Y0. Oczywi�scie, taki

wyb�or wsp�o lrz ↪↪↪ednych zadaniowych nie jest jedyny. Alternatywnie, mo_zna

spo�sr�od wsp�o lrz ↪↪↪ednych zadaniowych wybra�c np. ponownie wsp�o lrz ↪↪↪edn ↪↪↪a X0

po lo_zenia efektora w podstawowym uk ladzie wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0Y0Z0 oraz

k ↪↪↪at φ okre�slaj ↪↪↪acy orientacj ↪↪↪e efektora wzgl ↪↪↪edem osi Z0 tego uk ladu. W ta-

kim przypadku dostajemy kinematyk ↪↪↪e w aspekcie wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0φ

yyy =

(
y1

y2

)
= kkk(xxx) =

(
l1c1 + l2c12

x1 + x2

)
, (2.69)

gdzie y1 = X0 oraz y2 = φ. ¥

PrzykÃlad 2.3.8 (Manipulator EDDA)
Jak zauwa_zyli�smy wcze�sniej, kinematyk ↪↪↪e podw�ojnego wahad la posiada ma-

nipulator EDDA (Experimental Direct Drive Arm)‡. EDDA jest manipu-

latorem o bezpo�srednim nap ↪↪↪edzie i nieograniczonych przegubach. Jej kon-

strukcj ↪↪↪e przedstawia rysunek 2.8. W zale_zno�sci od wybranego aspektu ki-

nematyka manipulatora EDDA jest opisana jednym z r�owna�n (2.67){(2.69)

z parametrami l1 = 0.3[m], l2 = 0.58[m]. ¥

PrzykÃlad 2.3.9 (Manipulator typu potrójne wahadÃlo)
Przyjmuj ↪↪↪ac xxx = (x1, x2, x3)

T jako wektor wsp�o lrz ↪↪↪ednych na rozmaito�sci kon-

�guracyjnej Q, gdzie xi (i = 1, 2, 3) oznaczaj ↪↪↪a k ↪↪↪aty obrotu w kolejnych

przegubach manipulatora, oraz wybieraj ↪↪↪ac po lo_zenie efektora wzd lu_z osi X0

∗Jak si
↪↪↪
e p�o�zniej oka_ze (zobacz podrozdzia l 2.3.5), manipulator z tak zde�niowan

↪↪↪
a

kinematyk
↪↪↪
a pozostaje zawsze osobliwy.

†Kt�ore mo_ze by�c uwa_zane za kinematyk
↪↪↪
e w aspekcie wsp�o lrz

↪↪↪
ednych X0Y0φ.

‡Manipulator EDDA znajduje si
↪↪↪
e w Instytucie Robotyki i Informatyki Uniwersytetu

w Brunszwiku. Za jego udost
↪↪↪
epnienie jeste�smy wdzi

↪↪↪
eczni Prof. F. Wahlowi.



58 Modele kinematyki uk lad�ow robotycznych

Rysunek 2.8 Manipulator EDDA.

i Y0, i jego orientacj ↪↪↪e φ mierzon ↪↪↪a k ↪↪↪atem obrotu wok�o l osi Z0 jako parametry-

zacj ↪↪↪e y1, y2 i y3 rozmaito�sci zadaniowej SE(2)§, otrzymujemy kinematyk ↪↪↪e

manipulatora typu potr�ojne wahad lo w aspekcie wybranych wsp�o lrz ↪↪↪ednych

yyy =

y1

y2

y3

 = kkk(xxx) =

l1c1 + l2c12+ l3c123

l1s1 + l2s12+ l3s123

x1 + x2 + x3

. (2.70)

Cz ↪↪↪esto manipulator typu potr�ojne wahad lo jest traktowany jako manipu-

lator redundantny z kinematyk ↪↪↪a wyra_zon ↪↪↪a w aspekcie wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0Y0

postaci

yyy =

(
y1

y2

)
= kkk(xxx) =

(
l1c1 + l2c12+ l3c123

l1s1 + l2s12+ l3s123

)
. (2.71)

¥

§Jak w przypadku manipulatora typu podw�ojne wahad lo, nie ma potrzeby reprezen-

towania ca lej grupy SE(3).
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PrzykÃlad 2.3.10 (Manipulator typu SCARA)
W celu wyra_zania we wsp�o lrz ↪↪↪ednych kinematyki manipulatora typu SCA-

RA wykorzystamy naturalne wsp�o lrz ↪↪↪edne przegubowe manipulatora. Po-

niewa_z po lo_zenia przegub�ow manipulatora wp lywaj ↪↪↪a jedynie na po lo_zenie

efektora w przestrzeni R3 oraz na jedn ↪↪↪a sk ladow ↪↪↪a jego orientacji wyra_zon ↪↪↪a

k ↪↪↪atem obrotu wok�o l osi Z0, wybierzemy cztery wsp�o lrz ↪↪↪edne zadaniowe ma-

nipulatora: wsp�o lrz ↪↪↪edne (y1, y2 i y3) okre�slaj ↪↪↪ace po lo_zenie efektora manipu-

latora wzgl ↪↪↪edem podstawowego uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0Y0Z0 oraz wsp�o l-

rz ↪↪↪edn ↪↪↪a (y4) w postaci k ↪↪↪ata obrotu efektora manipulatora wok�o l osi Z0

uk ladu podstawowego. Przy tak wybranych wsp�o lrz ↪↪↪ednych otrzymujemy

przekszta lcenie

TransTransTrans(X, y1)TransTransTrans(Y, y2)TransTransTrans(Z, y3)RotRotRot(Z, y4) =

=


cos y4 − sin y4 0 y1

sin y4 cos y4 0 y2

0 0 1 y3

0 0 0 1

,

kt�orego por�ownanie z kinematyk ↪↪↪a zde�niowan ↪↪↪a r�ownaniem (2.48) pozwala

uzyska�c nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a reprezentacj ↪↪↪e

yyy =


y1

y2

y3

y4

 = kkk(xxx) =


a1c1 + a2c12

a1s1 + a2s12

d1 + x3

x1 + x2 + x4

. (2.72)

W sytuacji, gdy do wykonania zadania potrzebna jest wy l ↪↪↪acznie zna-

jomo�s�c po lo_zenia efektora manipulatora SCARA, kinematyk ↪↪↪e

kkk : R4 −→ R3

manipulatora w aspekcie wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0Y0Z0 de�niujemy jako

yyy =

y1

y2

y3

 = kkk(xxx) =

a1c1 + a2c12

a1s1 + a2s12

d1 + x3

. (2.73)

Poniewa_z pe lna specy�kacja kinematyki manipulatora przemys lowego

wymaga okre�slenia zakresu dopuszczalnych ruch�ow w przegubach, na za-

ko�nczenie dodajmy, _ze przestrze�n przegubowa manipulatora typu SCARA



60 Modele kinematyki uk lad�ow robotycznych

jest ograniczona w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob:

X =
{
xxx = (x1, . . . , x4)

T ∈ R4
∣∣ − 1

2
π 6 x1 6 1

2
π, −3

4
π 6 x2 6 3

4
π,

0.15[m] 6 x3 6 0.39[m], −π 6 x4 6 π
}
. (2.74)

¥

PrzykÃlad 2.3.11 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Aby wyrazi�c we wsp�o lrz ↪↪↪ednych kinematyk ↪↪↪e manipulatora IRb-6 zamonto-

wanego na torze jezdnym, rozmaito�s�c zadaniow ↪↪↪a sparametryzujemy przy

pomocy trzech wsp�o lrz ↪↪↪ednych po lo_zenia efektora manipulatora (y1, y2, y3)

oraz trzech k ↪↪↪at�ow Eulera Y-Z-Y (y4, y5, y6). Na rozmaito�sci kon�gura-

cyjnej u_zyjemy naturalnego uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych zadanego przez zmienne

przegubowe manipulatora. Dla tak zde�niowanych wsp�o lrz ↪↪↪ednych otrzymu-

jemy przekszta lcenie

TransTransTrans(X, y1)TransTransTrans(Y, y2)TransTransTrans(Z, y3)RotRotRot(Y, y4)RotRotRot(Z, y5)RotRotRot(Y, y6) =

=


~c4~c5~c6 − ~s4~s6 −~c4~s5 ~s4~c6 + ~c4~c5~s6 y1

~s5~c6 ~c5 ~s5~s6 y2

−~s4~c5~c6 − ~c4~s6 ~s4~s5 ~c4~c6 − ~s4~c5~s6 y3

0 0 0 1

, (2.75)

gdzie przez ~si i ~ci oznaczono sin yi i cos yi. Por�ownuj ↪↪↪ac ze sob ↪↪↪a macie-

rze (2.49) i (2.75) otrzymujemy reprezentacj ↪↪↪e kinematyki manipulatora we

wsp�o lrz ↪↪↪ednych

yyy =



y1

y2

y3

y4

y5

y6


= kkk(xxx) =



c2(a2c3 + a3c4 + d6s5)

−d1 + d6c5 − a2s3 − a3s4

x1 + s2(a2c3 + a3c4 + d6s5)

−x2

π − x5

π − x6


. (2.76)

Dodajmy, _ze wyb�or wsp�o lrz ↪↪↪ednych do reprezentacji kinematyki ma istotny

wp lyw na z lo_zono�s�c r�owna�n kinematyki.

W dalszych przyk ladach b ↪↪↪edziemy niekiedy traktowa�c manipulator IRb-6

na torze jezdnym jako manipulator redundantny, kt�orego kinematyka

kkk : R6 −→ R3
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opisuje po lo_zenie efektora manipulatora w aspekcie wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0Y0Z0

i jest postaci

yyy =

y1

y2

y3

 = kkk(xxx) =

 c2(a2c3 + a3c4 + d6s5)

−d1 + d6c5 − a2s3 − a3s4

x1 + s2(a2c3 + a3c4 + d6s5)

. (2.77)

W uzupe lnieniu dodajmy, _ze przestrze�n przegubowa manipulatora IRb-6

zamontowanego na torze jezdnym jest ograniczona przez jego konstrukcj ↪↪↪e

mechaniczn ↪↪↪a w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob:

X =
{
xxx = (x1, . . . , x6)

T ∈ R6
∣∣ 0[m] 6 x1 6 1.5[m],

−17
18

π 6 x2 6 17
18

π, 5
18

π 6 x3 6 13
18

π, −2
9
π 6 x4 6 5

36
π,

0 6 x5 6 π, −π 6 x6 6 π, 5
18

π 6 x3 − x4 6 13
18

π
}
. (2.78)

¥

2.3.4 Jakobiany

Macierz Jacobiego

JJJa(xxx) =
∂kkk

∂xxx
(xxx), (2.79)

reprezentacji kinematyki manipulatora we wsp�o lrz ↪↪↪ednych

kkk : Rn −→ Rm, yyy = kkk(xxx) = (k1(xxx), . . . , km(xxx))T,

nazywamy jakobianem analitycznym manipulatora. Jakobian analitycz-

ny mo_zna traktowa�c jako przekszta lcenie pr ↪↪↪edko�sci zmian wsp�o lrz ↪↪↪ednych

przegubowych w pr ↪↪↪edko�s�c zmian wsp�o lrz ↪↪↪ednych zadaniowych, przy zadanej

kon�guracji manipulatora,

_yyy = JJJa(xxx) _xxx. (2.80)

Jest oczywiste, _ze posta�c jakobianu analitycznego zale_zy od wyboru uk ladu

wsp�o lrz ↪↪↪ednych (parametryzacji) dokonanego w celu zde�niowania odwzoro-

wania kkk.
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PrzykÃlad 2.3.12 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
R�o_zniczkuj ↪↪↪ac r�ownania kinematyki (2.67) otrzymujemy jakobian anality-

czny

JJJa(xxx) =
∂kkk

∂xxx
(xxx) =

−l1s1 − l2s12 −l2s12

l1c1 + l2c12 l2c12

1 1

, (2.81)

gdzie si, ci, sij i cij oznaczaj ↪↪↪a, odpowiednio, sin xi, cos xi, sin(xi + xj) oraz

cos(xi + xj)
∗. Podobnie jak w przypadku kinematyki wyra_zonej we wsp�o l-

rz ↪↪↪ednych, mo_zemy m�owi�c o jakobianach analitycznych w aspekcie r�o_znych

wsp�o lrz ↪↪↪ednych. Wyliczony wy_zej jakobian jest jakobianem analitycznym

w aspekcie wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0Y0φ. Przez analogi ↪↪↪e, dla kinematyki zde-

�niowanej wzorem (2.69) otrzymujemy jakobian analityczny w aspekcie

wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0Y0

JJJa(xxx) =
∂kkk

∂xxx
(xxx) =

[
−l1s1 − l2s12 −l2s12

l1c1 + l2c12 l2c12

]
. (2.82)

Jakobian analityczny w aspekcie wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0φ odpowiadaj ↪↪↪acy kine-

matyce (2.69) ma posta�c

JJJa(xxx) =
∂kkk

∂xxx
(xxx) =

[
−l1s1 − l2s12 −l2s12

1 1

]
. (2.83)

¥
PrzykÃlad 2.3.13 (Manipulator typu potrójne wahadÃlo)
Bezpo�srednie zr�o_zniczkowanie kinematyki (2.70) potr�ojnego wahad la po-

zwala wyliczy�c jakobian analityczny jako macierz

JJJa(xxx) =

−l1s1 − l2s12− l3s123 −l2s12− l3s123 −l3s123

l1c1 + l2c12+ l3c123 l2c12+ l3c123 l3c123

1 1 1

. (2.84)

W podobny spos�ob, dla kinematyki (2.71) otrzymujemy

JJJa(xxx) =

[
−l1s1 − l2s12− l3s123 −l2s12− l3s123 −l3s123

l1c1 + l2c12+ l3c123 l2c12+ l3c123 l3c123

]
. (2.85)

¥
∗Przyjmiemy oznaczenia funkcji trygonometrycznych zmiennych qi i xi takie same jak

w formule kinematyki. Z kontekstu zawsze b
↪↪↪
edzie jasno wynika lo, o funkcjach kt�orych

zmiennych m�owimy | przez si, ci rozumiemy odpowiednio sin xi i cos xi w przypadku

jakobian�ow analitycznych, oraz sin qi i cos qi dla pozosta lych typ�ow jakobian�ow.
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PrzykÃlad 2.3.14 (Manipulator typu SCARA)
Kinematyce (2.72) manipulatora typu SCARA odpowiada jakobian anali-

tyczny

JJJa(xxx) =
∂kkk

∂xxx
(xxx) =


−a1s1 − a2s12 −a2s12 0 0

a1c1 + a2c12 a2c12 0 0

0 0 1 0

1 1 0 1

. (2.86)

Jest rzecz ↪↪↪a jasn ↪↪↪a, _ze kinematyce (2.73) rozpatrywanej w aspekcie wsp�o lrz ↪↪↪ed-

nych X0Y0Z0 odpowiada jakobian analityczny uzyskany przez wykre�slenie

ostatniego wiersza macierzy (2.86). ¥

PrzykÃlad 2.3.15 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Na podstawie r�owna�n we wsp�o lrz ↪↪↪ednych (2.76) kinematyki manipulatora

IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym obliczamy jakobian analityczny

JJJa(xxx) =
∂kkk

∂xxx
(xxx) =

=



0 −s2(a2c3 + a3c4 + d6s5)

0 0

1 c2(a2c3 + a3c4 + d6s5)

0 −1

0 0

0 0

−a2c2s3 −a3c2s4 d6c2c5 0

−a2c3 −a3c4 −d6s5 0

−a2s2s3 −a3s2s4 d6s2c5 0

0 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


. (2.87)

 Latwo zauwa_zy�c, _ze kinematyce (2.77) odpowiada jakobian analityczny z lo-

_zony z trzech pierwszych wierszy macierzy (2.87). ¥

Jakobian manipulatora mo_ze by�c tak_ze zde�niowany bez odwo lywania

si ↪↪↪e do uk lad�ow wsp�o lrz ↪↪↪ednych. Wykorzystuj ↪↪↪ac fakt, _ze kinematyka mani-

pulatora przyjmuje warto�sci w specjalnej grupie euklidesowej† SE(3), wpro-

wadza si ↪↪↪e niezale_zne od wsp�o lrz ↪↪↪ednych poj ↪↪↪ecie jakobianu geometrycznego,

a dok ladniej: jakobianu geometrycznego w uk ladzie przestrzeni i jakobianu

geometrycznego w uk ladzie cia la, zwanych w skr�ocie jakobianami geome-

trycznymi w przestrzeni i w ciele. Jakobian geometryczny w przestrzeni

jest rozumiany jako przekszta lcenie pr ↪↪↪edko�sci ruchu w przegubach w wek-

tor pr ↪↪↪edko�sci efektora w przestrzeni(
vvvs

ωωωs

)
= JJJs(qqq) _qqq. (2.88)

†A wi
↪↪↪
ec w grupie Liego z dobrze okre�slon

↪↪↪
a przestrzeni

↪↪↪
a styczn

↪↪↪
a w ka_zdym punkcie.



64 Modele kinematyki uk lad�ow robotycznych

Analogicznie, jakobian geometryczny w ciele stanowi przekszta lcenie pr ↪↪↪e-

dko�sci ruchu przegub�ow w wektor pr ↪↪↪edko�sci efektora w ciele,(
vvvb

ωωωb

)
= JJJb(qqq) _qqq. (2.89)

Przedstawimy teraz algorytm wyliczania jakobianu geometrycznego w prze-

strzeni. Niech

JJJs(qqq) =
[
JJJs
1(qqq) · · · JJJs

i(qqq) · · · JJJs
n(qqq)

]
.

W celu wyznaczenia i-tej kolumny jakobianu JJJs(qqq) za l�o_zmy, _ze wszystkie

przeguby manipulatora, opr�ocz przegubu i-tego, zosta ly unieruchomione

i przeanalizujmy ruch efektora b ↪↪↪ed ↪↪↪acy rezultatem ruchu w przegubie o nu-

merze i. Niech po lo_zenie efektora wzgl ↪↪↪edem uk ladu Xi−1Yi−1Zi−1 b ↪↪↪edzie

opisane wektorem TTTn
i−1, a przegub i b ↪↪↪edzie typu obrotowego. W�owczas,

z zale_zno�sci (2.12) wynika, _ze pr ↪↪↪edko�sci efektora w uk ladzie przestrzeni

wzgl ↪↪↪edem uk ladu (i − 1)-szego wynosz ↪↪↪a

ωωωi−1
s = eee3 _qi, vvvi−1

s = _TTTn
i−1(qi) −

[
ωωωi−1

s

]
TTTn

i−1(qi). (2.90)

Zajmiemy si ↪↪↪e teraz wyliczeniem pr ↪↪↪edko�sci _TTTn
i−1(qi). Niech

AAAi
i−1(qi) =

[
RRRi

i−1(qi) TTT i
i−1(qi)

000 1

]
oznacza transformacj ↪↪↪e uk ladu (i − 1)-szego w uk lad i-ty, zde�niowan ↪↪↪a przy

pomocy algorytmu Denavita-Hartenberga. Je_zeli po lo_zenie efektora wzgl ↪↪↪e-

dem uk ladu i-tego oznaczymy przez TTTn
i , to

TTTn
i−1(qi) = RRRi

i−1(qi)TTT
n
i + TTT i

i−1(qi). (2.91)

Zr�o_zniczkowanie (2.91) wzgl ↪↪↪edem czasu daje

_TTTn
i−1(qi) = [eee3]RRR

i
i−1(qi)TTT

n
i _qi + _TTT i

i−1(qi). (2.92)

Wektor TTT i
i−1(qi) wyliczamy korzystaj ↪↪↪ac z wyra_zenia (2.51)

TTT i
i−1(qi) = aiRRR(Z, qi)eee1 + dieee3. (2.93)

Bior ↪↪↪ac pod uwag ↪↪↪e (2.93) i pami ↪↪↪etaj ↪↪↪ac, _ze [eee3]eee3 = 0 obliczamy

_TTT i
i−1(qi) = [eee3] _qiaiRRR(Z, qi)eee1 = [eee3] _qiTTT

i
i−1(qi). (2.94)
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W ko�ncu,  l ↪↪↪acz ↪↪↪ac (2.94) i (2.92) oraz wykorzystuj ↪↪↪ac (2.91) zauwa_zamy, _ze

_TTTn
i−1(qi) = [eee3] _qi

(
RRRi

i−1TTT
n
i + TTT i

i−1

)
=

[
ωωωi−1

s

]
TTTn

i−1(qi),

a zatem
vvvi−1

s = 000. (2.95)

Po obliczeniu pr ↪↪↪edko�sci w przestrzeni wzgl ↪↪↪edem uk ladu (i − 1)-szego, wyli-

czamy pr ↪↪↪edko�sci w przestrzeni wzgl ↪↪↪edem uk ladu podstawowego korzystaj ↪↪↪ac

z zale_zno�sci (
vvvs

ωωωs

)
=

[
RRRi−1

0

[
TTT i−1

0

]
RRRi−1

0

000 RRRi−1
0

] (
vvvi−1

s

ωωωi−1
s

)
, (2.96)

gdzie [
RRRi−1

0

(
qqqi−1

)
TTT i−1

0

(
qqqi−1

)
000 1

]
=

i−1∏
k=1

AAAk
k−1(qk), (2.97)

przy oznaczeniu qqqi−1 = (q1, . . . , qi−1)
T, przedstawia transformacj ↪↪↪e uk ladu

podstawowego w uk lad (i − 1)-szy. Dla i = 1, w powy_zszym wzorze nale_zy

przyj ↪↪↪a�c RRR0
0 = I3, TTT0

0 = 000. Z zale_zno�sci (2.90) i (2.95) otrzymujemy nast ↪↪↪e-

puj ↪↪↪ac ↪↪↪a posta�c i-tej kolumny jakobianu geometrycznego w przestrzeni odpo-

wiadaj ↪↪↪acej przegubowi obrotowemu manipulatora

JJJs
i(qqq) =

(
TTT i−1

0

(
qqqi−1

)
×RRRi−1

0 3kol

(
qqqi−1

)
RRRi−1

0 3kol

(
qqqi−1

) )
. (2.98)

W przypadku gdy i-ty przegub manipulatora jest przesuwny, podobne ro-

zumowanie prowadzi do wniosku, _ze ωωωi−1
s = 000, vvvi−1

s = eee3 _qi, a zatem

JJJs
i(qqq) =

(
RRRi−1

0 3kol

(
qqqi−1

)
000

)
. (2.99)

We wzorach (2.98), (2.99) symbol RRRi−1
0 3kol

(
qqqi−1

)
oznacza trzeci ↪↪↪a kolumn ↪↪↪e ma-

cierzy RRRi−1
0

(
qqqi−1

)
wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪acej w transformacji (2.97).

PrzykÃlad 2.3.16 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Obecnie wyznaczymy jakobian geometryczny w przestrzeni dla manipula-

tora typu podw�ojne wahad lo. Poniewa_z ten manipulator jest wyposa_zony

wy l ↪↪↪acznie w przeguby obrotowe, do wyznaczenia jakobianu pos lu_zymy si ↪↪↪e
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zale_zno�sci ↪↪↪a (2.98). Dla pierwszego przegubu manipulatora dostajemy od

razu

JJJs
1 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T. (2.100)

Do wyliczenia kolumny jakobianu geometrycznego w przestrzeni wykorzy-

stamy macierz AAA1
0 dan ↪↪↪a zale_zno�sci ↪↪↪a (2.44). W rezultacie otrzymujemy

JJJs
2(q1) = (l1 sin q1, −l1 cos q1, 0, 0, 0, 1)T. (2.101)

Jakobian geometryczny w przestrzeni manipulatora typu podw�ojne wahad lo

sk lada si ↪↪↪e z kolumn (2.100), (2.101)

JJJs(qqq) =

[
0 0 0 0 0 1

l1s1 −l1c1 0 0 0 1

]T
. (2.102)

¥

PrzykÃlad 2.3.17 (Manipulator typu potrójne wahadÃlo)
Dla manipulatora typu potr�ojne wahad lo, na podstawie zale_zno�sci (2.98),

wyznaczamy jakobian geometryczny w przestrzeni w postaci

JJJs(qqq) =



0 l1s1 l1s1 + l2s12

0 −l1c1 −l1c1 − l2c12

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 1 1


. (2.103)

¥

PrzykÃlad 2.3.18 (Manipulator typu SCARA)
Jakobian geometryczny w przestrzeni manipulatora typu SCARA znajdu-

jemy przy wykorzystaniu zale_zno�sci (2.98) i (2.99)‡. Ma on nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a

posta�c

JJJs(qqq) =



0 a1s1 0 a1s1 + a2s12

0 −a1c1 0 −a1c1 − a2c12

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 1 0 1


. (2.104)

¥
‡Poszczeg�olne kolumny tego jakobianu wylicza si

↪↪↪
e, odpowiednio, na podstawie macie-

rzy AAA0
0 = I4 , AAA1

0 , AAA2
0 , AAA3

0 .
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PrzykÃlad 2.3.19 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Wyliczmy teraz jakobian geometryczny w przestrzeni JJJs manipulatora IRb-6

zamontowanego na torze jezdnym. Dla przegubu przesuwnego pierwsza ko-

lumna jakobianu jest zawsze r�owna JJJs
1(qqq) = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T. Zauwa_zmy, _ze

zale_zno�sci (2.98) i (2.99) zosta ly wyprowadzone przy za lo_zeniu, _ze zmianie

pojedynczej zmiennej przegubowej towarzyszy ruch w jednym przegubie

manipulatora. Niestety, w naszym przyk ladzie tak nie jest, bowiem np.

zmiana q3 powoduje ruch trzeciego i czwartego przegubu manipulatora (zo-

bacz tabela 2.1). W zwi ↪↪↪azku z tym, musimy najpierw dokona�c zamiany

wsp�o lrz ↪↪↪ednych przegubowych, tak by wspomniane za lo_zenie by lo spe lnione.

Mo_zna to osi ↪↪↪agn ↪↪↪a�c przyjmuj ↪↪↪ac

qqq = φφφ(~qqq) = (~q1, ~q2, ~q3, ~q3 + ~q4, ~q3 + ~q4 + ~q5, ~q6)
T.

Teraz, wykorzystuj ↪↪↪ac poszczeg�olne macierze AAAi
0(~qqq), i = 1, . . . , 5, oraz zale-

_zno�s�c (2.98), wyliczamy kolejne kolumny macierzy ~JJJs(~qqq) wyra_zonej w no-

wych wsp�o lrz ↪↪↪ednych. Po powrocie do wsp�o lrz ↪↪↪ednych oryginalnych qqq, zgod-

nie z zale_zno�sci ↪↪↪a

JJJs(qqq) = ~JJJs
(
φφφ−1(qqq)

) ∂φφφ−1

∂qqq
(qqq),

otrzymujemy macierz

JJJs(qqq) =



0 q1 a2c2s3 a3c2s4 c2(d1 + a2s3 + a3s4)

0 0 −a2c3 −a3c4 q1s2 + a2c3 + a3c4

1 0 −a2s2s3 −a3s2s4 s2(d1 + a2s3 + a3s4)

0 0 0 0 s2

0 −1 0 0 0

0 0 0 0 −c2

−q1c5 − s2(d1s5 + a2c3−5 + a3c4−5)

q1c2s5

c2(d1s5 + a2c3−5 + a3c4−5)

c2s5

c5

s2s5


, (2.105)

w kt�orej ci−j oznacza cos(qi − qj). ¥

Zauwa_zmy, _ze wyprowadzona przez nas posta�c og�olna jakobianu geome-

trycznego w przestrzeni r�o_zni si ↪↪↪e od postaci tzw. jakobianu manipulatora
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podawanej w podr ↪↪↪ecznikach robotyki. Przyczyna r�o_znicy tkwi w de�ni-

cji tego obiektu. Mianowicie, jakobian manipulatora jest rozumiany jako

macierz przekszta lcenia pr ↪↪↪edko�sci ruchu w przegubach w pr ↪↪↪edko�s�c liniow ↪↪↪a

i pr ↪↪↪edko�s�c k ↪↪↪atow ↪↪↪a w przestrzeni efektora wzgl ↪↪↪edem uk ladu podstawowego

(
_TTTn
0

ωωωs

)
= JJJm(qqq) _qqq. (2.106)

Dla i-tego przegubu obrotowego otrzymujemy przy takiej de�nicji jakobianu

JJJm
i (qqq) =

(
RRRi−1

0 3kol

(
qqqi−1

)
×

(
TTTn

0(qqq) − TTT i−1
0

(
qqqi−1

))
RRRi−1

0 3kol

(
qqqi−1

) )
, (2.107)

gdzie qqqi−1 = (q1, . . . , qi−1)
T. Kolumny jakobianu JJJm(qqq) odpowiadaj ↪↪↪ace

przegubom przesuwnym manipulatora s ↪↪↪a takie same, jak w przypadku ja-

kobianu JJJs(qqq). Korzystaj ↪↪↪ac z formu l (2.98) oraz (2.106) nietrudno pokaza�c,

_ze istnieje nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy zwi ↪↪↪azek mi ↪↪↪edzy jakobianem geometrycznym w prze-

strzeni a jakobianem manipulatora

JJJm(qqq) =

[
I3 −[TTTn

0(qqq)]

000 I3

]
JJJs(qqq). (2.108)

Przypominamy, _ze odwzorowanie [ ] zosta lo zde�niowane formu l ↪↪↪a (2.10).

PrzykÃlad 2.3.20 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Post ↪↪↪epuj ↪↪↪ac analogicznie jak w przyk ladzie 2.3.16, na podstawie zale_zno-

�sci (2.107), mo_zemy wyznaczy�c jakobian manipulatora typu podw�ojne wa-

had lo

JJJm(qqq) =



−l1s1 − l2s12 −l2s12

l1c1 + l2c12 l2c12

0 0

0 0

0 0

1 1


. (2.109)

¥
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PrzykÃlad 2.3.21 (Manipulator typu potrójne wahadÃlo)
Wykorzystanie zale_zno�sci (2.107) pozwala otrzyma�c jakobian manipulatora

typu potr�ojne wahad lo

JJJm(qqq) =



−l1s1 − l2s12− l3s123 −l2s12− l3s123 −l3s123

l1c1 + l2c12+ l3c123 l2c12+ l3c123 l3c123

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 1 1


. (2.110)

¥

PrzykÃlad 2.3.22 (Manipulator typu SCARA)
Na podstawie zale_zno�sci (2.107) i (2.99) otrzymujemy jakobian manipula-

tora typu SCARA§

JJJm(qqq) =



−a1s1 − a2s12 −a2s12 0 0

a1c1 + a2c12 a2c12 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 1 0 1


. (2.111)

¥

W celu wyznaczenia jakobianu geometrycznego w ciele, wystarczy sko-

rzysta�c z nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acej relacji mi ↪↪↪edzy pr ↪↪↪edko�sciami w ciele i w przestrzeni(
vvvb

ωωωb

)
=

[
RRRT −RRRT[TTT ]

000 RRRT

](
vvvs

ωωωs

)
,

 latwej do wyprowadzenia na podstawie wzor�ow (2.6), (2.9), (2.12). Zak la-

daj ↪↪↪ac, _ze RRR(qqq), TTT(qqq) s ↪↪↪a okre�slone wyra_zeniem (2.42), otrzymujemy

JJJb(qqq) =

[
RRRnT

0 (qqq) −RRRnT
0 (qqq)[TTTn

0(qqq)]

000 RRRnT
0 (qqq)

]
JJJs(qqq). (2.112)

Przypomnijmy, _ze dla wektora TTT = (T1, T2, T3)
T, [TTT ] oznacza macierz sko�snie

symetryczn ↪↪↪a (2.10).

§Do wyliczenia kolumn macierzy u_zyto tych samych macierzy, co w przypadku jako-

bianu JJJs.



70 Modele kinematyki uk lad�ow robotycznych

W postaci jawnej jakobian geometryczny w ciele wygl ↪↪↪ada nast ↪↪↪epuj ↪↪↪aco.

Je_zeli przegub o numerze i jest obrotowy, to i-ta kolumna macierzy JJJb(qqq)

wyra_za si ↪↪↪e jako

JJJb
i (qqq) =

((
RRRnT

i−1

)
3kol

(qqqi) ×RRRnT
i−1(qqqi)TTT

n
i−1(qqqi)(

RRRnT
i−1

)
3kol

(qqqi)

)
, (2.113)

gdzie qqqi = (qi, . . . , qn)T. Gdy i-ty przegub jest przesuwny, to

JJJb
i (qqq) =

((
RRRnT

i−1

)
3kol

(qqqi)

000

)
. (2.114)

We wzorach (2.113), (2.114) symbolem
(
RRRnT

i−1

)
3kol

oznaczyli�smy trzeci ↪↪↪a ko-

lumn ↪↪↪e macierzy RRRnT
i−1(qqqi) zde�niowanej, tak samo jak wektor TTTn

i−1(qqqi), za

po�srednictwem formu ly

[
RRRn

i−1(qqqi) TTTn
i−1(qqqi)

000 1

]
=

n∏
k=i

AAAk
k−1(qk).

PrzykÃlad 2.3.23 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Jakobian geometryczny w ciele manipulatora typu podw�ojne wahad lo, wy-

liczony na podstawie zale_zno�sci (2.113), przyjmuje nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a posta�c¶

JJJb(qqq) =



l1s2 0

l2 + l1c2 l2

0 0

0 0

0 0

1 1


. (2.115)

Pozostawiamy Czytelnikowi przyjemno�s�c sprawdzenia, _ze jakobiany geome-

tryczne (2.102) i (2.115) manipulatora typu podw�ojne wahad lo spe lniaj ↪↪↪a

zale_zno�s�c (2.112). ¥

¶Pierwsz
↪↪↪
a kolumn

↪↪↪
e wyliczamy wykorzystuj

↪↪↪
ac macierz kinematyki manipulatora KKK dan

↪↪↪
a

wzorem (2.46), drug
↪↪↪
a | na podstawie macierzy AAA2

1 .
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PrzykÃlad 2.3.24 (Manipulator typu SCARA)
Jakobian geometryczny w ciele manipulatora typu SCARA znajdujemy na

podstawie zale_zno�sci (2.113) i (2.114)∥

JJJb(qqq) =



a2s4 + a1s24 a2s4 0 0

a2c4 + a1c24 a2c4 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 1 0 1


. (2.116)

¥

Zwi ↪↪↪azek pomi ↪↪↪edzy jakobianem analitycznym a jakobianem geometrycz-

nym wynika z relacji, jaka zachodzi mi ↪↪↪edzy pr ↪↪↪edko�sci ↪↪↪a zmian wsp�o lrz ↪↪↪ednych

zadaniowych a pr ↪↪↪edko�sci ↪↪↪a efektora w przestrzeni lub w ciele. Za l�o_zmy,

dla przyk ladu, _ze wsp�o lrz ↪↪↪edne zadaniowe maj ↪↪↪a posta�c yyy = (wsp�o lrz ↪↪↪edne

kartezja�nskie po lo_zenia TTT , k ↪↪↪aty Eulera Z-Y-Z (φ, θ,ψ)). Zwi ↪↪↪azek mi ↪↪↪edzy

pr ↪↪↪edko�sci ↪↪↪a w przestrzeni ωωωs a pochodnymi k ↪↪↪at�ow Eulera Z-Y-Z wzgl ↪↪↪edem

czasu uzyskuje si ↪↪↪e ze wzoru (2.24) w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob

ΩΩΩs = _RRRRRRT = _RRR(Z, φ)RRRT(Z, φ) + RRR(Z, φ) _RRR(Y, θ)RRRT(Y, θ)RRRT(Z, φ)+

+ RRR(Z, φ)RRR(Y, θ) _RRR(Z, ψ)RRRT(Z, ψ)RRRT(Y, θ)RRRT(Z, φ) =

= [eee3] _φ + [RRR(Z, φ)eee2] _θ + [RRR(Z, φ)RRR(Y, θ)eee3] _ψ.

Przechodz ↪↪↪ac do pr ↪↪↪edko�sci wektorowej w przestrzeni uzyskujemy zale_zno�s�c

ωωωs = EEE(φ, θ,ψ)

 _φ
_θ
_ψ

, (2.117)

gdzie

EEE(φ, θ,ψ) = [eee3,RRR(Z, φ)eee2,RRR(Z, φ)RRR(Y, θ)eee3] =

=

0 − sin φ cos φ sin θ

0 cos φ sin φ sin θ

1 0 cos θ

.

∥Poszczeg�olne kolumny tego jakobianu wylicza si
↪↪↪
e, odpowiednio, na podstawie macie-

rzy AAA4
0 = KKK, AAA4

1 , AAA4
2 , AAA4

3 .
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Dla wsp�o lrz ↪↪↪ednych kartezja�nskich po lo_zenia wyliczamy

vvvs = _TTT − ΩΩΩsTTT = _TTT + [TTT ]ωωωs.

W rezultacie, transformacja pr ↪↪↪edko�sci przyjmuje nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a posta�c

(
vvvs

ωωωs

)
=

I3 [TTT ]EEE(φ, θ,ψ)

000 EEE(φ, θ,ψ)




_T1

_T2

_T3

_φ
_θ
_ψ


. (2.118)

Po uto_zsamieniu wsp�o lrz ↪↪↪ednych przegubowych z po lo_zeniami przegub�ow

manipulatora (xxx = qqq) znajdujemy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy zwi ↪↪↪azek mi ↪↪↪edzy jakobianem

analitycznym JJJa(xxx) odnosz ↪↪↪acym si ↪↪↪e do wsp�o lrz ↪↪↪ednych (wsp�o lrz ↪↪↪edne karte-

zja�nskie, k ↪↪↪aty Eulera Z-Y-Z) w specjalnej grupie euklidesowej a jakobianem

geometrycznym JJJs(xxx) w przestrzeni

JJJs(xxx) =

I3 [TTT ]EEE(φ, θ,ψ)

000 EEE(φ, θ,ψ)

 JJJa(xxx). (2.119)

Podobne relacje mo_zna wyprowadzi�c dla innych uk lad�ow wsp�o lrz ↪↪↪ednych

(parametryzacji) grupy SE(3) i jej podgrup. W przypadku parametryzacji

ko lysanie-kiwanie-myszkowanie, pr ↪↪↪edko�s�c k ↪↪↪atowa w przestrzeni wynosi

ωωωs = KKMKKMKKM(φ, θ,ψ)

 _φ
_θ
_ψ

 =

0 − sin φ cos φ cos θ

0 cos φ sin φ cos θ

1 0 − sin θ

 _φ
_θ
_ψ

. (2.120)

Po wzi ↪↪↪eciu pod uwag ↪↪↪e de�nicji pr ↪↪↪edko�sci liniowej w przestrzeni oraz zale-

_zno�sci (2.120) otrzymujemy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a transformacj ↪↪↪e pr ↪↪↪edko�sci

(
vvvs

ωωωs

)
=

I3 [TTT ]KKMKKMKKM(φ, θ,ψ)

000 KKMKKMKKM(φ, θ,ψ)




_T1

_T2

_T3

_φ
_θ
_ψ


. (2.121)
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Dla kompletno�sci dodajmy transformacj ↪↪↪e pr ↪↪↪edko�sci zwi ↪↪↪azan ↪↪↪a z parametry-

zacj ↪↪↪a Cayleya. Dla pr ↪↪↪edko�sci k ↪↪↪atowej w przestrzeni otrzymujemy zwi ↪↪↪azek

ωωωs = CCC(rrr)_rrr, (2.122)

w kt�orym macierz CCC(rrr) wyra_za si ↪↪↪e formu l ↪↪↪a

CCC(rrr) = 2

 1 + r2
1 r1r2 + r3 r1r3 − r2

r1r2 − r3 1 + r2
2 r2r3 + r1

r1r3 + r2 r2r3 − r1 1 + r2
3

−1

. (2.123)

W rezultacie, transformacja pr ↪↪↪edko�sci w przypadku parametryzacji Cayleya

posiada nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a reprezentacj ↪↪↪e macierzow ↪↪↪a

(
vvvs

ωωωs

)
=

I3 [TTT ]CCC(rrr)

000 CCC(rrr)




_T1

_T2

_T3

_r1

_r2

_r3


. (2.124)

PrzykÃlad 2.3.25 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
W tym przyk ladzie zajmiemy si ↪↪↪e wyprowadzeniem zale_zno�sci analogicznej

do (2.119), wi ↪↪↪a_z ↪↪↪acej jakobian analityczny JJJa manipulatora typu podw�ojne

wahad lo, zde�niowanego wzorem (2.81), z jego jakobianem geometrycznym

w przestrzeni JJJs, okre�slonym przez (2.102). Przed przyst ↪↪↪apieniem do tego

zauwa_zmy, _ze jakobiany geometryczne (2.102) i (2.115) wyliczono z og�olnych

zale_zno�sci zak ladaj ↪↪↪acych, _ze ruch odbywa si ↪↪↪e w grupie SE(3), natomiast ja-

kobian analityczny (2.81) zosta l wyliczony dla kinematyki wyra_zonej we

wsp�o lrz ↪↪↪ednych reprezentuj ↪↪↪acych grup ↪↪↪e SE(2). Uwzgl ↪↪↪ednienie tego faktu

spowoduje zmian ↪↪↪e rozmiar�ow macierzy okre�slaj ↪↪↪acej zwi ↪↪↪azek mi ↪↪↪edzy jako-

bianami w stosunku do macierzy (2.119).

Wsp�o lrz ↪↪↪edne zadaniowe yyy wybrane w grupie SE(2) odpowiadaj ↪↪↪a w gru-

pie SE(3) po lo_zeniu wzd lu_z osi X i Y podstawowego uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ed-

nych X0Y0Z0 oraz obrotowi wok�o l osi Z tego uk ladu. Dlatego, dla tak wy-

branych wsp�o lrz ↪↪↪ednych

TTT(yyy) =

y1

y2

0

, RRR(yyy) = RRR(Z, y3) =

cos y3 − sin y3 0

sin y3 cos y3 0

0 0 1

.
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Jak pokazali�smy, macierz pr ↪↪↪edko�sci k ↪↪↪atowej w przestrzeni ΩΩΩs = _RRRRRRT = [ωωωs]

jest ca lkowicie okre�slona przez wektor pr ↪↪↪edko�sci k ↪↪↪atowej w przestrzeni ωωωs =

(ωs1,ωs2,ωs3)
T. W naszym przypadku

ΩΩΩs =

 0 − _y3 0

_y3 0 0

0 0 0

,

co oznacza, _ze ωωωs = eee3 _y3. Wiemy r�ownie_z, _ze wektor pr ↪↪↪edko�sci liniowej

w przestrzeni jest r�owny vvvs = _TTT − ΩΩΩsTTT , co w analizowanym przyk ladzie

sprowadza si ↪↪↪e do

vvvs =

 _y1 + y2 _y3

_y2 − y1 _y3

0

 =

1 0 y2

0 1 −y1

0 0 0

 _y1

_y2

_y3

.

Zestawiaj ↪↪↪ac otrzymane wyra_zenia na ωωωs i vvvs uzyskujemy

(
vvvs

ωωωs

)
=



1 0 y2

0 1 −y1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1


 _y1

_y2

_y3

 = FFF(yyy) _yyy.

Po naturalnym uto_zsamieniu wsp�o lrz ↪↪↪ednych kon�guracyjnych qqq z po lo_ze-

niami przegub�ow manipulatora xxx, okre�slamy zwi ↪↪↪azek mi ↪↪↪edzy jakobianem

analitycznym JJJa(xxx) odnosz ↪↪↪acym si ↪↪↪e do wybranego uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych

a jakobianem geometrycznym JJJs(xxx) w przestrzeni

JJJs(xxx) = FFF(kkk(xxx))JJJa(xxx), (2.125)

gdzie kkk(xxx) oznacza kinematyk ↪↪↪e podw�ojnego wahad la wyra_zon ↪↪↪a we wsp�o l-

rz ↪↪↪ednych w postaci (2.67).  Latwo sprawdzi�c, _ze wyliczone wcze�sniej jako-

biany (2.81) i (2.102) spe lniaj ↪↪↪a zale_zno�s�c (2.125).

Zale_zno�sci typu (2.125) s ↪↪↪a wa_zne z obliczeniowego punktu widzenia.

Pozwalaj ↪↪↪a one bowiem wyliczy�c jakobian analityczny w sytuacjach, gdy

nie jeste�smy w stanie wyrazi�c kinematyki manipulatora we wsp�o lrz ↪↪↪ednych

w spos�ob jawny. ¥
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PrzykÃlad 2.3.26 (Manipulator typu SCARA)
W celu wyznaczenia relacji wi ↪↪↪a_z ↪↪↪acej jakobian analityczny JJJa manipulatora

SCARA z jego jakobianem geometrycznym w przestrzeni JJJs nale_zy post ↪↪↪api�c

dok ladnie w taki sam spos�ob, jak w przypadku manipulatora typu podw�ojne

wahad lo (przyk lad 2.3.25). Po wykonaniu niezb ↪↪↪ednych przekszta lce�n otrzy-

mujemy zwi ↪↪↪azek postaci

JJJs(xxx) =



1 0 0 a1s1 + a2s12

0 1 0 −a1c1 − a2c12

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1


JJJa(xxx). (2.126)

¥
PrzykÃlad 2.3.27 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Na zako�nczenie znajdziemy zale_zno�s�c wi ↪↪↪a_z ↪↪↪ac ↪↪↪a jakobian analityczny manipu-

latora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym, zde�niowany przez (2.87),

z jego jakobianem geometrycznym w przestrzeni okre�slonym przez (2.105).

Dla wybranych wsp�o lrz ↪↪↪ednych kinematyki∗∗ otrzymujemy

TTT(yyy) = (y1, y2, y3)
T,

RRR(yyy) = R(Y, y4)R(Z, y5)R(Y, y6) =

=

 ~c4~c5~c6 − ~s4~s6 −~c4~s5 ~s4~c6 + ~c4~c5~s6

~s5~c6 ~c5 ~s5~s6

−~s4~c5~c6 − ~c4~s6 ~s4~s5 ~c4~c6 − ~s4~c5~s6

,

gdzie ~si i ~cj oznaczaj ↪↪↪a sin yi i cos yi. Wyliczenie macierzy ΩΩΩs = _RRRRRRT pozwala

na okre�slenie wektora pr ↪↪↪edko�sci k ↪↪↪atowej

ωωωs =

~s4 _y5 − ~c4~s5 _y6

_y4~c5 _y6

~c4 _y5 + ~s4~s5 _y6

 =

0 ~s4 −~c4~s5

1 0 ~c5

0 ~c4 ~s4~s5

  _y4

_y5

_y6

.

Nast ↪↪↪epnie, po znalezieniu wektora vvvs = _TTT − ΩΩΩsTTT postaci

vvvs =

 _y1 − y3 _y4 + y2~c4 _y5 + (y2~s4~s5 − y3~c5) _y6

_y2 + (y3~s4 − y1~c4) _y5 − (y1~s4~s5 + y3~c4~s5) _y6

_y3 + y1 _y4 − y2~s4 _y5 + (y1~c5 + y2~c4~s5) _y6

,

∗∗S
↪↪↪
a to wsp�o lrz

↪↪↪
edne kartezja�nskie po lo_zenia efektora wraz z k

↪↪↪
atami Eulera Y-Z-Y

okre�slaj
↪↪↪
acymi jego orientacj

↪↪↪
e.
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otrzymujemy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy zwi ↪↪↪azek mi ↪↪↪edzy pr ↪↪↪edko�sciami w przestrzeni a pr ↪↪↪e-

dko�sciami we wsp�o lrz ↪↪↪ednych zadaniowych

(
vvvs

ωωωs

)
=



1 0 0 −y3 y2~c4 y2~s4~s5 − y3~c5

0 1 0 0 −y1~c4 + y3~s4 y1~s4~s5 + y3~c4~s5

0 0 1 y1 −y2~s4 y1~c5 + y2~c4~s5

0 0 0 0 ~s4 −~c4~s5

0 0 0 1 0 ~c5

0 0 0 0 ~c4 ~s4~s5





_y1

_y2

_y3

_y4

_y5

_y6


. (2.127)

Na podstawie formu ly (2.127), po uto_zsamieniu wsp�o lrz ↪↪↪ednych kon�gura-

cyjnych qqq z po lo_zeniami przegub�ow manipulatora xxx, otrzymujemy poszu-

kiwany zwi ↪↪↪azek mi ↪↪↪edzy jakobianem analitycznym JJJa(xxx) odnosz ↪↪↪acym si ↪↪↪e do

wybranych wsp�o lrz ↪↪↪ednych zadaniowych a jakobianem geometrycznym JJJs(xxx)

w przestrzeni

JJJs(xxx) =



1 0 0 −x1 − s2a23 c2(d1 + a2s3 + a3s4 − d6c5)

0 1 0 0 −x1s2 − a2c3 − a3c4 − d6s5

0 0 1 c2a23 −s2(d1 + a2s3 + a3s4 − d6c5)

0 0 0 0 −s2

0 0 0 1 0

0 0 0 0 c2

x1c5 + s2(d1s5 + a2c3−5 + a3c4−5)

−x1c2s5

−c2(d1s5 + a2c3−5 + a3c4−5)

−c2s5

−c5

−s2s5


JJJa(xxx), (2.128)

przy oznaczeniach a23 = a2c3 + a3c4 + d6s5, ci−j = cos(xi − xj). ¥

Ko�ncz ↪↪↪ac rozwa_zania na temat kinematyki, zwr�o�cmy uwag ↪↪↪e na zalety

wyk ladniczej reprezentacji kinematyki manipulatora ujawniaj ↪↪↪ace si ↪↪↪e przy

obliczaniu jakobianu geometrycznego manipulatora w przestrzeni. Miano-

wicie, nietrudno pokaza�c, _ze formu la pr ↪↪↪edko�sci efektora w przestrzeni przyj-

muje posta�c

VVVs = _KKK(qqq)KKK−1(qqq) =

= ζζζ1 _q1 + exp(ζζζ1q1)ζζζ2 exp(−ζζζ1q1) _q2 + · · · + exp(ζζζ1q1) · · ·
· · · exp(ζζζn−1qn−1)ζζζn exp(−ζζζn−1qn−1) · · · exp(−ζζζ1q1) _qn. (2.129)
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Dzi ↪↪↪eki zale_zno�sci (2.58)

exp(ζζζiqi) =

[
exp([ωωωi]qi) −(ωωωi × pppi)qi

000 1

]
. (2.130)

Macierze wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪ace we wzorze (2.129) po lewej stronie pr ↪↪↪edko�sci ru-

chu przegub�ow nale_z ↪↪↪a do algebry Liego se(3) grupy SE(3) i s ↪↪↪a zde�nio-

wane przez wektory z przestrzeni R6 (skr ↪↪↪etniki), kt�ore mo_zna potraktowa�c

bezpo�srednio jako kolumny jakobianu geometrycznego w przestrzeni.

PrzykÃlad 2.3.28 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Zgodnie z formu l ↪↪↪a (2.130), korzystaj ↪↪↪ac z reprezentacji wyk ladniczej kine-

matyki (2.60), (2.61) mo_zemy obliczy�c pr ↪↪↪edko�s�c w przestrzeni efektora ma-

nipulatora typu podw�ojne wahad lo

VVVs = _KKK(qqq)KKK−1(qqq) = ζζζ1 _q1 + exp(ζζζ1q1)ζζζ2 exp(−ζζζ1q1) _q2. (2.131)

Macierze, przez kt�ore s ↪↪↪a mno_zone pr ↪↪↪edko�sci w (2.131) nale_z ↪↪↪a do algebry

Liego se(3), a odpowiadaj ↪↪↪ace im skr ↪↪↪etniki de�niuj ↪↪↪a kolumny jakobianu geo-

metrycznego w przestrzeni. Jak  latwo zauwa_zy�c, macierz ζζζ1 =
[
[eee3] 000

000 0

]
jest

r�ownowa_zna wektorowi eee6 ∈ R6. Druga z macierzy

exp(ζζζ1q1)ζζζ2 exp(−ζζζ1q1) =

=

[
RRR(Z, q1) 000

000 1

] [
[eee3] −l1eee2

000 0

] [
RRRT(Z, q1) 000

000 1

]
=

[
[eee3] −l1RRR(Z, q1)eee2

000 0

]
,

ma skr ↪↪↪etnik (l1s1, −l1c1, 0, 0, 0, 1)T. W rezultacie, jakobian geometryczny

w przestrzeni

JJJs(qqq) =



0 l1s1

0 −l1c1

0 0

0 0

0 0

1 1


, (2.132)

obliczony przy wykorzystaniu reprezentacji wyk ladniczej kinematyki po-

dw�ojnego wahad la jest taki sam, jak otrzymany w przyk ladzie 2.3.16. ¥
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PrzykÃlad 2.3.29 (Manipulator typu SCARA)
Korzystaj ↪↪↪ac z reprezentacji wyk ladniczej (2.63), (2.64) kinematyki manipu-

latora SCARA, obliczamy pr ↪↪↪edko�s�c efektora w przestrzeni

VVVs = KKK(qqq)KKK−1(qqq) = ζζζ1 _q1 + exp(ζζζ1q1) _q2+

+ exp(ζζζ1q1) exp(ζζζ2q2)ζζζ3 exp(−ζζζ2q2) exp(−ζζζ1q1) _q3 + exp(ζζζ1q1) exp(ζζζ2q2)

exp(ζζζ3q3)ζζζ4 exp(−ζζζ3q3) exp(−ζζζ2q2) exp(−ζζζ1q1) _q4. (2.133)

Jako kolumny jakobianu geometrycznego w przestrzeni manipulatora SCA-

RA we�zmiemy skr ↪↪↪etniki odpowiadaj ↪↪↪ace macierzom, przez kt�ore s ↪↪↪a mno_zone

pr ↪↪↪edko�sci przegub�ow manipulatora we wzorze (2.133). Po wykonaniu ele-

mentarnych operacji algebraicznych otrzymujemy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace wyniki:

ζζζ1 =

[
[eee3] 000

000 0

]
∼= eee6 ∈ R6,

exp(ζζζ1q1)ζζζ2 exp(−ζζζ1q1) =

[
[eee3] −a1RRR(Z, q1)eee2

000 0

]
∼=



a1s1

−a1c1

0

0

0

1


∈ R6,

exp(ζζζ1q1) exp(ζζζ2q2)ζζζ3 exp(−ζζζ2q2)exp(−ζζζ1q1) = ζζζ3
∼= eee3 ∈ R6,

exp(ζζζ1q1) exp(ζζζ2q2) exp(ζζζ3q3)ζζζ4 exp(−ζζζ3q3)exp(−ζζζ2q2) exp(−ζζζ1q1) =

=

[eee3] −RRR(Z, q1)

 a2s2

−a1 − a2c2

0


000 0

 ∼=



a1s1 + a2s12

−a1c1 − a2c12

0

0

0

1


∈ R6.

W rezultacie, jakobian geometryczny w przestrzeni

JJJs(qqq) =



0 a1s1 0 a1s1 + a2s12

0 −a1c1 0 −a1c1 − a2c12

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 1 0 1


(2.134)

ma posta�c identyczn ↪↪↪a z (2.104). ¥
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2.3.5 Konfiguracje osobliwe

Kon�guracje, jakie przyjmuje manipulator w czasie ruchu dziel ↪↪↪a si ↪↪↪e na

dwie klasy: kon�guracje regularne (nieosobliwe) i kon�guracje osobliwe.

M�owimy, _ze kon�guracja manipulatora jest regularna, je_zeli jakobian geo-

metryczny (w przestrzeni lub w ciele) ma pe lny rz ↪↪↪ad wierszowy, to zna-

czy rz ↪↪↪ad jakobianu jest r�owny wymiarowi rozmaito�sci zadaniowej. Zgodnie

z powy_zsz ↪↪↪a de�nicj ↪↪↪a, w kon�guracji regularnej przekszta lcenie

JJJs(qqq) : _qqq 7−→ (
vvvs

ωωωs

)
jest suriekcj ↪↪↪a liniow ↪↪↪a. Kon�guracj ↪↪↪e qqq manipulatora, w kt�orej rz ↪↪↪ad jako-

bianu geometrycznego jest mniejszy od wymiaru rozmaito�sci zadaniowej,

rank JJJs(qqq) < dimZ,

nazywamy kon�guracj ↪↪↪a osobliw ↪↪↪a. Zauwa_zmy, _ze manipulator, kt�orego liczba

stopni swobody jest mniejsza od wymiaru rozmaito�sci zadaniowej, ma wy-

 l ↪↪↪acznie kon�guracje osobliwe. Z de�nicji jakobianu geometrycznego wynika,

_ze w kon�guracji osobliwej istniej ↪↪↪a takie wektory pr ↪↪↪edko�sci ruchu prze-

gub�ow, kt�ore nie powoduj ↪↪↪a ruchu efektora manipulatora. Oznacza to, _ze

manipulator traci zr ↪↪↪eczno�s�c ruchu. Stopie�n utraty zr ↪↪↪eczno�sci ruchu w kon-

�guracji osobliwej mierzy si ↪↪↪e liczb ↪↪↪a zwan ↪↪↪a korz ↪↪↪edem tej kon�guracji

corankqqq = dimZ − rank JJJs(qqq). (2.135)

Korz ↪↪↪ad kon�guracji osobliwej okre�sla liczb ↪↪↪e niezale_znych kierunk�ow ruchu

w przestrzeni stycznej do rozmaito�sci zadaniowej w punkcie KKK(qqq), kt�orych

nie mo_zna wygenerowa�c przy pomocy ruchu przegub�ow w kierunkach do-

puszczalnych w kon�guracji qqq.

Niech b ↪↪↪edzie dana kinematyka KKK : Q −→ Z manipulatora o n stopniach

swobody, wraz z jakobianem geometrycznym JJJs(qqq). Stosownie do podanej

de�nicji, kon�guracje osobliwe manipulatora nale_z ↪↪↪a do zbioru

S = {qqq ∈ Q| rank JJJs(qqq) < dimZ}. (2.136)

Uto_zsamiaj ↪↪↪ac kon�guracje ze wsp�o lrz ↪↪↪ednymi przegubowymi mo_zemy zale-

_zno�s�c (2.136) przepisa�c w r�ownowa_znej postaci

S = {xxx ∈ Rn| rank JJJs(xxx) < dimZ}.
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Po�swi ↪↪↪e�cmy nieco uwagi zbadaniu podstawowych w lasno�sci zbioru S. Jak

 latwo zauwa_zy�c, wyznaczenie zbioru kon�guracji osobliwych wymaga roz-

wi ↪↪↪azania pewnego uk ladu r�owna�n nieliniowych, zatem kon�guracje oso-

bliwe mog ↪↪↪a nie by�c mo_zliwe do wyznaczenia w spos�ob jawny (symboliczny).

Z ci ↪↪↪ag lo�sci jakobianu geometrycznego jako funkcji kon�guracji wynika, _ze

zbi�or S jest domkni ↪↪↪ety. Co wi ↪↪↪ecej, poniewa_z kinematyka manipulatora jest

funkcj ↪↪↪a analityczn ↪↪↪a, zbi�or S jest tzw. zbiorem analitycznym, to znaczy

miejscem zerowym pewnej liczby funkcji analitycznych. Jako zbi�or anali-

tyczny zbi�or kon�guracji osobliwych jest nigdzieg ↪↪↪esty w przestrzeni prze-

gubowej (o ile tylko manipulator posiada kon�guracje regularne), a wi ↪↪↪ec

jest zbiorem topologicznie ma lym∗. Generalnie, zbi�or S nie jest podrozma-

ito�sci ↪↪↪a przestrzeni przegubowej, jest jednak sum ↪↪↪a podrozmaito�sci (warstw)

u lo_zonych wzgl ↪↪↪edem siebie w pewien regularny spos�ob†. Wymiar zbioru S
de�niuje si ↪↪↪e jako najwi ↪↪↪ekszy wymiar podrozmaito�sci sk ladaj ↪↪↪acych si ↪↪↪e na

ten zbi�or. Za l�o_zmy, _ze wymiar rozmaito�sci zadaniowej wynosi m. Niech Sk

oznacza zbi�or kon�guracji osobliwych korz ↪↪↪edu k. Jest oczywiste, _ze

S =

m⋃
k=1

Sk.

Je_zeli zbi�or kon�guracji osobliwych korz ↪↪↪edu k jest podrozmaito�sci ↪↪↪a prze-

strzeni przegubowej, to jego kowymiar

codimSk = k(n − m + k).

Cz ↪↪↪esto w celu wyznaczenia kon�guracji osobliwych manipulatora u_zywamy

reprezentacji jego kinematyki we wsp�o lrz ↪↪↪ednych oraz jakobianu analitycz-

nego. Uzyskane w ten spos�ob wyniki b ↪↪↪ed ↪↪↪a takie same, jak w przypadku

wykorzystywania jakobianu geometrycznego, pod warunkiem _ze macierze

przekszta lcaj ↪↪↪ace jakobian analityczny w geometryczny‡ s ↪↪↪a nieosobliwe. Oso-

bliwo�sci tych macierzy s ↪↪↪a �zr�od lem tzw. osobliwo�sci reprezentacji kinema-

tyki manipulatora.

PrzykÃlad 2.3.30 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Wyznaczymy zbi�or kon�guracji osobliwych dla manipulatora typu podw�oj-

ne wahad lo. Z de�nicji kon�guracji osobliwej wynika, _ze ten manipulator,

∗Tzw. zbiorem I kategorii.
†Zwany straty�kacj

↪↪↪
a Whitneya.

‡Patrz formu la (2.119).
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opisany kinematyk ↪↪↪a KKK(qqq) postaci (2.46) z jakobianem geometrycznym JJJs(qqq)

danym zale_zno�sci ↪↪↪a (2.102), ma wy l ↪↪↪acznie kon�guracje osobliwe§. Podobna

sytuacja ma miejsce przy ograniczeniu rozmaito�sci zadaniowej manipulatora

do grupy SE(2). Jej wymiar wci ↪↪↪a_z jest wi ↪↪↪ekszy od maksymalnego rz ↪↪↪edu

jakobianu manipulatora.

Kon�guracje regularne w przestrzeni przegubowej rozpatrywanego ma-

nipulatora pojawiaj ↪↪↪a si ↪↪↪e dopiero po redukcji wymiaru przestrzeni zadanio-

wej do dw�och. Z tak ↪↪↪a sytuacj ↪↪↪a mamy do czynienia, gdy manipulator jest

opisany kinematyk ↪↪↪a (2.68) z odpowiadaj ↪↪↪acym jej jakobianem (2.82), b ↪↪↪ad�z

kinematyk ↪↪↪a (2.69) z jakobianem (2.83). W pierwszym przypadku, wyli-

czaj ↪↪↪ac wyznacznik jakobianu JJJa(xxx) otrzymujemy

det JJJa(xxx) = l1l2 sin x2.

Oznacza to, _ze dla manipulatora typu podw�ojne wahad lo, opisanego kine-

matyk ↪↪↪a (2.68), zbi�or kon�guracji osobliwych

S =
{
xxx = (x1, x2)

T ∈ R2
∣∣ sin x2 = 0

}
. (2.137)

Analogicznie, przy kinematyce (2.69) otrzymujemy zbi�or kon�guracji oso-

bliwych

S =
{
xxx = (x1, x2)

T ∈ R2
∣∣ sin x1 = 0

}
. (2.138)

¥

PrzykÃlad 2.3.31 (Manipulator typu potrójne wahadÃlo)
Podobnie jak w poprzednim przyk ladzie, manipulator typu potr�ojne wa-

had lo z kinematyk ↪↪↪a (2.47) przyjmuj ↪↪↪ac ↪↪↪a warto�sci na rozmaito�sci zadanio-

wej SE(3) jest zawsze osobliwy. Policzenie wyznacznika jakobianu anali-

tycznego JJJa(xxx) danego przez (2.84), odpowiadaj ↪↪↪acego kinematyce (2.70),

prowadzi do wyznaczenia zbioru kon�guracji osobliwych

S =
{
xxx = (x1, x2, x3)

T ∈ R3
∣∣ sin x2 = 0

}
. (2.139)

W celu znalezienia zbioru kon�guracji osobliwych manipulatora typu

potr�ojne wahad lo z kinematyk ↪↪↪a (2.71), nale_zy okre�sli�c zestaw

DDD2 =

l1(l2s2 + l3s23)

l3(l2s3 + l1s23)

l2l3s3


§Wymiar rozmaito�sci zadaniowej SE(3) wynosi 6; rz

↪↪↪
ad macierzy JJJs(qqq) | co najwy_zej 2.
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minor�ow stopnia 2 jakobianu JJJa(xxx) danego zale_zno�sci ↪↪↪a (2.85). Jak wida�c,

wszystkie minory macierzy (2.85) b ↪↪↪ed ↪↪↪a r�owne zero jedynie wtedy, gdy s2 =

s3 = 0. Poszukiwany zbi�or kon�guracji osobliwych mo_zna wi ↪↪↪ec zapisa�c jako

S =
{
xxx = (x1, x2, x3)

T ∈ R3
∣∣ sin x2 = sin x3 = 0

}
. (2.140)

¥

PrzykÃlad 2.3.32 (Manipulator typu SCARA)
Poniewa_z manipulator typu SCARA opisany kinematyk ↪↪↪a (2.48) ma mniej

ni_z 6 stopni swobody, przyjmuje on wy l ↪↪↪acznie kon�guracje osobliwe. Przy

kinematyce (2.72) i ograniczeniach (2.74) kon�guracje osobliwe manipula-

tora tworz ↪↪↪a zbi�or

S =
{
xxx = (x1, x2, x3, x4)

T ∈ X
∣∣ sin x2 = 0

}
, (2.141)

co wynika z postaci wyznacznika jakobianu analitycznego (2.86). Wylicze-

nie minor�ow macierzy (2.86), z usuni ↪↪↪etym ostatnim wierszem, prowadzi do

wniosku, _ze zbi�or kon�guracji manipulatora SCARA opisanego kinema-

tyk ↪↪↪a (2.73) jest taki sam jak (2.141). ¥

PrzykÃlad 2.3.33 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Manipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym z kinematyk ↪↪↪a zde�nio-

wan ↪↪↪a wzorem (2.49) jest jedynym w�sr�od analizowanych przez nas przyk la-

d�ow manipulator�ow o rozmaito�sci zadaniowej SE(3), kt�orego rozmaito�s�c

przegubowa nie sk lada si ↪↪↪e wy l ↪↪↪acznie z kon�guracji osobliwych. Wyznacz-

nik jakobianu geometrycznego w przestrzeni JJJs(qqq), danego wzorem (2.105),

jest r�owny¶

det JJJs(xxx) = −a2a3c2s3−4s5.

Bior ↪↪↪ac pod uwag ↪↪↪e ograniczenia ruchu w przegubach manipulatora wyni-

kaj ↪↪↪ace z jego konstrukcji mechanicznej (2.78), zbi�or kon�guracji osobliwych

mo_zemy zapisa�c jako

S? =
{
xxx = (x1, . . . , x6)

T ∈ X
∣∣ x2 = ±π

2
∨ x5 = 0 ∨ x5 = π

}
. (2.142)

Wyznacznik jakobianu JJJa(xxx) postaci (2.87) wynosi

det JJJa(xxx) = −a2a3c2s3−4. (2.143)

¶Po uto_zsamieniu zmiennych qqq ze zmiennymi xxx.
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Prowadzi to, ponownie po uwzgl ↪↪↪ednieniu ogranicze�n konstrukcyjnych ma-

nipulatora, do zde�niowania zbioru kon�guracji osobliwych formu l ↪↪↪a

S =
{
xxx = (x1, . . . , x6)

T ∈ X
∣∣ x2 = ±π

2

}
. (2.144)

Inkluzja S ⊂ S?, �swiadczy o tym, _ze S? zawiera nie tylko osobliwo�sci mani-

pulatora, lecz tak_ze osobliwo�sci reprezentacji.

Wyznaczmy jeszcze osobliwo�sci manipulatora IRb-6 zamontowanego na

torze jezdnym, traktowanego jako manipulator redundantny z kinematy-

k ↪↪↪a (2.77). Po obliczeniu minor�ow rz ↪↪↪edu trzeciego jakobianu analitycznego

tego manipulatora stwierdzamy, _ze znajduje si ↪↪↪e w�sr�od nich minor posta-

ci a2a3s3−4(a2c3 + a3c4 + d6s5), kt�ory w ca lej przestrzeni przegubowej

manipulatora X jest r�o_zny od zera. Oznacza to, _ze redundantny mani-

pulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym nie ma w og�ole kon�guracji

osobliwych. ¥

2.4 Kinematyka robota mobilnego

Po zde�niowaniu kinematyki manipulatora, b ↪↪↪ed ↪↪↪acego uk ladem holonomicz-

nym, zajmiemy si ↪↪↪e teraz kinematyk ↪↪↪a uk ladu robotycznego opisanego w uni-

wersum fazowym RN × RN za po�srednictwem l niezale_znych ogranicze�n

nieholonomicznych. Za l�o_zmy, _ze uk lad nie podlega ograniczeniom kon�gu-

racyjnym (k = 0, a wi ↪↪↪ec liczba stopni swobody n = N). Tak okre�slony uk lad

robotyczny b ↪↪↪edziemy nazywa�c nieholonomicznym robotem mobilnym lub,

po prostu, robotem mobilnym∥. Zadanie, jakie ma realizowa�c robot mo-

bilny, polega na poruszaniu si ↪↪↪e w pewnym otoczeniu. Z formalnego punktu

widzenia, kinematyka robota mobilnego jest scharakteryzowana przez uk lad

sterowania, liniowy z uwagi na sterowanie, postaci (2.33)

_qqq = GGG(qqq)uuu =

m∑
i=1

gggi(qqq)ui, (2.145)

w kt�orym qqq ∈ Rn, uuu ∈ Rm, m = n − l. Pola wektorowe steruj ↪↪↪ace

g1(qqq), . . ., gm(qqq) s ↪↪↪a g ladkie (a nawet analityczne). B ↪↪↪edziemy zak lada�c, _ze

sterowania uk ladu (2.145) nale_z ↪↪↪a do przestrzeni Hilberta L2
m[0, T ] funkcji

ca lkowalnych z kwadratem, okre�slonych na pewnym przedziale czasu [0, T ]

∥W tej ksi
↪↪↪
a_zce terminy: robot nieholonomiczny i robot mobilny s

↪↪↪
a traktowane jako

synonimy. Nie znaczy to, _ze negujemy istnienie holonomicznych robot�ow mobilnych.
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i przyjmuj ↪↪↪acych warto�sci w Rm (praktycznie, cz ↪↪↪esto b ↪↪↪edziemy mie�c na

my�sli sterowania odcinkami ci ↪↪↪ag le lub odcinkami sta le, o sko�nczonej licz-

bie punkt�ow nieci ↪↪↪ag lo�sci).

Za l�o_zmy, _ze dla ka_zdego stanu pocz ↪↪↪atkowego qqq0 i zadanego sterowa-

nia uuu(·) istnieje trajektoria qqq(t) uk ladu (2.145) okre�slona na przedziale [0, T ].

Zde�niujmy odwzorowanie przej�scia stan�ow uk ladu (2.145)

qqq(t) = φφφt(qqq0,uuu(·)), (2.146)

kt�ore stanowi pocz ↪↪↪atkowemu uk ladu qqq0 i sterowaniu uuu(·) przyporz ↪↪↪adkowuje

stan uk ladu w chwili t ∈ [0, T ]. Oczywi�scie, dla t = 0 mamy zawsze

φφφ0(qqq0,uuu(·)) = qqq0. Przy ustalonym stanie pocz ↪↪↪atkowym qqq0 i zmieniaj ↪↪↪acym

si ↪↪↪e sterowaniu uuu(·) odwzorowanie (2.146) opisuje stany osi ↪↪↪agalne w uk ladzie

sterowania (2.145) ze stanu qqq0 w chwili t. Je_zeli dla ka_zdego qqq0 zbi�or stan�ow

osi ↪↪↪agalnych w chwili t obejmuje ca l ↪↪↪a przestrze�n stanu Rn, uk lad (2.145) na-

zywamy sterowalnym w chwili t∗∗. Uk lad sterowalny w dowolnie ma lej

chwili czasu t > 0 nazywamy sterowalnym w kr�otkim czasie. Okazuje

si ↪↪↪e, _ze nieholonomiczno�s�c uk ladu (2.145) jest warunkiem wystarczaj ↪↪↪acym

sterowalno�sci w kr�otkim czasie przy pomocy odcinkami sta lych sterowa�n.

Oznacza to, _ze dla robota nieholonomicznego odwzorowanie φφφt(qqq0, ·) jest

suriekcj ↪↪↪a przy ka_zdym qqq0 i t > 0.

Niech zadanie realizowane przez robota mobilnego polega na osi ↪↪↪agni ↪↪↪e-

ciu zadanego stanu qqqd w okre�slonej chwili t ∈ [0, T ] przy ustalonym sta-

nie qqq0 w chwili 0. Traktuj ↪↪↪ac stan qqq0 jako ustalony, mo_zemy zamiast (2.146)

rozwa_za�c odwzorowanie

kkkqqq0,t : L2
m[0, t] −→ Rn, kkkqqq0,t(uuu(·)) = φφφt(qqq0,uuu(·)), (2.147)

kt�ore nazwiemy kinematyk ↪↪↪a robota mobilnego w chwili t ∈ [0, T ]. Dla

odr�o_znienia, odwzorowanie kkkqqq0,T zde�niowane przy pomocy formu ly (2.147)

dla t = T b ↪↪↪edziemy nazywa�c kinematyk ↪↪↪a robota mobilnego. Kinema-

tyka kkkqqq0,T odwzorowuje ∞-wymiarow ↪↪↪a przestrze�n sterowa�n w przestrze�n

stanu uk ladu. Odpowiednikiem jakobianu analitycznego manipulatora jest

w tym przypadku r�o_zniczka odwzorowania kkkqqq0,T. W celu jej obliczenia

skorzystamy z kinematyki robota mobilnego w chwili t ∈ [0, T ]. R�o_znicz-

ka†† Dkkkqqq0,t(uuu(·)), w punkcie uuu(·) ∈ L2
m[0, t], jest przekszta lceniem liniowym

Dkkkqqq0,t(uuu(·)) : L2
m[0, t] −→ Rn,

∗∗�Sci�slej, osi
↪↪↪
agalnym, ale dla uk lad�ow postaci (2.145) sterowalno�s�c jest r�ownowa_zna

osi
↪↪↪
agalno�sci.
††R�o_zniczka Gâteaux.
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okre�slonym formu l ↪↪↪a

Dkkkqqq0,t(uuu(·))vvv(·) =
d

dγ

∣∣∣∣
γ=0

kkkqqq0,t(uuu(·) + γvvv(·)). (2.148)

Nietrudno zauwa_zy�c, _ze dla t = 0 r�o_zniczka znika, tzn. Dkkkqqq0,0(uuu(·))vvv(·) = 000.

Aby wyliczy�c Dkkkqqq0,t(uuu(·)), zr�o_zniczkujmy obie strony (2.148) wzgl ↪↪↪edem

czasu

d

dt
Dkkkqqq0,t(uuu(·))vvv(·) =

=
d

dt

d

dγ

∣∣∣∣
γ=0

kkkqqq0,t(uuu(·) + γvvv(·)) =
d

dγ

∣∣∣∣
γ=0

d

dt
kkkqqq0,t(uuu(·) + γvvv(·)) =

=
d

dγ

∣∣∣∣
γ=0

d

dt
φφφt(qqq0,uuu(·) + γvvv(·)) =

=
d

dγ

∣∣∣∣
γ=0

GGG(φφφt(qqq0,uuu(·) + γvvv(·)))(uuu(·) + γvvv(·))(t) =

=
∂(GGG(qqq(t))uuu(t))

∂qqq
Dkkkqqq0,t(uuu(·))vvv(·) + GGG(qqq(t))vvv(t).

Jak wida�c, r�o_zniczka Dkkkqqq0,t(uuu(·))vvv(·) kinematyki kkkqqq0,t jest rozwi ↪↪↪azaniem

w chwili t tzw. r�ownania wariacyjnego stowarzyszonego z uk ladem (2.145).

R�ownanie to przedstawia przybli_zenie liniowe uk ladu (2.145) wzd lu_z pary

(sterowanie , trajektoria) = (uuu(t),qqq(t)) przy za lo_zeniu, _ze sterowanie uleg lo

ma lej zmianie (wariacji) w kierunku vvv(·). Przy oznaczeniach

AAA(t) =
∂(GGG(qqq(t))uuu(t))

∂qqq
, BBB(t) = GGG(qqq(t)), (2.149)

mo_zemy je zapisa�c w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob
_qqq(t) = GGG(qqq(t))uuu(t)

d

dt
Dkkkqqq0,t(uuu(·))vvv(·) = AAA(t) Dkkkqqq0,t(uuu(·))vvv(·) + BBB(t)vvv(t),

(2.150)

z warunkiem pocz ↪↪↪atkowym qqq(0) = qqq0 oraz Dkkkqqq0,t(uuu(·))vvv(·)|t=0 = 000. Ko-

rzystaj ↪↪↪ac z uk ladu r�owna�n (2.150) wyliczamy r�o_zniczk ↪↪↪e Dkkkqqq0,T(uuu(·))vvv(·)
kinematyki w chwili T

Dkkkqqq0,T(uuu(·))vvv(·) =

∫T

0

ΦΦΦ(T, s)BBB(s)vvv(s)ds, (2.151)
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kt�or ↪↪↪a b ↪↪↪edziemy nazywa�c jakobianem analitycznym robota mobilnego. Ma-

cierz fundamentalna ΦΦΦ(t, s) wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪aca w formule (2.151) spe lnia r�ownanie

d

dt
ΦΦΦ(t, s) = AAA(t)ΦΦΦ(t, s)

przy warunku ΦΦΦ(s, s) = In. M�owimy, _ze r�o_zniczka Dkkkqqq0,T(uuu(·)) ma pe lny

rz ↪↪↪ad w punkcie uuu(·), je_zeli Dkkkqqq0,T(uuu(·)) jest suriekcj ↪↪↪a liniow ↪↪↪a
‡‡. W lasno�s�c

"
Dkkkqqq0,T(uuu(·)) ma pe lny rz ↪↪↪ad" oznacza, _ze je_zeli za po�srednictwem sterowa-

nia uuu(·) osi ↪↪↪agamy stan qqq, to ka_zdy stan qqq ′ z pewnego otoczenia qqq mo_zemy

osi ↪↪↪agn ↪↪↪a�c bior ↪↪↪ac pewne sterowanie uuu ′(·) bliskie uuu(·). Sterowania uuu(·), dla

kt�orych rz ↪↪↪ad Dkkkqqq0,T(uuu(·)) nie jest pe lny, b ↪↪↪edziemy nazywa�c sterowaniami

osobliwymi .

Sterowania osobliwe robota mobilnego b ↪↪↪edziemy nazywa�c osobliwo�s-

ciami kinematyki robota mobilnego. Analiz ↪↪↪e osobliwo�sci kinematyki za-

czniemy od bardzo prostego przyk ladu. Niech uuu(·) ≡ 000. Trajektoria u-

k ladu (2.145) odpowiadaj ↪↪↪aca temu sterowaniu jest, oczywi�scie, trajektori ↪↪↪a

sta l ↪↪↪a, qqq(t) = qqq0. Z de�nicji (2.150) wynika, _ze macierz AAA(t) ≡ 000, nato-

miast macierz BBB(t) = GGG(qqq0) jest sta la. Oznacza to, _ze macierz fundamen-

talna ΦΦΦ(t, s) = In, za�s jakobian analityczny

Dkkkqqq0,T(000)vvv(·) = GGG(qqq0)

∫T

0

vvv(s) ds = GGG(qqq0)www

dla pewnego www ∈ Rm.  Latwo zauwa_zy�c, _ze je_zeli m < n, to

dim Dkkkqqq0,T(000)
(
L2

m[0, T ]
)

6 m < n,

a zatem sterowanie zerowe jest osobliwe w spos�ob trywialny.

W og�olnym przypadku warunki konieczne, jakie musi spe lnia�c sterowa-

nie osobliwe, otrzymujemy z warunk�ow osobliwo�sci sterowania w pewnym

zadaniu sterowania optymalnego. Niech b ↪↪↪edzie dane zadanie sterowania

optymalnego uk ladu (2.145) z lagran_zianem L(qqq,uuu). Zgodnie z wymaga-

niami Zasady Maksimum Pontriagina utw�orzmy hamiltonian

H(qqq,ppp, p0,uuu) = pppTGGG(qqq)uuu − p0L(qqq,uuu), (2.152)

w kt�orym wsp�o lczynnik p0 mo_ze by�c r�owny zero. Sterowanie optymal-

ne uuu(t) nazywamy osobliwym, je_zeli p0 oraz odpowiadaj ↪↪↪aca mu ekstremala

‡‡Tzn. wymiar obrazu dim Dkkkqqq0,T (uuu(·))(L2
m [0, T ]) = n.
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jest osobliwa†. W tym celu, dla i = 1, 2, . . . ,m, musz ↪↪↪a by�c spe lnione wa-

runki

pppTgggi(qqq) = 0. (2.153)

Przypominamy, _ze zmienna do l ↪↪↪aczona nie znika, tzn. ppp ̸= 000. Aby uzyska�c

warunki konieczne, jakie musi spe lnia�c ekstremala osobliwa (a wi ↪↪↪ec, a fortio-

ri, tak_ze sterowanie osobliwe), zr�o_zniczkujemy warunek (2.153) wzgl ↪↪↪edem

czasu

d

dt
pppTgggi(qqq) = pppT

m∑
j=1

[gggj,gggi](qqq)uj = pppT[XXXuuu,gggi](qqq) = 000, (2.154)

gdzie symbolem [XXX,YYY] oznaczyli�smy nawias Liego p�ol wektorowych, na-

tomiast pole wektorowe XXXuuu(qqq) = GGG(qqq)uuu. Bior ↪↪↪ac r�ownania (2.154) dla

i = 1, 2, . . . ,m, otrzymujemy zale_zno�s�c

MMM(qqq,ppp)uuu = 000, (2.155)

w kt�orej macierz MMM(qqq,ppp) o elementach mij(qqq,ppp) = pppT[gggj,gggi](qqq) jest sko�snie

symetryczna. Je_zeli ta macierz jest nieosobliwa, jedynym sterowaniem oso-

bliwym jest sterowanie zerowe uuu(·) ≡ 000. W przeciwnym wypadku, poprzez

wytrwa le r�o_zniczkowanie zale_zno�sci (2.154) wyprowadzamy kolejny warunek

konieczny

MMM(qqq,ppp) _uuu = NNN(qqq,ppp,uuu),

w kt�orym i-ta sk ladowa wektora NNN(qqq,ppp,uuu) wyra_za si ↪↪↪e wzorem

Ni(qqq,ppp,uuu) =
∑
j,k

pppT[gggk, [gggj,gggi]](qqq)ujuk.

Kontynuuj ↪↪↪ac r�o_zniczkowanie, mo_zna wyprowadzi�c warunki konieczne wy_z-

szych rz ↪↪↪ed�ow na sterowanie osobliwe. Do tematu sterowa�n osobliwych

wr�ocimy jeszcze raz w podrozdziale 4.1.

Na zako�nczenie wywod�ow formalnych przedstawimy prosty przyk lad wy-

znaczenia sterowa�n osobliwych przy pomocy wyprowadzonych powy_zej wa-

runk�ow koniecznych.

†Zobacz dodatek A.5.
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PrzykÃlad 2.4.1 (Sterowanie osobliwe)
Niech b ↪↪↪edzie dany uk lad sterowania

_qqq = GGG(qqq)uuu =


−q2u1

u2

u1

u3

 =


−q2

0

1

0

u1 +


0

1

0

0

u2 +


0

0

0

1

 u3, (2.156)

gdzie qqq ∈ R4, uuu ∈ R3. Z warunku (2.153) wynika, _ze

p3 − p1q2 = 0 oraz p2 = p4 = 0. (2.157)

Nietrudno wyliczy�c macierz

MMM(qqq,ppp) =

 0 −p1 0

p1 0 0

0 0 0

 = p1[eee3],

co pozwala napisa�c r�ownania (2.155)

p1u2 = 0 i p1u1 = 0. (2.158)

Zauwa_zmy, _ze ze wzgl ↪↪↪edu na nieznikanie zmiennej do l ↪↪↪aczonej, z zale_zno�s-

ci (2.157) wynika p1 ̸= 0, co w po l ↪↪↪aczeniu z (2.158) daje u1 = u2 = 0.

W konsekwencji, warunki konieczne s ↪↪↪a spe lnione przez sterowanie osobli-

we uuu(t) = (0, 0, u3(t))
T przy dowolnym u3(t). ¥

2.5 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Podstawowe poj ↪↪↪ecia kinematyki punktu materialnego i cia la sztywnego mo-

_zna znale�z�c we wst ↪↪↪epnych rozdzia lach podr ↪↪↪ecznik�ow do mechaniki anali-

tycznej [Gut71, Wit77, RK95] lub robotyki [Pau81, AS86, Cra93, Lat93,

MLS94, Duf96, SS96, SV97]. Konsekwentne, geometryczne uj ↪↪↪ecie kine-

matyki cia la sztywnego w j ↪↪↪ezyku teorii grup i algebr Liego zawiera mo-

nogra�a [MLS94]. Podstawowe poj ↪↪↪ecia geometryczne stosowane w robo-

tyce zosta ly wy lo_zone w spos�ob wyczerpuj ↪↪↪acy w pracy [Sel96]. Parame-

tryzacje i uk lady wsp�o lrz ↪↪↪ednych w specjalnej grupie obrot�ow oraz w spe-

cjalnej grupie euklidesowej nale_z ↪↪↪a do klasycznego materia lu podr ↪↪↪eczniko-

wego [GR84, Cra93, Lat93, MLS94, SV97, Ang97]. Oceny r�o_znych para-

metryzacji z punktu widzenia dok ladno�sci �sledzenia trajektorii dokonano
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ostatnio w pracy [C+98]. Formu l ↪↪↪e de�niuj ↪↪↪ac ↪↪↪a wsp�o lrz ↪↪↪edne wyk ladnicze

w SE(3) zaczerpn ↪↪↪eli�smy z pracy [TD94]. Termin
"
wi ↪↪↪ezy nieholonomiczne"

zosta l wprowadzony przez Hertza, [AKN88]. Posta�c ogranicze�n fazowych

zwana postaci ↪↪↪a Pfa�a wywodzi si ↪↪↪e z teorii r�owna�n r�o_zniczkowych cz ↪↪↪astko-

wych [Zhi92]. Dynamiki uk lad�ow nieholonomicznych dotycz ↪↪↪a prace [NF71]

oraz [VG94]. Poj ↪↪↪ecia rozmaito�sci r�o_zniczkowej, dystrybucji oraz nawiasu

Liego nale_z ↪↪↪a do geometrii r�o_zniczkowej [Gan87, Spi79]. Narz ↪↪↪edzia geometrii

r�o_zniczkowej w zakresie u_zywanym do opisu i analizy kinematyki uk lad�ow

nieholonomicznych zosta ly rozwini ↪↪↪ete w obr ↪↪↪ebie geometrycznej teorii ste-

rowania [Isi89, NS90]. Warunek wystarczaj ↪↪↪acy nieholonomiczno�sci wi ↪↪↪ez�ow

przedstawiony w twierdzeniu 2.2.1 oznacza, _ze ruch uk ladu nie mo_ze by�c

ograniczony do _zadnej w la�sciwej podrozmaito�sci uniwersum kon�guracyj-

nego i jest r�ownowa_zny warunkowi sterowalno�sci uk ladu (2.33), znanemu

jako twierdzenie Chow [Cho39, Isi89, NS90]. Warunek holonomiczno�sci

ogranicze�n fazowych wynika z twierdzenia Frobeniusa [Spi79] i orzeka, _ze

ruch uk ladu jest ograniczony do pewnej podrozmaito�sci uniwersum kon�-

guracyjnego. W przypadku cz ↪↪↪e�sciowej holonomiczno�sci kowymiar tej pod-

rozmaito�sci mo_ze by�c mniejszy ni_z liczba ogranicze�n fazowych. Wi ↪↪↪ezy na-

zywane przez nas nieholonomicznymi bywaj ↪↪↪a w literaturze okre�slane mia-

nem ca lkowicie nieholonomicznych [MLS94]. Punkty, w kt�orych otoczeniu

stopie�n nieholonomiczno�sci dystrybucji ulega zmianie, nazywaj ↪↪↪a si ↪↪↪e oso-

bliwo�sciami dystrybucji. Klasy�kacj ↪↪↪e osobliwo�sci dystrybucji robota mo-

bilnego z lo_zonego z ci ↪↪↪agnika i przyczep podaje praca [Jea96]. Ze wzgl ↪↪↪edu

na to, _ze kinematyka manipulatora jest odwzorowaniem rozmaito�sci, sta-

ramy si ↪↪↪e stosowa�c terminy
"
rozmaito�s�c przegubowa" i

"
rozmaito�s�c zada-

niowa", w odr�o_znieniu od przestrzeni przegubowej i przestrzeni zadanio-

wej, kt�ore pojawiaj ↪↪↪a si ↪↪↪e po zde�niowaniu na tych rozmaito�sciach uk lad�ow

wsp�o lrz ↪↪↪ednych lub parametryzacji. Reprezentacja Denavita-Hartenberga

nale_zy do znanych, standardowych narz ↪↪↪edzi analizy kinematyki manipu-

lator�ow [DH55, Pau81, SV97, Ang97, CD98]. Reprezentacja u_zywana przez

nas nosi nazw ↪↪↪e standardowej; alternatyw ↪↪↪a jest tzw. reprezentacja zmody�-

kowana. Idea reprezentacji wyk ladniczej kinematyki manipulatora pochodzi

od Brocketta [Bro84]; zosta la ona nast ↪↪↪epnie rozwini ↪↪↪eta w ksi ↪↪↪a_zce [MLS94].

Przyk ladem reprezentacji algebraicznej kinematyki manipulatora jest re-

prezentacja kwaternionowa (lub bikwaternionowa) wykorzystuj ↪↪↪aca w lasno�s�c

nakrycia grupy SO(3) przez kwaterniony jednostkowe [Sel96, Sic98]. Poj ↪↪↪ecie

skr ↪↪↪etnika nale_zy do teorii �srub, kt�orej podstawy mo_zna znale�z�c w pra-

cach [WN92, MLS94]. Termin
"
jakobian geometryczny" pochodzi od Si-
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ciliano [SS96] i oznacza transformacj ↪↪↪e pr ↪↪↪edko�sci manipulatora, kt�orej wy-

liczenie nie wymaga wykorzystania uk lad�ow wsp�o lrz ↪↪↪ednych przegubowych

ani zadaniowych. Przez odwo lanie si ↪↪↪e do formu ly pr ↪↪↪edko�sci efektora w uk la-

dzie przestrzeni i w uk ladzie cia la zde�niowali�smy jakobian geometryczny

w przestrzeni i jakobian geometryczny w ciele. Obiekt geometryczny zwany

w literaturze jakobianem manipulatora, [Pau81, SV97], nie jest _zadnym

z wymienionych jakobian�ow geometrycznych. Zwi ↪↪↪azki mi ↪↪↪edzy jakobianami

analitycznymi a geometrycznymi s ↪↪↪a konsekwencj ↪↪↪a formu ly transformacji

pr ↪↪↪edko�sci (2.119). Formu la ta mo_ze r�ownie_z pos lu_zy�c do analizy osobli-

wo�sci reprezentacji manipulatora. O osobliwo�sciach reprezentacji traktuje

praca [Dul96]. Zastosowanie reprezentacji wyk ladniczej kinematyki do ob-

liczania jakobianu geometrycznego wydaje si ↪↪↪e przekonuj ↪↪↪ace. Do najciekaw-

szych aspekt�ow analizy kinematyki manipulator�ow nale_zy zadanie wyzna-

czenia kon�guracji osobliwych [Cra93, MLS94, SV97]. Badania kon�gura-

cji osobliwych manipulator�ow zainicjowa l Whitney [Whi72]. Problematyka

osobliwo�sci kinematycznych jest uprawiana przez autor�ow tej ksi ↪↪↪a_zki od

wielu lat [Tch90, Tch91, TU92, TD93, Tch95, Mus96, MT96, TM97, TM98,

Tch98]. Opis kinematyki robota mobilnego jako odwzorowania osi ↪↪↪agalno�sci

stan�ow pewnego uk ladu sterowania pochodzi z prac Wena i wsp�o lpracowni-

k�ow [DW94, PW96, DW97a, DW97b, DSW98], i pozwala uzyska�c reprezen-

tacj ↪↪↪e kinematyki robota mobilnego formalnie analogiczn ↪↪↪a do reprezentacji

kinematyki manipulatora. Wymieniona analogia rozci ↪↪↪aga si ↪↪↪e na poj ↪↪↪ecia

jakobianu analitycznego oraz osobliwo�sci kinematyki. Przy wyprowadze-

niu formu ly jakobianu analitycznego (2.151) mo_zna skorzysta�c z wynik�ow

przedstawionych w ksi ↪↪↪a_zce Sontaga [Son90]. Zadanie sterowania optymal-

nego (2.152) by lo rozwa_zane w pracy [Mon92] i monogra�i [MLS94]; tam te_z

wyprowadzono warunek (2.155). Wi ↪↪↪ecej informacji na temat sterowa�n oso-

bliwych w kontek�scie Zasady Maksimum Pontriagina mo_zna znale�z�c w ksi ↪↪↪a-

_zce [VG97]. Przyk ladowy uk lad sterowania (2.156) zosta l zde�niowany za

po�srednictwem tzw. struktury quasi-kontaktowej w R4.
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RozdziaÃl 3

Algorytmy kinematyki
odwrotnej manipulatora

Niech b ↪↪↪edzie dany manipulator o n stopniach swobody, z rozmaito�sci ↪↪↪a prze-

gubow ↪↪↪a Q i rozmaito�sci ↪↪↪a zadaniow ↪↪↪a Z ⊂ SE(3). Zadanie polegaj ↪↪↪ace na

wyznaczeniu kinematyki

KKK : Q −→ Z ⊂ SE(3).

manipulatora, w postaci reprezentacji Denavita-Hartenberga lub reprezen-

tacji wyk ladniczej, nazywa si ↪↪↪e prostym (bezpo�srednim) zadaniem kinema-

tyki. W wyniku jego rozwi ↪↪↪azania otrzymujemy zale_zno�s�c po lo_zenia i orien-

tacji efektora manipulatora od kon�guracji jego przegub�ow. Prostemu zada-

niu kinematyki po�swi ↪↪↪ecili�smy wiele miejsca w poprzednim rozdziale. Z pun-

ktu widzenia sterowania manipulatora wa_zniejsze jest jednak inne zadanie,

polegaj ↪↪↪ace na wyznaczeniu ruchu przegub�ow manipulatora zapewniaj ↪↪↪acego

wykonanie okre�slonego ruchu efektora na rozmaito�sci zadaniowej. To ostat-

nie zadanie nazywa si ↪↪↪e odwrotnym zadaniem kinematyki i formu luje w na-

st ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob:

Maj ↪↪↪ac dan ↪↪↪a trajektori ↪↪↪e ruchu zzzd : I −→ Z na rozmaito�sci zada-

niowej, okre�slon ↪↪↪a na pewnym przedziale czasu I ⊆ R, wyznaczy�c

odpowiadaj ↪↪↪ac ↪↪↪a jej trajektori ↪↪↪e ruchu przegub�ow qqqd : I −→ Q,

tak ↪↪↪a _ze dla t ∈ I
KKK(qqqd(t)) = zzzd(t). (3.1)

Sformu lowane przez nas odwrotne zadanie kinematyki nazywa si ↪↪↪e zadaniem

ci ↪↪↪ag lym. W szczeg�olnym przypadku, zadanie manipulatora mo_ze polega�c

95
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na osi ↪↪↪agni ↪↪↪eciu jednego, okre�slonego po lo_zenia i orientacji efektora zzzd ∈ Z.

Takie zadanie odwrotne nazywamy punktowym. Rozwi ↪↪↪azaniem zadania

punktowego jest po lo_zenie przegub�ow qqqd, takie _ze KKK(qqqd) = zzzd.

Zadanie odwrotne mo_ze by�c w naturalny spos�ob sformu lowane we wsp�o l-

rz ↪↪↪ednych zadaniowych i przegubowych. Przy sformu lowaniu we wsp�o lrz ↪↪↪ed-

nych, maj ↪↪↪ac dan ↪↪↪a trajektori ↪↪↪e yyyd(t) w przestrzeni zadaniowej i kinematy-

k ↪↪↪e kkk : Rn −→ Rm, nale_zy wyznaczy�c trajektori ↪↪↪e xxxd(t) w przestrzeni prze-

gubowej, tak ↪↪↪a _ze dla t ∈ I

yyyd(t) = kkk(xxxd(t)). (3.2)

Z matematycznego punktu widzenia, odwrotne zadanie kinematyki polega

na rozwi ↪↪↪azaniu uk ladu r�owna�n nieliniowych (3.2) ze wzgl ↪↪↪edu na wektor

wsp�o lrz ↪↪↪ednych przegubowych xxxd(t) w ka_zdej chwili t ∈ I. Oczywistym

warunkiem koniecznym istnienia rozwi ↪↪↪azania jest _z ↪↪↪adanie, by trajektoria

przeznaczona do realizacji w przestrzeni zadaniowej by la zawarta w zbio-

rze warto�sci odwzorowania kkk. Zbi�or ten b ↪↪↪edziemy nazywa�c przestrzeni ↪↪↪a

robocz ↪↪↪a manipulatora, W = kkk(Rn)∗. Je_zeli wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪a ograniczenia ru-

chu przegub�ow, przestrze�n robocza jest obrazem dopuszczalnych po lo_ze�n

przegub�ow. Zauwa_zmy, _ze w przypadku gdy wymiar m przestrzeni za-

daniowej jest wi ↪↪↪ekszy od liczby stopni swobody manipulatora, przestrze�n

robocza b ↪↪↪edzie stanowi�c
"
ma ly" podzbi�or przestrzeni zadaniowej, a zatem

tylko bardzo szczeg�olne trajektorie zadaniowe znajd ↪↪↪a si ↪↪↪e w przestrzeni ro-

boczej manipulatora i uzyskaj ↪↪↪a atrybut realizowalno�sci. Za l�o_zmy, _ze zadana

trajektoria yyyd(t) ∈ W jest g ladk ↪↪↪a funkcj ↪↪↪a czasu. W�owczas odwrotne zada-

nie kinematyki posiada rozwi ↪↪↪azanie dla ka_zdej chwili t ∈ I, ale rozwi ↪↪↪azanie

to ani nie musi by�c jednoznaczne, ani nie musi zale_ze�c w spos�ob g ladki od

czasu. Je_zeli manipulator jest nieredundantny, liczba rozwi ↪↪↪aza�n zadania

odwrotnego mo_ze by�c sko�nczona lub niesko�nczona, zale_znie od typu kon-

�guracji osobliwych manipulatora. Dla manipulatora redundantnego zbi�or

rozwi ↪↪↪aza�n zadania odwrotnego jest z regu ly mocy continuum.

Zgodnie z klasy�kacj ↪↪↪a przeprowadzon ↪↪↪a w podrozdziale 2.3.5, wszystkie

kon�guracje, jakie mo_ze przyj ↪↪↪a�c manipulator w trakcie ruchu, dziel ↪↪↪a si ↪↪↪e na

regularne i osobliwe. Analogiczny podzia l mo_zna wprowadzi�c w obr ↪↪↪ebie

odwrotnych zada�n kinematyki. Powiemy, _ze odwrotne zadanie kinematyki

∗Nasza de�nicja przestrzeni roboczej jest szersza od de�nicji podr
↪↪↪
ecznikowej, w my�sl

kt�orej przestrze�n robocza sk lada si
↪↪↪
e wy l

↪↪↪
acznie z osi

↪↪↪
agalnych po lo_ze�n (nie orientacji) efek-

tora.
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jest regularne, je�sli realizacja trajektorii ruchu efektora nie wymaga wpro-

wadzenia manipulatora w kon�guracje osobliwe. W przeciwnym wypadku

odwrotne zadanie kinematyki b ↪↪↪edziemy nazywali osobliwym.

3.1 Regularne odwrotne zadanie kinematyki

Przedstawimy teraz metody rozwi ↪↪↪azania regularnego odwrotnego zadania

kinematyki. Mo_zliwe strategie rozwi ↪↪↪azania tego zadania s ↪↪↪a dwojakie: sym-

boliczne (daj ↪↪↪ace rozwi ↪↪↪azanie w postaci jawnej) i numeryczne. Rozwi ↪↪↪azanie

zadania w postaci jawnej uzyskujemy dzi ↪↪↪eki analizie struktury manipulatora

i opisuj ↪↪↪acych go r�owna�n kinematyki, prowadz ↪↪↪acej do wyra_zenia kinematyki

odwrotnej manipulatora w postaci symbolicznej

qqq ∈ KKK−1(zzz) (3.3)

dla kinematyki opisanej przez (2.40), lub jako

xxx ∈ kkk−1(yyy) (3.4)

dla kinematyki postaci (2.65)†. Wyznaczenie jednego z powy_zszych wyra_ze�n

wzd lu_z zadanej trajektorii ruchu w przestrzeni zadaniowej pozwala na zna-

lezienie odpowiadaj ↪↪↪acej jej trajektorii ruchu przegub�ow. Rozwi ↪↪↪azanie od-

wrotnego zadania kinematyki w postaci numerycznej wymaga wprowadze-

nia uk lad�ow wsp�o lrz ↪↪↪ednych zadaniowych i przegubowych, i polega na przed-

stawieniu zale_zno�sci mi ↪↪↪edzy pr ↪↪↪edko�sciami ruchu w przestrzeni zadaniowej

i przegubowej manipulatora w postaci uk ladu r�owna�n r�o_zniczkowych. Przy-

k ladowo, dla manipulatora nieredundantnego b ↪↪↪edzie to uk lad r�owna�n

_xxx = (JJJa)−1(xxx) _yyy, (3.5)

gdzie JJJa(xxx) oznacza jakobian analityczny manipulatora. Wynikow ↪↪↪a trajek-

tori ↪↪↪e przegubow ↪↪↪a wyliczamy przez sca lkowanie uk ladu (3.5) dla konkretnej

trajektorii zadanej zawartej w przestrzeni roboczej. W podobny spos�ob

mo_zna uzyska�c rozwi ↪↪↪azanie odwrotnego zadania kinematyki z wykorzysta-

niem innych ni_z analityczny jakobian�ow manipulatora.

Rozwi ↪↪↪azania w postaci symbolicznej, aczkolwiek zazwyczaj trudne do

znalezienia, maj ↪↪↪a t ↪↪↪e przewag ↪↪↪e nad rozwi ↪↪↪azaniami numerycznymi, _ze nie wy-

magaj ↪↪↪a wielokrotnego powtarzania oblicze�n. Do ich znalezienia wystarcza

†Zapisy (3.3), (3.4) oznaczaj
↪↪↪
a, _ze otrzymany uk lad r�owna�n kinematyki odwrotnej mo_ze

mie�c wiele rozwi
↪↪↪
aza�n i nale_zy dokona�c wyboru jednego z nich.
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bowiem jednorazowe okre�slenie odpowiednich wyra_ze�n symbolicznych wyli-

czanych nast ↪↪↪epnie wzd lu_z r�o_znych trajektorii zadanych. W przeciwie�nstwie

do tego, rozwi ↪↪↪azanie w postaci numerycznej wymaga ca lkowania uk ladu

r�owna�n r�o_zniczkowych (3.5) dla ka_zdej z zadanych trajektorii, przy u_zyciu

numerycznych metod iteracyjnych.

W dalszym ci ↪↪↪agu, w dw�och kolejnych podrozdzia lach, przedstawimy

metody rozwi ↪↪↪azania regularnego odwrotnego zadania kinematyki manipu-

latora, zaliczane do klasy metod symbolicznych. Trzeci podrozdzia l po-

�swi ↪↪↪ecimy opisowi kilku metod jakobianowych pozwalaj ↪↪↪acych na numeryczne

rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego.

3.1.1 Bezpośrednie podej́scie algebraiczne

Rozwi ↪↪↪azanie odwrotnego zadania kinematyki przy zastosowaniu bezpo�sre-

dniego podej�scia algebraicznego polega na formalnym przekszta lceniu r�ow-

na�n kinematyki manipulatora do postaci zale_zno�sci opisuj ↪↪↪acych odwzoro-

wanie odwrotne do kinematyki. Ze wzgl ↪↪↪edu na nieliniowo�s�c r�owna�n oraz

zazwyczaj nieuniknion ↪↪↪a niejednoznaczno�s�c rozwi ↪↪↪aza�n, realizacja takiego po-

dej�scia cz ↪↪↪esto napotyka na trudno�sci. Zastosowanie bezpo�sredniego podej-

�scia algebraicznego zilustrujemy na przyk ladach.

PrzykÃlad 3.1.1 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Rozwa_zmy kinematyk ↪↪↪e (2.68) manipulatora typu podw�ojne wahad lo. Pod-

niesienie do kwadratu sk ladowych wektora yyy i ich dodanie prowadzi do

r�ownania

y2
1 + y2

2 = l21 + l22 + 2l1l2c2,

z kt�orego otrzymujemy

c2 =
y2

1 + y2
2 − l21 − l22
2l1l2

. (3.6)

Widzimy, _ze rozwi ↪↪↪azanie zadania istnieje tylko wtedy, gdy prawa strona

r�owno�sci (3.6) przyjmuje warto�sci w przedziale [−1, 1]; w przeciwnym przy-

padku punkt docelowy le_za lby poza przestrzeni ↪↪↪a robocz ↪↪↪a manipulatora.

Gdy punkt ten znajduje si ↪↪↪e wewn ↪↪↪atrz przestrzeni roboczej, mo_zemy sko-

rzysta�c z to_zsamo�sci

s2 = ±
√

1 − c2
2 (3.7)
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i wyliczy�c k ↪↪↪at x2
∗

x2 = atan2(s2, c2). (3.8)

W zale_zno�sci od wyboru znaku we wzorze (3.7) otrzymujemy dwa rozwi ↪↪↪a-

zania. Przedstawiony schemat post ↪↪↪epowania (znalezienie sinusa i cosinusa

k ↪↪↪ata, a nast ↪↪↪epnie wyliczenie k ↪↪↪ata przy u_zyciu funkcji atan2) jest cz ↪↪↪esto wy-

korzystywany przy wyznaczaniu symbolicznej postaci odwzorowania opi-

suj ↪↪↪acego kinematyk ↪↪↪e odwrotn ↪↪↪a.

Zajmiemy si ↪↪↪e teraz wyliczeniem sk ladowej x1 wektora xxx. Wykorzystuj ↪↪↪ac

wzory na sinus i cosinus sumy k ↪↪↪at�ow i oznaczaj ↪↪↪ac �l1 = l1 + l2c2, �l2 = l2s2,

przekszta lcamy r�ownania kinematyki (2.68) do postaci

yyy =

(
�l1c1 − �l2s1

�l1s1 + �l2c1

)
,

przy oznaczeniach r =
√

�l21 + �l22 i γ = atan2(�l2,�l1), �l1 = r cos γ, �l2 = r sin γ.

Korzystaj ↪↪↪ac z tego otrzymujemy

yyy =

(
r cos γc1 − r sin γs1

r cos γs1 + r sin γc1

)
=

(
r cos(γ + x1)

r sin(γ + x1)

)
,

co w dalszym ci ↪↪↪agu pozwala na wyliczenie k ↪↪↪ata γ + x1 w postaci

γ + x1 = atan2
(y2

r
,
y1

r

)
= atan2(y2, y1),

a st ↪↪↪ad x1 = atan2(y2, y1) − atan2(�l2,�l1). (3.9)

Zauwa_zmy, _ze wyb�or znaku w (3.7) wp lywa za po�srednictwem �l1 i �l2 na

wyliczon ↪↪↪a warto�s�c x1. Zestawiaj ↪↪↪ac razem wyra_zenia (3.9) i (3.8) otrzymamy

symboliczne r�ownania kinematyki odwrotnej manipulatora typu podw�ojne

wahad lo w aspekcie wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0Y0, w postaci

xxx =

(
atan2(y2, y1) − atan2(l2s2, l1 + l2c2)

atan2(s2, c2)

)
, (3.10)

gdzie c2 =
y2

1
+y2

2
−l2

1
−l2

2

2l1l2
, a s2 = ±

√
1 − c2

2.

∗Funkcja atan2(x, y) wylicza arc tg x/y z uwzgl
↪↪↪
ednieniem znak�ow przy x i y w celu

wyznaczenia �cwiartki, w kt�orej le_zy wyliczany k
↪↪↪
at: przy x, y dodatnich jest to pierwsza

�cwiartka, przy x ujemnym, y dodatnim | druga �cwiartka, przy x, y ujemnych | trzecia,

a przy x dodatnim, y ujemnym | czwarta.
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Dla kinematyki manipulatora typu podw�ojne wahad lo okre�slonej w as-

pekcie wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0φ r�ownaniami (2.69), znalezienie wyra_ze�n symbo-

licznych opisuj ↪↪↪acych kinematyk ↪↪↪e odwrotn ↪↪↪a jest znacznie prostsze. Po pod-

stawieniu drugiego r�ownania kinematyki do r�ownania pierwszego dostajemy

y1 = l1c1 + l2 cos y2,

sk ↪↪↪ad obliczamy c1 = y1−l2 cosy2

l1
. Nast ↪↪↪epnie, bior ↪↪↪ac s1 = ±

√
1 − c2

1 otrzy-

mujemy

x1 = atan2(s1, c1).

Wykorzystanie drugiej sk ladowej kinematyki (2.69) pozwala zapisa�c r�ow-

nania kinematyki odwrotnej manipulatora w aspekcie wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0φ

jako

xxx =

(
atan2(s1, c1)

y2 − atan2(s1, c1)

)
(3.11)

z funkcjami s1 i c1 zde�niowanymi jak wy_zej. ¥

PrzykÃlad 3.1.2 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Rozpatrzmy kinematyk ↪↪↪e manipulatora IRb-6 opisan ↪↪↪a r�ownaniami (2.76).

Rozwi ↪↪↪azanie trzech ostatnich r�owna�n ze wzgl ↪↪↪edu na sk ladowe wektora xxx

jest natychmiastowe 
x2 = −y4

x5 = π − y5

x6 = π − y6.

(3.12)

Pozosta le trzy r�ownania kinematyki (2.76) mog ↪↪↪a zosta�c przedstawione w po-

staci 
a2c3 + a3c4 =

y1

cos y4

− d6 sin y5

a2s3 + a3s4 = −d6 cos y5 − d1 − y2

x1 = y3 + sin y4(a2c3 + a3c4 + d6 sin y5).

(3.13)

Przy oznaczeniu wyra_ze�n niezale_znych od zmiennych przegubowych jako

w1 = y1

cosy4
− d6 sin y5 oraz w2 = −d6 cos y5 − d1 − y2,  latwo zauwa_zy�c, _ze

pierwsze dwa r�ownania uk ladu (3.13) opisuj ↪↪↪a kinematyk ↪↪↪e manipulatora typu
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podw�ojne wahad lo w aspekcie wsp�o lrz ↪↪↪ednych po lo_zenia, ze wsp�o lrz ↪↪↪ednymi

przegubowymi (x3, x4−x3) i zadaniowymi (w1, w2)
†. Dla takiej kinematyki

r�ownania kinematyki odwrotnej s ↪↪↪a dane przez‡{
x3 = atan2(w2, w1) − atan2(a3s4−3, a2 + a3c4−3)

x4 = atan2(s4−3, c4−3) + x3,
(3.14)

gdzie c4−3 =
w2

1
+w2

2
−a2

2
−a2

3

2a2a3
, s4−3 = ±

√
1 − c2

4−3. R�ownania (3.12), (3.13)

i (3.14) daj ↪↪↪a  l ↪↪↪acznie nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace wyra_zenie symboliczne dla kinematyki od-

wrotnej manipulatora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym

xxx = rrr(yyy) =



y3 + y1 tan y4

−y4

atan2(w2, w1) − atan2(a3s4−3, a2 + a3c4−3)

atan2(s4−3, c4−3) + x3

π − y5

π − y6


, (3.15)

przy oznaczeniach c4−3, s4−3, w1 i w2 obja�snionych powy_zej. Ze wzgl ↪↪↪edu na

ograniczenia zakresu ruchu w przegubach manipulatora, z dw�och mo_zliwych

rozwi ↪↪↪aza�n (dost ↪↪↪epnych ze wzgl ↪↪↪edu na znak ± w wyra_zeniu na s4−3) nale_zy

wybra�c rozwi ↪↪↪azanie ze znakiem minus. Rozwi ↪↪↪azanie (3.15) jest dobrze

okre�slone w ca lej przestrzeni roboczej manipulatora, poza po lo_zeniami dla

kt�orych cos y4 = 0, co ma miejsce, gdy manipulator przyjmuje kon�guracje

osobliwe. Spos�ob rozwi ↪↪↪azania zadania odwrotnego w przypadku osobliwym

obja�snimy w przyk ladzie 3.2.6. ¥

3.1.2 Podej́scie geometryczne

Przyk ladem odmiennego od bezpo�sredniego podej�scia algebraicznego spo-

sobu podej�scia do odwrotnego zadania kinematyki manipulatora jest po-

dej�scie geometryczne. Cech ↪↪↪e wyr�o_zniaj ↪↪↪ac ↪↪↪a podej�scie geometryczne stanowi

dekompozycja przestrzennej geometrii manipulatora na szereg �gur geome-

trii p laskiej. Dla zilustrowania podej�scia geometrycznego pos lu_zymy si ↪↪↪e

dwoma przyk ladami.

†Por�ownaj z (2.68).
‡Zobacz przyk lad 3.1.1.
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Rysunek 3.1 P laskie zale_zno�sci geometryczne w manipulatorze typu podw�ojne

wahad lo.

PrzykÃlad 3.1.3 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Rozwa_zmy najpierw manipulator typu podw�ojne wahad lo z kinematyk ↪↪↪a opi-

san ↪↪↪a wzorem (2.68). Na rysunku 3.1 pokazano tr�ojk ↪↪↪at utworzony przez

ramiona wahad la o d lugo�sciach l1 i l2 oraz odcinek o d lugo�sci l  l ↪↪↪acz ↪↪↪acy

pocz ↪↪↪atek uk ladu podstawowego z efektorem manipulatora. Lini ↪↪↪a przery-

wan ↪↪↪a zaznaczono inn ↪↪↪a mo_zliw ↪↪↪a kon�guracj ↪↪↪e manipulatora prowadz ↪↪↪ac ↪↪↪a do

tego samego po lo_zenia efektora. Korzystaj ↪↪↪ac z r�owno�sci l2 = y2
1 + y2

2 oraz

cos(π − x2) = − cos x2, z twierdzenia cosinus�ow obliczamy

c2 =
y2

1 + y2
2 − l21 − l22
2l1l2

. (3.16)

Zauwa_zmy, _ze rozwi ↪↪↪azanie r�ownania (3.16) istnieje tylko wtedy, gdy jego

prawa strona ma warto�s�c z przedzia lu [−1, 1]. Poniewa_z s2 = ±
√

1 − c2
2,

obliczamy

x2 = atan2(s2, c2). (3.17)

Ze wzoru (3.17) otrzymujemy obie warto�sci k ↪↪↪ata x2 stanowi ↪↪↪ace rozwi ↪↪↪azanie

zadania.

W celu wyznaczenia k ↪↪↪ata x1 wykorzystamy k ↪↪↪aty ψ i β, zaznaczone na

rysunku 3.1. Przy danym po lo_zeniu efektora manipulatora (y1, y2), wyli-

czamy natychmiast

β = atan2(y2, y1).
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K ↪↪↪at ψ znajdujemy stosuj ↪↪↪ac ponownie twierdzenie cosinus�ow, kt�ore po pod-

stawieniu l2 = y2
1 + y2

2 prowadzi do r�ownania

cos ψ =
y2

1 + y2
2 + l21 − l22

2l1

√
y2

1 + y2
2

.

Po wyznaczeniu k ↪↪↪at�ow β i ψ, k ↪↪↪at x1 obliczamy jako

x1 = β ± ψ, (3.18)

gdzie znak plus dotyczy przypadku x2 6 0 (dok ladniej 0 6 |x2| mod 2π < π),

a znak minus odnosi si ↪↪↪e do przypadku x2 > 0 (π 6 |x2| mod 2π < 2π). Zale-

_zno�sci (3.18) i (3.17) s ↪↪↪a rozwi ↪↪↪azaniem odwrotnego zadania kinematyki dla

manipulatora typu podw�ojne wahad lo. ¥

PrzykÃlad 3.1.4 (Manipulator typu SCARA)
Obecnie zastosujemy podej�scie geometryczne do rozwi ↪↪↪azania odwrotnego

zadania kinematyki dla manipulatora przemys lowego SCARA traktowanego

jako manipulator redundantny z kinematyk ↪↪↪a opisan ↪↪↪a wzorem (2.73).

Zauwa_zmy, _ze po zrzutowaniu szkieletu manipulatora SCARA na p la-

szczyzn ↪↪↪e X0Y0, jego geometria w pe lni odpowiada podw�ojnemu wahad lu

pokazanemu na rysunku 3.1. W zwi ↪↪↪azku z tym, dwie pierwsze zmienne

przegubowe (x1 i x2) mog ↪↪↪a zosta�c wyliczone w spos�ob analogiczny jak w po-

przednim przyk ladzie.

Z kolei, analiza mo_zliwo�sci ruchowych manipulatora wzd lu_z osi Z0 pro-

wadzi do wykrycia zale_zno�sci

d1 + x3 = y3,

z kt�orej mo_zna wyliczy�c zmienn ↪↪↪a przegubow ↪↪↪a x3. Poniewa_z zmienna prze-

gubowa x4 nie wp lywa na po lo_zenie efektora manipulatora, a jedynie na

jego orientacj ↪↪↪e, jej warto�s�c mo_ze by�c dowolna. ¥

3.1.3 Metody jakobianowe

Metoda jakobianu odwrotnego

Za l�o_zmy, _ze ci ↪↪↪ag le zadanie odwrotne kinematyki we wsp�o lrz ↪↪↪ednych posiada

rozwi ↪↪↪azanie xxxd(t). W�owczas, poprzez r�o_zniczkowanie wzgl ↪↪↪edem czasu obu

stron zale_zno�sci (3.2), otrzymujemy uk lad r�owna�n r�o_zniczkowych

_yyyd =
∂kkk

∂xxx
(xxxd) _xxxd = JJJa(xxxd) _xxxd. (3.19)
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Przyjmijmy, _ze wymiar przestrzeni przegubowej jest r�owny wymiarowi prze-

strzeni zadaniowej (= n) i niech wzd lu_z trajektorii xxxd(t) jakobian anali-

tyczny JJJa(xxxd) b ↪↪↪edzie nieosobliwy. Algorytm metody jakobianu odwrotnego

rozwi ↪↪↪azania odwrotnego zadania kinematyki polega na sca lkowaniu uk ladu

nieautonomicznych r�owna�n r�o_zniczkowych

_xxxd = (JJJa)−1(xxxd) _yyyd, (3.20)

kt�orego rozwi ↪↪↪azanie xxxd(t) jest poszukiwan ↪↪↪a trajektori ↪↪↪a w przestrzeni prze-

gubowej. Do wyznaczenia tej trajektorii potrzebna jest znajomo�s�c wa-

runku pocz ↪↪↪atkowego xxx0, kt�ory wyliczamy rozwi ↪↪↪azuj ↪↪↪ac punktowe zadanie

odwrotne yyy0 = yyyd(0) = kkk(xxx0). Zadanie punktowe mo_zna rozwi ↪↪↪aza�c ko-

rzystaj ↪↪↪ac z algorytmu Newtona pozwalaj ↪↪↪acego wyznaczy�c xxx0 jako grani-

c ↪↪↪e limt→+∞ ξξξξξξξξξ(t) trajektorii uk ladu

_ξξξ = −α(JJJa)−1(ξξξ)(kkk(ξξξ) − yyy0) (3.21)

zainicjowanego w dowolnym stanie pocz ↪↪↪atkowym ξξξ0 ∈ Rn, z paramet-

rem α > 0 okre�slaj ↪↪↪acym szybko�s�c zbie_zno�sci algorytmu. Z po l ↪↪↪aczenia algo-

rytm�ow (3.20) i (3.21) mo_zna otrzyma�c asymptotyczny algorytm kinema-

tyki odwrotnej

_xxx = (JJJa)−1(xxx)( _yyyd − α(kkk(xxx) − yyyd)). (3.22)

Przy dowolnym warunku pocz ↪↪↪atkowym trajektoria uk ladu (3.22) d ↪↪↪a_zy asy-

mptotycznie do xxxd(t).

Obecnie przejdziemy do zilustrowania metody jakobianu odwrotnego

dwoma przyk ladami odwrotnego zadania kinematyki dla manipulator�ow

nieredundantnych.

PrzykÃlad 3.1.5 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Dla manipulatora typu podw�ojne wahad lo, w przyk ladach 2.3.7 i 2.3.12,

wyprowadzili�smy r�ownania kinematyki we wsp�o lrz ↪↪↪ednych i jakobian anali-

tyczny w dw�och aspektach: wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0Y0φ oraz wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0Y0.

Poniewa_z w pierwszym przypadku manipulator jest zawsze osobliwy, zaj-

miemy si ↪↪↪e rozwi ↪↪↪azaniem odwrotnego zadania kinematyki dla przypadku

drugiego, tzn. dla manipulatora z kinematyk ↪↪↪a opisan ↪↪↪a r�ownaniem (2.68)

i jakobianem analitycznym danym zale_zno�sci ↪↪↪a (2.82). W obliczeniach przyj-

miemy l1 = 5, l2 = 3.
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Rysunek 3.2 �Scie_zka ruchu zadana w przestrzeni roboczej manipulatora typu

podw�ojne wahad lo.

Za l�o_zmy, _ze efektor manipulatora ma pod ↪↪↪a_za�c wzd lu_z trajektorii zada-

niowej maj ↪↪↪acej posta�c okr ↪↪↪egu

yyyd(t) =

(
yd1(t)

yd2(t)

)
=

(
5 + 2 sin(π

5
t)

2 cos(π
5
t)

)
, (3.23)

w przedziale czasu I = [0, 10]. Rysunek 3.2 przedstawia �scie_zk ↪↪↪e w prze-

strzeni roboczej manipulatora odpowiadaj ↪↪↪ac ↪↪↪a zadanej trajektorii. Interesuje

nas znalezienie trajektorii przegubowej manipulatora pozwalaj ↪↪↪acej na reali-

zacj ↪↪↪e trajektorii (3.23).

Rozpoczynamy od rozwi ↪↪↪azania punktowego zadania odwrotnego dla po-

 lo_zenia yyy0 = yyyd(0) = (5, 2)T. W tym celu pos lu_zymy si ↪↪↪e algorytmem Newto-

na opisanym przez r�ownanie r�o_zniczkowe (3.21), z jakobianem JJJa(xxx) i kine-

matyk ↪↪↪a kkk(xxx) danymi odpowiednio przez (2.82) i (2.68). Uk lad r�owna�n (3.21)

zosta l zainicjowany w stanie pocz ↪↪↪atkowym ξξξ0 = (1, 1)T. Na rysunku 3.3

przedstawiono przebieg uzyskanych trajektorii dla r�o_znych warto�sci para-

metru α algorytmu. Jak wida�c, im wi ↪↪↪eksza warto�s�c parametru α, tym

szybciej trajektoria uk ladu d ↪↪↪a_zy do warto�sci ustalonej, kt�ora jest warun-

kiem pocz ↪↪↪atkowym, pozwalaj ↪↪↪acym na rozwi ↪↪↪azanie odwrotnego zadania ki-

nematyki przy pomocy algorytmu jakobianu odwrotnego. Z przeprowa-

dzonych oblicze�n wynika, _ze warunek pocz ↪↪↪atkowy xxx0 = (−0.201, 1.74)T∗.

∗Zauwa_zmy, _ze jest to jedno z dw�och mo_zliwych rozwi
↪↪↪
aza�n zadania punktowego. Dru-

gim rozwi
↪↪↪
azaniem jest (0.962, −1.74)T . To, kt�ore z rozwi

↪↪↪
aza�n otrzymamy, zale_zy od wa-

runku pocz
↪↪↪
atkowego w algorytmie Newtona.
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Rysunek 3.3 Rozwi ↪↪↪azanie punktowego zadania odwrotnego uzyskane przy po-

mocy algorytmu Newtona.

Aby rozwi ↪↪↪aza�c zadanie odwrotne, ca lkujemy uk lad r�owna�n (3.20) poczy-

naj ↪↪↪ac od xxx0. Rysunek 3.4 przedstawia po lo_zenia, pr ↪↪↪edko�sci i przyspieszenia

w przestrzeni przegubowej pozwalaj ↪↪↪ace na zrealizowanie trajektorii (3.23).

Zauwa_zmy, _ze po zako�nczeniu realizacji trajektorii, w chwili t = 10, mani-

pulator wraca do stanu pocz ↪↪↪atkowego, co oznacza, _ze znaleziona trajektoria

przegubowa mo_ze by�c wielokrotnie powtarzana. Jednak przy interpreta-

cji wynik�ow uzyskanych przy pomocy metod numerycznych powinni�smy

zachowa�c nale_zyt ↪↪↪a ostro_zno�s�c. Bowiem, je�sli przyjrzymy si ↪↪↪e dok ladnie prze-

biegowi b l ↪↪↪ed�ow towarzysz ↪↪↪acych metodzie (zobacz rysunek 3.5, b l ↪↪↪edy zde�-

niowano jako eee(t) = yyyd(t) − kkk(xxx(t)), _eee = _yyyd(t) − JJJa(xxx(t)) _xxx(t), gdzie xxx(t)

i _xxx(t) oznaczaj ↪↪↪a po lo_zenia i pr ↪↪↪edko�sci w przegubach manipulatora uzyskane

jako rozwi ↪↪↪azanie) zauwa_zymy, _ze po jednokrotnej realizacji trajektorii po-

jawi l si ↪↪↪e b l ↪↪↪ad po lo_zenia efektora manipulatora. Jest to spowodowane nie-

dok ladno�sci ↪↪↪a metod numerycznych zastosowanych do rozwi ↪↪↪azania r�owna�n

r�o_zniczkowych†. Przy powtarzaniu trajektorii powstaj ↪↪↪ace b l ↪↪↪edy mog ↪↪↪a si ↪↪↪e

kumulowa�c.

U_zyjemy teraz do rozwi ↪↪↪azania zadania odwrotnego asymptotycznego al-

gorytmu kinematyki odwrotnej opisanego zale_zno�sci ↪↪↪a (3.22). Podobnie jak

w przypadku algorytmu Newtona, uk lad (3.22) zosta l zainicjowany w punk-

cie xxx0 = (1, 1)T. Rysunek 3.6 przedstawia trajektorie uzyskane przy po-

mocy algorytmu asymptotycznego z parametrem α = 1. B l ↪↪↪edy po lo_zenia

i pr ↪↪↪edko�sci efektora, zde�niowane jak poprzednio, zosta ly pokazane na ry-

sunku 3.7. Jak wida�c, b l ↪↪↪edy, kt�orych g l�ownym �zr�od lem w tym przypadku

jest metoda, malej ↪↪↪a asymptotycznie do zera. Wida�c tak_ze, _ze praktycz-

nie od chwili t = 4 uzyskana trajektoria pokrywa si ↪↪↪e z trajektori ↪↪↪a wy-

†W przyk ladach prezentowanych w tym rozdziale symulacje wykonano w �srodowisku

MATHEMATICAr, a do numerycznego rozwi
↪↪↪
azywania r�owna�n r�o_zniczkowych zastoso-

wano metod
↪↪↪
e Rungego-Kutty czwartego lub pi

↪↪↪
atego rz

↪↪↪
edu.
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Rysunek 3.4 Rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego dla podw�ojnego wahad la uzyskane

przy pomocy algorytmu jakobianu odwrotnego.

Rysunek 3.5 B l
↪↪↪
edy po lo_zenia i pr

↪↪↪
edko�sci efektora przy algorytmie jakobianu

odwrotnego.
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Rysunek 3.6 Rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego dla podw�ojnego wahad la uzyskane

przy zastosowaniu asymptotycznego algorytmu kinematyki odwrotnej.

Rysunek 3.7 B l
↪↪↪
edy po lo_zenia i pr

↪↪↪
edko�sci efektora przy asymptotycznym algo-

rytmie kinematyki odwrotnej.
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Rysunek 3.8 B l
↪↪↪
edy po lo_zenia przegub�ow manipulatora wynikaj ↪↪↪ace z zastoso-

wania algorytmu jakobianu odwrotnego przy niedok ladno�sci wyznaczenia stanu

pocz ↪↪↪atkowego (~x1(0), ~x2(0)) = (0.05, 0.05).

znaczon ↪↪↪a za po�srednictwem algorytmu jakobianu odwrotnego, przedsta-

wion ↪↪↪a na rysunku 3.4. Oczywi�scie, i tym razem pojawiaj ↪↪↪a si ↪↪↪e b l ↪↪↪edy nume-

ryczne, ale wielokrotnie mniejsze od b l ↪↪↪ed�ow metody. Szybko�s�c zbie_zno�sci

b l ↪↪↪edu zale_zy od warto�sci parametru α, jednak_ze du_zym warto�sciom α, dla

kt�orych b l ↪↪↪edy szybko d ↪↪↪a_z ↪↪↪a do zera, towarzysz ↪↪↪a du_ze pr ↪↪↪edko�sci i przyspie-

szenia w pocz ↪↪↪atkowym okresie realizacji trajektorii.

Na zako�nczenie zbadamy wp lyw dok ladno�sci wyznaczenia warunku po-

cz ↪↪↪atkowego na przebieg trajektorii uzyskanej jako rozwi ↪↪↪azanie odwrotnego

zadania kinematyki przy u_zyciu algorytmu jakobianu odwrotnego. Przyj-

mijmy, _ze przy wyznaczaniu stanu pocz ↪↪↪atkowego ka_zdego z przegub�ow po-

pe lniono b l ↪↪↪ad o warto�sci 0.05. Rysunek 3.8 pokazuje, jak b l ↪↪↪ad stanu pocz ↪↪↪at-

kowego wp lywa na odchylenie ~xxx przebiegu trajektorii od trajektorii poka-

zanej na rysunku 3.4. Rysunek 3.9 przedstawia b l ↪↪↪edy po lo_zenia i pr ↪↪↪edko�sci

efektora manipulatora towarzysz ↪↪↪ace takiemu odchyleniu. Z rysunku wynika,

_ze dla rozwi ↪↪↪azania uzyskanego w wyniku zastosowania algorytmu jakobianu

odwrotnego b l ↪↪↪ad pr ↪↪↪edko�sci efektora manipulatora nie zale_zy od dok ladno�sci

wyznaczenia warunk�ow pocz ↪↪↪atkowych, wyst ↪↪↪epuje natomiast b l ↪↪↪ad po lo_zenia

efektora zale_zny od niedok ladno�sci wyznaczenia tych warunk�ow. ¥

PrzykÃlad 3.1.6 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Za l�o_zmy, _ze manipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym, z kine-

matyk ↪↪↪a zde�niowan ↪↪↪a wzorem (2.76), ma za zadanie przemieszcza�c efektor

wzd lu_z linii �srubowej

yd1(t)

yd2(t)

yd3(t)

 =

0.7 + 0.2 sin
(

π
2
t
)

−0.7 − 0.01t

0.7 + 0.2 cos
(

π
2
t
)
, (3.24)
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Rysunek 3.9 B l
↪↪↪
edy po lo_zenia i pr

↪↪↪
edko�sci efektora powsta le przy zastoso-

waniu algorytmu jakobianu odwrotnego przy niedok ladno�sci wyznaczenia stanu

pocz ↪↪↪atkowego (~x1(0), ~x2(0)) = (0.05, 0.05).

przy niezmiennej orientacji efektora danej przezyd4(t)

yd5(t)

yd6(t)

 =

0

π

π

, (3.25)

w przedziale I = [0, 10][s]. W celu okre�slenia przebiegu trajektorii prze-

gubowej manipulatora rozwi ↪↪↪azali�smy uk lad r�owna�n r�o_zniczkowych (3.20)

z jakobianem analitycznym JJJa(xxx) postaci (2.87), zainicjowany w punkcie

pocz ↪↪↪atkowym xxx(0) = (0.9, 0., 1.29,−0.529, 0., 0.)T (warto�s�c uzyskana przy

u_zyciu algorytmu Newtona (3.21)). Rysunek 3.10 przedstawia przebiegi cza-

sowe zmiennych przegubowych x1, x3, x4 oraz x3 − x4 uzyskane w wyniku

oblicze�n. Zmienne x2, x5 i x6, nie pokazane na rysunku, mia ly sta le warto�sci

r�owne 0. Jak wida�c, uzyskana trajektoria znajduje si ↪↪↪e w zbiorze kon�gura-

cji dopuszczalnych X okre�slonym przez (2.78), co oznacza, _ze mo_ze zosta�c

zrealizowana. Chcemy zwr�oci�c uwag ↪↪↪e Czytelnika na fakt, _ze cz ↪↪↪estokro�c ta-

kie wyznaczenie trajektorii zadanej w przestrzeni zadaniowej manipulatora,

aby znalaz la si ↪↪↪e ona wewn ↪↪↪atrz jego przestrzeni roboczej, a tym samym, by

zachodzi la wymieniona w lasno�s�c, jest trudne. G l�own ↪↪↪a tego przyczyn ↪↪↪a s ↪↪↪a

problemy z analitycznym okre�sleniem granic przestrzeni roboczej manipu-

latora, zw laszcza gdy wsp�o lrz ↪↪↪edne zadaniowe zawieraj ↪↪↪a cz ↪↪↪e�s�c okre�slaj ↪↪↪ac ↪↪↪a

orientacj ↪↪↪e efektora. Zadanie mo_zna upro�sci�c przez zmniejszenie wymiaru

przestrzeni zadaniowej manipulatora i potraktowanie go jako redundantny.
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Rysunek 3.10 Rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-

towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu odwrot-

nego.

W przytoczonym przyk ladzie mo_zna np. zrezygnowa�c z okre�slenia orien-

tacji efektora manipulatora i przyj ↪↪↪a�c, _ze manipulator IRb-6 zamontowany

na torze jezdnym jest manipulatorem redundantnym z kinematyk ↪↪↪a opisan ↪↪↪a

r�ownaniami (2.77)‡. ¥

Metoda jakobianu pseudoodwrotnego

We�zmy teraz pod uwag ↪↪↪e odwrotne zadanie kinematyki dla manipulatora

redundantnego, kt�orego kinematyka jest opisana formu l ↪↪↪a yyy = kkk(xxx) przy

warunku dimxxx = n > dimyyy = m. Je_zeli istnieje rozwi ↪↪↪azanie xxxd(t) za-

dania, r�ownanie (3.19) obowi ↪↪↪azuje. Niech jakobian analityczny JJJa(xxx) ma

wzd lu_z trajektorii xxxd(t) pe lny rz ↪↪↪ad (= m). Poniewa_z zwyk la odwrotno�s�c

macierzy JJJa(xxx) nie istnieje, w uk ladzie (3.20) trzeba u_zy�c (prawostronnej)

pseudoodwrotno�sci jakobianu analitycznego§. Przypominamy, _ze pseudo-

odwrotno�s�c macierzy AAA opisuje rozwi ↪↪↪azanie uk ladu r�owna�n liniowych

www = AAAvvv

spe lniaj ↪↪↪ace warunek minimalizacji formy kwadratowej

V(vvv) =
1

2
vvvTWWWvvv

‡Zobacz przyk lady 3.1.8{3.1.11.
§Zobacz dodatek A.1.
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z symetryczn ↪↪↪a, dodatnio okre�slon ↪↪↪a macierz ↪↪↪a WWW. Wyznaczenie pseudood-

wrotno�sci sprowadza si ↪↪↪e zatem do rozwi ↪↪↪azania zadania optymalizacji kwa-

dratowej z ograniczeniami r�owno�sciowymi. Po rozwi ↪↪↪azaniu tego zadania

dla AAA = JJJa(xxx) otrzymujemy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a zale_zno�s�c

JJJ
a#
WWW

(xxx) = WWW−1JJJaT(xxx)
(
JJJa(xxx)WWW−1JJJaT(xxx)

)−1
. (3.26)

Macierz (3.26), zwana pseudoodwrotno�sci ↪↪↪a jakobianu analitycznego jest

macierz ↪↪↪a rozmiaru n × m o tej w lasno�sci, _ze

JJJa(xxx)JJJ
a#
WWW

(xxx) = Im. (3.27)

Pseudoodwrotno�s�c jakobianu jest podstawowym sk ladnikiem metody ja-

kobianu pseudoodwrotnego, wed lug kt�orej rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrot-

nego otrzymuje si ↪↪↪e przez sca lkowanie (nieautonomicznego) uk ladu r�owna�n

r�o_zniczkowych

_xxxd = JJJ
a#
WWW

(xxxd) _yyyd, (3.28)

zainicjowanego w punkcie xxx0, takim _ze yyy0 = yyyd(0) = kkk(xxx0). Analogicznie

do zale_zno�sci (3.21), warunek pocz ↪↪↪atkowy xxx0 mo_zna obliczy�c przy pomocy

algorytmu Newtona, bior ↪↪↪ac granic ↪↪↪e limt→+∞ ξξξ(t) trajektorii uk ladu

_ξξξ = −αJJJ
a#
WWW

(ξξξ)(kkk(ξξξ) − yyy0). (3.29)

Odpowiednikiem algorytmu (3.22) jest w przypadku redundantnym nast ↪↪↪e-

puj ↪↪↪acy algorytm asymptotyczny

_xxx = JJJ
a#
WWW

(xxx)( _yyyd − α(kkk(xxx) − yyyd)). (3.30)

Poni_zej, na przyk ladach manipulatora typu potr�ojne wahad lo i manipu-

latora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym, przedstawimy rozwi ↪↪↪azanie

odwrotnego zadania kinematyki przy zastosowaniu pseudoodwrotno�sci ja-

kobianu JJJ
a#
WWW

(xxx) z macierz ↪↪↪a WWW = In.

PrzykÃlad 3.1.7 (Manipulator typu potrójne wahadÃlo)
Rozpatrzmy manipulator redundantny typu potr�ojne wahad lo z kinema-

tyk ↪↪↪a opisan ↪↪↪a wzorem (2.71) i jakobianem analitycznym (2.85). Przyjmijmy

d lugo�sci ramion manipulatora r�owne l1 = 5, l2 = 3, l3 = 2. Zadaniem

manipulatora jest wykonanie ruchu wzd lu_z trajektorii w postaci okr ↪↪↪egu

o r�ownaniach

yyyd(t) =

(
yd1(t)

yd2(t)

)
=

(
5 + 2 sin(π

5
t)

2 cos(π
5
t)

)
, (3.31)
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Rysunek 3.11 Rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego dla potr�ojnego wahad la uzyskane

przy pomocy algorytmu jakobianu pseudoodwrotnego.

w przedziale czasu I = [0, 20]. Zwr�o�cmy uwag ↪↪↪e na fakt, _ze podczas reali-

zacji trajektorii efektor manipulatora powinien wykona�c dwa obiegi okr ↪↪↪egu

w przestrzeni roboczej.

Po sca lkowaniu uk ladu r�owna�n r�o_zniczkowych (3.29), zainicjowanego

w punkcie ξξξ = (1, 1, 1)T, otrzymujemy rozwi ↪↪↪azanie xxx0 = (−0.325, 1.23, 1.57)T

punktowego zadania odwrotnego dla yyyd0 = yyyd(0) = (5, 2)T¶. Punkt xxx0

pos lu_zy jako warunek pocz ↪↪↪atkowy przy rozwi ↪↪↪azaniu uk ladu r�owna�n (3.28),

pozwalaj ↪↪↪acych na znalezienie rozwi ↪↪↪azania postawionego zadania. Trajek-

toria uzyskana przez sca lkowanie uk ladu (3.28) zosta la przedstawiona na

rysunku 3.11. Zauwa_zmy, _ze kolejnym obiegom efektora po okr ↪↪↪egu towa-

rzysz ↪↪↪a r�o_zne sekwencje po lo_ze�n przegub�ow manipulatora. Przy wielokrot-

nym powtarzaniu trajektorii daje si ↪↪↪e zauwa_zy�c tendencja do poruszania

przede wszystkim pocz ↪↪↪atkowymi przegubami manipulatora. Analiza prze-

biegu b l ↪↪↪ed�ow po lo_zenia i pr ↪↪↪edko�sci efektora pokazanych na rysunku 3.12

wskazuje, _ze, podobnie jak w przypadku metody jakobianu odwrotnego (zo-

¶Zobacz przyk lad 3.1.12.
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Rysunek 3.12 B l
↪↪↪
edy po lo_zenia i pr

↪↪↪
edko�sci efektora przy algorytmie jakobianu

pseudoodwrotnego.

bacz rysunek 3.5), s ↪↪↪a to b l ↪↪↪edy numeryczne.

Obecnie, do rozwi ↪↪↪azania zadania u_zyjemy algorytmu asymptotyczne-

go (3.30), wynikaj ↪↪↪acego z po l ↪↪↪aczenia algorytmu jakobianu pseudoodwrot-

nego i algorytmu Newtona. Rozwi ↪↪↪azanie otrzymane w wyniku sca lkowania

r�owna�n (3.30) przy parametrze α = 5 przedstawia rysunek 3.13. Podobnie

jak w poprzednim przypadku, uk lad r�owna�n zosta l zainicjowany w punk-

cie xxx = (1, 1, 1)T. Z rysunku wida�c, _ze uzyskane rozwi ↪↪↪azanie d ↪↪↪a_zy asympto-

tycznie do rozwi ↪↪↪azania uzyskanego przy u_zyciu algorytmu jakobianu pseudo-

odwrotnego (zobacz rysunek 3.11), czemu w pocz ↪↪↪atkowej fazie ruchu towa-

rzysz ↪↪↪a du_ze pr ↪↪↪edko�sci w przegubach. Oczywi�scie, tak samo jak w przypadku

nieredundantnym, pr ↪↪↪edko�sci te zale_z ↪↪↪a od warto�sci parametru α. ¥

PrzykÃlad 3.1.8 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
W tym przyk ladzie manipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym po-

traktujemy jako manipulator redundantny z kinematyk ↪↪↪a (2.77). _Z ↪↪↪adamy,

aby efektor manipulatora porusza l si ↪↪↪e wzd lu_z trajektorii yyyd(t) postaci (3.24)

dla czasu t ∈ I = [0, 10][s]. Jak wida�c, w tym przyk ladzie okre�slili�smy je-

dynie spos�ob zmian po lo_zenia efektora manipulatora, nie precyzuj ↪↪↪ac jak

ma si ↪↪↪e zmienia�c jego orientacja. Poniewa_z rozpatrywany manipulator jest

redundantny, do rozwi ↪↪↪azania odwrotnego zadania kinematyki u_zyjemy me-

tody jakobianu pseudoodwrotnego zde�niowanej wzorem (3.28). Przebieg

trajektorii przegubowej manipulatora dla kon�guracji pocz ↪↪↪atkowej xxx(0) =

(0.9, 0., 1.29,−0.529, 0., 0.)T (warto�s�c uzyskana za pomoc ↪↪↪a algorytmu New-



3.1 Regularne odwrotne zadanie kinematyki 115

Rysunek 3.13 Rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego dla potr�ojnego wahad la uzyskane

przy pomocy algorytmu asymptotycznego z pseudoodwrotno�sci ↪↪↪a jakobianu.

tona (3.29)) przedstawia rysunek 3.14. Nie pokazany na rysunku k ↪↪↪at x6

przyjmowa l stale warto�s�c 0. Dokonajmy kr�otkiego por�ownania tej trajek-

torii z trajektori ↪↪↪a uzyskan ↪↪↪a w przyk ladzie 3.1.6 w wyniku zastosowania

metody jakobianu odwrotnego, pokazan ↪↪↪a na rysunku 3.10. Oczywi�scie,

r�ownie_z ta ostatnia trajektoria jest jednym z rozwi ↪↪↪aza�n zadania odwrot-

nego. Jednak_ze, w przypadku nieredundantnym ustalenie orientacji, z jak ↪↪↪a

mia l zosta�c wykonany ruch po linii �srubowej spowodowa lo, _ze ruch efektora

zosta l zrealizowany przez poruszanie jedynie pierwszego, trzeciego i czwar-

tego przegubu manipulatora. W rozwi ↪↪↪azaniu uzyskanym metod ↪↪↪a jakobianu

pseudoodwrotnego nie porusza si ↪↪↪e jedynie sz�osty przegub manipulatora.

Dopiero po wielokrotnym powt�orzeniu ruchu po linii �srubowej otrzymujemy

t ↪↪↪a metod ↪↪↪a rozwi ↪↪↪azanie, w kt�orym ruch jest praktycznie efektem porusza-

nia jedynie dw�och pierwszych przegub�ow manipulatora. Przyk lad takiego

rozwi ↪↪↪azania przedstawiono na rysunku 3.15. Rozwi ↪↪↪azanie to uzyskano przez

sca lkowanie uk ladu r�owna�n r�o_zniczkowych (3.28) zainicjowanych w punk-

cie xxx(0) = (1.8,−0.91, 0.091, 0.076, 0.27, 0.)T wyliczonym przy pomocy al-

gorytmu (3.29). Zauwa_zmy, _ze otrzymana trajektoria nie le_zy w granicach
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Rysunek 3.14 Rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-

towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu pseudo-

odwrotnego.

przestrzeni przegubowej manipulatora opisanej zale_zno�sci ↪↪↪a (2.78), przez co

jej realizacja nie jest mo_zliwa. Unikni ↪↪↪ecie takich sytuacji umo_zliwi przedsta-

wiona ni_zej mody�kacja metody jakobianu pseudoodwrotnego, zilustrowana

przyk ladem 3.1.9. ¥

Okazuje si ↪↪↪e, _ze trajektoria xxxd(t) spe lniaj ↪↪↪aca uk lad r�owna�n (3.28) stanowi

szczeg�olne rozwi ↪↪↪azanie odwrotnego zadania kinematyki dla manipulatora

redundantnego. Jak bowiem  latwo zauwa_zy�c, zale_zno�s�c (3.27) prowadzi do

spostrze_zenia

JJJa(xxx)
(
In − JJJ

a#
WWW

(xxx)JJJa(xxx)
)

= 000,

z kt�orego wynika, _ze odwzorowanie

vvv 7−→ (
In − JJJ

a#
WWW

(xxx)JJJa(xxx)
)

vvv (3.32)

stanowi projekcj ↪↪↪e przestrzeni Rn na przestrze�n zerow ↪↪↪a Ker JJJa(xxx) jakobianu
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Rysunek 3.15 Alternatywne rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego dla manipulatora

IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jako-

bianu pseudoodwrotnego.

analitycznego. Korzystaj ↪↪↪ac z tej w lasno�sci, mo_zemy do prawej strony uk ladu

r�owna�n (3.28) doda�c dowolny wektor nale_z ↪↪↪acy do Ker JJJa(xxx), b ↪↪↪ed ↪↪↪acy obrazem

pewnego wektora vvv ∈ Rn przez odwzorowanie (3.32). W efekcie, otrzymu-

jemy metod ↪↪↪e jakobianu pseudoodwrotnego z projekcj ↪↪↪a, zgodnie z kt�or ↪↪↪a

rozwi ↪↪↪azanie og�olne zadania odwrotnego dla manipulatora redundantnego

spe lnia nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy uk lad r�owna�n r�o_zniczkowych

_xxxd = JJJ
a#
WWW

(xxxd) _yyyd +
(
In − JJJ

a#
WWW

(xxxd)JJJa(xxxd)
)

vvv, (3.33)

vvv ∈ Rn, z warunkiem pocz ↪↪↪atkowym xxx0 wyliczonym przy pomocy algorytmu

Newtona z projekcj ↪↪↪a

_ξξξ = −αJJJ
a#
WWW

(ξξξ)(kkk(ξξξ) − yyy0) +
(
In − JJJ

a#
WWW

(ξξξ)JJJa(ξξξ)
)

vvv. (3.34)

Oba algorytmy (3.34), (3.33) mo_zna po l ↪↪↪aczy�c w jeden algorytm asympto-

tyczny kinematyki odwrotnej, dla kt�orego warunek pocz ↪↪↪atkowy xxx0 mo_ze
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by�c wybrany w spos�ob arbitralny,

_xxx = JJJ
a#
WWW

(xxx)( _yyyd − α(kkk(xxx) − yyyd)) +
(
In − JJJ

a#
WWW

(xxx)JJJa(xxx)
)

vvv. (3.35)

Przy t → +∞ rozwi ↪↪↪azanie uk ladu (3.35) d ↪↪↪a_zy do trajektorii uk ladu (3.28).

Wyb�or wektora vvv zale_zy od dodatkowych kryteri�ow, jakie powinna spe lnia�c

trajektoria przegubowa xxx(t). Je_zeli przeguby manipulatora s ↪↪↪a ograniczone,

naturalnym kryterium jest wymaganie, by po lo_zenia przyjmowane przez

przeguby by ly mo_zliwie bliskie �srodka zakresu ruchu przegub�ow (dalekie

od mechanicznych ogranicze�n ruchu przegub�ow). Funkcja odleg lo�sci mo_ze

mie�c posta�c
d(xxx) =

1

2n

n∑
i=1

(
xi − xi

xiM− xim

)2

, (3.36)

gdzie xi, xiM, xim oznaczaj ↪↪↪a, odpowiednio, wsp�o lrz ↪↪↪edne �srodka zakresu ru-

chu oraz g�ornego i dolnego ograniczenia ruchu w i-tym przegubie manipula-

tora. Aby uzyska�c rozwi ↪↪↪azanie odwrotnego zadania kinematyki respektuj ↪↪↪ace

wymaganie unikania granicznych po lo_ze�n przegub�ow manipulatora, w algo-

rytmie (3.33) lub (3.35) nale_zy zde�niowa�c wektor vvv = −β
∂d(xxx)

∂xxx
, β > 0. Inne

wybory wektora vvv mog ↪↪↪a mie�c na celu maksymalizacj ↪↪↪e manipulowalno�sci ma-

nipulatora. Przedstawimy je w podrozdziale 3.1.5.

PrzykÃlad 3.1.9 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Za l�o_zmy, _ze efektor manipulatora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym,

opisanego kinematyk ↪↪↪a (2.77), ma wykonywa�c ruch wzd lu_z trajektorii yyyd(t)

opisanej wzorem (3.24) dla chwil czasu t ∈ I = [0, 10][s]. Interesuje nas

znalezienie trajektorii przegubowej manipulatora odpowiadaj ↪↪↪acej trajekto-

rii okre�slonej w przestrzeni zadaniowej. Jedno z rozwi ↪↪↪aza�n takiego zadania,

uzyskane w wyniku sca lkowania uk ladu (3.28) z macierz ↪↪↪a WWW = I6, przed-

stawiono na rysunku 3.16 (dwa inne rozwi ↪↪↪azania mo_zna znale�z�c w przy-

k ladzie 3.1.8). W przedstawionym przypadku jako punkt startowy wy-

brali�smy punkt xxx(0) = (1.13,−0.31, 1.23,−0.51, 0.014, 0.)T znaleziony w wy-

niku rozwi ↪↪↪azania r�owna�n (3.29). Warto�s�c nie pokazanego na rysunku 3.16

k ↪↪↪ata x6 jest stale r�owna 0. Jak wida�c z rysunku, otrzymane rozwi ↪↪↪azanie nie

le_zy w dopuszczalnym zakresie zmian zmiennych przegubowych okre�slonym

przez (2.78) (lini ↪↪↪a przerywan ↪↪↪a pokazano minimaln ↪↪↪a warto�s�c k ↪↪↪ata x3). Aby

zapobiec tej sytuacji, nale_zy w miejsce algorytmu (3.28) zastosowa�c algo-

rytm (3.33) z wektorem vvv wybranym jako antygradient odleg lo�sci (3.36).

Rozwi ↪↪↪azanie uzyskane w ten spos�ob (z macierz ↪↪↪a WWW = I6) przedstawia rysu-

nek 3.17. ¥
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Rysunek 3.16 Rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-

towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu pseudo-

odwrotnego.

Metoda jakobianu rozszerzonego

Problem, jaki si ↪↪↪e pojawia przy przej�sciu od uk ladu (3.19) do uk ladu (3.20)

przy rozpatrywaniu kinematyki manipulator�ow redundantnych, bywa roz-

wi ↪↪↪azywany inaczej ni_z poprzez zastosowanie pseudoodwrotno�sci jakobianu.

Naturaln ↪↪↪a alternatyw ↪↪↪e stanowi wprowadzenie tzw. rozszerzonego jakobia-

nu analitycznego, b ↪↪↪ed ↪↪↪acego macierz ↪↪↪a kwadratow ↪↪↪a i nieosobliw ↪↪↪a. Za l�o_zmy,

_ze dany jest jakobian analityczny JJJa(xxx) = ∂kkk
∂xxx

(xxx) rozmiaru m×n. Wybierzmy

zestaw n − m g ladkich (analitycznych) funkcji fff = (f1, f2, . . . , fn−m)T :

Rn −→ Rn−m i wprowad�zmy n − m ogranicze�n r�owno�sciowych (typu ogra-

nicze�n kon�guracyjnych)

f1(xxx) = f2(xxx) = · · · = fn−m(xxx) = 0. (3.37)

_Z ↪↪↪adamy, by dodatkowe ograniczenia by ly niezale_zne,

rank
∂fff

∂xxx
(xxx) = n − m,
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Rysunek 3.17 Rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-

towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu pseudo-

odwrotnego z projekcj ↪↪↪a.

i tworzymy rozszerzony jakobian analityczny

JJJae(xxx) =

[
∂kkk
∂xxx

∂fff
∂xxx

]
(xxx), (3.38)

kt�ory jest macierz ↪↪↪a kwadratow ↪↪↪a. Ograniczenia fff(xxx) musz ↪↪↪a by�c dobrane w ta-

ki spos�ob, by rozszerzony jakobian by l nieosobliwy, przynajmniej wzd lu_z

poszukiwanej trajektorii xxxd(t). Zak ladaj ↪↪↪ac, _ze rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrot-

nego przy ograniczeniach (3.37) istnieje, zr�o_zniczkujemy zale_zno�sci{
yyy = kkk(xxx)

000 = fff(xxx)

wzgl ↪↪↪edem czasu otrzymuj ↪↪↪ac (
_yyy

000

)
= JJJae(xxx) _xxx. (3.39)
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Stosownie do metody jakobianu rozszerzonego, rozwi ↪↪↪azanie odwrotnego

zadania kinematyki uzyskujemy przez sca lkowanie uk ladu r�owna�n r�o_znicz-

kowych

_xxxd = (JJJae)−1(xxxd)

(
_yyyd

000

)
, (3.40)

przy warunku pocz ↪↪↪atkowym xxx0 = limt→+∞ ξξξ(t), gdzie ξξξ(t) jest trajektori ↪↪↪a

uk ladu

_ξξξ = −α(JJJae)−1(ξξξ)

(
kkk(ξξξ) − yyy0

000

)
. (3.41)

Po l ↪↪↪aczenie wyra_ze�n (3.40) i (3.41) daje asymptotyczny algorytm kinema-

tyki odwrotnej

_xxx = (JJJae)−1(xxx)

(
_yyyd − α(kkk(xxx) − yyyd)

000

)
, (3.42)

zbie_zny do rozwi ↪↪↪azania zadania odwrotnego przy t → +∞.

PrzykÃlad 3.1.10 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Przyjmijmy ponownie, _ze zadanie manipulatora IRb-6 zamontowanego na

torze jezdnym polega na wykonaniu ruchu efektora wzd lu_z trajektorii yyyd(t)

zadanej wzorem (3.24) dla chwil czasu t ∈ I = [0, 10][s]. Dodatkowo za_z ↪↪↪a-

dajmy, aby ruch ten zosta l zrealizowany bez poruszania pierwszym, pi ↪↪↪atym

i sz�ostym przegubem manipulatora, co mo_zna zapisa�c w formie ogranicze�n

kon�guracyjnych (3.37) jako

x1 = x10, x5 = x50, x6 = x60,

gdzie xi0 oznacza i-t ↪↪↪a sk ladow ↪↪↪a kon�guracji pocz ↪↪↪atkowej manipulatora. Do-

 l ↪↪↪aczaj ↪↪↪ac powy_zsze r�ownania do r�owna�n kinematyki manipulatora (2.77)

i r�o_zniczkuj ↪↪↪ac ca lo�s�c otrzymujemy jakobian rozszerzony manipulatora JJJae(xxx)

odpowiadaj ↪↪↪acy wybranym ograniczeniom. Rozwi ↪↪↪azanie uk ladu r�owna�n r�o-

_zniczkowych (3.40), z tak wyliczonym jakobianem, zainicjowanego w punk-

cie pocz ↪↪↪atkowym xxx(0) = (0.9, 0., 1.29,−0.529, 0., 0.)T, przedstawiono na ry-

sunku 3.18 (nie pokazany k ↪↪↪at x6 by l stale r�owny 0). Jak wida�c z rysunku,

otrzymana trajektoria spe lnia na lo_zone ograniczenia. ¥
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Rysunek 3.18 Rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-

towanego na torze jezdnym uzyskane przy wykorzystaniu algorytmu jakobianu roz-

szerzonego.

Metoda jakobianu transponowanego

Niech teraz b ↪↪↪edzie dane punktowe zadanie odwrotne, polegaj ↪↪↪ace na ob-

liczeniu kon�guracji przegub�ow xxxd odpowiadaj ↪↪↪acej umieszczeniu efektora

w okre�slonym punkcie yyyd przestrzeni zadaniowej. Zauwa_zmy, _ze do osi ↪↪↪a-

gni ↪↪↪ecia tego celu dobrze nadaj ↪↪↪a si ↪↪↪e algorytmy (3.21), (3.29) i (3.41) zaini-

cjowane przy dowolnym ξξξ0 ∈ Rn. Co wi ↪↪↪ecej, przy za lo_zeniu, _ze jakobian

analityczny jest pe lnego rz ↪↪↪edu, tzn. rank JJJa(xxx) = m, algorytm

_xxx = −αJJJaT(xxx)(kkk(xxx) − yyyd), (3.43)

przy α > 0, jest algorytmem najszybszego spadku zapewniaj ↪↪↪acym ruch

w przestrzeni przegubowej w kierunku przeciwnym do gradientu funkcji

kwadratu b l ↪↪↪edu

VVV(xxx) =
1

2
(kkk(xxx) − yyyd)T(kkk(xxx) − yyyd).

Algorytm (3.43) jest algorytmem metody jakobianu transponowanego.

Trajektoria uk ladu (3.43) zmierza w kierunku punkt�ow r�ownowagi spe l-
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Rysunek 3.19 Rozwi ↪↪↪azanie punktowego zadania odwrotnego dla manipulatora

IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym uzyskane przy wykorzystaniu algorytmu

jakobianu transponowanego.

niaj ↪↪↪acych zale_zno�s�c JJJaT(xxx)(kkk(xxx) − yyyd) = 000.  Latwo zauwa_zy�c, _ze o ile tylko

rank JJJa(xxx) = m, punktami xxx r�ownowagi uk ladu (3.43) s ↪↪↪a rozwi ↪↪↪azania za-

dania odwrotnego kkk(xxx) = yyyd. Jest rzecz ↪↪↪a oczywist ↪↪↪a, _ze z obliczeniowego

punktu widzenia algorytm najszybszego spadku (3.43) jest znacznie mniej

z lo_zony ni_z algorytm (3.29).

PrzykÃlad 3.1.11 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
W celu zilustrowania dzia lania algorytmu (3.43) za l�o_zmy, _ze naszym zada-

niem jest znalezienie punktu startowego xxx0 dla trajektorii (3.24) (tzn. ta-

kiego xxx0, _ze kkk(xxx0) = yyy(0) przy kinematyce kkk(xxx) opisanej r�ownaniem (2.77)).

W tym celu rozwi ↪↪↪a_zemy uk lad r�owna�n r�o_zniczkowych (3.43) zainicjowany

w punkcie xxx(0) = (1, 1, 1, 1, 1, 1)T. Wyniki, przy r�o_znych warto�sciach para-

metru α, przedstawia rysunek 3.19.

Analogicznych oblicze�n dokonali�smy pos luguj ↪↪↪ac si ↪↪↪e algorytmem (3.29)

wykorzystuj ↪↪↪acym pseudoodwrotno�s�c jakobianu analitycznego manipulatora

(macierz WWW = I6). Rezultat jest pokazany na rysunku 3.20. Po por�ownaniu
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Rysunek 3.20 Rozwi ↪↪↪azanie punktowego zadania odwrotnego dla manipulatora

IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym uzyskane przy wykorzystaniu pseudood-

wrotno�sci jakobianu.

obu rysunk�ow  latwo zauwa_zy�c, _ze algorytm z pseudoodwrotno�sci ↪↪↪a jakobianu

charakteryzuje si ↪↪↪e szybsz ↪↪↪a zbie_zno�sci ↪↪↪a. Cen ↪↪↪a, jak ↪↪↪a trzeba za to zap laci�c, jest

czas oblicze�n. Czas znajdowania rozwi ↪↪↪azania z u_zyciem jakobianu transpo-

nowanego by l prawie o trzy rz ↪↪↪edy kr�otszy od czasu potrzebnego na uzyskanie

rozwi ↪↪↪azania przy pomocy algorytmu (3.29) przy takich samych warto�sciach

parametr�ow. ¥

Geometryczne metody jakobianowe

Algorytmy kinematyki odwrotnej we wsp�o lrz ↪↪↪ednych, przedstawione formu-

 lami (3.20), (3.28), (3.33) i (3.40), mo_zna zaadaptowa�c do rozwi ↪↪↪azania zada-

nia odwrotnego postawionego w spos�ob og�olny, bez odwo lania do uk lad�ow

wsp�o lrz ↪↪↪ednych. W tym celu za l�o_zmy, _ze jest dana trajektoria zzzd(t) ∈
Z ⊂ SE(3) na rozmaito�sci zadaniowej, okre�slona w chwilach t ∈ I ⊂ R.

Aby znale�z�c odpowiedni ↪↪↪a trajektori ↪↪↪e ruchu przegub�ow qqqd(t), wyliczamy
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pr ↪↪↪edko�s�c w uk ladzie przestrzeni

VVVs
d =

[
[ωωωsd] vvvsd

000 0

]
= _zzzd(t)zzz−1

d (t)

i wyznaczamy wektory ωωωsd, vvvsd. Zwi ↪↪↪azek mi ↪↪↪edzy pr ↪↪↪edko�sci ↪↪↪a _qqq ruchu prze-

gub�ow a wektorem pr ↪↪↪edko�sci
(
vvvT

s ,ωωωT
s

)T
jest okre�slony przez jakobian geo-

metryczny w przestrzeni (
vvvs

ωωωs

)
= JJJs(qqq) _qqq. (3.44)

Odpowiednikiem algorytmu (3.33) jest w tym przypadku algorytm

_qqqd = JJJ
s#
WWW

(qqqd)

(
vvvsd

ωωωsd

)
+

(
In − JJJ

s#
WWW

(qqqd)JJJs(qqqd)
)

vvv. (3.45)

Analogicznie, dodaj ↪↪↪ac do kinematyki KKK(qqq) manipulatora n−m niezale_znych

ogranicze�n, jak w formule (3.37), otrzymujemy rozszerzony jakobian geome-

tryczny w przestrzeni

JJJse(qqq) =

[
JJJs(qqq)
∂fff
∂qqq

(qqq)

]
(3.46)

i formu lujemy odpowiednik algorytmu (3.40) w postaci

_qqqd = (JJJse)−1(qqqd)

vvvsd

ωωωsd

000

. (3.47)

3.1.4 Metoda mnożników Lagrange’a

Rozwa_zmy kinematyk ↪↪↪e manipulatora redundantnego wyra_zon ↪↪↪a we wsp�o l-

rz ↪↪↪ednych

yyy = kkk(xxx),

gdzie xxx ∈ Rn, yyy ∈ Rm, m < n, i za l�o_zmy, _ze punktowe zadanie odwrotne po-

lega na znalezieniu kon�guracji przegub�ow odpowiadaj ↪↪↪acej osi ↪↪↪agni ↪↪↪eciu przez
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efektor ustalonych wsp�o lrz ↪↪↪ednych zadaniowych yyyd. Metoda mno_znik�ow La-

grange'a polega na wprowadzeniu pewnej funkcji oceny jako�sci zachowania

manipulatora H(xxx), okre�slonej na przestrzeni przegubowej, i sprowadzeniu

zadania odwrotnego do zadania optymalizacji warunkowej funkcji H(xxx) przy

ograniczeniu r�owno�sciowym

FFF(xxx) = kkk(xxx) − yyyd = 000. (3.48)

Standardowa metoda rozwi ↪↪↪azania takiego zadania wymaga zde�niowania

lagran_zianu

L(xxx,λλλ) = H(xxx) + λλλTFFF(xxx)

zawieraj ↪↪↪acego wektor mno_znik�ow Lagrange'a λλλ ∈ Rm. Warunki konieczne

optymalno�sci maj ↪↪↪a posta�c

JJJaT(xxx)λλλ = hhh(xxx), (3.49)

przy oznaczeniach JJJa(xxx) = ∂kkk
∂xxx

(xxx), hhh(xxx) = −∂H
∂xxx

(xxx). Za l�o_zmy, _ze pierwsze

m kolumn jakobianu analitycznego JJJa(xxx) jest niezale_znych. W celu wyeli-

minowania z uk ladu r�owna�n (3.49) wektora λλλ podzielimy te r�ownania na

dwie grupy z lo_zone, odpowiednio, z m pierwszych r�owna�n oraz z pozosta-

 lych n − m r�owna�n, w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob

JJJaT(xxx)λλλ =

[
JJJm(xxx)

JJJn−m(xxx)

]
λλλ =

(
hhhm(xxx)

hhhn−m(xxx)

)
.

Do wyliczenia mno_znik�ow Lagrange'a wykorzystamy pierwsz ↪↪↪a grup ↪↪↪e r�owna�n

otrzymuj ↪↪↪ac

λλλ = JJJ−1
m (xxx)hhhm(xxx). (3.50)

Podstawienie (3.50) do drugiej grupy r�owna�n pozwala uzyska�c nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a

zale_zno�s�c [
−JJJn−m(xxx)JJJ−1

m (xxx) In−m

]
hhh(xxx) = 000. (3.51)

Rozwi ↪↪↪azanie odwrotnego zadania kinematyki jest teraz r�ownowa_zne rozwi ↪↪↪a-

zaniu uk ladu n r�owna�n z lo_zonego z (3.48) oraz (3.51).

PrzykÃlad 3.1.12 (Potrójne wahadÃlo)
Szukamy rozwi ↪↪↪azania xxx0 punktowego zadania odwrotnego dla potr�ojnego

wahad la z przyk ladu 3.1.7, dla punktu yyyd0 = (5, 2)T, kt�ory jest punktem
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Rysunek 3.21 Rozwi ↪↪↪azanie punktowego zadania odwrotnego dla potr�ojnego wa-

had la uzyskane przy wykorzystaniu pseudoodwrotno�sci jakobianu.

startowym trajektorii (3.31). Zadanie to mo_zna rozwi ↪↪↪aza�c tak samo jak

w przyk ladzie 3.1.7, wykorzystuj ↪↪↪ac uk lad r�owna�n r�o_zniczkowych (3.29).

Przebieg trajektorii uk ladu (3.29) dla α = 5, WWW = I3 oraz warunku po-

cz ↪↪↪atkowego ξξξ = (1, 1, 1)T przedstawia rysunek 3.21. Na rysunku poka-

zali�smy tak_ze przebieg funkcji manipulowalno�sci manipulatora m(xxx(t))∗

wzd lu_z otrzymanej trajektorii. Jako rozwi ↪↪↪azanie zadania punktowego otrzy-

mujemy w ten spos�ob kon�guracj ↪↪↪e xxx0 = (−0.325, 1.23, 1.57)T, dla kt�orej

manipulowalno�s�c wynosi m(xxx0) = 20.7.

Podany wy_zej spos�ob pozwala na znalezienie jednego z wielu rozwi ↪↪↪aza�n

zadania odwrotnego. Je_zeli interesuje nas rozwi ↪↪↪azanie spe lniaj ↪↪↪ace dodat-

kowe kryteria, do jego okre�slenia mo_zemy pos lu_zy�c si ↪↪↪e metod ↪↪↪a mno_znik�ow

Lagrange'a z odpowiednio dobran ↪↪↪a funkcj ↪↪↪a oceny jako�sci zachowania mani-

pulatora H(xxx). Za l�o_zmy, _ze zale_zy nam na znalezieniu rozwi ↪↪↪azania po lo_zo-

nego mo_zliwie daleko od kon�guracji osobliwych. W tym celu funkcj ↪↪↪e H(xxx)

przyjmiemy w postaci kwadratu funkcji manipulowalno�sci m(xxx). Po doko-

naniu takiego wyboru, w wyniku rozwi ↪↪↪azania uk ladu r�owna�n (3.48), (3.51)

za pomoc ↪↪↪a algorytmu Newtona otrzymujemy przebiegi po lo_zenia przegub�ow

manipulatora i manipulowalno�sci przedstawione na rysunku 3.22. Rozwi ↪↪↪a-

zaniem zadania punktowego jest wektor po lo_zenia przegub�ow manipula-

tora xxx0 = (−0.525, 2.29,−0.869)T, dla kt�orego manipulowalno�s�c osi ↪↪↪aga war-

to�s�c m(xxx0) = 22.3. ¥

∗Zde�niowanej w nast
↪↪↪
epnym podrozdziale.
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Rysunek 3.22 Rozwi ↪↪↪azanie punktowego zadania odwrotnego dla potr�ojnego wa-

had la uzyskane metod ↪↪↪a mno_znik�ow Lagrange'a.

3.1.5 Elipsoida manipulowalności

Z de�nicji jakobianu analitycznego lub geometrycznego manipulatora wy-

nika, _ze obydwa typy jakobian�ow mo_zna traktowa�c jako zale_zne od bie_z ↪↪↪acej

kon�guracji przekszta lcenia liniowe pr ↪↪↪edko�sci ruchu w przegubach w pr ↪↪↪ed-

ko�s�c ruchu efektora. Dla ustalenia uwagi rozwa_zmy jakobian analitycz-

ny JJJa(xxx) jako przekszta lcenie pr ↪↪↪edko�sci

_yyy = JJJa(xxx) _xxx.

Zde�niujmy sfer ↪↪↪e jednostkow ↪↪↪a w przestrzeni pr ↪↪↪edko�sci przegubowych

S =
{

_xxx
∣∣ ∥ _xxx∥2 = 1

}
i wyznaczmy jej obraz w przestrzeni pr ↪↪↪edko�sci zadaniowych korzystaj ↪↪↪ac

z zale_zno�sci (3.28) przy za lo_zeniu, _ze macierz WWW = In. W wyniku otrzymu-

jemy elipsoid ↪↪↪e

Em(xxx) =
{

_yyy
∣∣∣ _yyyT

(
JJJa(xxx)JJJaT(xxx)

)−1
_yyy = 1

}
, (3.52)

zwan ↪↪↪a elipsoid ↪↪↪a manipulowalno�sci. Macierz

MMM(xxx) = JJJa(xxx)JJJaT(xxx)

rozmiaru m × m nazywamy macierz ↪↪↪a manipulowalno�sci. Z de�nicji ma-
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cierzy manipulowalno�sci i twierdzenia Rayleigha-Ritza∗ wynika nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace

oszacowanie

λMMM(xxx)∥vvv∥2 6 vvvTMMM(xxx)vvv 6 λMMM(xxx)∥vvv∥2,

gdzie λMMM(xxx), λMMM(xxx) oznaczaj ↪↪↪a, odpowiednio, najmniejsz ↪↪↪a i najwi ↪↪↪eksz ↪↪↪a war-

to�s�c w lasn ↪↪↪a macierzy MMM(xxx). W konsekwencji, elipsoida (3.52) zawiera si ↪↪↪e

w pier�scieniu sferycznym ograniczonym dwiema sferami

∥ _yyy∥2 = λMMM(xxx) oraz ∥ _yyy∥2 = λMMM(xxx)

o promieniach
√

λMMM(xxx),
√

λMMM(xxx). Elipsoida manipulowalno�sci obrazuje zdol-

no�sci manipulacyjne manipulatora zwane zr ↪↪↪eczno�sci ↪↪↪a manipulatora; w szcze-

g�olno�sci to, na ile elipsoida odbiega od sfery wskazuje na stopie�n anizotro-

pii dzia lania manipulatora w danej kon�guracji. W kon�guracji izotropo-

wej, tzn. gdy λMMM(xxx) = λMMM(xxx), elipsoida manipulowalno�sci staje si ↪↪↪e sfer ↪↪↪a.

Miar ↪↪↪a liczbow ↪↪↪a manipulowalno�sci w danej kon�guracji jest obj ↪↪↪eto�s�c elipso-

idy manipulowalno�sci†

m(xxx) =
√

detMMM(xxx), (3.53)

kt�ora w przypadku manipulatora nieredundantnego jest r�owna

m(xxx) = | det JJJa(xxx)|. (3.54)

Funkcja m(xxx) nazywa si ↪↪↪e funkcj ↪↪↪a manipulowalno�sci manipulatora. Jak

wynika z de�nicji (3.53), manipulowalno�s�c w kon�guracji xxx jest r�owna pier-

wiastkowi kwadratowemu z iloczynu warto�sci w lasnych macierzy manipulo-

walno�sci,

m(xxx) =

√√√√ m∏
i=1

λMMM(xxx)i. (3.55)

Zgodnie z oczekiwaniem, manipulowalno�s�c maleje do zera w kon�guracjach

osobliwych.

∗Zobacz dodatek A.1.
†�Sci�sle, obj

↪↪↪
eto�s�c elipsoidy manipulowalno�sci = m(xxx)V

`

Sm−1
´

, gdzie V
`

Sm−1
´

oznacza

obj
↪↪↪
eto�s�c sfery jednostkowej w Rm .
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z dala od osobliwo�sci
w pobli_zu osobliwo�sci
w osobliwo�sci

Rysunek 3.23 Przyk ladowa elipsoida manipulowalno�sci dla manipulatora typu

podw�ojne wahad lo oraz wp lyw odleg lo�sci od kon�guracji osobliwej na kszta lt elip-

soidy.

Warto�sci w lasne macierzy manipulowalno�sci mog ↪↪↪a pos lu_zy�c do zde�nio-

wania innych miar zr ↪↪↪eczno�sci manipulatora. Do wa_zniejszych miar nale_zy

tzw. stopie�n uwarunkowania kon�guracji xxx,

κ(xxx) =

√
λMMM(xxx)

λMMM(xxx)

, (3.56)

kt�orego du_ze warto�sci wskazuj ↪↪↪a na znaczny stopie�n anizotropii kon�gura-

cji xxx. Dla kon�guracji bliskich osobliwym stopie�n uwarunkowania ro�snie

nieograniczenie. Funkcje m(xxx), κ(xxx) mog ↪↪↪a by�c wykorzystywane w algoryt-

mach kinematyki odwrotnej typu (3.33) do uzyskania trajektorii xxx(t) za-

pewniaj ↪↪↪acej du_z ↪↪↪a manipulowalno�s�c lub izotropowo�s�c manipulatora. W tym

celu za wektor vvv w wyra_zeniu (3.33) nale_zy podstawi�c odpowiednio

vvv = β
∂m(xxx)

∂xxx
lub vvv = −β

∂κ(xxx)

∂xxx
, β > 0.

PrzykÃlad 3.1.13 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Rysunek 3.23 przedstawia przyk ladow ↪↪↪a elipsoid ↪↪↪e

‡ manipulowalno�sci dla ma-

nipulatora typu podw�ojne wahad lo (wykres po lewej stronie), oraz wp lyw

odleg lo�sci od kon�guracji osobliwej na kszta lt tej elipsoidy (wykres po pra-

wej stronie). Jak wida�c, w miar ↪↪↪e zbli_zania si ↪↪↪e do osobliwo�sci, powierzchnia

ograniczona elips ↪↪↪a maleje, by w kon�guracji osobliwej spa�s�c do zera (elipsa

degeneruje si ↪↪↪e do odcinka). ¥
‡W istocie | elips

↪↪↪
e.
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3.2 Osobliwe odwrotne zadanie kinematyki

We wszystkich rozwa_zanych dot ↪↪↪ad algorytmach kinematyki odwrotnej wy-

magana by la nieosobliwo�s�c jakobianu manipulatora, czyli pe lny rz ↪↪↪ad wier-

szowy macierzy JJJa(xxx), JJJs(qqq), JJJb(qqq), JJJm(qqq). Wyst ↪↪↪epowanie kon�guracji oso-

bliwych manipulatora ma wp lyw na istnienie i jednoznaczno�s�c rozwi ↪↪↪azania

odwrotnego zadania kinematyki. Ze wzgl ↪↪↪edu na z le uwarunkowanie ope-

racji wyznaczania odwrotno�sci (pseudoodwrotno�sci) jakobianu manipula-

tora w pobli_zu kon�guracji osobliwych, co mo_ze prowadzi�c do nieograniczo-

nego wzrostu pr ↪↪↪edko�sci ruchu przegub�ow manipulatora, osobliwe zadanie

odwrotne kinematyki wymaga zastosowania specjalnych algorytm�ow.

3.2.1 Unikanie osobliwości

Poj ↪↪↪ecia podstawowe

Istnienie kon�guracji osobliwych manipulator�ow posiadaj ↪↪↪acych nieograni-

czone przeguby obrotowe ma �zr�od lo w odmiennej geometrii rozmaito�sci

kon�guracyjnej i rozmaito�sci zadaniowej manipulatora. Ta przyczyna oso-

bliwo�sci kinematyki ma charakter fundamentalny i nie mo_ze by�c usuni ↪↪↪eta

poprzez przekonstruowanie manipulatora (z wyj ↪↪↪atkiem mechanicznego ogra-

niczenia zakresu ruchu w przegubach obrotowych). W szczeg�olno�sci, zwi ↪↪↪e-

kszenie liczby stopni swobody manipulatora (wprowadzenie redundancji)

nie eliminuje kon�guracji osobliwych, chocia_z powoduje, _ze ich obecno�s�c

staje si ↪↪↪e mniej uci ↪↪↪a_zliwa. Okazuje si ↪↪↪e bowiem, _ze redundancja manipu-

latora mo_ze zosta�c wykorzystana do unikni ↪↪↪ecia pewnych kon�guracji oso-

bliwych przy realizacji zadania manipulatora. Aby przedstawi�c zagadnie-

nie unikania kon�guracji osobliwych w spos�ob precyzyjny, za l�o_zmy, _ze jest

dana reprezentacja kinematyki manipulatora redundantnego (n > m) we

wsp�o lrz ↪↪↪ednych (2.65),

kkk : Rn −→ Rm, yyy = kkk(xxx). (3.57)

Kon�guracje osobliwe kinematyki, traktowanej jako odwzorowanie, nale_z ↪↪↪a

do zbioru

S =

{
xxx ∈ Rn

∣∣∣∣ rank

(
JJJa(xxx) =

∂kkk

∂xxx
(xxx)

)
< m

}
.

Powiadamy, _ze kon�guracja osobliwa xxx ∈ S jest mo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia, je-

_zeli istnieje nieosobliwa kon�guracja xxx ′ manipulatora, taka _ze kkk(xxx) = kkk(xxx ′).
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W przeciwnym razie, kon�guracja xxx jest niemo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia. W la-

sno�s�c
"
mo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia" oznacza, _ze po lo_zenie i orientacja efektora

w przestrzeni zadaniowej, osi ↪↪↪agalne w kon�guracji osobliwej, mog ↪↪↪a by�c zre-

alizowane w innej, nieosobliwej kon�guracji manipulatora. Je_zeli ta kon-

�guracja nieosobliwa le_zy w pewnym (ma lym) otoczeniu kon�guracji oso-

bliwej xxx, m�owimy _ze kon�guracja xxx jest lokalnie mo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia.

Jak  latwo zauwa_zy�c, w lasno�s�c
"
lokalnie mo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia" jest moc-

niejsza od w lasno�sci
"
mo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia". Je_zeli w pewnym otoczeniu

kon�guracji xxx nie ma nieosobliwej kon�guracji xxx ′, takiej _ze kkk(xxx) = kkk(xxx ′),

to xxx nazywamy kon�guracj ↪↪↪a lokalnie niemo_zliw ↪↪↪a do unikni ↪↪↪ecia. Ta ostat-

nia w lasno�s�c jest w oczywisty spos�ob s labsza od w lasno�sci
"
niemo_zliwa do

unikni ↪↪↪ecia".

Kinematyka o stopniu redundancji 1

Kryteria w lasno�sci
"
kon�guracja osobliwa mo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia" przed-

stawimy najpierw przy za lo_zeniu, _ze stopie�n redundancji kinematyki (3.57)

wynosi 1, tzn. gdy n = m + 1. W tym celu stowarzyszymy z kinematyk ↪↪↪a

pewien uk lad dynamiczny

_xxx = XXX(xxx), (3.58)

zwany uk ladem dynamicznym ruchu w lasnego, w kt�orym poszczeg�olne

sk ladowe pola wektorowego XXX(xxx) = (X1(xxx), . . . , Xn(xxx))T de�niuje si ↪↪↪e formu l ↪↪↪a

Xi(xxx) = (−1)i+1 det JJJai(xxx), (3.59)

a symbol JJJai(xxx) oznacza jakobian analityczny JJJa(xxx) z usuni ↪↪↪et ↪↪↪a i-t ↪↪↪a kolumn ↪↪↪a.

Mo_zna pokaza�c, _ze uk lad dynamiczny ruchu w lasnego zosta l zde�nio-

wany w taki spos�ob, _ze XXX(xxx) ∈ Ker JJJa(xxx), pole XXX ma zerow ↪↪↪a dywergencj ↪↪↪e,

divXXX(xxx) = tr
∂XXX

∂xxx
(xxx) = 0,

a jego punkty r�ownowagi XXX(xxx) = 000 znajduj ↪↪↪a si ↪↪↪e w kon�guracjach osobliwych.

Wynika st ↪↪↪ad, _ze trajektoria uk ladu (3.58), r�o_zna od punktu r�ownowagi,

sk lada si ↪↪↪e z kon�guracji nieosobliwych. Co wi ↪↪↪ecej, wzd lu_z trajektorii tego

uk ladu kinematyka kkk(xxx) przyjmuje sta l ↪↪↪a warto�s�c. Oznacza to, _ze trajektorie

le_z ↪↪↪a na tzw. rozmaito�sci ruchu w lasnego kinematyki. Je_zeli pewna trajek-

toria zbli_za si ↪↪↪e asymptotycznie przy t → ±∞ do punktu r�ownowagi uk ladu
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dynamicznego ruchu w lasnego, oznacza to, _ze warto�sci wsp�o lrz ↪↪↪ednych zada-

niowych przyjmowane przez kinematyk ↪↪↪e manipulatora w punkcie r�ownowagi

i na trajektorii s ↪↪↪a takie same. W konsekwencji, kon�guracja osobliwa od-

powiadaj ↪↪↪aca punktowi r�ownowagi uk ladu dynamicznego ruchu w lasnego

jest mo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia. Je_zeli natomiast punkt r�ownowagi nie posiada

d ↪↪↪a_z ↪↪↪acych do/od niego trajektorii uk ladu (3.58), to odpowiadaj ↪↪↪aca mu kon�-

guracja osobliwa jest niemo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia. Wyra_zaj ↪↪↪ac to spostrze_zenie

w spos�ob formalny powiemy, _ze kon�guracja osobliwa xxx jest mo_zliwa do

unikni ↪↪↪ecia, je_zeli punkt xxx jest asymptotycznie stabilnym lub niestabilnym

punktem r�ownowagi uk ladu (3.58). Kon�guracja xxx jest niemo_zliwa do unik-

ni ↪↪↪ecia, je_zeli xxx jest punktem r�ownowagi uk ladu (3.58), stabilnym w sensie

Lapunowa. Dzi ↪↪↪eki takiemu sformu lowaniu, rozstrzyganie czy dana kon�-

guracja osobliwa manipulatora jest mo_zliwa czy niemo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia

zosta lo sprowadzone do badania stabilno�sci uk ladu dynamicznego ruchu

w lasnego. Elementarnym warunkiem wystarczaj ↪↪↪acym na to, aby kon�gu-

racja osobliwa xxx by la lokalnie mo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia (a wi ↪↪↪ec mo_zliwa do

unikni ↪↪↪ecia) jest, by macierz przybli_zenia liniowego uk ladu (3.58) w punkcie

r�ownowagi posiada la warto�s�c w lasn ↪↪↪a o r�o_znej od zera cz ↪↪↪e�sci rzeczywistej.

Badanie stabilno�sci uk ladu (3.58) upraszcza si ↪↪↪e znacznie przy odpowied-

nim wyborze wsp�o lrz ↪↪↪ednych przegubowych. Niech xxx0 = (x01, . . . , x0m−1,

x0m, x0n)T oznacza kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a kinematyki (3.57) korz ↪↪↪edu 1, co

oznacza, _ze jakobian analityczny JJJa(xxx0) = ∂kkk
∂xxx

(xxx0) ma rz ↪↪↪ad m−1. Bez utraty

og�olno�sci mo_zemy za lo_zy�c, _ze w kon�guracji xxx0 jakobian analityczny spe lnia

nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy warunek

rank


∂k1

∂x1
· · · ∂k1

∂xm−1

...
. . .

...
∂km−1

∂x1
· · · ∂km−1

∂xm−1

 (xxx0) = m − 1. (3.60)

Korzystaj ↪↪↪ac z w lasno�sci (3.60) zde�niujemy w pewnym otoczeniu xxx0 nowy

uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych

ξξξ = φφφ(xxx) = (k1(xxx), . . . , km−1(xxx), xm, xn)T. (3.61)

Nietrudno sprawdzi�c, _ze rank ∂φφφ
∂xxx

(xxx0) = n, zatem, na mocy twierdzenia

o funkcji odwrotnej∗, (3.61) jest odwzorowaniem lokalnie wzajemnie jed-

noznacznym i g ladkim (tzn. lokalnym dyfeomor�zmem). W nowych wsp�o l-

∗Zobacz dodatek A.2.
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rz ↪↪↪ednych kinematyka y = kkk(xxx) przyjmuje posta�c

yyy = kkk ◦φφφ−1(ξξξ) = hhh(ξξξ) = (ξ1, . . . , ξm−1, hm(ξξξ))T,

w kt�orej funkcja hm spe lnia warunek hm◦φφφ(xxx) = km(xxx). Uk lad dynamiczny

ruchu w lasnego upraszcza si ↪↪↪e w nowych wsp�o lrz ↪↪↪ednych do postaci (n =

m + 1) 

_ξ1 = 0 · · · _ξm−1 = 0

_ξm = (−1)m+1∂hm(ξ)

∂ξn

_ξn = (−1)m+2∂hm(ξ)

∂ξm

.

(3.62)

Co wi ↪↪↪ecej, poniewa_z wsp�o lrz ↪↪↪edne ξ1 = k1(xxx0),. . ., ξm−1 = km−1(xxx0) s ↪↪↪a sta le

na trajektoriach uk ladu, dynamika uk ladu (3.62) redukuje si ↪↪↪e do dynamiki

uk ladu hamiltonowskiego w R2

_q =
∂H(q, p)

∂p
, _p = −

∂H(q, p)

∂q
, (3.63)

z hamiltonianem H(q, p) = (−1)m+1hm(k1(xxx0), . . . , km−1(xxx0), q, p)†.

Punktem r�ownowagi uk ladu (3.63) jest q0 = x0m, p0 = x0n. Ze wzgl ↪↪↪edu

na to, _ze punkty r�ownowagi uk ladu hamiltonowskiego s ↪↪↪a punktami krytycz-

nymi hamiltonianu H(q, p), stabilne w sensie Lapunowa b ↪↪↪ed ↪↪↪a te punkty,

w kt�orych hamiltonian osi ↪↪↪aga minimum b ↪↪↪ad�z maksimum, natomiast niesta-

bilne s ↪↪↪a punkty, w kt�orych hamiltonian ma punkt siod lowy. Wynika st ↪↪↪ad

nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace kryterium.

Twierdzenie 3.2.1 Niech xxx0 = (x01, . . . , x0m, x0n)T ∈ Rn oznacza kon�-

guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a korz ↪↪↪edu 1 kinematyki kkk(xxx) = (k1(xxx), k2(xxx), . . . , km(xxx))T

o stopniu redundancji 1 spe lniaj ↪↪↪acej warunek (3.60). Zde�niujmy wy-

r�o_znik ∆ kon�guracji osobliwej

∆(xxx0) = det

[
∂2H
∂q2

∂2H
∂q∂p

∂2H
∂p∂q

∂2H
∂p2

]
(x0m, x0n).

W�owczas, je_zeli wyr�o_znik

∆(xxx0) > 0,

†Zobacz dodatek A.3.
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to kon�guracja xxx0 jest lokalnie niemo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia. W przypadku,

gdy wyr�o_znik

∆(xxx0) < 0,

kon�guracja xxx0 jest lokalnie mo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia. W oryginalnych

wsp�o lrz ↪↪↪ednych w przestrzeni przegubowej

∆(xxx0) = AB − C2,

przy czym wyra_zenia A, B, C s ↪↪↪a okre�slone przez nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace zale_zno�sci:

A =
∂2km

∂x2
m

−

(
∂kkkm−1

∂xm

)T

PPP
∂kkkm−1

∂xm

− 2RRR
∂kkkm−1

∂xm

− TTT
∂2kkkm−1

∂x2
m

,

B =
∂2km

∂x2
n

−

(
∂kkkm−1

∂xn

)T

PPP
∂kkkm−1

∂xn

− 2SSS
∂kkkm−1

∂xn

− TTT
∂2kkkm−1

∂x2
n

,

C =
∂2km

∂xm∂xn

−

(
∂kkkm−1

∂xn

)T

PPP
∂kkkm−1

∂xm

− SSS
∂kkkm−1

∂xm

+

− RRR
∂kkkm−1

∂xn

− TTT
∂2kkkm−1

∂xm∂xn

,

natomiast macierz PPP i wektory wierszowe RRR, SSS, TTT spe lniaj ↪↪↪a r�ownania

TTT
∂kkkm−1

∂xxxm−1
=

∂km

∂xxxm−1
,

(
∂kkkm−1

∂xxxm−1

)T

PPP
∂kkkm−1

∂xxxm−1
+


TTT ∂2kkkm−1

∂x1∂xxxm−1

...

TTT ∂2kkkm−1

∂xm−1∂xxxm−1

 =
∂2km

∂xxxm−1∂xxxm−1
,

RRR
∂kkkm−1

∂xxxm−1
+ TTT

∂2kkkm−1

∂xm∂xxxm−1
+

(
∂kkkm−1

∂xm

)T

PPP
∂kkkm−1

∂xxxm−1
=

∂2km

∂xm∂xxxm−1
,

SSS
∂kkkm−1

∂xxxm−1
+ TTT

∂2kkkm−1

∂xn∂xxxm−1
+

(
∂kkkm−1

∂xn

)T

PPP
∂kkkm−1

∂xxxm−1
=

∂2km

∂xn∂xxxm−1
.

W powy_zszych wzorach kkkm−1 = (k1, . . . , km−1)
T, xxxm−1 = (x1, . . . , xm−1)

T,

n = m + 1, a wszystkie pochodne cz ↪↪↪astkowe nale_zy obliczy�c w kon�gu-

racji osobliwej xxx0.
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Kinematyka o stopniu redundancji > 1

Obecnie zajmiemy si ↪↪↪e kinematyk ↪↪↪a yyy = kkk(xxx) o dowolnym stopniu redundan-

cji r = n−m > 1. Niech xxx0 oznacza, jak poprzednio, kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a.

Jakobian analityczny Ja(xxx) = ∂kkk
∂xxx

(xxx) ma obecnie rozmiar m × n. Ustalmy

zbi�or wska�znik�ow 1 6 i1 < · · · < im+1 6 n i zde�niujmy uk lad dynamiczny

_xxx = XXXi1...im+1
(xxx), (3.64)

kt�orego pole wektorowe XXXi1...im+1
(xxx) = (Xi1...im+1 1(xxx), . . . , Xi1...im+1 n(xxx))T

ma sk ladowe

Xi1...im+1 k(xxx) =

=

{
0, je_zeli k ̸= i1, . . . , im+1,

(−1)r+1 det JJJak
i1...im+1

(xxx), je_zeli k = ir dla pewnego r.
(3.65)

W wyra_zeniu (3.65) JJJak
i1...im+1

(xxx) oznacza macierz rozmiaru m × m z lo_zon ↪↪↪a

z kolumn jakobianu analitycznego JJJa(xxx) o numerach i1,. . ., im+1, z usuni ↪↪↪et ↪↪↪a

kolumn ↪↪↪a numer k. Bior ↪↪↪ac wszystkie kombinacje wska�znik�ow i1,. . ., im+1

uzyskujemy rodzin ↪↪↪e uk lad�ow dynamicznych postaci (3.64), zwanych uk la-

dami hamiltonowskimi stowarzyszonymi z kinematyk ↪↪↪a kkk. Pola XXXi1...im+1

nosz ↪↪↪a nazw ↪↪↪e hamiltonowskich. Podobnie, jak w przypadku stopnia redun-

dancji r = 1, pola hamiltonowskie XXXi1...im+1
(xxx) ∈ Ker JJJa(xxx)‡, ich dywergen-

cja divXXXi1...im+1
(xxx) = 0, a kon�guracja osobliwa xxx0 jest punktem r�ownowagi

ka_zdego uk ladu hamiltonowskiego. Mo_zliwo�s�c lub niemo_zliwo�s�c unikni ↪↪↪ecia

kon�guracji xxx0 b ↪↪↪edzie zale_zna od przebiegu trajektorii uk lad�ow hamilto-

nowskich w pobli_zu punktu r�ownowagi. Poci ↪↪↪aga to za sob ↪↪↪a nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy

warunek wystarczaj ↪↪↪acy na to, aby kon�guracja osobliwa by la mo_zliwa do

unikni ↪↪↪ecia: jest tak, je_zeli istnieje taki uk lad hamiltonowski XXXi1...im+1
(xxx),

kt�orego macierz przybli_zenia liniowego w punkcie xxx0 posiada warto�s�c w lasn ↪↪↪a

o niezerowej cz ↪↪↪e�sci rzeczywistej.

Skoncentrujemy teraz nasz ↪↪↪a uwag ↪↪↪e na kon�guracjach osobliwych korz ↪↪↪e-

du 1. Dla ka_zdej kon�guracji korz ↪↪↪edu 1 istniej ↪↪↪a takie wsp�o lrz ↪↪↪edne w prze-

strzeni przegubowej, okre�slone w pewnym otoczeniu kon�guracji osobli-

wej, _ze uk lady hamiltonowskie (3.64) przyjmuj ↪↪↪a szczeg�olnie prost ↪↪↪a posta�c.

‡Zauwa_zmy, _ze pola hamiltonowskie nale_z
↪↪↪
a do dystrybucji rozpi

↪↪↪
etej przez kolumny

macierzy JJJ
a#
WWW

JJJa − In .
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Za l�o_zmy, _ze w kon�guracji osobliwej xxx0 jakobian analityczny manipulato-

ra JJJa(xxx0) = ∂kkk
∂x

(xxx0) spe lnia warunek

rank


∂k1

∂x1
· · · ∂k1

∂xm−1

...
. . .

...
∂km−1

∂x1
· · · ∂km−1

∂xm−1

 (xxx0) = m − 1. (3.66)

Korzystaj ↪↪↪ac z (3.66), zde�niujemy wok�o l xxx0 uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych

ξξξ = (k1(xxx), . . . , km−1(xxx), xm, . . . , xn)T.

Kinematyk ↪↪↪e yyy = kkk(xxx) w nowych wsp�o lrz ↪↪↪ednych mo_zna zapisa�c jako

yyy = kkk ◦φφφ−1(ξξξ) = hhh(ξξξ) = (ξ1, . . . , ξm−1, hm(ξξξ))T,

przy czym funkcja hm(ξξξ) spe lnia warunek hm ◦ φφφ(xxx) = km(xxx). W no-

wych wsp�o lrz ↪↪↪ednych tylko pola XXX12...m m+i(ξξξ), i = 1, 2, . . . , n − m, nie s ↪↪↪a

to_zsamo�sciowo r�owne zeru, przy czym
X12...m m+i, m(ξξξ) = (−1)m+1∂hm(ξξξ)

∂ξm+i

X12...m m+i, m+i(ξξξ) = (−1)m+2∂hm(ξξξ)

∂ξm

,

(3.67)

natomiast pozosta le sk ladowe pola XXX12...m m+i(ξξξ) znikaj ↪↪↪a. Z de�nicji (3.67)

wynika istnienie zbioru niezmienniczego

MMM =
{
ξξξ = (ξ1, . . . , ξn)T ∈ Rn

∣∣ ξj = kj(xxx0), j = 1, . . . ,m − 1
}
,

wsp�olnego dla wszystkich p�ol hamiltonowskich. Oznaczmy wsp�o lrz ↪↪↪edne na

zbiorze MMM ∼= Rn−m+1 jako θθθ = (θ0, . . . , θn−m)T i niech XXXMMM
12...m m+i b ↪↪↪edzie

ograniczeniem pola XXX12...m m+i, i = 1, 2, . . . , n − m, do zbioru niezmienni-

czego MMM. Zde�niujmy funkcj ↪↪↪e

H(θθθ) = hm(k1(xxx0), . . . , km−1(xxx0), θ0, θ1, . . . , θn−m). (3.68)

Nietrudno pokaza�c, _ze

XXXMMM
12...m m+i, 0(θθθ) = (−1)m+1∂H(θθθ)

∂θi

,

XXXMMM
12...m m+i, i(θθθ) = (−1)m+2∂H(θθθ)

∂θ0

.

(3.69)
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Co wi ↪↪↪ecej, funkcja H(θθθ) jest ca lk ↪↪↪a pierwsz ↪↪↪a (sta l ↪↪↪a ruchu)§ ka_zdego z p�ol

wektorowych (3.69), co oznacza, _ze

dHXXXMMM
12...m m+i(θθθ) = 0.

Bezpo�sredni ↪↪↪a konsekwencj ↪↪↪a istnienia sta lej ruchu jest nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy rezultat.

Twierdzenie 3.2.2 Niech xxx0 = (x01, x02, . . . , x0m−1, x0m, . . . , x0n)T ∈ Rn

b ↪↪↪edzie kon�guracj ↪↪↪a osobliw ↪↪↪a korz ↪↪↪edu 1 kinematyki manipulatora kkk(xxx) =

(k1(xxx), k2(xxx), . . . , km(xxx))T o stopniu redundancji > 1 spe lniaj ↪↪↪acej waru-

nek (3.66). Za l�o_zmy, _ze macierz Hessego sta lej ruchu

HHH(xxx0) =
∂2H

∂θθθ2
(x0m, x0m+1, . . . , x0n) (3.70)

ma niezerowe warto�sci w lasne i okre�slmy indeks Γ(xxx0) macierzy HHH(xxx0)

jako liczb ↪↪↪e ujemnych warto�sci w lasnych HHH(xxx0). W�owczas, je_zeli

Γ(xxx0) = 0 lub Γ(xxx0) = n − m + 1,

to xxx0 jest kon�guracj ↪↪↪a lokalnie niemo_zliw ↪↪↪a do unikni ↪↪↪ecia. Je_zeli

1 6 Γ(xxx0) 6 n − m,

to kon�guracja xxx0 jest lokalnie mo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia. W oryginal-

nych wsp�o lrz ↪↪↪ednych w przestrzeni przegubowej, macierz (3.70) mo_zna

wyrazi�c w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acej formie

HHH(xxx0) = −MMMT(XXX − PPP)MMM −
(
MMMT(YYY − QQQ) +

+
(
MMMT(YYY − QQQ)

)T
)

+ (WWW − SSS),

gdzie

MMM =

(
∂kkkm−1

∂xxxm−1

)−1
∂kkkm−1

∂xxxm

, XXX =
∂2kkkm

∂(xxxm−1)2
,

YYY =
∂2km

∂xxxm−1∂xxxm

, WWW =
∂2km

∂xxx2
m

,

Pij =
∂km

∂xxxm−1

(
∂kkkm−1

∂xxxm−1

)−1
∂2kkkm−1

∂xi∂xj

, i, j 6 m − 1,

§Zobacz dodatek A.3.



3.2 Osobliwe odwrotne zadanie kinematyki 139

Qij =
∂km

∂xxxm−1

(
∂kkkm−1

∂xxxm−1

)−1
∂2kkkm−1

∂xi∂xj

, i 6 m − 1, m 6 j 6 n,

Sij =
∂km

∂xxxm−1

(
∂kkkm−1

∂xxxm−1

)−1
∂2kkkm−1

∂xi∂xj

, m 6 i, j 6 n,

przy oznaczeniach xxxm−1 = (x1, . . . , xm−1)
T, xxxm = (xm, . . . , xn)T, kkkm−1 =

(k1, . . . , km−1)
T oraz przy za lo_zeniu, _ze wszystkie pochodne cz ↪↪↪astkowe

zosta ly obliczone w kon�guracji osobliwej xxx0
¶.

PrzykÃlad 3.2.1 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Dla ilustracji warunk�ow unikania kon�guracji osobliwych podanych w twier-

dzeniu 3.2.2 rozwa_zymy kinematyk ↪↪↪e manipulatora IRb-6 zamontowanego na

torze jezdnym w aspekcie wsp�o lrz ↪↪↪ednych po lo_zenia,

yyy =

y1

y2

y3

 = kkk(xxx) =

 c2r + e(c2c5c6 + s2s6)

x1 + s2r + e(s2c5c6 − c2s6)

−d1 + d6c5 − a2s3 − a3s4 − ec6s5

, (3.71)

z efektorem przesuni ↪↪↪etym o pewn ↪↪↪a odleg lo�s�c e. W r�ownaniu (3.71) para-

metr r = a2c3 + a3c4 + d6s5. Wsp�o lrz ↪↪↪edne przegubowe i zadaniowe zosta ly

ponumerowane w taki spos�ob, _zeby by l spe lniony warunek (3.66). Wy-

bierzmy kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a xxx0 = (x1, x2, π/2,
π/2, 0, π/2)

T. Po wykonaniu

odpowiednich oblicze�n stwierdzamy, _ze macierz HHH(xxx0) w tej kon�guracji ma

posta�c

HHH(xxx0) =


a2 0 0 0

0 a3 0 0

0 0 −d6 e

0 0 e 0

. (3.72)

 Latwo sprawdzi�c, _ze macierz HHH(xxx0) ma jedn ↪↪↪a ujemn ↪↪↪a warto�s�c w lasn ↪↪↪a, zatem

jej indeks Γ(xxx0) = 1. Wynika st ↪↪↪ad, na mocy twierdzenia 3.2.2, _ze wybrana

kon�guracja osobliwa jest mo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia. ¥

¶W przypadku, gdy stopie�n redundancji r = 1, wyznacznik macierzy HHH(xxx0) jest r�owny

wyr�o_znikowi ∆(xxx0). Wyr�o_znik ∆(xxx0) > 0 oznacza, _ze HHH(xxx0) ma obie warto�sci w lasne jed-

nakowego znaku, ∆(xxx0) < 0 | _ze warto�sci w lasne s
↪↪↪
a przeciwnych znak�ow. W rezultacie,

twierdzenie 3.2.1 staje si
↪↪↪
e szczeg�olnym przypadkiem twierdzenia 3.2.2.
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3.2.2 Metoda postaci normalnych

Poj ↪↪↪ecia podstawowe

Zasada unikania kon�guracji osobliwych przy rozwi ↪↪↪azywaniu odwrotnego

zadania kinematyki mo_ze by�c zastosowana do manipulator�ow redundant-

nych wy l ↪↪↪acznie w odniesieniu do tych kon�guracji osobliwych, kt�ore s ↪↪↪a

mo_zliwe do unikni ↪↪↪ecia. Wszelako jednak, dla manipulator�ow nieredun-

dantnych lub dla niemo_zliwych do unikni ↪↪↪ecia kon�guracji osobliwych ma-

nipulator�ow redundantnych, potrzebne s ↪↪↪a specjalne algorytmy kinematyki

odwrotnej, zdolne do wyznaczenia trajektorii ruchu przegub�ow przechodz ↪↪↪a-

cych przez kon�guracje osobliwe. Takie algorytmy b ↪↪↪edziemy nazywa�c algo-

rytmami osobliwej kinematyki odwrotnej . Przypomnijmy sformu lowanie

odwrotnego zadania kinematyki manipulatora we wsp�o lrz ↪↪↪ednych:

Maj ↪↪↪ac dan ↪↪↪a kinematyk ↪↪↪e manipulatora yyy = kkk(xxx) i trajektori ↪↪↪e za-

daniow ↪↪↪a yyyd(t), t ∈ I, wyznaczy�c trajektori ↪↪↪e przegubow ↪↪↪a xxxd(t),

tak ↪↪↪a _ze yyyd(t) = kkk(xxxd(t)).

Przy rozwi ↪↪↪azywaniu osobliwego odwrotnego zadania kinematyki dopusz-

czamy, aby trajektoria przegubowa przechodzi la przez lub w pobli_zu kon-

�guracji osobliwych manipulatora. Do metod pozwalaj ↪↪↪acych na uzyska-

nie rozwi ↪↪↪azania tego zadania w postaci jawnej nale_zy metoda postaci nor-

malnych. Jej g l�owna idea polega na przekszta lceniu odwrotnego zadania

kinematyki dla kinematyki oryginalnej do zadania dla reprezentuj ↪↪↪acej j ↪↪↪a

r�ownowa_znej postaci normalnej, rozwi ↪↪↪azaniu zadania dla postaci normal-

nej i przekszta lceniu uzyskanego rozwi ↪↪↪azania z powrotem do wsp�o lrz ↪↪↪ednych

kinematyki oryginalnej.

Zde�niowanie postaci normalnej kinematyki wymaga wprowadzenia po-

j ↪↪↪ecia r�ownowa_zno�sci odwzorowa�n, zgodnie z kt�orym dwa odwzorowania s ↪↪↪a

r�ownowa_zne , je_zeli staj ↪↪↪a si ↪↪↪e identyczne w odpowiednio dobranych uk ladach

wsp�o lrz ↪↪↪ednych. Bardziej formalnie, g ladkie odwzorowania fff,ggg : Rn −→ Rm

nazywamy r�ownowa_znymi, je_zeli istniej ↪↪↪a uk lady wsp�o lrz ↪↪↪ednych (dyfeomor-

�zmy) φφφ : Rn −→ Rn i ψψψ : Rm −→ Rm, takie _ze diagram

Rn fff−−−−→ Rm

φφφ

y y ψψψ

Rn ggg−−−−→ Rm

jest przemienny, tzn. ψψψ ◦ fff = ggg ◦ φφφ. R�ownowa_zno�s�c odwzorowa�n jest lo-
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kalna, je_zeli uk lady wsp�o lrz ↪↪↪ednych φφφ, ψψψ s ↪↪↪a okre�slone lokalnie. U_zywana

przez nas r�ownowa_zno�s�c wywodzi si ↪↪↪e z teorii osobliwo�sci odwzorowa�n i nosi

nazw ↪↪↪e RL-r�ownowa_zno�sci (right-left). Klasa odwzorowa�n r�ownowa_znych

danemu odwzorowaniu fff mo_ze by�c reprezentowana przez odpowiednio wy-

branego przedstawiciela tej klasy, nazywanego postaci ↪↪↪a normaln ↪↪↪a odwzo-

rowania fff. Zwykle wymaga si ↪↪↪e, aby posta�c normalna by la
"
prosta" z este-

tycznego punktu widzenia∗. W zagadnieniach kinematyki manipulator�ow

posta�c normalna powinna przede wszystkim umo_zliwia�c rozwi ↪↪↪azanie od-

wrotnego zadania kinematyki.

Niech kkk : Rn −→ Rm, yyy = kkk(xxx), n > m oznacza kinematyk ↪↪↪e mani-

pulatora. Za l�o_zmy, _ze xxx0 ∈ Rn jest kon�guracj ↪↪↪a regularn ↪↪↪a, tzn. tak ↪↪↪a _ze

rank ∂kkk
∂xxx

(xxx0) = m. Zde�niujmy lokalne uk lady wsp�o lrz ↪↪↪ednych

ξξξ = φφφ(xxx) = (kkk(xxx) − kkk(xxx0), xm+1, . . . , xn)T,

ηηη = ψψψ(yyy) = yyy − kkk(xxx0).
(3.73)

Zgodnie z twierdzeniem o funkcji odwrotnej, odwzorowanie φφφ jest lokal-

nym dyfeomor�zmem przekszta lcaj ↪↪↪acym pewne otoczenie kon�guracji xxx0

na pewne otoczenie 000 ∈ Rn. Analogicznie, ψψψ jest lokalnym dyfeomor�-

zmem odwzorowuj ↪↪↪acym otoczenie yyy0 = kkk(xxx0) na otoczenie 000 ∈ Rm.  Latwo

zauwa_zy�c, _ze dyfeomor�zmy (3.73) przekszta lcaj ↪↪↪a kinematyk ↪↪↪e kkk(xxx) do po-

staci

ηηη = kkk0(ξξξ) = ψψψ ◦ kkk ◦φφφ−1(ξξξ) = (ξ1, . . . , ξm). (3.74)

Jak widzimy, przy u_zyciu dyfeomor�zm�ow (3.73) jeste�smy w stanie spro-

wadzi�c kinematyk ↪↪↪e nieosobliw ↪↪↪a do postaci liniowej projekcji Rn na Rm†

b ↪↪↪ed ↪↪↪acej postaci ↪↪↪a normaln ↪↪↪a kinematyki nieosobliwej. Poniewa_z powy_zsza

elementarna obserwacja jest istotna z punktu widzenia odwrotnego zadania

kinematyki i zadania �sledzenia trajektorii, sformu lujemy j ↪↪↪a formalnie.

Wniosek 3.2.1 Za l�o_zmy, _ze xxx0 jest kon�guracj ↪↪↪a regularn ↪↪↪a kinematy-

ki kkk : Rn −→ Rm, yyy = kkk(xxx). W�owczas, kinematyka ta jest lokalnie

∗Jak zaznaczyli�smy we Wprowadzeniu, za patrona metody postaci normalnych obie-

ramy W. Ockhama.
†W rozumieniu teorii osobliwo�sci kinematyka kkk(xxx) jest lokalnie RL-r�ownowa_zna po-

staci (3.74). W dalszej cz
↪↪↪
e�sci niniejszego podrozdzia lu b

↪↪↪
edziemy m�owi�c, _ze kinematyka

jest lokalnie r�ownowa_zna pewnej postaci normalnej lub _ze mo_zna j
↪↪↪
a przekszta lci�c do pew-

nej postaci normalnej.



142 Algorytmy kinematyki odwrotnej manipulatora

r�ownowa_zna liniowej projekcji

kkk0(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm)T. (3.75)

U_zywaj ↪↪↪ac j ↪↪↪ezyka postaci normalnych powiemy, _ze algorytmy kinematyki

odwrotnej manipulator�ow opisane w podrozdziale 3.1 mog ↪↪↪a by�c stosowane

jedynie do kinematyki maj ↪↪↪acej posta�c normaln ↪↪↪a typu liniowej projekcji.

W tym miejscu pojawia si ↪↪↪e pytanie: W jaki spos�ob rozwi ↪↪↪aza�c odwrotne

zadanie kinematyki w przypadku kinematyki, kt�ora nie jest r�ownowa_zna

postaci (3.75)?

Algorytm

Metod ↪↪↪a pozwalaj ↪↪↪ac ↪↪↪a na rozwi ↪↪↪azanie tak postawionego zadania jest metoda

postaci normalnych. Zgodnie z przes laniem metody, rozwi ↪↪↪azanie odwrot-

nego zadania kinematyki sformu lowanego dla kinematyki oryginalnej spro-

wadzone zostaje do rozwi ↪↪↪azania odwrotnego zadania kinematyki dla postaci

normalnej kinematyki. Przy za lo_zeniu, _ze trajektoria zadana przecina oso-

bliwo�sci w dyskretnych chwilach czasu, dyrektywy post ↪↪↪epowania wynikaj ↪↪↪ace

z metody postaci normalnych mo_zna sformu lowa�c w postaci nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acej

procedury.

Krok 1. Dla kinematyki okre�slonej we wsp�o lrz ↪↪↪ednych kkk : Rn −→ Rm,

yyy = kkk(xxx) i trajektorii zadanej yyyd(t), t ∈ I = [tp, tk] znale�z�c

zbi�or kon�guracji osobliwych S i wyznaczy�c uporz ↪↪↪adkowany zbi�or

chwil {tsi} = T, i > 0, w kt�orych trajektoria yyyd(t) przecina zbi�or

warto�sci osobliwych kkk(S) kinematyki kkk. Przyj ↪↪↪a�c t0 = tp, i = 1.

Je�sli chwila t0 nale_zy do otoczenia ts1 przej�s�c do kroku 3.

Krok 2. Zastosowa�c do rozwi ↪↪↪azania zadania kinematyki odwrotnej dla cza-

s�ow t ∈ [ti−1, tsi − εi], przy wybranym εi > 0, jedn ↪↪↪a z me-

tod pozwalaj ↪↪↪acych na rozwi ↪↪↪azanie regularnego odwrotnego za-

dania kinematyki, opisanych w podrozdziale 3.1, z warunkiem

pocz ↪↪↪atkowym xxxd(ti−1), takim _ze yyyd(ti−1) = kkk(xxxd(ti−1)).

Krok 3. Okre�sli�c kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a xxxsi = xxx(tsi), wyznaczy�c posta�c nor-

maln ↪↪↪a kkk0 kinematyki kkk w otoczeniu tej kon�guracji oraz znale�z�c

uk lady wsp�o lrz ↪↪↪ednych φφφ : UUU −→ φφφ(UUU), ξξξ = φφφ(xxx) i ψψψ : VVV −→
ψψψ(VVV), ηηη = ψψψ(yyy) okre�slone na otwartych otoczeniach UUU ∋ xxxsi

i VVV ∋ kkk(xxxsi), takie _ze

kkk0 ◦φφφ(xxx) = ψψψ ◦ kkk(xxx). (3.76)
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Krok 4. Wyrazi�c trajektori ↪↪↪e zadan ↪↪↪a yyyd(t) ∈ VVV (dla t ∈ [tsi − εi, tsi + εi])

we wsp�o lrz ↪↪↪ednych ηηη, zgodnie z zale_zno�sci ↪↪↪a

ηηηd(t) = ψψψ(yyyd(t)).

Krok 5. Rozwi ↪↪↪aza�c odwrotne zadanie kinematyki dla postaci normalnej kkk0

i trajektorii zadanej ηηηd(t), tzn. znale�z�c ξξξd(t) ∈ φ(UUU), kt�ore spe l-

nia r�ownanie

ηηηd(t) = kkk0(ξξξd(t)).

Krok 6. Przekszta lci�c uzyskane rozwi ↪↪↪azanie ξξξd(t) z powrotem do oryginal-

nych wsp�o lrz ↪↪↪ednych przegubowych obliczaj ↪↪↪ac

xxxd(t) = φφφ−1(ξξξd(t)) ∈ UUU.

Krok 7. Przyj ↪↪↪a�c ti = tsi+εi, a nast ↪↪↪epnie i ← i+1. Je�sli tsi ∈ T powt�orzy�c

kroki 2{6. W przeciwnym razie, je�sli ti−1 < tk, wykona�c krok 2

dla chwil czasu t ∈ [ti−1, tk]. W wyniku po l ↪↪↪aczenia rozwi ↪↪↪azania

regularnego (otrzymanego w kroku 2) i osobliwego (z kroku 6)

uzyskujemy kompletne rozwi ↪↪↪azanie odwrotnego zadania kinema-

tyki w postaci trajektorii xxxd(t), t ∈ [tp, tk] okre�slonej w prze-

strzeni przegubowej manipulatora.

Jak wida�c, algorytm metody postaci normalnych sk lada si ↪↪↪e z dw�och za-

sadniczych cz ↪↪↪e�sci: pierwszej, pozwalaj ↪↪↪acej na wyznaczenie odcink�ow trajek-

torii przebiegaj ↪↪↪acych w otoczeniu kon�guracji regularnych (krok 2), i dru-

giej, w kt�orej s ↪↪↪a okre�slane odcinki trajektorii po lo_zone w otoczeniu kon�-

guracji osobliwych (kroki 3{6). Rozwi ↪↪↪azanie osobliwego odwrotnego zada-

nia kinematyki polega wi ↪↪↪ec na sukcesywnym wyznaczaniu nieosobliwych i

osobliwych fragment�ow trajektorii przegubowej, a nast ↪↪↪epnie ich po l ↪↪↪aczeniu

w fazie ko�ncowej (krok 7). O d lugo�sci fragment�ow osobliwych, okre�slonej

parametrami εi, a co za tym idzie o doborze warto�sci tych parametr�ow,

decyduj ↪↪↪a mo_zliwo�sci metody rozwi ↪↪↪azania regularnego zadania kinematyki

odwrotnej, zastosowanej w kroku 2 algorytmu, oraz wielko�s�c dziedziny dy-

feomor�zm�ow φφφ i ψψψ wyznaczonych w kroku 3. W skrajnych przypad-

kach, ca la poszukiwana trajektoria mo_ze by�c wyznaczona wy l ↪↪↪acznie z wy-

korzystaniem albo osobliwej (patrz przyk lad 3.2.3), albo nieosobliwej (patrz

przyk lady 3.2.4 i 3.2.6) cz ↪↪↪e�sci algorytmu.
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Analiza algorytmu metody postaci normalnych prowadzi do wniosku,

_ze najtrudniejsze do realizacji s ↪↪↪a kroki 3 i 5. W kroku 3 musimy okre�sli�c

posta�c normaln ↪↪↪a kinematyki w kon�guracji osobliwej oraz znale�z�c postacie

dyfeomor�zm�ow transformuj ↪↪↪acych kinematyk ↪↪↪e do postaci normalnej. Prak-

tyczny spos�ob znajdowania dyfeomor�zm�ow zostanie przedstawiony nieco

dalej, na przyk ladzie manipulatora typu podw�ojne wahad lo (przyk lad 3.2.3)‡.

Drugim trudnym do przej�scia etapem algorytmu jest krok 5. Posta�c nor-

malna kinematyki musi by�c wystarczaj ↪↪↪aco prosta, aby by lo dla niej mo_zliwe

rozwi ↪↪↪azanie odwrotnego zadania kinematyki. Dyskusj ↪↪↪a tego zagadnienia

zajmiemy si ↪↪↪e w dalszej cz ↪↪↪e�sci niniejszego podrozdzia lu, po wyznaczeniu ty-

powych postaci normalnych kinematyki.

Obecnie przedstawimy sposoby okre�slania postaci normalnych kinema-

tyki. Zgodnie z rozwa_zaniami przeprowadzonymi w rozdziale 2.3.5, kon�gu-

racje korz ↪↪↪edu 1, nale_z ↪↪↪ace do zbioru S1, tworz ↪↪↪a najwi ↪↪↪ekszy podzbi�or kon�-

guracji osobliwych, cz ↪↪↪esto niemo_zliwych do unikni ↪↪↪ecia podczas planowania

i �sledzenia trajektorii. Z tego wzgl ↪↪↪edu skupimy uwag ↪↪↪e na analizie kinema-

tyki manipulator�ow w otoczeniu kon�guracji nale_z ↪↪↪acych do S1. Naszym

celem b ↪↪↪edzie podanie warunk�ow, kt�ore pozwol ↪↪↪a na zde�niowanie postaci

normalnych kinematyki w otoczeniu kon�guracji osobliwych korz ↪↪↪edu 1.

Postacie normalne

Rozpatrzmy reprezentacj ↪↪↪e kinematyki we wsp�o lrz ↪↪↪ednych, w formie odwzo-

rowania analitycznego

kkk : Rn −→ Rm, yyy = kkk(xxx) = (k1(xxx), . . . , km(xxx))T. (3.77)

Oznaczmy przez xxx0 ∈ S1 kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a korz ↪↪↪edu 1 kinematyki. Dla xxx0

mamy

rank
∂kkk

∂xxx
(xxx0) = rank JJJa(xxx0) = m − 1, (3.78)

gdzie JJJa(xxx) oznacza jakobian analityczny manipulatora. Zauwa_zmy, _ze dla

kinematyki yyy = kkk(xxx) i kon�guracji osobliwej xxx0 ∈ S1, po zastosowaniu

odpowiedniej permutacji wsp�o lrz ↪↪↪ednych (x1, . . . , xn) i (y1, . . . , ym), warun-

‡Pokr�otce, wykorzystuje si
↪↪↪
e w tym celu w lasno�s�c, _ze dyfeomor�zmy φ i ψ s

↪↪↪
a anali-

tyczne, mog
↪↪↪
a wi

↪↪↪
ec by�c reprezentowane przez ich rozwini

↪↪↪
ecia w szereg Taylora. Jeste�smy

w ten spos�ob w stanie wyznaczy�c je z dowolnie du_z
↪↪↪
a dok ladno�sci

↪↪↪
a.
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kowi (3.78) mo_zna nada�c posta�c

rank


∂k1

∂x1
· · · ∂k1

∂xm−1

...
. . .

...
∂km−1

∂x1
· · · ∂km−1

∂xm−1

 (xxx0) = m − 1. (3.79)

Zde�niujmy dla macierzy JJJa(xxx) zbi�or n−m+ 1 podmacierzy JJJai(xxx), i =

m,m+1, . . . , n rozmiaru m×m z lo_zonych z m−1 pierwszych kolumn JJJa(xxx)

oraz kolumny i-tej tej macierzy. Oznaczmy przez vvvm, vvvm+1,. . ., vvvn baz ↪↪↪e

przestrzeni Ker JJJa(xxx0). Warunek r�ownowa_zno�sci kinematyki kwadratowej

postaci normalnej przedstawia nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.3 Niech xxx0 b ↪↪↪edzie kon�guracj ↪↪↪a osobliw ↪↪↪a korz ↪↪↪edu 1 ki-

nematyki kkk(xxx) spe lniaj ↪↪↪acej warunek (3.79). W�owczas, je_zeli

rank


d(det JJJam)

d(det JJJam+1)
...

d(det JJJan)

(xxx0)[vvvm · · ·vvvn] = n − m + 1, (3.80)

to w pewnym otoczeniu kon�guracji xxx0 kinematyka kkk(xxx) jest r�ownowa_z-

na kwadratowej postaci normalnej

kkk0(xxx) = (x1, x2, . . . , xm−1, q(xm, . . . , xn))T, (3.81)

gdzie q(xm, . . . , xn) = −x2
m − · · · − x2

m−1+s + x2
m+s + · · · + x2

n, dla pewne-

go s = 0, . . . , n − m + 1.

Nietrudno sprawdzi�c, _ze warunek rz ↪↪↪edu (3.80) nie zale_zy od przyj ↪↪↪etych

uk lad�ow wsp�o lrz ↪↪↪ednych przegubowych i zadaniowych.

Dla kinematyki nieredundantnej, z podanego twierdzenia mo_zna wyci ↪↪↪a-

gn ↪↪↪a�c nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy wniosek.

Wniosek 3.2.2 Niech xxx0 b ↪↪↪edzie kon�guracj ↪↪↪a osobliw ↪↪↪a korz ↪↪↪edu 1 kine-

matyki nieredundantnej kkk : Rn −→ Rn spe lniaj ↪↪↪acej warunek (3.79)

przy m = n. Je_zeli
d(det JJJa)(xxx0)vvv ̸= 0, (3.82)

gdzie wektor vvv jest rozwi ↪↪↪azaniem r�ownania JJJa(xxx0)vvv = 0, to w pewnym
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otoczeniu kon�guracji xxx0 kinematyka kkk(xxx) jest r�ownowa_zna kwadrato-

wej (parabolicznej) postaci normalnej

kkk0(xxx) =
(
x1, x2, . . . , xn−1, x

2
n

)T
. (3.83)

Przeprowadzone dot ↪↪↪ad badania kon�guracji osobliwych kinematyki mani-

pulator�ow wykazuj ↪↪↪a, _ze kwadratowa posta�c normalna jest najpowszech-

niejsz ↪↪↪a postaci ↪↪↪a normaln ↪↪↪a kinematyki w otoczeniu kon�guracji osobliwych

korz ↪↪↪edu 1. Mniej rozpowszechnionym typem postaci normalnej jest hiper-

boliczna posta�c normalna. W celu okre�slenia warunk�ow jej wyst ↪↪↪epowania,

dla kinematyki (3.77) spe lniaj ↪↪↪acej warunek (3.79) zde�niujmy w otoczeniu

kon�guracji osobliwej xxx0 lokalny uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych

ξξξ = φφφ(xxx) = (k1(xxx), . . . , km−1(xxx), xm, . . . , xn)T, (3.84)

przekszta lcaj ↪↪↪acy otoczenie UUU punktu xxx0 w otoczenie VVV punktu ξξξ0 = φφφ(xxx0).

Nazwijmy przekrojem otoczenia VVV zbi�or

VVVl1...lr =
{
ξξξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)T ∈ VVV

∣∣ ξl1 = ξ0l1 ,

ξl2 = ξ0l2 , . . . , ξlr = ξ0lr

}
.

Utw�orzmy zbi�or n − m + 1 podmacierzy JJJai(xxx), i = m,m + 1, . . . , n, okre-

�slonych tak samo, jak poprzednim twierdzeniu. Warunki istnienia hiperbo-

licznej postaci normalnej kinematyki podaje nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.4 Niech xxx0 b ↪↪↪edzie kon�guracj ↪↪↪a osobliw ↪↪↪a korz ↪↪↪edu 1 ki-

nematyki kkk(xxx) spe lniaj ↪↪↪acej warunek (3.79) i niech φφφ(xxx) b ↪↪↪edzie zde�nio-

wane przez (3.84). Je_zeli istniej ↪↪↪a wska�zniki i1, . . . , ir ∈ {m,m+1, . . . , n},

r = n − m + 1, wraz z odpowiadaj ↪↪↪acymi im wska�znikami j1, . . . , jr ∈
{1, 2, . . . ,m − 1}, takie _ze

det JJJai1 ◦φφφ−1
∣∣∣
VVV

= det JJJai1

∣∣∣
UUU
̸≡ 0 ∧ det JJJai1 ◦φφφ−1

∣∣∣
VVVj1

≡ 0

det JJJai2 ◦φφφ−1
∣∣∣
VVVi1

̸≡ 0 ∧ det JJJai2 ◦φφφ−1
∣∣∣
VVVi1j2

≡ 0

...

det JJJair ◦φφφ−1
∣∣∣
VVVi1...i r−1

̸≡ 0 ∧ det JJJair ◦φφφ−1
∣∣∣
VVVi1...i r−1jr

≡ 0,
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oraz dla s = 1, 2, . . . , r

d(det JJJais)(xxx0)

(
∂φφφ

∂xxx
(xxx0)

)−1

jskol

̸= 0,

to w pewnym otoczeniu kon�guracji xxx0 kinematyka kkk(xxx) jest r�ownowa_z-

na hiperbolicznej postaci normalnej

kkk0(xxx) = (x1, x2, . . . , xm−1, xi1xj1 + · · · + xirxjr)
T
. (3.85)

Podobnie jak w przypadku kwadratowej postaci normalnej, na podsta-

wie powy_zszego twierdzenia jeste�smy w stanie sformu lowa�c wniosek do-

tycz ↪↪↪acy wyst ↪↪↪epowania hiperbolicznej postaci normalnej kinematyki niere-

dundantnej.

Wniosek 3.2.3 Niech xxx0 b ↪↪↪edzie kon�guracj ↪↪↪a osobliw ↪↪↪a korz ↪↪↪edu 1 kine-

matyki nieredundantnej kkk : Rn −→ Rn, spe lniaj ↪↪↪acej warunek (3.79)

przy m = n, i niech φφφ(xxx) b ↪↪↪edzie zde�niowane wzorem (3.84) r�ownie_z

dla m = n. Oznaczmy przez S1 zbi�or kon�guracji osobliwych korz ↪↪↪edu 1

kinematyki kkk(xxx). Za l�o_zmy, _ze

det JJJa|UUU = det JJJa ◦φφφ−1
∣∣
VVV
̸≡ 0.

Je_zeli istnieje wska�znik j ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, taki _ze

φφφ−1(VVVj) ⊂ S1 ∩UUU (3.86)

oraz

d(det JJJa)(xxx0)

(
∂φφφ

∂xxx
(xxx0)

)−1

jkol

̸= 0, (3.87)

to w pewnym otoczeniu kon�guracji xxx0 kinematyka kkk(xxx) jest r�ownowa_z-

na hiperbolicznej postaci normalnej

kkk0(xxx) = (x1, x2, . . . , xn−1, xjxn)T. (3.88)

Przed pokazaniem przyk lad�ow zastosowania metody postaci normal-

nych przedyskutujemy rozwi ↪↪↪azanie odwrotnego zadania kinematyki dla pa-

rabolicznej i hiperbolicznej postaci normalnej kinematyki nieredundantnej§.

W przypadku pierwszej z nich, zde�niowanej jako

yyy = kkk0(xxx) =
(
x1, x2, . . . , xn−1, x

2
n

)T
,

§Zasygnalizowane w kroku 5 algorytmu przedstawionego na stronie 142.



148 Algorytmy kinematyki odwrotnej manipulatora

dla trajektorii zadaniowej yyyd(t) = (yd1(t), . . . , ydn(t))T zale_znej w spos�ob

g ladki od czasu i przechodz ↪↪↪acej w chwili ts przez kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a

(tzn. takiej, _ze ydn(ts) = 0), otrzymujemy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace cztery rozwi ↪↪↪azania

odwrotnego zadania kinematyki

xxxd(t) =
(
yd1(t), . . . , ydn−1(t),±

√
ydn(t)

)T
, (3.89)

xxxd(t) =
(
yd1(t), . . . , ydn−1(t),± sgn(t − ts)

√
ydn(t)

)T
, (3.90)

z kt�orych jedynie dwa ostatnie s ↪↪↪a zawsze g ladkie. Widzimy, _ze warunkiem

koniecznym istnienia rozwi ↪↪↪azania jest spe lnienie nier�owno�sci ydn(t) > 0.

Dla hiperbolicznej postaci normalnej

yyy = kkk0(xxx) = (x1, x2, . . . , xn−1, xjxn)T,

j = 1, . . . , n − 1, przy za lo_zeniu g ladkiej trajektorii zadaniowej yyyd(t) =

(yd1(t), . . . , ydn(t))T przechodz ↪↪↪acej przez kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a w chwili ts
¶,

otrzymujemy rozwi ↪↪↪azanie odwrotnego zadania kinematyki

xxxd(t) = rrr0(yyyd(t)) = (yd1(t), . . . , ydn−1(t), r0(t))
T, (3.91)

gdzie r0(t) =
ydn(t)
ydj(t)

dla t ̸= ts oraz r0(t) jest nieokre�slone dla t = ts. Za-

uwa_zmy, _ze warunkiem koniecznym istnienia rozwi ↪↪↪azania zadania odwrot-

nego jest ydn(ts) = 0. Aby uzyskana w�owczas trajektoria xxxd(t) by la ci ↪↪↪ag la,

spo�sr�od mo_zliwych warto�sci r0(ts) nale_zy wybra�c r0(ts) = lim
τ→ts

ydn(τ)
ydj(τ) .

Obecnie zilustrujemy na przyk ladach spos�ob okre�slenia postaci normal-

nych kinematyki w otoczeniu kon�guracji osobliwych oraz zastosowanie me-

tody postaci normalnych do rozwi ↪↪↪azania osobliwego odwrotnego zadania

kinematyki.

PrzykÃlad 3.2.2 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Manipulator typu podw�ojne wahad lo mo_ze zosta�c opisany kinematyk ↪↪↪a po-

staci (2.68), ze zbiorem kon�guracji osobliwych (2.137). Okre�slmy postacie

normalne kinematyki podw�ojnego wahad la. Oczywi�scie, w otoczeniu kon�-

guracji regularnych kinematyka jest r�ownowa_zna liniowej postaci normalnej

kkk0(xxx) = (x1, x2)
T,

¶Tzn. takiej, _ze ydj (ts) = 0.
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na mocy wniosku 3.2.1. Manipulator przyjmuje kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a, gdy

jego drugie rami ↪↪↪e jest w pe lni wyprostowane (x2 mod 2π = 0) lub ca lkowicie

z lo_zone (x2 mod 2π = π). Na podstawie analizy jakobianu analitycznego

manipulatora (2.82)  latwo zauwa_zy�c, _ze wszystkie kon�guracje osobliwe ki-

nematyki (2.68) s ↪↪↪a korz ↪↪↪edu 1. Zmiana kolejno�sci wsp�o lrz ↪↪↪ednych przegubo-

wych zgodnie z zale_zno�sci ↪↪↪a

(�x1, �x2) = (x2, x1),

prowadzi do zde�niowania kinematyki

yyy =

(
y1

y2

)
= kkk(�xxx) =

(
l1 cos �x2 + l2 cos(�x1 + �x2)

l1 sin �x2 + l2 sin(�x1 + �x2)

)
, (3.92)

kt�orej jakobian analityczny

JJJa(�xxx) =

[
−l2 sin(�x1 + �x2) −l1 sin �x2 − l2 sin(�x1 + �x2)

l2 cos(�x1 + �x2) l1 cos �x2 + l2 cos(�x1 + �x2)

]
,

a zbi�or kon�guracji osobliwych S1 =
{

�xxx = (�x1, �x2)
T ∈ R2

∣∣ sin �x1 = 0
}

. Ki-

nematyka (3.92) spe lnia warunek (3.79), je�sli sin �x02 ̸= 0. Rozwi ↪↪↪azanie

r�ownania JJJa(�xxx0)vvv = 0 dla �xxx0 = (�x01, �x02)
T ∈ S1 mo_zna wybra�c jako

vvv =

{
(l1 + l2, −l2)

T, dla �x01mod 2π = 0,

(l1 − l2, l2)
T, dla �x01mod 2π = π.

R�o_zniczka wyznacznika jakobianu analitycznego ma posta�c

d(det JJJa)(�xxx0) =

{
(l1l2, 0), dla �x01mod 2π = 0,

(−l1l2, 0), dla �x01mod 2π = π.

W konsekwencji, lewa strona nier�owno�sci (3.82) jest r�owna{
l1l2(l1 + l2), dla �x01mod 2π = 0,

l1l2(l2 − l1), dla �x01mod 2π = π,

i dla �x01mod 2π = 0 jest zawsze r�o_zna od zera∥, a dla �x01mod 2π = π jest

niezerowa wtedy i tylko wtedy, gdy l1 ̸= l2. Przeprowadzenie podobnej

analizy po dodatkowej zmianie kolejno�sci wsp�o lrz ↪↪↪ednych zadaniowych kine-

matyki (w�owczas warunek (3.79) jest spe lniony, je�sli cos �x02 ̸= 0) prowadzi

na podstawie wniosku 3.2.2 do nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acego stwierdzenia.

∥Przyjmujemy, _ze l1 , l2 > 0.
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Wniosek 3.2.4 Kinematyka manipulatora typu podw�ojne wahad lo po-

siada paraboliczn ↪↪↪a posta�c normaln ↪↪↪a

kkk0(xxx) =
(
x1, x

2
2

)T
,

w otoczeniu kon�guracji osobliwych x02mod 2π = 0, a przy l1 ̸= l2 tak_ze

w otoczeniu kon�guracji osobliwych x02mod 2π = π.

Widzimy, _ze jedynymi kon�guracjami manipulatora, dla kt�orych nie okre�sli-

li�smy dotychczas postaci normalnej s ↪↪↪a kon�guracje osobliwe x02mod 2π = π

przy l1 = l2. Przyjmijmy x02 = π, co przy kinematyce (3.92) odpowiada

kon�guracji osobliwej �xxx0 = (π, �x02)
T. Do okre�slenia postaci normalnej w tej

sytuacji pos lu_zymy si ↪↪↪e wnioskiem 3.2.3. Zgodnie z zale_zno�sci ↪↪↪a (3.84), zde-

�niujmy w otoczeniu tej kon�guracji osobliwej uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych

ξξξ =

(
ξ1

ξ2

)
= φφφ(�xxx) =

(
l1 cos �x2 + l2 cos(�x1 + �x2)

�x2

)
. (3.93)

Odwzorowanie (3.93) jest wzajemnie jednoznaczne dla otoczenia punktu

osobliwego �xxx0 = (�x01, �x02)
T postaci

UUUα =
(

π
2

+ α, 3π
2

− α
)
×

(
π
2

− α, π
2

+ α
)

przy 0 < α < π/2. Dla takiego otoczenia UUUα ∩ S1 = {π} ×
(

π
2

− α, π
2

+ α
)
,

a zatem

φφφ(UUUα ∩ S1) =
{
(l1 cos �x2 + l2 cos(�x1 + �x2), �x2)

T
∣∣ �x1 = π, π

2
− α <

< �x2 < π
2

+ α
}

=
{
((l1 − l2) cos ξ2, ξ2)

T
∣∣ π

2
− α < ξ2 < π

2
+ α

}
.

Z drugiej strony, otoczenie VVVα punktu ξξξ0 = φφφ(�xxx0) = ((l1 − l2) cos �x02, �x02)
T

przyjmuje posta�c

VVVα = φφφ(UUUα) =
{
(ξ1, ξ2)

T
∣∣ ξ1 = l1 cos �x2 + l2 cos(�x1 + �x2),

ξ2 = �x2, (�x1, �x2)
T ∈ UUUα

}
,

sk ↪↪↪ad otrzymujemy

VVVα1 =
{
((l1 − l2) cos �x02, ξ2)

T
∣∣ π

2
− α < ξ2 < π

2
+ α

}
.

Wida�c wi ↪↪↪ec, _ze dla l1 = l2 jest prawdziwa zale_zno�s�c φφφ(UUUα ∩ S1) = VVVα1, co

oznacza spe lnienie warunku (3.86).
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Dla d lugo�sci ramion l1 = l2 r�o_zniczka wyznacznika jakobianu analitycz-

nego w punkcie �xxx0 = (π, �x02)
T ma posta�c

d(det JJJa)(�xxx0) =
(
−l21, 0

)
,

a macierz (
∂φφφ

∂�xxx
(�xxx0)

)−1

=

[
1

l1 sinx02
0

0 1

]
.

Wida�c st ↪↪↪ad, _ze warunek (3.87) jest spe lniony, gdy_z

d(det JJJa)(�xxx0)

(
∂φφφ

∂�xxx
(�xxx0)

)−1

1kol

=
−l1

sin �x02

̸= 0.

W ten spos�ob ustalili�smy posta�c normaln ↪↪↪a kinematyki manipulatora ty-

pu podw�ojne wahad lo dla kon�guracji osobliwej x02 = π, przy l1 = l2

i sin x01 ̸= 0. Po przeprowadzeniu podobnej analizy, przy dodatkowej zamia-

nie miejscami wsp�o lrz ↪↪↪ednych zadaniowych y1 i y2 kinematyki, dochodzimy

do nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acej konkluzji.

Wniosek 3.2.5 W otoczeniu kon�guracji osobliwych x02mod 2π = π ki-

nematyka manipulatora typu podw�ojne wahad lo, kt�orego ramiona maj ↪↪↪a

jednakowe d lugo�sci (l1 = l2), jest r�ownowa_zna hiperbolicznej postaci

normalnej

kkk0(xxx) = (x1, x1x2)
T.

¥

PrzykÃlad 3.2.3 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
W tym przyk ladzie opiszemy pierwszy, przybli_zony spos�ob rozwi ↪↪↪azania od-

wrotnego zadania kinematyki z wykorzystaniem metody postaci normal-

nych. Drugi spos�ob, w kt�orym korzystamy z rozwi ↪↪↪azania regularnego od-

wrotnego zadania kinematyki w postaci jawnej (przyk lad 3.1.1) i wniosk�ow

p lyn ↪↪↪acych z metody postaci normalnych, przedstawia przyk lad nast ↪↪↪epny.

W obliczeniach przyjmiemy l1 = 5, l2 = 3.

Niech zadaniem manipulatora b ↪↪↪edzie przemieszczenie efektora wzd lu_z

trajektorii zadaniowej maj ↪↪↪acej posta�c okr ↪↪↪egu

yyyd(t) =

(
yd1(t)

yd2(t)

)
=

(
6 + 2 sin(π

5
t)

2 cos(π
5
t)

)
, (3.94)

w przedziale czasu I = [0, 10]∗∗. Rysunek 3.24 przedstawia �scie_zk ↪↪↪e w prze-

∗∗Por�ownaj z trajektori
↪↪↪
a z przyk ladu 3.1.5.
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Rysunek 3.24 �Scie_zka zadana w przestrzeni roboczej manipulatora typu podw�oj-

ne wahad lo.

strzeni roboczej manipulatora (obszar zakropkowany) odpowiadaj ↪↪↪ac ↪↪↪a zada-

nej trajektorii. Naszym celem jest znalezienie trajektorii przegubowej ma-

nipulatora pozwalaj ↪↪↪acej na realizacj ↪↪↪e trajektorii (3.94). Zauwa_zmy, _ze tra-

jektoria ta zosta la tak dobrana, aby jej realizacja wymaga la wprowadzenia

manipulatora w kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a, co powoduje, _ze pr�oba rozwi ↪↪↪azania

zadania metod ↪↪↪a jakobianu odwrotnego ko�nczy si ↪↪↪e niepowodzeniem.

Zgodnie z pierwszym krokiem algorytmu metody postaci normalnych,

musimy wyznaczy�c zbi�or chwil, w kt�orych trajektoria (3.94) przecina obraz

zbioru kon�guracji osobliwych kkk(S) przy S zde�niowanym wzorem (2.137).

 Latwo pokaza�c, _ze dla manipulatora typu podw�ojne wahad lo dzieje si ↪↪↪e tak

wtedy i tylko wtedy, gdy

y2
d1(t) + y2

d2(t) = (l1 ± l2)
2,

co w analizowanym przyk ladzie sprowadza si ↪↪↪e do jednego z dw�och wa-

runk�ow: 40 + 24 sin(π/5t) = 64, albo 40 + 24 sin(π/5t) = 4. Pierwszy

warunek jest spe lniony dla ts1 = 2.5, gdy manipulator osi ↪↪↪aga kon�gura-

cj ↪↪↪e xxxs = (0, 0)T. Zbli_zanie si ↪↪↪e trajektorii przegubowej do kon�guracji oso-

bliwej potwierdza pr�oba rozwi ↪↪↪azania zadania odwrotnego metod ↪↪↪a jakobianu

odwrotnego; podczas numerycznego rozwi ↪↪↪azywania uk ladu r�owna�n (3.20)

otrzymujemy komunikat o z lym uwarunkowaniu uk ladu spowodowanym

wyst ↪↪↪apieniem osobliwo�sci, co uniemo_zliwia jego rozwi ↪↪↪azanie (w przepro-

wadzonych symulacjach komunikat taki otrzymali�smy w chwili t = 2.496).

Zajmiemy si ↪↪↪e obecnie wyznaczeniem osobliwego fragmentu poszukiwa-
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nej trajektorii, zgodnie z algorytmem metody postaci normalnych. Krok 3

algorytmu wymaga wyznaczenia postaci normalnej kinematyki. Na pod-

stawie wniosku 3.2.4 wiemy, _ze w kon�guracji osobliwej xxxs = (0, 0)T ki-

nematyka badanego manipulatora jest r�ownowa_zna parabolicznej postaci

normalnej. Naszym zadaniem jest zatem znalezienie uk lad�ow wsp�o lrz ↪↪↪ed-

nych ξξξ = φφφ(xxx), ηηη = ψψψ(yyy), w kt�orych b ↪↪↪edzie spe lniona zale_zno�s�c (3.76).

Odwzorowa�n φφφ, ψψψ b ↪↪↪edziemy szuka�c w postaci rozwini ↪↪↪e�c w szereg Taylora.

Ca l ↪↪↪a operacj ↪↪↪e przeprowadzimy w dw�och etapach. W pierwszym etapie znaj-

dziemy uk lady wsp�o lrz ↪↪↪ednych �xxx = �φφφ(xxx), �yyy = �ψψψ(yyy), kt�ore sprowadzaj ↪↪↪a roz-

patrywan ↪↪↪a kinematyk ↪↪↪e do postaci �kkk(�xxx) = (�x1, r(�xxx))T††, w drugim | uk lady

wsp�o lrz ↪↪↪ednych ξξξ = φ̂φφ(�xxx), ηηη = ψ̂ψψ(�yyy) redukuj ↪↪↪ace kinematyk ↪↪↪e
�kkk(�xxx) do para-

bolicznej postaci normalnej kkk0(ξξξ) = (ξ1, ξ
2
2)

T. Odwzorowania φφφ(xxx), ψψψ(yyy)

znajdziemy jako z lo_zenia {
ξξξ = φφφ(xxx) = φ̂φφ ◦ �φφφ(xxx)

ηηη = ψψψ(yyy) = ψ̂ψψ ◦ �ψψψ(yyy).
(3.95)

Po zmianie kolejno�sci wsp�o lrz ↪↪↪ednych zadaniowych kinematyki (2.68)

maj ↪↪↪acej na celu spe lnienie warunku (3.79), kinematyka manipulatora przyj-

muje posta�c

yyy = kkk(xxx) =

(
5s1 + 3s12

5c1 + 3c12

)
. (3.96)

Po rozwini ↪↪↪eciu kinematyki (3.96) w szereg Taylora w otoczeniu punktu oso-

bliwego xxxs = (xs1, xs2)
T = (0, 0)T otrzymujemy

yyy = kkk(xxx) =

(
k1(xxx)

k2(xxx)

)
=

=

(
8x1 − 4

3
x3

1 + 3x2 − 3
2
x2

1x2 − 3
2
x1x

2
2 − 1

2
x3

2 + o4(xxx)

8 − 4x2
1 − 3x1x2 − 3

2
x2

2 + o4(xxx)

)
,

gdzie on(xxx) oznacza ma l ↪↪↪a funkcj ↪↪↪e rz ↪↪↪edu n-tego ze wzgl ↪↪↪edu na sk ladowe we-

ktora xxx‡‡. Wyb�or odwzorowa�n �φφφ(xxx) i �ψψψ(yyy) w postaci{
�xxx = �φφφ(xxx) = (k1(xxx − xxxs), x2 − xs2)

T

�yyy = �ψψψ(yyy) = yyy − kkk(xxxs),

††W og�olno�sci, dla kinematyki nieredundantnej o liczbie stopni swobody n, do posta-

ci �kkk(�xxx) = (�x1 , . . . , �xn−1 , r(�xxx))T , zwanej prenormaln
↪↪↪
a.

‡‡Tzn. w rozwini
↪↪↪
eciu Taylora on(xxx) najni_zsza pot

↪↪↪
ega xxx wynosi n.
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czyli 
�xxx =

(
8x1 − 4

3
x3

1 + 3x2 − 3
2
x2

1x2 − 3
2
x1x

2
2 − 1

2
x3

2 + o4(xxx)

x2

)
�yyy =

(
y1

y2 − 8

)
,

prowadzi do uzyskania kinematyki �kkk(�xxx) opisanej wyra_zeniem

�yyy = �kkk(�xxx) = �ψψψ ◦ kkk ◦ �φφφ−1(�xxx) =

(
�x1

− 1
16

�x2
1 − 15

16
�x2

2 + o4(�xxx)

)
, (3.97)

gdzie

�φφφ−1(�xxx) =

(
1
8
�x1 + 1

3072
�x3

1 − 3
8
�x2 + 15

1024
�x1�x2

2 + 5
512

�x3
2 + o4(�xxx)

�x2

)
.

B ↪↪↪edziemy teraz szuka�c pary odwzorowa�n ξξξ = φ̂φφ(�xxx) = (φ̂1(�xxx), φ̂2(�xxx))T

i ηηη = ψ̂ψψ(�yyy) = (ψ̂1(�yyy), ψ̂2(�yyy))T spe lniaj ↪↪↪acych r�ownanie (3.76) dla kkk(xxx) = �kkk(xxx)

i parabolicznej postaci normalnej kkk0(ξξξ) =
(
ξ1, ξ

2
2

)T
. Na wst ↪↪↪epie zauwa_zmy,

_ze dla pierwszych wsp�o lrz ↪↪↪ednych poszukiwanych przekszta lce�n mamy ξ1 =

φ̂1(�xxx) = �x1, η1 = ψ̂1(�yyy) = �y1. Aby znale�z�c φ̂2(�xxx) i ψ̂2(�yyy), za l�o_zmy _ze

rozwini ↪↪↪ecie w szereg Taylora odwzorowania φ̂φφ(�xxx) ma posta�c

ξξξ =

(
ξ1

ξ2

)
= φ̂φφ(�xxx) =

(
�x1

φ̂2(�xxx)

)
,

gdzie φ̂2(�xxx) = a1�x1 + a2�x2 + a3�x2
1 + a4�x1�x2 + a5�x2

2 + o3(�xxx), a1 ÷ a5 | pa-

rametry rozwini ↪↪↪ecia. W�owczas, z lo_zenie kinematyki kkk0(ξξξ) z φ̂φφ(�xxx) prowadzi

do wyra_zenia

η =

(
η1

η2

)
= kkk0 ◦ φ̂φφ(�xxx) =

(
�x1

φ̂2
2(�x)

)
, (3.98)

gdzie φ̂2
2(�x) = a2

1�x2
1 + 2a1a2�x1�x2 + a2

2�x2
2 + 2a1a3�x3

1 + 2(a2a3 + a1a4)�x
2
1�x2 +

2(a2a4+a1a5)�x1�x2
2+2a2a5�x3

2+o4(�xxx). Z drugiej strony, rozwini ↪↪↪ecie w szereg

Taylora odwzorowania ψ̂ψψ(�yyy) postaci

ηηη =

(
η1

η2

)
= ψ̂ψψ(�y) =

(
�y1

ψ̂2(�yyy)

)
,
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gdzie ψ̂2(�yyy) = b1�y2 + b2�y1 + b3�y2
1 + b4�y3

1 + o4(�y1) zawiera wsp�o lczyn-

nik b1 = ±1 i nieznane parametry b2{b4
†, po z lo_zeniu z �kkk(�xxx) daje

ηηη =

(
η1

η2

)
= ψ̂ψψ ◦ �kkk(�xxx) =

(
�x1

ψ2(�kkk(�xxx))

)
, (3.99)

gdzie ψ2(�kkk(�xxx)) = b2�x1− 1
16

b1�x2
1+b3�x2

1+b4�x3
1− 15

16
b1�x2

2+o4(�xxx). Por�ownanie

wsp�o lczynnik�ow przy odpowiednich pot ↪↪↪egach w (3.98) i (3.99) pozwala

stwierdzi�c, _ze kinematyka (3.97) przyjmuje paraboliczn ↪↪↪a posta�c normaln ↪↪↪a

we wsp�o lrz ↪↪↪ednych
ξξξ = φ̂φφ(�xxx) =

(
�x1√

15
4

�x2 + o3(�xxx)

)

ηηη = ψ̂ψψ(�yyy) =

(
�y1

−�y2 − 1
16

�y2
1 + o4(�y1)

)
.

Analogicznie, na podstawie zale_zno�sci (3.95), mo_zemy stwierdzi�c to samo

o kinematyce (2.68) wyra_zonej we wsp�o lrz ↪↪↪ednych
ξξξ = φφφ(xxx) =

(
8x1 + 3x2 + o3(xxx)

√
15
4

x2 + o3(xxx)

)

ηηη = ψψψ(yyy) =

(
y2

8 − y1 − 1
16

y2
2 + o4(y2)

)
.

Jak wynika z kroku 6 algorytmu metody postaci normalnych, do rozwi ↪↪↪azania

zadania odwrotnego b ↪↪↪edziemy potrzebowa�c odwzorowania φφφ−1, kt�ore ma

posta�c

xxx = φφφ−1(ξξξ) =

(
1
8
ξ1 −

√
3√
20

ξ2 + o3(ξξξ)
4√
15

ξ2 + o3(ξξξ)

)
. (3.100)

Wyliczone przekszta lcenia umo_zliwiaj ↪↪↪a rozwi ↪↪↪azanie zadania w otocze-

niu kon�guracji osobliwych. Analiza przebiegu trajektorii zadanej pozwala

przyj ↪↪↪a�c, _ze ca la trajektoria le_zy w tym otoczeniu, dzi ↪↪↪eki czemu rozwi ↪↪↪azanie

zadania b ↪↪↪edzie si ↪↪↪e sk lada�c jedynie z cz ↪↪↪e�sci osobliwej. Zgodnie z krokiem 4 al-

gorytmu metody postaci normalnych, na lo_zenie odwzorowania ψψψ(yyy) danego

†Szczeg�o lowa analiza dyfeomor�zmu ψ̂ψψ(�y) prowadzi do wniosku, _ze dla dowolnego n

jest on dany jako ψ̂ψψ(�y) = (�y1 , . . . , �yn−1 ,±�yn + f(�y1 , . . . , �yn−1))T , gdzie f(�y1 , . . . , �yn−1))

jest pewn
↪↪↪
a funkcj

↪↪↪
a analityczn

↪↪↪
a, tak

↪↪↪
a _ze f(000) = 0.
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przez (3.2.3) na trajektori ↪↪↪e zadan ↪↪↪a (3.94) pozwala na wyliczenie trajektorii

zadaniowej ηηηd(t) dla parabolicznej postaci normalnej. Rozwi ↪↪↪azanie oso-

bliwego odwrotnego zadania kinematyki dla tej postaci normalnej wed lug

zale_zno�sci (3.90) (krok 5 algorytmu), a nast ↪↪↪epnie wyliczenie odwzorowa-

nia (3.100) wzd lu_z otrzymanego rozwi ↪↪↪azania (krok 6), prowadzi do trajek-

torii pokazanych na rysunku 3.25. Przedstawione rozwi ↪↪↪azanie uzyskano przy

rozwini ↪↪↪eciu odwzorowa�n (3.2.3) w szereg Taylora z dok ladno�sci ↪↪↪a do wyraz�ow

rz ↪↪↪edu si�odmego. W wyra_zeniu (3.90) przyj ↪↪↪eto znak plus. B l ↪↪↪edy po lo_zenia

i pr ↪↪↪edko�sci efektora manipulatora przy tak uzyskanej trajektorii ilustruje ry-

sunek 3.26. Rysunek 3.27 pokazuje �scie_zk ↪↪↪e rzeczywist ↪↪↪a (linia ci ↪↪↪ag la) w prze-

strzeni roboczej uzyskan ↪↪↪a w wyniku rozwi ↪↪↪azania zadania, przedstawion ↪↪↪a

na tle �scie_zki zadanej (linia przerywana). Modu l b l ↪↪↪edu po lo_zenia efektora

osi ↪↪↪aga maksymaln ↪↪↪a warto�s�c 0.122 dla chwili t = 7.88. Dodajmy, _ze dla

czas�ow t ∈ [1, 4] maksymalna warto�s�c b l ↪↪↪edu spada do poziomu 4×10−5 (dla

czas�ow t ∈ [2, 3]‡ jest to ju_z tylko 2×10−9, to znaczy du_zo poni_zej poziomu

b l ↪↪↪ed�ow numerycznych towarzysz ↪↪↪acych metodom jakobianowym). W celu

zmniejszenia b l ↪↪↪ed�ow nale_za loby wykorzysta�c jedynie fragment przedstawio-

nego rozwi ↪↪↪azania osobliwego, a pozosta l ↪↪↪a cz ↪↪↪e�s�c trajektorii znale�z�c zgodnie

z krokiem 2 algorytmu metody postaci normalnych lub okre�sli�c dyfeomor-

�zmy φφφ, ψψψ z wi ↪↪↪eksz ↪↪↪a dok ladno�sci ↪↪↪a. Mo_zna te_z skorzysta�c z metody postaci

normalnych w spos�ob zilustrowany nast ↪↪↪epnym przyk ladem. ¥

PrzykÃlad 3.2.4 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
W tym przyk ladzie przedstawimy rozwi ↪↪↪azanie osobliwego odwrotnego za-

dania kinematyki otrzymane metod ↪↪↪a postaci normalnych po l ↪↪↪aczon ↪↪↪a z bez-

po�sredni ↪↪↪a metod ↪↪↪a algebraiczn ↪↪↪a
§.

Jak wynika z wyra_ze�n (3.89), (3.90) opisuj ↪↪↪acych rozwi ↪↪↪azania osobli-

wego odwrotnego zadania kinematyki dla parabolicznej postaci normalnej,

w otoczeniu kon�guracji osobliwych tego typu mo_zliwe s ↪↪↪a cztery r�o_zne tra-

jektorie przegubowe realizuj ↪↪↪ace zadany ruch. Kr�otka analiza rozwi ↪↪↪azania

odwrotnego zadania kinematyki dla manipulatora typu podw�ojne wahad lo

przy u_zyciu bezpo�sredniego podej�scia algebraicznego, opisanego za pomoc ↪↪↪a

wzoru (3.10), prowadzi do wniosku, _ze w otoczeniu kon�guracji osobli-

wych rozwi ↪↪↪azanie to opisuje jedynie dwie trajektorie realizuj ↪↪↪ace zadany

ruch. S ↪↪↪a to trajektorie typu (3.89). Aby uzyska�c w postaci jawnej dwa

pozosta le rozwi ↪↪↪azania (typu (3.90)), nale_zy zmody�kowa�c posta�c funkcji s2

‡Wi
↪↪↪
ec wci

↪↪↪
a_z w du_zej odleg lo�sci od kon�guracji osobliwej.

§Zobacz przyk lad 3.1.1.
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Rysunek 3.25 Przybli_zone rozwi ↪↪↪azanie osobliwego zadania odwrotnego dla

podw�ojnego wahad la uzyskane metod ↪↪↪a postaci normalnych.

Rysunek 3.26 B l
↪↪↪
edy po lo_zenia i pr

↪↪↪
edko�sci efektora przy metodzie postaci nor-

malnych w wersji przybli_zonej.
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4 5 6 7 8
y1

- 2

- 1

1

2

y2

Rysunek 3.27 �Scie_zka zadana i �scie_zka rzeczywista efektora manipulatora typu

podw�ojne wahad lo.

wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪acej w r�ownaniach (3.10) de�niuj ↪↪↪ac j ↪↪↪a jako

s2 = ±
∏

tsi∈T

sgn(t − tsi)

√
1 − c2

2,

gdzie T jest zbiorem chwil opisanym w kroku 1 algorytmu na stronie 142.

Je�sli trajektoria zadaniowa wymaga jednokrotnego wprowadzenia manipu-

latora w kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a, w�owczas funkcja s2 = ± sgn(t− ts)
√

1 − c2
2,

gdzie ts oznacza chwil ↪↪↪e osi ↪↪↪agni ↪↪↪ecia przez manipulator kon�guracji osobliwej.

Za l�o_zmy, _ze zadaniem manipulatora jest ponownie realizacja trajektorii

zadanej wyra_zeniem (3.94). Rozwi ↪↪↪azanie tego zadania bezpo�sredni ↪↪↪a me-

tod ↪↪↪a algebraiczn ↪↪↪a (zale_zno�s�c (3.10) z funkcj ↪↪↪a s2 dan ↪↪↪a przez (3.7)) przedsta-

wili�smy na rysunku 3.28. Rozwi ↪↪↪azanie uzyskane po uwzgl ↪↪↪ednieniu om�owio-

nych wy_zej mody�kacji przedstawiono na rysunku 3.29. Por�ownanie tych

rozwi ↪↪↪aza�n wykazuje, _ze, w przeciwie�nstwie do pierwszego, drugie z nich

jest g ladkie w ca lej swojej dziedzinie. W chwili ts = 2.5, gdy manipu-

lator osi ↪↪↪aga kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a, pojawia si ↪↪↪e skok pr ↪↪↪edko�sci trajekto-

rii przegubowej (kt�oremu teoretycznie towarzysz ↪↪↪a niesko�nczone przyspie-

szenia w przegubach), powoduj ↪↪↪acy szarpni ↪↪↪ecie przegub�ow manipulatora.

Na zako�nczenie dodajmy, _ze obu przedstawionym rozwi ↪↪↪azaniom towarzy-

szy ly b l ↪↪↪edy po lo_zenia efektora na poziomie dok ladno�sci prowadzonych obli-

cze�n (10−16). ¥
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Rysunek 3.28 Rozwi ↪↪↪azanie osobliwego zadania odwrotnego dla podw�ojnego wa-

had la uzyskane bezpo�sredni ↪↪↪a metod ↪↪↪a algebraiczn ↪↪↪a.

Rysunek 3.29 Dok ladne rozwi ↪↪↪azanie osobliwego zadania odwrotnego dla podw�oj-

nego wahad la uzyskane metod ↪↪↪a postaci normalnych.
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PrzykÃlad 3.2.5 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Rozpatrzmy manipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym, opisany

kinematyk ↪↪↪a (2.76), kt�orego zbi�or kon�guracji osobliwych jest zde�niowany

przez (2.144). Po zmianie kolejno�sci wsp�o lrz ↪↪↪ednych{
(�x1, �x2, �x3, �x4, �x5, �x6) = (x6, x2, x3, x4, x5, x1)

(�y1, �y2, �y3, �y4, �y5, �y6) = (y6, y2, y3, y4, y5, y1)

otrzymujemy kinematyk ↪↪↪e manipulatora w postaci

�yyy = �kkk(�xxx) =



π − �x1

−d1 + d6c5 − a2s3 − a3s4

�x6 + s2(a2c3 + a3c4 + d6s5)

−�x2

π − �x5

c2(a2c3 + a3c4 + d6s5)


,

gdzie si, ci oznacza odpowiednio sin �xi i cos �xi. Zauwa_zmy, _ze dokonana

zmiana wsp�o lrz ↪↪↪ednych nie zmienia zbioru kon�guracji osobliwych (2.144),

z lo_zonego jedynie z osobliwo�sci korz ↪↪↪edu 1. Dla tak okre�slonej kinematyki

lewa strona warunku (3.79) przyjmuje warto�s�c a2a3 sin �x2 sin(�x3−�x4), kt�ora,

po uwzgl ↪↪↪ednieniu ogranicze�n konstrukcyjnych manipulatora, w kon�gura-

cjach osobliwych jest zawsze r�o_zna od zera. W otoczeniu

UUU =
{
(�x1, �x2, �x3, �x4, �x5, �x6)

T
∣∣ −π 6 �x1 6 π, 0 < �x2 6 17

18
π,

5
18

π 6 �x3 6 13
18

π, −2
9
π 6 �x4 6 5

36
, 5

18
π 6 �x3 − �x4 6 13

18
π,

0 6 �x5 6 1
2
π, 0 6 �x6 6 1.5

}
punktu osobliwego �xxx0 = (�x1, π/2, �x3, �x4, �x5, �x6)

T zde�niujemy, zgodnie z r�ow-

naniem (3.84), lokalny uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych

ξξξ =

ξ1

...

ξ6

 = φφφ(�xxx) =



π − �x1

−d1 + d6c5 − a2s3 − a3s4

�x6 + s2(a2c3 + a3c4 + d6s5)

−�x2

π − �x5

�x6


.

W nowych wsp�o lrz ↪↪↪ednych ξξξ0 = φφφ(�xxx0) = (π − �x01,−d1 + d6c05 − a2s03 −

a3s04, �x06+a2c03+a3c04+d6s05, −π/2, π− �x05, �x06)
T, gdzie s0i, c0i oznacza
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sin �x0i i cos �x0i. Otoczenie VVV = φφφ(UUU) punktu ξξξ0 jest r�owne

VVV =
{
(π − �x1, −d1 + d6c5 − a2s3 − a3s4, �x6 + s2(a2c3 + a3c4 + d6s5),

− x2, π − �x5, �x6)
T

∣∣ −π 6 �x1 6 π, 0 < �x2 6 17
18

π, 5
18

π 6 �x3 6 13
18

π,

−2
9
π 6 �x4 6 5

36
, 5

18
π 6 �x3 − �x4 6 13

18
π, 0 6 �x5 6 1

2
π, 0 6 �x6 6 1.5

}
.

Wybieraj ↪↪↪ac zbi�or VVV4 = VVV43 × {−π/2} × VVV42
¶ otrzymujemy φφφ−1(VVV4) =

VVV41× {π/2} × VVV44 i stwierdzamy, _ze φφφ−1(VVV4) ⊂ S1 ∩UUU co oznacza, _ze jest

spe lniony warunek (3.86) z wniosku 3.2.3. R�o_zniczka wyznacznika jakobianu

analitycznego (2.143) wynosi

d(det JJJa)(�xxx0) = (0, a2a3 sin(x03− x04), 0, 0, 0, 0).

Poniewa_z element
(

∂φφφ
∂xxx

(xxx0)
)−1

24
jest r�owny −1, warunek (3.87) jest tak_ze

spe lniony. W rezultacie, z wniosku 3.2.3 wynika nast ↪↪↪epuj ↪↪↪aca konkluzja.

Wniosek 3.2.6 W otoczeniu kon�guracji osobliwych kinematyka ma-

nipulatora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym jest r�ownowa_zna

hiperbolicznej postaci normalnej

kkk0(xxx) = (x1, . . . , x5, x6x4)
T. (3.101)

¥

PrzykÃlad 3.2.6 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Za l�o_zmy, _ze zadaniem manipulatora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym

jest przemieszczenie efektora wzd lu_z trajektorii zadaniowej, okre�slonej w as-

pekcie wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0Y0Z0φθψ, gdzie φ, θ i ψ s ↪↪↪a k ↪↪↪atami Eulera Y-Z-Y,

wyra_zeniem

yyyd(t) =

yd1(t)
...

yd6(t)

 =



0.2 sin
(

π
2
t
)

−0.7 − 0.01t

1 + 0.2 cos
(

π
2
t
)

−π
2

+ 0.3 sin
(

π
2
t
)

π

π


, (3.102)

dla przedzia lu czasu t ∈ I = [0, 10][s]. Analiza kinematyki manipulatora,

okre�slonej w aspekcie tych wsp�o lrz ↪↪↪ednych zale_zno�sci ↪↪↪a (2.76), prowadzi do

¶VVV4i ∈ Ri | zbiory otwarte.
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wniosku, _ze realizacja trajektorii zadanej wymaga wprowadzenia manipula-

tora w kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a wtedy i tylko wtedy, gdy

yd1
(ts) = 0,

w chwili ts, takiej _ze yd4
(ts) = ±π/2

∥. Dla trajektorii (3.102) warunek

ten jest spe lniony dla ts ∈ T = {0, 2, 4, 6, 8, 10}[s] i powoduje, _ze zadanie nie

mo_ze zosta�c rozwi ↪↪↪azane ani korzystaj ↪↪↪ac z regularnych metod jakobianowych,

ani przy u_zyciu podej�scia algebraicznego∗∗.

Wida�c, _ze zgodnie z algorytmem metody postaci normalnych powinni�s-

my powt�orzy�c jego kroki 2{6 sze�s�c razy, otrzymuj ↪↪↪ac tym samym trajektori ↪↪↪e

przegubow ↪↪↪a z lo_zon ↪↪↪a z jedenastu fragment�ow, pocz ↪↪↪awszy od fragmentu oso-

bliwego. Zgodnie z wcze�sniejsz ↪↪↪a zapowiedzi ↪↪↪a post ↪↪↪apimy jednak inaczej. Jak

pokazano w poprzednim przyk ladzie, w kon�guracjach osobliwych rozpatry-

wana kinematyka jest r�ownowa_zna hiperbolicznej postaci normalnej (3.101).

Aby przy takiej postaci normalnej uzyskane rozwi ↪↪↪azanie by lo ci ↪↪↪ag le, nale_zy

do jego okre�slenia skorzysta�c z zale_zno�sci (3.91), co oznacza, _ze w kon�gu-

racjach osobliwych rozwi ↪↪↪azanie b ↪↪↪edzie mia lo posta�c

xxxd(ts) = φφφ−1

(
lim

τ→ts

r0r0r0(ψψψ(yyyd(τ)))

)
. (3.103)

Ze wzgl ↪↪↪edu na g ladko�s�c odwzorowania φφφ−1(ξξξ), wyra_zenie (3.103) mo_zna

przekszta lci�c do postaci

xxxd(ts) = lim
τ→ts

φφφ−1(r0r0r0(ψψψ(yyyd(τ)))).

Poniewa_z φφφ−1(r0r0r0(ψψψ(yyyd(τ)))) jest rozwi ↪↪↪azaniem odwrotnego zadania kine-

matyki uzyskanym przy u_zyciu bezpo�sredniego podej�scia algebraicznego,

dochodzimy do konkluzji, _ze w przypadku osobliwym rozwi ↪↪↪azanie odwrot-

nego zadania kinematyki mo_ze by�c okre�slone jako

xxxd(ts) = lim
τ→ts

rrr(yyyd(τ)), (3.104)

gdzie rrr(yyy) jest dane przez (3.15). Trajektorie przegubowe uzyskane przy

u_zyciu formu ly (3.104), odpowiadaj ↪↪↪ace trajektorii zadaniowej (3.102), prze-

dstawia rysunek 3.30. Nie pokazane na rysunku sk ladowe trajektorii s ↪↪↪a

∥Je�sli dla takiego ts sk ladowa yd1
(ts) trajektorii nie jest r�owna 0 to znaczy, _ze trajek-

toria le_zy poza przestrzeni
↪↪↪
a robocz

↪↪↪
a manipulatora.

∗∗W tym drugim przypadku, w wyra_zeniach opisuj
↪↪↪
acych kinematyk

↪↪↪
e odwrotn

↪↪↪
a w oso-

bliwo�sciach pojawia si
↪↪↪
e dzielenie przez zero.
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Rysunek 3.30 Rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-

towanego na torze jezdnym uzyskane metod ↪↪↪a postaci normalnych.

stale r�owne 0. B l ↪↪↪edy pope lnione podczas oblicze�n zawiera ly si ↪↪↪e w granicach

dok ladno�sci prowadzonych oblicze�n numerycznych (10−16). ¥

3.2.3 Metoda jakobianu doÃl ↪↪↪aczonego

W przypadku punktowego zadania odwrotnego algorytm osobliwej kinema-

tyki odwrotnej powinien by�c w stanie wyznaczy�c kon�guracje osobliwe reali-

zuj ↪↪↪ace okre�slone po lo_zenie i orientacj ↪↪↪e w przestrzeni zadaniowej. W tym celu

rozwa_zymy najpierw punktowe zadanie odwrotne przy okre�slonym yyyd, dla

kinematyki nieredundantnej yyy = kkk(xxx) o n stopniach swobody. Przy braku

kon�guracji osobliwych do rozwi ↪↪↪azania tego zadania stosowali�smy algorytm

Newtona (3.21). Obecnie przedstawimy pewne uog�olnienie algorytmu New-

tona, zwane algorytmem Newtona-Smale'a. Wybierzmy kon�guracj ↪↪↪e po-

cz ↪↪↪atkow ↪↪↪a xxx0. Je_zeli kkk(xxx0) = yyyd, to zadanie odwrotne jest rozwi ↪↪↪azane.

W przeciwnym wypadku za l�o_zmy, _ze w ka_zdej kon�guracji jest spe lniony

warunek transwersalno�sci

rank
[
JJJa(xxx) kkk(xxx0) − yyyd

]
= n. (3.105)

Warunek ten jest w oczywisty spos�ob spe lniony w kon�guracjach regular-

nych. Natomiast, je_zeli xxx oznacza kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a, to warunek trans-

wersalno�sci wymaga, by wektor kkk(xxx0) − yyyd uzupe lnia l przestrze�n genero-

wan ↪↪↪a przez kolumny jakobianu analitycznego JJJa(xxx) do przestrzeni zadanio-
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wej Rn, zatem by l transwersalny do podprzestrzeni rozpi ↪↪↪etej przez kolumny

tej macierzy w kon�guracji xxx. W kon�guracji osobliwej spe lnienie warunku

transwersalno�sci poci ↪↪↪aga za sob ↪↪↪a wymaganie, aby korz ↪↪↪ad kon�guracji by l

r�owny 1. Dla takich kon�guracji warunek transwersalno�sci jest mo_zliwy

do spe lnienia dzi ↪↪↪eki odpowiedniemu doborowi kon�guracji pocz ↪↪↪atkowej lub

docelowych wsp�o lrz ↪↪↪ednych zadaniowych. Przy spe lnionym warunku (3.105)

algorytm Newtona-Smale'a jest zde�niowany za po�srednictwem uk ladu r�ow-

na�n r�o_zniczkowych

_xxx = −α adj JJJa(xxx)(kkk(xxx) − yyyd), (3.106)

z warunkiem pocz ↪↪↪atkowym xxx0, w kt�orym adj JJJa(xxx) oznacza macierz do l ↪↪↪a-

czon ↪↪↪a jakobianu analitycznego JJJa(xxx)∗. Przypominamy, _ze macierz do l ↪↪↪aczona

posiada nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a w lasno�s�c

(adj JJJa)JJJa = JJJa adj JJJa = det JJJaIn.

Znak wsp�o lczynnika α w algorytmie (3.106) jest taki jak znak wyznacznika

jakobianu w punkcie startowym algorytmu, sgn α = sgn det JJJa(xxx0). Algo-

rytm Newtona-Smale'a zapewnia asymptotyczne rozwi ↪↪↪azanie punktowego

zadania odwrotnego w tym sensie, _ze limt→+∞ xxx(t) = xxxd oraz yyyd = kkk(xxxd).

Algorytm ten mo_zna rozszerzy�c na punktowe zadanie odwrotne dla kine-

matyki redundantnej yyy = kkk(xxx), m > n. Wybierzmy kon�guracj ↪↪↪e pocz ↪↪↪at-

kow ↪↪↪a xxx0 i niech yyyd oznacza docelowe wsp�o lrz ↪↪↪edne zadaniowe. Przyjmijmy

warunek transwersalno�sci postaci

rank
[
JJJa(xxx)JJJaT(xxx) kkk(xxx0) − yyyd

]
= m. (3.107)

Bior ↪↪↪ac to pod uwag ↪↪↪e, rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego otrzymuje si ↪↪↪e jako

granic ↪↪↪e przy t → +∞ trajektorii xxx(t) uk ladu

_xxx = −αJJJaT(xxx) adj
(
JJJa(xxx)JJJaT(xxx)

)
(kkk(xxx) − yyyd), (3.108)

zainicjowanego w xxx0. We wzorze (3.108) adj ponownie oznacza macierz do l ↪↪↪a-

czon ↪↪↪a, natomiast znak wsp�o lczynnika α jest taki jak sgn det
(
JJJa(xxx0)JJJ

aT(xxx0)
)
.

Analiza dzia lania algorytmu Newtona-Smale'a pokazuje, _ze w wyniku re-

alizacji trajektorii b ↪↪↪ed ↪↪↪acej rozwi ↪↪↪azaniem uk ladu (3.106) lub (3.108), ruch

w przestrzeni zadaniowej odbywa si ↪↪↪e wzd lu_z linii prostej yyy = yyy0+s(yyyd−yyy0),

przy czym rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego odpowiada warto�sci parame-

tru s = 1. W efekcie, w przestrzeni zadaniowej zostaje zde�niowany pewien

∗Zobacz dodatek A.1.



3.2 Osobliwe odwrotne zadanie kinematyki 165

Rysunek 3.31 Trajektorie przegubowe uzyskane przy zastosowaniu algorytmu

Newtona-Smale'a.

Rysunek 3.32 Trajektorie przegubowe uzyskane przy zastosowaniu algorytmu

Newtona.

prostoliniowy tor (�scie_zka) ruchu, a celem algorytmu kinematyki odwrotnej

jest zapewnienie ruchu wzd lu_z tego toru. Dynamika ruchu wzd lu_z toru ma

znaczenie drugorz ↪↪↪edne.

PrzykÃlad 3.2.7 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Rozpatrzmy manipulator typu podw�ojne wahad lo, kt�orego ramiona maj ↪↪↪a

d lugo�s�c l1 = 5, l2 = 3, opisany kinematyk ↪↪↪a (2.68). Niech naszym zada-

niem b ↪↪↪edzie okre�slenie kon�guracji manipulatora, przy kt�orej jego efektor

osi ↪↪↪aga punkt yyyd = (8, 0)T trajektorii (3.94) dla t = 2.5. Jak wiemy z po-

przednich przyk lad�ow, w tym celu manipulator musi przyj ↪↪↪a�c kon�guracj ↪↪↪e

osobliw ↪↪↪a. Efekt zastosowania algorytmu Newtona-Smale'a (3.106) zainicjo-

wanego w punkcie xxx0 = (1, 1)T, przy r�o_znych warto�sciach parametru α,

przedstawia rysunek 3.31.

Nieco zaskakuj ↪↪↪acym wydaje si ↪↪↪e spostrze_zenie, _ze postawione wy_zej za-

danie mo_zna tak_ze rozwi ↪↪↪aza�c stosuj ↪↪↪ac algorytm Newtona (3.21), pomimo

�zle uwarunkowanego uk ladu r�owna�n opisuj ↪↪↪acych ten algorytm (osobliwa

macierz JJJa(ξξξ)). Komplet wynik�ow analogicznych do przedstawionych na

rysunku 3.31, uzyskany przy pomocy algorytmu Newtona, pokazuje rysu-

nek 3.32. ¥
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3.2.4 Metoda przestrzeni zerowej

Gdyby p�oj�s�c dalej za tokiem rozumowania przedstawionym w poprzednim

podrozdziale i dopu�sci�c jako rozwi ↪↪↪azanie odwrotnego zadania kinematyki

ka_zdy ruch w przestrzeni zadaniowej wzd lu_z zadanego toru yyyd(s), bez okre-

�slania dynamiki tego ruchu, to mo_zliwo�sci rozwi ↪↪↪azania osobliwego zada-

nia odwrotnego wzrosn ↪↪↪a. Niech zatem b ↪↪↪edzie dany manipulator nieredun-

dantny z kinematyk ↪↪↪a yyy = kkk(xxx). Sformu lujmy odwrotne zadanie kinematyki

w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob:

Dana jest krzywa yyyd(s) w przestrzeni zadaniowej, znale�z�c tra-

jektori ↪↪↪e ruchu przegub�ow xxxd(t) i dobra�c dynamik ↪↪↪e ruchu wzd lu_z

krzywej yyyd(s) (tzn. zale_zno�s�c parametru od czasu), tak aby

yyyd(s(t)) = kkk(xxxd(t)). (3.109)

Aby rozwi ↪↪↪aza�c tak rozszerzone zadanie, potraktujemy s jako dodatkow ↪↪↪a

wsp�o lrz ↪↪↪edn ↪↪↪a przegubow ↪↪↪a i zde�niujemy odwzorowanie

FFF(xxx, s) = kkk(xxx) − yyyd(s). (3.110)

Zak ladaj ↪↪↪ac, _ze istnieje rozwi ↪↪↪azanie (xxxd(t), s(t)) zadania odwrotnego, obli-

czamy pochodn ↪↪↪a lewej strony wyra_zenia (3.110) wzgl ↪↪↪edem czasu. Na mocy

zale_zno�sci (3.109) [
∂FFF(xxx, s)

∂xxx

∂FFF(xxx, s)

∂s

](
_xxx

_s

)
= 000,

sk ↪↪↪ad wynika, _ze trajektoria (xxxd(t), s(t)) stanowi krzyw ↪↪↪a ca lkow ↪↪↪a uk ladu

dynamicznego ruchu w lasnego dla kinematyki (3.110)(
_xxxd

_s

)
= XXX(xxxd, s). (3.111)

Pole wektorowe ruchu w lasnego XXX(xxx, s) ∈ Ker
[

∂FFF
∂xxx

∂FFF
∂s

]
de�niuje si ↪↪↪e w spo-

s�ob kanoniczny formu l ↪↪↪a (3.59), a zatem

Xi(xxx, s) = (−1)i+1 det

[
∂FFF(xxx, s)

∂xxx

∂FFF(xxx, s)

∂s

]i

, (3.112)
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gdzie wyznacznik jest obliczany po usuni ↪↪↪eciu i-tej kolumny z macierzy Ja-

cobiego odwzorowania FFF(xxx, s). Zauwa_zmy, _ze ostatnia sk ladowa pola wek-

torowego ruchu w lasnego, XXXn+1(xxx, s) = det JJJa(xxx), co oznacza, _ze dynamika

ruchu wzd lu_z krzywej yyyd(s) jest zde�niowana przez uk lad

_s = det JJJa(xxxd). (3.113)

Widzimy, _ze efektor zatrzymuje si ↪↪↪e w obrazach kon�guracji osobliwych.

Je_zeli dodatkowo przyj ↪↪↪a�c warunek transwersalno�sci

rank

[
JJJa(xxx)

dyyyd(s)

ds

]
= n, (3.114)

to w ka_zdym punkcie XXX(xxx, s) ̸= 0, a zatem trajektoria w przestrzeni przegu-

bowej przechodzi przez kon�guracje osobliwe bez zatrzymania.

PrzykÃlad 3.2.8 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Jak wiemy, metoda przestrzeni zerowej pozwala na rozwi ↪↪↪azanie osobliwego

odwrotnego zadania kinematyki przy danej �scie_zce w przestrzeni zadanio-

wej. Przyjmijmy wi ↪↪↪ec, _ze zadanie manipulatora polega na wykonaniu ruchu

efektora wzd lu_z �scie_zki w kszta lcie okr ↪↪↪egu∗

yyyd(s) =

(
yd1(s)

yd2(s)

)
=

(
6 + 2 sin

(
π
5
s
)

2 cos
(

π
5
s
) )

. (3.115)

Ponownie, �scie_zk ↪↪↪e dobrano tak, aby zawiera la kon�guracje osobliwe (tutaj

dla s mod 10 = 2.5). W rezultacie zastosowania metody przestrzeni zerowej

otrzymujemy parametryzacj ↪↪↪e czasow ↪↪↪a s(t) zadanej �scie_zki oraz trajektori ↪↪↪e

przegubow ↪↪↪a xxxd(t) odpowiadaj ↪↪↪ace trajektorii zadaniowej yyyd(s(t)). Przebiegi

te, wynikaj ↪↪↪ace z rozwi ↪↪↪azania uk ladu r�owna�n (3.111) zainicjowanych w punk-

cie xxx0 = (0.805,−1.37)T, s0 = 0, przedstawiaj ↪↪↪a rysunki 3.33 i 3.34.

Jak wida�c z rysunk�ow, w przedziale czasu I = [0, 10] efektor mani-

pulatora wykona l niemal pi ↪↪↪e�c obrot�ow. Ka_zdorazowo, gdy manipulator

zbli_za l si ↪↪↪e do kon�guracji osobliwej, zatrzymywa l si ↪↪↪e. Symulacje pokazuj ↪↪↪a,

_ze w metodzie nie mamy wp lywu ani na to, czy manipulator przejdzie przez

kon�guracj ↪↪↪e osobliw ↪↪↪a (czemu na skutek zmiany wyznacznika jakobianu ma-

nipulatora zawsze towarzyszy zmiana kierunku realizacji �scie_zki | zobacz

r�ownanie (3.113)), czy tylko ulegnie odbiciu od niej, ani na to, w kt�or ↪↪↪a stron ↪↪↪e

zachodzi ruch (funkcja s(t) nie musi by�c monotoniczna). W przedstawionym

∗Kt�orej odpowiada mi
↪↪↪
edzy innymi trajektoria (3.94).
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s

Rysunek 3.33 Parametryzacja czasowa �scie_zki uzyskana metod ↪↪↪a przestrzeni ze-

rowej.

przypadku trajektoria przegubowa najpierw przechodzi przez osobliwo�s�c

w chwili t = 1.24, nast ↪↪↪epnie doznaje odbicia (w dw�och chwilach t = 3.35,

t = 5.47) i przechodzi ponownie (przy t = 7.60). Zauwa_zmy, _ze z dala

od kon�guracji osobliwych uzyskane rozwi ↪↪↪azania charakteryzuj ↪↪↪a si ↪↪↪e du_zymi

pr ↪↪↪edko�sciami i bardzo du_zymi przyspieszeniami (por�ownaj rozwi ↪↪↪azania me-

tod ↪↪↪a postaci normalnych | przyk lady 3.2.3 i 3.2.4, oraz metod ↪↪↪a jakobianu

odpornego | przyk lad 3.2.9). B l ↪↪↪edy towarzysz ↪↪↪ace rozwi ↪↪↪azaniu metod ↪↪↪a

przestrzeni zerowej pokazuje rysunek 3.35. ¥

3.2.5 Metoda jakobianu odpornego

W praktyce cz ↪↪↪esto wystarczaj ↪↪↪ace jest uzyskanie przybli_zonego rozwi ↪↪↪azania

zadania odwrotnego. Dominuj ↪↪↪ac ↪↪↪a metod ↪↪↪a przybli_zon ↪↪↪a jest metoda naj-

mniejszych kwadrat�ow pozwalaj ↪↪↪aca na otrzymanie algorytm�ow analogicz-

nych do (3.20), (3.28), (3.33), dobrze okre�slonych tak_ze w pobli_zu kon�gu-

racji osobliwych. Istot ↪↪↪a metody najmniejszych kwadrat�ow jest zast ↪↪↪apienie

odwrotno�sci lub pseudoodwrotno�sci jakobianu analitycznego, �zle uwarunko-

wanego w kon�guracjach osobliwych, odwrotno�sci ↪↪↪a przybli_zon ↪↪↪a, lecz uod-

pornion ↪↪↪a na obecno�s�c osobliwo�sci. Odwrotno�s�c przybli_zon ↪↪↪a wyznacza si ↪↪↪e

przez minimalizacj ↪↪↪e kwadratowej funkcji jako�sci

V(vvv) =
1

2
λvvvTvvv +

1

2
(www − JJJa(xxx)vvv)T(www − JJJa(xxx)vvv),

b ↪↪↪ed ↪↪↪acej sum ↪↪↪a wa_zon ↪↪↪a energii ruchu w przegubach oraz kwadratu b l ↪↪↪edu

pr ↪↪↪edko�sci, w kt�orej λ > 0 jest wag ↪↪↪a sk ladnika energii. Po wykonaniu odpo-

wiednich przekszta lce�n wyliczamy

JJJaλ(xxx) =
(
λIn + JJJaT(xxx)JJJa(xxx)

)−1
JJJaT(xxx) =

= JJJaT(xxx)
(
λIm + JJJa(xxx)JJJaT(xxx)

)−1
. (3.116)
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Rysunek 3.34 Trajektorie po lo_zenia, pr
↪↪↪
edko�sci i przyspieszenia przegub�ow uzy-

skane przy zastosowaniu metody przestrzeni zerowej.

Rysunek 3.35 B l
↪↪↪
edy po lo_zenia i pr

↪↪↪
edko�sci efektora przy metodzie przestrzeni

zerowej.
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Zauwa_zmy, _ze druga z formu l w wyra_zeniu (3.116) przy λ = 0 staje si ↪↪↪e

prawostronn ↪↪↪a pseudoodwrotno�sci ↪↪↪a JJJa#(xxx) jakobianu analitycznego (zde�-

niowanego dla macierzy WWW = In). W og�olno�sci, rola parametru λ polega na

zapewnieniu istnienia macierzy odwrotnych de�niuj ↪↪↪acych JJJaλ(xxx) w kon�gu-

racjach osobliwych manipulatora. Poniewa_z przy λ > 0

JJJa(xxx)JJJaλ(xxx) ̸= Im oraz JJJaλ(xxx)JJJa(xxx) ̸= In,

rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego przy zastosowaniu odwrotno�sci JJJaλ(xxx) jest

przybli_zone. Zast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac w formu lach (3.20), (3.28) (JJJa)−1(xxx) lub JJJa#(xxx)

przez JJJaλ(xxx) otrzymujemy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy algorytm jakobianu odpornego

_xxxd = JJJaλ(xxxd) _yyyd. (3.117)

Przy za lo_zeniu, _ze kon�guracja pocz ↪↪↪atkowa xxx0 tego algorytmu jest nieoso-

bliwa, mo_zemy do jej wyznaczenia pos lu_zy�c si ↪↪↪e algorytmem (3.21) lub (3.29).

Uodporniona na osobliwo�sci wersja algorytmu (3.33) ma posta�c

_xxxd = JJJaλ(xxxd) _yyyd +
(
In − JJJaλ(xxxd)JJJa(xxxd)

)
vvv. (3.118)

PrzykÃlad 3.2.9 (Manipulator typu podwójne wahadÃlo)
Aby przekona�c si ↪↪↪e, jakie s ↪↪↪a skutki uodpornienia na osobliwo�sci metody jako-

bianu odwrotnego, rozwi ↪↪↪a_zemy najpierw metod ↪↪↪a jakobianu odpornego zada-

nie postawione w przyk ladzie 3.1.5. Niech efektor manipulatora ma pod ↪↪↪a_za�c

wzd lu_z trajektorii zadaniowej (3.23). Rozwi ↪↪↪azanie tak postawionego za-

dania uzyskane po sca lkowaniu r�owna�n (3.117) z parametrem λ = 0.001,

zainicjowanych w punkcie xxx0 = (−0.201, 1.74)T, wygl ↪↪↪ada podobnie do roz-

wi ↪↪↪azania przedstawionego na rysunku 3.4. R�o_znica pojawia si ↪↪↪e natomiast

w przebiegach b l ↪↪↪ed�ow po lo_zenia i pr ↪↪↪edko�sci efektora. W tym przypadku,

opr�ocz b l ↪↪↪ed�ow numerycznych, wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪a b l ↪↪↪edy metody, co wyra�znie wida�c

na rysunku 3.36 (por�ownaj z rysunkiem 3.5). Prowadzi to do zwi ↪↪↪ekszenia

sumarycznych b l ↪↪↪ed�ow o ponad jeden rz ↪↪↪ad wielko�sci. Dodajmy, _ze czas ob-

licze�n wzr�os l w podobnym stosunku.

Przejd�zmy teraz do rozwi ↪↪↪azania odwrotnego zadania kinematyki metod ↪↪↪a

jakobianu odpornego w sytuacji, gdy trajektoria zadana wymaga osi ↪↪↪agni ↪↪↪ecia

kon�guracji osobliwej. W tym celu za_z ↪↪↪adajmy, aby efektor manipulatora

pod ↪↪↪a_za l wzd lu_z trajektorii zadaniowej (3.94). Rozwi ↪↪↪azuj ↪↪↪ac to zadanie z wy-

korzystaniem r�owna�n (3.117) z parametrem λ = 0.001, zainicjowanych w pu-

nkcie xxx0 = (0.805,−1.37)T, otrzymujemy trajektorie przedstawione na ry-

sunku 3.37. Por�ownanie tych trajektorii z rozwi ↪↪↪azaniami zadania uzyska-
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Rysunek 3.36 B l
↪↪↪
edy po lo_zenia i pr

↪↪↪
edko�sci efektora towarzysz ↪↪↪ace trajektorii re-

gularnej przy algorytmie jakobianu odpornego.

Rysunek 3.37 Rozwi ↪↪↪azanie osobliwego zadania odwrotnego dla podw�ojnego wa-

had la uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu odpornego.
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Rysunek 3.38 B l
↪↪↪
edy po lo_zenia i pr

↪↪↪
edko�sci efektora towarzysz ↪↪↪ace trajektorii oso-

bliwej przy algorytmie jakobianu odpornego.

nymi dotychczas (zobacz rysunki 3.28 i 3.29) prowadzi do wniosku, _ze s ↪↪↪a

one podobne do rozwi ↪↪↪azania otrzymanego bezpo�sredni ↪↪↪a metod ↪↪↪a algebra-

iczn ↪↪↪a. R�o_znice mi ↪↪↪edzy tymi rozwi ↪↪↪azaniami dotycz ↪↪↪a warto�sci przyspiesze�n

w przegubach manipulatora i wielko�sci b l ↪↪↪ed�ow. Dzi ↪↪↪eki zastosowaniu me-

tody jakobianu odpornego, przyspieszenia zosta ly zredukowane z warto�sci

teoretycznie niesko�nczonej do poziomu pojedynczych rad/s2 (jest to na-

dal znaczna warto�s�c w por�ownaniu z przyspieszeniami wzd lu_z analogicz-

nych trajektorii wynikaj ↪↪↪acymi z metody postaci normalnych). Redukcja

ta zosta la okupiona wielko�sci ↪↪↪a powsta lych b l ↪↪↪ed�ow, przedstawionych na ry-

sunku 3.38, kt�ore w tym przypadku przyjmuj ↪↪↪a znacz ↪↪↪ace warto�sci (o dwa

rz ↪↪↪edy wi ↪↪↪eksze od b l ↪↪↪ed�ow podstawowej metody jakobianowej). Cech ↪↪↪a charak-

terystyczn ↪↪↪a uzyskanego rozwi ↪↪↪azania jest to, _ze maksymalne warto�sci b l ↪↪↪ed�ow

pojawiaj ↪↪↪a si ↪↪↪e w chwilach, gdy trajektoria zadana osi ↪↪↪aga kon�guracje oso-

bliwe. Oczywi�scie, b l ↪↪↪edy te mo_zna zmniejszy�c przez zmniejszenie warto�sci

parametru λ, ale towarzyszy�c temu b ↪↪↪edzie wzrost przyspiesze�n w przegu-

bach manipulatora w pobli_zu kon�guracji osobliwych. ¥

PrzykÃlad 3.2.10 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
W tym przyk ladzie ponownie przyjmiemy, _ze zadaniem manipulatora IRb-6

zamontowanego na torze jezdnym jest przemieszczenie efektora wzd lu_z tra-

jektorii (3.102). Rozwi ↪↪↪azanie tego zadania metod ↪↪↪a jakobianu odpornego

przedstawia rysunek 3.39. Uzyskane rozwi ↪↪↪azanie jest bardzo podobne do

rozwi ↪↪↪azania mo_zliwego do osi ↪↪↪agni ↪↪↪ecia metod ↪↪↪a postaci normalnych. R�o_znice
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Rysunek 3.39 Rozwi ↪↪↪azanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-

towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu odpornego.

dotycz ↪↪↪a dw�och szczeg�o l�ow. Po pierwsze, b l ↪↪↪edy metody jakobianu odpornego

kszta ltuj ↪↪↪a si ↪↪↪e na poziomie 10−3, podczas gdy metodzie postaci normalnych

towarzysz ↪↪↪a jedynie b l ↪↪↪edy numeryczne rz ↪↪↪edu 10−16. Po drugie, znalezienie

rozwi ↪↪↪azania metod ↪↪↪a jakobianu odpornego by lo ponad 1000-krotnie bardziej

czasoch lonne ni_z rozwi ↪↪↪azanie zadania metod ↪↪↪a postaci normalnych. Na do-

miar z lego, przy wielokrotnym powtarzaniu trajektorii zadanej b l ↪↪↪edy w me-

todzie jakobianu odpornego kumuluj ↪↪↪a si ↪↪↪e. ¥

3.3 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Klasyczn ↪↪↪a de�nicj ↪↪↪e przestrzeni roboczej manipulatora podaj ↪↪↪a na przyk lad

prace [Lat93, SS96]. Odwrotne zadanie kinematyki manipulatora nale_zy do

podstawowych zada�n robotyki [MLS94, SV97, SS96, Ang97, CD98]. Z re-

gularnym zadaniem odwrotnym mamy do czynienia wtedy, gdy w celu

jego rozwi ↪↪↪azania nie ma potrzeby wprowadzania manipulatora w kon�gu-

racje osobliwe. Jak zaznaczyli�smy, wyst ↪↪↪epowanie kon�guracji osobliwych

jest konsekwencj ↪↪↪a odmiennej geometrii rozmaito�sci przegubowej i rozma-
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ito�sci zadaniowej [Got86, BW88]. Systematyczn ↪↪↪a technik ↪↪↪e rozwi ↪↪↪azania od-

wrotnego zadania kinematyki w postaci jawnej, bazuj ↪↪↪ac ↪↪↪a na wyk ladniczej

reprezentacji kinematyki, stanowi dekompozycja zadania odwrotnego na

tzw. podproblemy Padena-Kahana, [MLS94]. Przy omawianiu algorytm�ow

kinematyki odwrotnej k ladziemy szczeg�olny nacisk na metody jakobiano-

we [MLS94, SV97, SS96]. Wykorzystanie pseudoodwrotno�sci jakobianu ana-

litycznego do rozwi ↪↪↪azania zadania odwrotnego w przypadku kinematyki re-

dundantnej om�owiono szczeg�o lowo w monogra�i [Nak91]. Koncepcj ↪↪↪e wyko-

rzystania formu ly (3.33) do kszta ltowania przebiegu trajektorii przegub�ow

stosownie do za lo_zonych kryteri�ow sformu lowa l Li�egeois [Li�e77]. Funkcja

odleg lo�sci przedstawiona wzorem (3.36) zosta la zaczerpni ↪↪↪eta z ksi ↪↪↪a_zki [SS96].

Algorytm kinematyki odwrotnej wykorzystuj ↪↪↪acy poj ↪↪↪ecie jakobianu rozsze-

rzonego poda l Bailleul [Bai85]. Algorytm (3.43) pochodzi od Siciliano [SS96].

Wad ↪↪↪a algorytm�ow redundantnej kinematyki odwrotnej wykorzystuj ↪↪↪acych

pseudoodwrotno�s�c jakobianu jest brak powtarzalno�sci [KH83], kt�ora polega

na tym, _ze zamkni ↪↪↪etym trajektoriom (torom) w przestrzeni zadaniowej od-

powiadaj ↪↪↪a zamkni ↪↪↪ete trajektorie (tory) w przestrzeni przegubowej. Kryteria

powtarzalno�sci zosta ly sformu lowane przez Brocketta [Bro84], a nast ↪↪↪epnie

rozwini ↪↪↪ete przez Shamira i Yomdina [SY88]. Powtarzalnymi algorytmami

kinematyki odwrotnej zajmowa l si ↪↪↪e Maciejewski [RM94]. Od wady braku

powtarzalno�sci jest wolny algorytm kinematyki odwrotnej oparty na za-

stosowaniu mno_znik�ow Lagrange'a, zaproponowany przez Changa [Cha87].

Elipsoida manipulowalno�sci i miara manipulowalno�sci (3.53) s ↪↪↪a autorstwa

Yoshikawy [Yos84, Yos91]. Manipulowalno�s�c nale_zy do podstawowych miar

zr ↪↪↪eczno�sci manipulatora. Zagadnieniu miar zr ↪↪↪eczno�sci i fundamentom pro-

jektowania zr ↪↪↪ecznych manipulator�ow po�swi ↪↪↪econo prace [KB87, PB94, SB96].

Na mo_zliwo�s�c unikania kon�guracji osobliwych przy sterowaniu ruchem

manipulator�ow redundantnych zwr�ocili uwag ↪↪↪e Bailleul, Hollerbach i Broc-

kett [BHB84]. Zagadnienia unikania osobliwo�sci dotycz ↪↪↪a prace [Bed91,

BF91] i [Sha90, Bei97, SOC97]. W lasno�sci
"
kon�guracja lokalnie mo_zliwa do

unikni ↪↪↪ecia" i
"
kon�guracja lokalnie niemo_zliwa do unikni ↪↪↪ecia" wraz z kry-

teriami tych w lasno�sci zakorzenionymi w teorii hamiltonowskich uk lad�ow

dynamicznych i w postaciach normalnych kinematyki zosta ly wprowadzone

w pracach [TM95, Tch95b, Tch97, Tch98]. Twierdzenie 3.2.1 pochodzi

z pracy [TM95]. Poj ↪↪↪ecie rozmaito�sci ruchu w lasnego zosta lo wprowadzone

przez Burdicka [Bur89, Bur91]. Hamiltonowskie pola wektorowe zde�nio-

wano w ksi ↪↪↪a_zce [AGLV93]. Twierdzenie 3.2.2 zosta lo wykazane w arty-

kule [Tch95b]. Do automatycznej analizy osobliwo�sci kinematyki wed lug
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kryteri�ow przedstawionych w podrozdziale 3.2.1 s lu_zy program KOSMA,

opisany w pracy [Piw98]. Idea klasy�kacji kinematyki manipulator�ow przy

pomocy prostych modeli matematycznych zwanych postaciami normalnymi

nale_zy do standardowych narz ↪↪↪edzi teorii osobliwo�sci odwzorowa�n, [GG73,

AVGZ85, Arn93]. Pierwsze pr�oby takiej klasy�kacji mo_zna znale�z�c w pra-

cach [Tch90, Tch91]. Uzyskane p�o�zniej wyniki dotycz ↪↪↪a g l�ownie warunk�ow

transformacji kinematyki nieredundantnej i redundantnej do kwadratowej

(parabolicznej) i hiperbolicznej postaci normalnej [Tch95a, MT96, Tch98].

Twierdzenie 3.2.3 pochodzi z pracy [Tch98]. Twierdzenie 3.2.4 prezentu-

jemy po raz pierwszy w niniejszej ksi ↪↪↪a_zce. Jest ono naturaln ↪↪↪a konsekwencj ↪↪↪a

wcze�sniejszych wynik�ow cz ↪↪↪astkowych [Mus96, TMZ97, Tch99]. Podstawy

metody postaci normalnych, polegaj ↪↪↪acej na rozwi ↪↪↪azaniu osobliwego odwrot-

nego zadania kinematyki przez jego redukcj ↪↪↪e do r�ownowa_znego zadania

dla postaci normalnej kinematyki przedstawiono w pracach [Mus96, TM97,

TM98]. Metoda postaci normalnych zosta la poddana wery�kacji ekspe-

rymentalnej na manipulatorze AdeptOne∗, [TM98], oraz na manipulato-

rze IRb-6 zamontowanym na torze jezdnym [MT98]. Wykorzystanie idei

geometrii i topologii r�o_zniczkowej do badania kinematyki manipulator�ow,

bliskie podej�sciu zastosowanemu w metodzie postaci normalnych, zawieraj ↪↪↪a

m. in. prace Kie�era [Kie92, Kie94], Pai i Leu [PL92], Shankara i Sara-

fa [SS95] oraz Chena, O'Neila i Senga [CSO97, OCS97, SOC97]. Podstawy

metody rozwi ↪↪↪azania zadania kinematyki odwrotnej, znanej obecnie jako

metoda jakobianu do l ↪↪↪aczonego, zosta ly podane w pracy [TD93], w kt�orej

zaproponowano zastosowanie do osobliwego odwrotnego zadania kinema-

tyki manipulatora tzw. uog�olnionego algorytmu Newtona, pochodz ↪↪↪acego od

Smale'a, [Sma76] i nazwanego w podrozdziale 3.2.3 algorytmem Newtona-

Smale'a. Metoda zosta la rozwini ↪↪↪eta przez Nencheva i wsp�o lpracownik�ow

w pracach [NU97, T+97, NTU98]. Metoda przestrzeni zerowej pochodzi od

Nencheva [Nen95]; metoda nawi ↪↪↪azuje do pewnych idei sformu lowanych przez

Sampei i Furut ↪↪↪e [SF88] oraz Kie�era [Kie92, Kie94]. Zastosowanie metody

najmniejszych kwadrat�ow do uzyskania przybli_zonego algorytmu kinema-

tyki odwrotnej zaproponowali Nakamura i Hanafusa [NH86, Nak91] oraz

Wampler II [Wam86]. Szczeg�o lowa analiza tego sposobu podej�scia zosta la

przeprowadzona w pracy [CSE94]. Problematyka osobliwo�sci kinematyki

manipulator�ow i algorytm�ow osobliwej kinematyki odwrotnej stanowi ob-

∗Za umo_zliwienie przeprowadzenia tych bada�n jeste�smy zobowi
↪↪↪
azani Prof. W. Jacako-

wi, Uniwersytet Johannesa Keplera, Linz, Austria.
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szar znacznej aktywno�sci badawczej. Jej celem jest opracowanie algorytm�ow

zapewniaj ↪↪↪acych du_z ↪↪↪a dok ladno�s�c przej�scia przez kon�guracje osobliwe i za-

razem nieskomplikowanych poj ↪↪↪eciowo i obliczeniowo. W tym kontek�scie nie-

dostatkiem metody postaci normalnych jest konieczno�s�c rozpoznania typu

osobliwo�sci przed zastosowaniem algorytmu.
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RozdziaÃl 5

Algorytmy sterowania
manipulatorów sztywnych
w przestrzeni zadaniowej

Rozdzia l ten jest po�swi ↪↪↪econy zagadnieniom sterowania manipulator�ow szty-

wnych, a wi ↪↪↪ec uk lad�ow robotycznych o nieruchomej podstawie (bazie) zbu-

dowanych z  la�ncucha ramion b ↪↪↪ed ↪↪↪acych cia lami sztywnymi, po l ↪↪↪aczonych

sztywnymi przegubami. Manipulator mo_ze by�c cz ↪↪↪e�sci ↪↪↪a robota manipulacyj-

nego lub by�c umieszczony na platformie mobilnej∗. Zgodnie z klasycznym

paradygmatem automatyki, najwcze�sniejsze algorytmy sterowania u_zywane

w robotach traktowa ly dynamik ↪↪↪e manipulatora jako zbi�or nie sprz ↪↪↪e_zonych

ze sob ↪↪↪a liniowych obiekt�ow sterowania rz ↪↪↪edu drugiego, opisuj ↪↪↪acych poje-

dyncze stopnie swobody. Do ka_zdego z tych obiekt�ow stosowano regula-

tor typu PD lub PID. To tradycyjne podej�scie dominuje nadal w robotach

przemys lowych, nie jest ono jednak w stanie zagwarantowa�c odpowiedniej

jako�sci sterowania wymaganej we wsp�o lczesnych zastosowaniach robot�ow.

Wiadomo bowiem, _ze podczas realizacji ruch�ow o du_zym zakresie zmian

po lo_zenia i pr ↪↪↪edko�sci, istotn ↪↪↪a rol ↪↪↪e zaczynaj ↪↪↪a odgrywa�c nieliniowo�sci dyna-

miki oraz sprz ↪↪↪e_zenia dynamiczne mi ↪↪↪edzy ogniwami. Wysokie wymagania

dotycz ↪↪↪ace stabilno�sci i dok ladno�sci stawiane obecnie uk ladom sterowania

manipulator�ow mog ↪↪↪a by�c spe lnione wtedy, gdy algorytmy sterowania opie-

raj ↪↪↪a si ↪↪↪e na kompletnych, nieliniowych r�ownaniach dynamiki manipulatora.

Gdy model dynamiki manipulatora nie jest w pe lni znany, u_zywane s ↪↪↪a al-

gorytmy sterowania adaptacyjnego lub odpornego. Algorytmy sterowania

∗Taki uk lad robotyczny nazywa si
↪↪↪
e manipulatorem mobilnym.
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wykorzystuj ↪↪↪ace model dynamiki manipulatora zaczynaj ↪↪↪a obecnie by�c sto-

sowane przez czo lowych producent�ow w robotach przemys lowych.

Zadania sterowania manipulatora mo_zna sklasy�kowa�c w zale_zno�sci od

po_z ↪↪↪adanego zachowania efektora. Najcz ↪↪↪estszym celem sterowania jest prze-

prowadzenie efektora od okre�slonego punktu pocz ↪↪↪atkowego do punktu ko�n-

cowego przestrzeni zadaniowej. W nowoczesnych robotach pojawia si ↪↪↪e jed-

nak potrzeba zapewnienia ruchu efektora wzd lu_z zadanej, zale_znej od czasu

trajektorii. Taki ruch jest niezb ↪↪↪edny w przypadku, gdy zadaniem robota jest

spawanie, malowanie, skrawanie, ci ↪↪↪ecie lub operacje monta_zowe, a w nieda-

lekiej przysz lo�sci precyzyjne operacje chirurgiczne, itp.

W naszych rozwa_zaniach skoncentrujemy si ↪↪↪e na algorytmach sterowa-

nia zapewniaj ↪↪↪acych �sledzenie zadanej trajektorii (zadaniowej lub przegubo-

wej). Przyjmiemy za lo_zenie o regularno�sci trajektorii zadanej, a mianowicie

za lo_zymy, _ze zadana trajektoria jest g ladka i ograniczona wraz z dwiema

(dla manipulatora sztywnego) lub czterema (w przypadku manipulatora

o elastycznych przegubach) pierwszymi pochodnymi wzgl ↪↪↪edem czasu.

W dalszej cz ↪↪↪e�sci tego rozdzia lu przedstawimy zagadnienie sterowania

w przestrzeni zadaniowej manipulatora, a wi ↪↪↪ec w przypadku, gdy zosta la za-

dana trajektoria efektora. W rozdziale 6 opiszemy algorytmy sterowania ma-

nipulator�ow sztywnych, dla kt�orych jest mo_zliwe przekszta lcenie trajektorii

okre�slonej w przestrzeni zadaniowej w trajektori ↪↪↪e zadan ↪↪↪a w przestrzeni prze-

gubowej. Osobnym zadaniem jest uzyskanie algorytm�ow sterowania dla ma-

nipulator�ow elastycznych. W praktyce mog ↪↪↪a wyst ↪↪↪api�c dwa rodzaje zjawisk

elastycznych, a mianowicie elastyczno�s�c przegub�ow lub elastyczno�s�c ramion

manipulatora. Uwzgl ↪↪↪ednienie efekt�ow elastycznych powoduje rozszerzenie

modelu matematycznego opisuj ↪↪↪acego zachowanie manipulatora (modelu dy-

namiki) i wymaga zastosowania specy�cznych algorytm�ow sterowania, in-

nych ni_z w przypadku manipulator�ow sztywnych. Algorytmy sterowania

manipulator�ow z elastycznymi przegubami zostan ↪↪↪a om�owione w rozdziale 7.

5.1 Dynamika ukÃladu robotycznego

Dla uk ladu robotycznego z uniwersum fazowym RN×RN, nie podlegaj ↪↪↪acemu

ograniczeniom kon�guracyjnym ani fazowym, a wi ↪↪↪ec o liczbie stopni swo-

body n = N, de�niujemy g ladk ↪↪↪a (analityczn ↪↪↪a) funkcj ↪↪↪e Lagrange'a L(qqq, _qqq),

zwan ↪↪↪a lagran_zianem, rozumian ↪↪↪a jako r�o_znica energii kinetycznej i poten-

cjalnej uk ladu, L(qqq, _qqq) = K(qqq, _qqq)−V(qqq). Na mocy Zasady Najmniejszego
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Dzia lania Hamiltona, r�ownania dynamiki uk ladu robotycznego przyjmuj ↪↪↪a

posta�c r�owna�n Eulera-Lagrange'a†

d

dt

∂L(qqq, _qqq)

∂ _qqq
−

∂L(qqq, _qqq)

∂qqq
= FFF, (5.1)

gdzie wektor FFF symbolizuje uog�olnione si ly niepotencjalne dzia laj ↪↪↪ace na

uk lad (tarcie, opory ruchu, si ly wi ↪↪↪ez�ow, oddzia lywania steruj ↪↪↪ace itp.). U-

k lad (5.1) jest uk ladem r�owna�n r�o_zniczkowych zwyczajnych drugiego rz ↪↪↪edu,

∂2L(qqq, _qqq)

∂ _qqq2
�qqq +

∂2L(qqq, _qqq)

∂qqq∂ _qqq
_qqq −

∂L(qqq, _qqq)

∂qqq
= FFF. (5.2)

Zwa_zywszy, _ze energia kinetyczna uk ladu robotycznego ma posta�c formy

kwadratowej pr ↪↪↪edko�sci uog�olnionej z symetryczn ↪↪↪a i dodatnio okre�slon ↪↪↪a ma-

cierz ↪↪↪a formy zale_zn ↪↪↪a od wsp�o lrz ↪↪↪ednych uog�olnionych, tzn.

K(qqq, _qqq) =
1

2
_qqqTQQQ(qqq) _qqq,

uzyskujemy na podstawie (5.2) nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a og�oln ↪↪↪a posta�c r�owna�n dynamiki

uk ladu robotycznego

QQQ(qqq)�qqq + CCC(qqq, _qqq) _qqq + DDD(qqq) = FFF. (5.3)

W powy_zszym r�ownaniu macierz formy energii kinetycznej QQQ(qqq) pe lni rol ↪↪↪e

macierzy inercji uk ladu, wektor CCC(qqq, _qqq) _qqq opisuje wp lyw si l (momen-

t�ow si l) Coriolisa i od�srodkowych, a wektor DDD(qqq) =
∂V(qqq)

∂qqq
jest wekto-

rem si l grawitacji. Elementy macierzy si l Coriolisa i od�srodkowych CCC(qqq, _qqq)

mo_zna wyrazi�c przez elementy macierzy inercji w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob

Cij(qqq, _qqq) =

n∑
k=1

ci
kj(qqq) _qk, (5.4)

gdzie wsp�o lczynniki

ci
kj(qqq) =

1

2

(
∂Qij(qqq)

∂qk

+
∂Qik(qqq)

∂qj

−
∂Qjk(qqq)

∂qi

)
(5.5)

nazywaj ↪↪↪a si ↪↪↪e symbolami Christo�ela I rodzaju macierzy inercji.

†Zobacz dodatek A.6.
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Bezpo�srednio z de�nicji wynikaj ↪↪↪a nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace w lasno�sci modelu dyna-

miki (5.3):

� macierz inercji QQQ(qqq) jest symetryczna i dodatnio okre�slona (a wi ↪↪↪ec

nieosobliwa),

� pochodna macierzy inercji wzd lu_z trajektorii przegubowej jest wyzna-

czona przez macierz si l Coriolisa i od�srodkowych

d

dt
QQQ(qqq) = CCC(qqq, _qqq) + CCCT(qqq, _qqq). (5.6)

Zak ladaj ↪↪↪ac, _ze na i-t ↪↪↪a wsp�o lrz ↪↪↪edn ↪↪↪a uog�olnion ↪↪↪a uk ladu dzia la sterowanie ui,

oraz _ze wszelkie inne niepotencjalne si ly uog�olnione (np. si ly tarcia) mo_zna

opisa�c pewn ↪↪↪a funkcj ↪↪↪a −ζζζ(qqq, _qqq, t), model dynamiki (5.3) uk ladu robotycz-

nego bez ogranicze�n przyjmuje posta�c

QQQ(qqq)�qqq + CCC(qqq, _qqq) _qqq + DDD(qqq) + ζζζ(qqq, _qqq, t) = uuu, (5.7)

gdzie uuu = (u1, . . . , un)T. W nast ↪↪↪epnym podrozdziale wyznaczymy po-

szczeg�olne sk ladniki modelu dynamiki uk ladu robotycznego, jakim jest ma-

nipulator o sztywnych ramionach i sztywnych przegubach, zwany w skr�ocie

manipulatorem sztywnym.

5.2 Dynamika manipulatora sztywnego

Energia kinetyczna i potencjalna manipulatora sztywnego o n stopniach

swobody sk lada si ↪↪↪e z energii kinetycznej i energii potencjalnej ka_zdego z ra-

mion manipulatora wraz z jego uk ladem nap ↪↪↪edowym. Dwa kolejne ramiona

i uk lad nap ↪↪↪edowy przedstawia schematycznie rysunek 5.1.

Rozwa_zmy najpierw energi ↪↪↪e kinetyczn ↪↪↪a elementu masy dm ramienia

o numerze i, kt�orego po lo_zenie wzgl ↪↪↪edem uk ladu XiYiZi zwi ↪↪↪azanego z tym

ramieniem jest okre�slone przy pomocy wsp�o lrz ↪↪↪ednych jednorodnych rrri =

(xi, yi, zi, 1)T. Zak ladaj ↪↪↪ac, _ze transformacja kinematyczna

AAAi
0

(
qqqi

)
=

∏i
k=1AAAk

k−1(qk),

gdzie qqqi = (q1, . . . , qi)
T, uk ladu podstawowego X0Y0Z0 w uk lad XiYiZi

jest znana, obliczymy wsp�o lrz ↪↪↪edne elementu dm w uk ladzie podstawowym

jako AAAi
0

(
qqqi

)
rrri. Pr ↪↪↪edko�s�c elementu dm wzgl ↪↪↪edem uk ladu podstawowego
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Rysunek 5.1 Ogniwo manipulatora wraz z uk ladem nap
↪↪↪
edowym.

wynosi vvv = _AAAi
0

(
qqqi

)
rrri. W konsekwencji, energia kinetyczna elementu dm

i-tego ramienia

dKLi
=

1

2
dmvvv · vvv =

1

2
dm tr

(
vvvvvvT

)
=

1

2
dm tr

(
_AAAi

0

(
qqqi

)
rrrirrr

T
i

_AAAiT
0

(
qqqi

))
.

Ca lkuj ↪↪↪ac energie kinetyczne wszystkich element�ow ramienia nr i, wyliczamy

energi ↪↪↪e kinetyczn ↪↪↪a ramienia

KLi
(qqqi, _qqqi) =

1

2
tr

(
_AAAi

0

(
qqqi

)
JJJLi

_AAAiT
0

(
qqqi

))
=

=
1

2

n∑
j,k=1

tr

(
∂AAAi

0

∂qj

(
qqqi

)
JJJLi

(
∂AAAi

0

∂qk

(
qqqi

))T
)

_qj _qk. (5.8)

W powy_zszym wzorze JJJLi
=

∫
rami

↪↪↪
e i

rrrirrr
T
i dm oznacza macierz inercji i-tego

ramienia. W celu obliczenia energii kinetycznej uk ladu nap ↪↪↪edowego ramie-

nia i-tego b ↪↪↪edziemy zak lada�c, _ze rami ↪↪↪e i-te jest nap ↪↪↪edzane przez silnik elek-

tryczny zamocowany na ramieniu (i − 1)-szym, w przegubie i-tym, w taki

spos�ob, _ze stojan silnika stanowi cz ↪↪↪e�s�c ramienia (i − 1)-szego, natomiast

wirnik silnika obraca si ↪↪↪e wok�o l osi Zi−1 uk ladu Xi−1Yi−1Zi−1. Z wirni-

kiem i-tego silnika zwi ↪↪↪a_zemy uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych X ′
i−1Y

′
i−1Z

′
i−1, kt�orego

pocz ↪↪↪atek pokrywa si ↪↪↪e z pocz ↪↪↪atkiem uk ladu Xi−1Yi−1Zi−1, obracaj ↪↪↪acy si ↪↪↪e
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wraz z wirnikiem wok�o l osi Zi−1. Niech ϑi oznacza po lo_zenie wirnika. W�ow-

czas, przekszta lcenie uk lad�ow Xi−1Yi−1Zi−1 7−→ X ′
i−1Y

′
i−1Z

′
i−1 jest opisane

macierz ↪↪↪a RotRotRot(Z, ϑi). Transformacja uk ladu podstawowego X0Y0Z0 w uk lad

wirnika X ′
i−1Y

′
i−1Z

′
i−1 ma posta�c

AAA′i−1
0

(
qqqi−1, ϑi

)
= AAAi−1

0

(
qqqi−1

)
RotRotRot(Z, ϑi).

W celu obliczenia energii kinetycznej wirnika wybierzemy element masy

wirnika dm o wsp�o lrz ↪↪↪ednych jednorodnych sssi = (xi, yi, zi, 1)T wzgl ↪↪↪edem

uk ladu X ′
i−1Y

′
i−1Z

′
i−1. Wsp�o lrz ↪↪↪edne tego elementu w uk ladzie podstawowym

s ↪↪↪a okre�slone wzorem AAAi−1
0

(
qqqi−1

)
RotRotRot(Z, ϑi)sssi, a pr ↪↪↪edko�s�c wynosi

vvv = _AAAi−1
0

(
qqqi−1

)
RotRotRot(Z, ϑi)sssi + AAAi−1

0

(
qqqi−1

)
_RotRotRot(Z, ϑi)sssi.

Energia kinetyczna elementu dm mo_ze by�c przedstawiona w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acej

formie

dKMi
=

1

2
dmvvv · vvv =

1

2
dm tr

(
vvvvvvT

)
=

=
1

2
dm tr

(
_AAAi−1

0

(
qqqi−1

)
RotRotRot(Z, ϑi)sssisss

T
iRotRotRotT(Z, ϑi)

(
_AAAi−1

0

)T(
qqqi−1

))
+

+
1

2
dm tr

(
_AAAi−1

0

(
qqqi−1

)
RotRotRot(Z, ϑi)sssisss

T
i

_RotRotRotT(Z, ϑi)
(
AAAi−1

0

)T(
qqqi−1

))
+

+
1

2
dm tr

(
AAAi−1

0

(
qqqi−1

)
_RotRotRot(Z, ϑi)sssisss

T
iRotRotRotT(Z, ϑi)

(
_AAAi−1

0

)T(
qqqi−1

))
+

+
1

2
dm tr

(
AAAi−1

0

(
qqqi−1

)
_RotRotRot(Z, ϑi)sssisss

T
i

_RotRotRotT(Z, ϑi)
(
AAAi−1

0

)T(
qqqi−1

))
.

Energi ↪↪↪e kinetyczn ↪↪↪a wirnika silnika nr i obliczymy ca lkuj ↪↪↪ac elementarne ener-

gie dKMi
w obr ↪↪↪ebie wirnika,

KMi

(
qqqi−1, ϑi, _qqqi−1, _ϑi

)
=

∫
wirnik i

dKMi
=

=
1

2
tr

(
_AAAi−1

0

(
qqqi−1

)
RotRotRot(Z, ϑi)JJJMi

RotRotRotT(Z, ϑi)
(

_AAAi−1
0

)T(
qqqi−1

))
+

+ tr

(
_AAAi−1

0

(
qqqi−1

)
RotRotRot(Z, ϑi)JJJMi

RotRotRotT(Z, ϑi)

[
−[eee3] 000

000 0

] (
AAAi−1

0

)T(
qqqi−1

))
_ϑi+

+
1

2
tr

(
AAAi−1

0

(
qqqi−1

) [
[eee3] 000

000 0

]
RotRotRot(Z, ϑi)JJJMi

RotRotRotT(Z, ϑi)

[
−[eee3] 000

000 0

] (
AAAi−1

0

)T(
qqqi−1

))
_ϑ2
i . (5.9)
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W powy_zszej formule JJJMi
=

∫
wirnik i

sssisss
T
i dm oznacza macierz inercji wirnika

nr i. Korzystaj ↪↪↪ac z w lasno�sci operacji �sladu macierzy i bior ↪↪↪ac pod uwag ↪↪↪e

posta�c macierzy

AAAi−1
0

(
qqqi−1

)
=

[
RRRi−1

0

(
qqqi−1

)
TTT i−1

0

(
qqqi−1

)
000 1

]
,

przekszta lcamy ostatni sk ladnik wyra_zenia (5.9) w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob

tr

(
AAAi−1

0

(
qqqi−1

) [
[eee3] 000

000 0

]
RotRotRot(Z, ϑi)JJJMi

RotRotRotT (Z, ϑi)

[
−[eee3] 000

000 0

] (
AAAi−1

0

)T(
qqqi−1

))
=

= tr

(
JJJMi

RotRotRotT (Z, ϑi)

[
−[eee3] 000

000 0

] (
AAAi−1

0

)T(
qqqi−1

)
AAAi−1

0

(
qqqi−1

) [
[eee3] 000

000 0

]
RotRotRot(Z, ϑi)

)
=

= tr

(
JJJMi

[
−[eee3]2 000

000 0

])
=

∫
wirnik i

(
x2

i + y2
i

)
dm = Ii,

gdzie Ii oznacza moment bezw ladno�sci wirnika silnika wzgl ↪↪↪edem osi Zi−1

uk ladu Xi−1Yi−1Zi−1. Pokazali�smy, _ze trzeci sk ladnik energii kinetycznej

wirnika ma posta�c

1

2
Ii

_ϑ2
i .

Wykonuj ↪↪↪ac r�o_zniczkowanie wzgl ↪↪↪edem czasu w wyra_zeniu (5.9), otrzymu-
jemy ostatecznie

KMi

(
qqqi−1, ϑi, _qqqi−1 , _ϑi

)
=

=
1

2

n∑
j,k=1

tr

(
∂AAAi−1

0

∂qj

(
qqqi−1

)
RotRotRot(Z, ϑi)JJJMi

RotRotRotT (Z, ϑi)

(
∂AAAi−1

0

∂qk

(
qqqi−1

))T)
_qj _qk+

+

n∑
j=1

tr

(
∂AAAi−1

0

∂qj

(
qqqi−1

)
RotRotRot(Z, ϑi)JJJMi

RotRotRotT (Z, ϑi)

[
−[eee3] 000

000 0

](
AAAi−1

0

)T(
qqqi−1

))
_qj

_ϑi+

+
1

2
Ii

_ϑ2
i . (5.10)

W manipulatorze sztywnym transmisja nap ↪↪↪edu do przegubu jest opisana

przez prze lo_zenie przek ladni, κiqi = ϑi. Bior ↪↪↪ac to pod uwag ↪↪↪e oraz wprowa-

dzaj ↪↪↪ac oznaczenie

JJJ∗Mi
= RotRotRot(Z, ϑi)JJJMi

RotRotRotT(Z, ϑi),
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zapisujemy energi ↪↪↪e kinetyczn ↪↪↪a (5.10) w postaci

KMi

(
qqqi, _qqqi

)
=

=
1

2

n∑
j,k=1

tr

∂AAAi−1
0

∂qj

(
qqqi−1

)
JJJ∗Mi

(
∂AAAi−1

0

∂qk

(
qqqi−1

))T
 _qj _qk+

+

n∑
j=1

tr

(
∂AAAi−1

0

∂qj

(
qqqi−1

)
JJJ∗Mi

[
−[eee3] 000

000 0

] (
AAAi−1

0

)T(
qqqi−1

))
κi _qj _qi+

+
1

2
κ2

iIi _q2
i . (5.11)

Sumaryczna energia kinetyczna wszystkich ramion i uk lad�ow nap ↪↪↪edowych

manipulatora sztywnego jest opisana formu l ↪↪↪a

K(qqq, _qqq) =
1

2
_qqqTQQQ(qqq) _qqq, (5.12)

z symetryczn ↪↪↪a, dodatnio okre�slon ↪↪↪a macierz ↪↪↪a QQQ(qqq), kt�orej elementy maj ↪↪↪a

posta�c wynikaj ↪↪↪ac ↪↪↪a z wyra_ze�n (5.8), (5.11), mianowicie

Qjk(qqq) =

n−1∑
i=1

tr

(
∂AAAi

0

∂qj

(
qqqi

) (
JJJLi

+ JJJ∗Mi+1

) (
∂AAAi

0

∂qk

(
qqqi

))T)
+

+ tr

(
∂AAAn

0

∂qj

(qqq) JJJLn

(
∂AAAn

0

∂qk

(qqq)

)T)
+

+ tr

(
∂AAAk−1

0

∂qj

(
qqqk−1

)
JJJ∗Mk

[
−[eee3] 000

000 0

] (
AAAk−1

0

)T(
qqqk−1

))
κk + κ2

j Ijδjk. (5.13)

We wzorze (5.13) δij oznacza funkcj ↪↪↪e zwan ↪↪↪a delt ↪↪↪a Kroneckera, okre�slon ↪↪↪a

formu l ↪↪↪a

δij =

{
1, je_zeli i = j,

0, je_zeli i ̸= j.

Dla i = 0 macierz AAAi
0 de�niujemy jako macierz jednostkow ↪↪↪a I4.

Energia potencjalna manipulatora pochodzi od oddzia lywania pola gra-

witacyjnego Ziemi. W celu obliczenia energii potencjalnej ramienia nr i

(wraz z uk ladem nap ↪↪↪edowym), mo_zna je potraktowa�c jako mas ↪↪↪e punk-

tow ↪↪↪a mi skupion ↪↪↪a w �srodku masy ramienia. Zak ladaj ↪↪↪ac, _ze RRRi oznacza
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wsp�o lrz ↪↪↪edne jednorodne �srodka masy w uk ladzie XiYiZi, obliczamy energi ↪↪↪e

potencjaln ↪↪↪a i-tego ramienia jako

Vi = −miggg
TAAAi

0

(
qqqi

)
RRRi, (5.14)

gdzie ggg = (g1, g2, g3, 0)T jest wektorem przyspieszenia ziemskiego w uk la-

dzie podstawowym. Ca lkowita energia potencjalna manipulatora

V(qqq) = −

n∑
i=1

miggg
TAAAi

0

(
qqqi

)
RRRi. (5.15)

Forma energii kinetycznej de�niuje dwa pierwsze elementy modelu dy-

namiki (5.7) (macierz inercji QQQ(qqq) i macierz si l od�srodkowych i si l Co-

riolisa CCC(qqq, _qqq)), natomiast gradient energii potencjalnej ∂V
∂qqq

(qqq) wyznacza

wektor si l grawitacji DDD(qqq). Okre�slenie sk ladnika niepotencjalnego ζζζ(qqq, _qqq, t)

wymaga specjalnych bada�n. Je_zeli sk ladnik ten nie wyst ↪↪↪epuje, r�ownania

dynamiki manipulatora sztywnego uzyskuj ↪↪↪a posta�c

QQQ(qqq)�qqq + CCC(qqq, _qqq) _qqq + DDD(qqq) = uuu. (5.16)

Mo_zna pokaza�c, _ze poszczeg�olne elementy modelu dynamiki (5.16), opr�ocz

w lasno�sci og�olnych (5.6), maj ↪↪↪a nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace w lasno�sci

∥QQQ(qqq)∥ 6 QM, (5.17)

CCC(qqq,xxx)yyy = CCC(qqq,yyy)xxx, (5.18)

∥CCC(qqq,xxx)∥ 6 CM∥xxx∥, (5.19)

∥DDD(qqq)∥ 6 DM, (5.20)

przy czym QM, CM, DM > 0 s ↪↪↪a pewnymi sta lymi, a w lasno�s�c (5.20) zacho-

dzi dla manipulator�ow o przegubach obrotowych lub ograniczonych przegu-

bach przesuwnych. W powy_zszych zale_zno�sciach norma wektora powinna

by�c rozumiana jako norma euklidesowa, natomiast jako norm ↪↪↪e macierzy

bierzemy norm ↪↪↪e indukowan ↪↪↪a przez norm ↪↪↪e euklidesow ↪↪↪a

∥AAA∥ =

√
λAAAT AAA,

gdzie λMMM oznacza najwi ↪↪↪eksz ↪↪↪a warto�s�c w lasn ↪↪↪a symetrycznej macierzy MMM‡.

‡Zobacz dodatek A.1.
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PrzykÃlad 5.2.1 (Manipulator EDDA)
Rozpatrzmy manipulator EDDA, kt�orego model kinematyki zosta l opisany

w przyk ladzie 2.3.8. Dynamika tego manipulatora mo_ze by�c wyra_zona

r�ownaniem (5.16), przy czym macierz inercji, macierz si l Coriolisa i wektor

grawitacji maj ↪↪↪a posta�c

QQQ(qqq) =

[
θ1 + 0.6θ4 cos q2 θ3 + 0.3θ4 cos q2

θ3 + 0.3θ4 cos q2 θ3

]
, (5.21)

CCC(qqq, _qqq) =

[
− _q1 −( _q1 + _q2)

_q1 0

]
0.3θ4 sin q2, (5.22)

DDD(qqq) = g

(
θ2 cos q1 + θ4 cos(q1 + q2)

θ4 cos(q1 + q2)

)
. (5.23)

Parametry modelu dynamiki przyjmuj ↪↪↪a nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace warto�sci nominalne

θ1 = I1 + I2 + m2l
2
1 = 3.1[kg ·m2],

θ2 = m1p1 + m2l1 = 9.5[kg ·m],

θ3 = I2 = 0.24[kg ·m2],

θ4 = m2p2 = 0.77[kg ·m],

(5.24)

przy oznaczeniach

mi — masa i-tego ogniwa,

pi — po lo_zenie �srodka masy i-tego ogniwa w i-tym uk ladzie

wsp�o lrz ↪↪↪ednych,

li — d lugo�s�c i-tego ogniwa,

Ii — moment bezw ladno�sci i-tego ogniwa (wzgl ↪↪↪edem osi Z u-

k ladu XiYiZi),

g — warto�s�c przyspieszenia ziemskiego. ¥

5.3 Sterowanie w przestrzeni zadaniowej manipu-
latora

W niniejszym rozdziale rozwa_zymy zadanie polegaj ↪↪↪ace na �sledzeniu trajek-

torii przez manipulator sztywny przy za lo_zeniu, _ze zadana jest trajekto-

ria w przestrzeni zadaniowej manipulatora yyyd(t) ∈ Z ⊂ Rm co oznacza,

_ze efektor manipulatora ma si ↪↪↪e porusza�c wzd lu_z zadanej krzywej w prze-

strzeni, zachowuj ↪↪↪ac okre�slon ↪↪↪a orientacj ↪↪↪e. Przyjmujemy, _ze model manipu-

latora obejmuje zar�owno r�ownania dynamiki, jak i r�ownania kinematyki
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(odwzorowanie stan-wyj�scie), i ma posta�c{
QQQ(qqq)�qqq + CCC(qqq, _qqq) _qqq + DDD(qqq) = uuu

yyy = kkk(qqq).
(5.25)

5.3.1 Linearyzacja i odsprz ↪↪↪eganie wej́sciowo-wyj́sciowe

Wprowad�zmy w uk ladzie (5.25) nowe wsp�o lrz ↪↪↪edne{
xxx = qqq

ξξξ = _qqq,

i wyra�zmy r�ownania uk ladu w tych wsp�o lrz ↪↪↪ednych w postaci a�nicznego

uk ladu sterowania z funkcj ↪↪↪a wyj�scia
_xxx = ξξξ

_ξξξ = FFF(xxx,ξξξ) + GGG(xxx)uuu

yyy = kkk(xxx),

(5.26)

gdzie FFF(xxx,ξξξ) = −QQQ−1(xxx) (CCC(xxx,ξξξ)ξξξ + DDD(xxx)), GGG(xxx) = QQQ−1(xxx). Przyjmijmy

dodatkowo, _ze manipulator jest nieredundantny, a zatem liczba stopni swo-

body manipulatora (i liczba wej�s�c steruj ↪↪↪acych) jest r�owna wymiarowi wek-

tora wsp�o lrz ↪↪↪ednych po lo_zenia i orientacji efektora, czyli liczbie wyj�s�c (tzn.

n = m). Idea algorytmu sterowania przedstawionego poni_zej opiera si ↪↪↪e na

dw�och elementach. Pierwszym jest odsprz ↪↪↪e_zenie i linearyzacja modelu

manipulatora, czyli uzyskanie takiego nieliniowego sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego,

kt�ore po zastosowaniu do modelu manipulatora spowoduje, _ze i-te sterowa-

nie b ↪↪↪edzie oddzia lywa lo wy l ↪↪↪acznie na i-t ↪↪↪a sk ladow ↪↪↪a wektora wyj�sciowego,

natomiast odwzorowanie wej�scie-wyj�scie stanie si ↪↪↪e liniowe. Drugi element

algorytmu sterowania jest standardowy i sprowadza si ↪↪↪e do zastosowania

w odsprz ↪↪↪e_zonym modelu manipulatora liniowego regulatora PD z korekcj ↪↪↪a.

Konstrukcj ↪↪↪e odsprz ↪↪↪egaj ↪↪↪acego i linearyzuj ↪↪↪acego sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego dla

modelu (5.26) rozpoczniemy od wyliczenia kolejnych pochodnych czasowych

wyj�s�c yi wzd lu_z trajektorii uk ladu. Dla wyj�scia yi otrzymujemy

yi(t) = ki(xxx(t)),

_yi(t) =
∂ki(xxx)

∂xxx
_xxx =

∂ki(xxx)

∂xxx
ξξξ.
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Zauwa_zmy, _ze _yi nie zale_zy bezpo�srednio od sterowania. Policzymy pocho-

dn ↪↪↪a rz ↪↪↪edu drugiego

�yi(t) =
∂

∂xxx

(
∂ki(xxx)

∂xxx
ξξξ

)
ξξξ +

∂ki(xxx)

∂xxx
_ξξξ =

= ξξξT ∂2ki(xxx)

∂xxx2
ξξξ +

∂ki(xxx)

∂xxx
(FFF(xxx,ξξξ) + GGG(xxx)uuu) =

= ξξξT ∂2ki(xxx)

∂xxx2
ξξξ +

∂ki(xxx)

∂xxx
FFF(xxx,ξξξ) +

∂ki(xxx)

∂xxx
GGG(xxx)uuu.

Zapisuj ↪↪↪ac analogiczne r�ownania dla i = 1, . . . , n otrzymujemy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy

uk lad r�owna�n

�yyy = PPP(xxx,ξξξ) + HHH(xxx)uuu, (5.27)

w kt�orym

Pi(xxx,ξξξ) = ξξξT ∂2ki(xxx)

∂xxx2
ξξξ +

∂ki(xxx)

∂xxx
FFF(xxx,ξξξ),

HHH(xxx) =
∂kkk(xxx)

∂xxx
GGG(xxx).

W dalszych rozwa_zaniach przyjmiemy za lo_zenie, _ze macierz HHH(xxx) jest nie-

osobliwa dla ka_zdego xxx. Jest ono spe lnione wtedy, gdy jakobian analitycz-

ny JJJa(xxx) = ∂kkk
∂xxx

(xxx) jest pe lnego rz ↪↪↪edu, a wi ↪↪↪ec gdy manipulator nie przyjmuje

kon�guracji osobliwych (przy realizacji zadanej trajektorii yyyd(t)). Poniewa_z

macierz GGG(xxx) jest zawsze odwracalna, przyj ↪↪↪ete za lo_zenie pozwala zastosowa�c

do uk ladu (5.27) sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne

uuu = −HHH−1(xxx)PPP(xxx,ξξξ) + HHH−1(xxx)vvv (5.28)

i przekszta lci�c go do postaci

�yi = vi, i = 1, . . . , n, (5.29)

co oznacza pe lne odsprz ↪↪↪e_zenie wej�s�c i wyj�s�c oraz liniowo�s�c odwzorowania

wej�scie-wyj�scie.

Po uzyskaniu liniowego i odsprz ↪↪↪e_zonego modelu manipulatora b ↪↪↪edziemy

szuka�c sterowania vvv(t) generuj ↪↪↪acego trajektori ↪↪↪e yyy(t) efektora w taki spos�ob,

aby b l ↪↪↪ad �sledzenia

eee(t) = yyy(t) − yyyd(t) (5.30)
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Rysunek 5.2 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu algorytmu od-

sprz
↪↪↪
egania wej�sciowo-wyj�sciowego ze wzmocnieniami KKKp = diag{10000} i KKKd =

diag{1000}.

d ↪↪↪a_zy l asymptotycznie do zera. W celu osi ↪↪↪agni ↪↪↪ecia _z ↪↪↪adanego zachowania

manipulatora, do ka_zdego wej�scia vi do l ↪↪↪aczymy lokalny regulator typu PD

z korekcj ↪↪↪a co oznacza, _ze sygna l podawany na wej�scie uk ladu (5.29) b ↪↪↪edzie

mia l posta�c

vvv = �yyyd − KKKd( _yyy − _yyyd) − KKKp(yyy − yyyd). (5.31)

Macierze KKKd = diag{kdi} > 0 i KKKp = diag{kpi} > 0, i = 1, . . . , n, s ↪↪↪a dia-

gonalnymi macierzami wzmocnie�n lokalnych regulator�ow PD. Taki wyb�or

macierzy wzmocnie�n gwarantuje, _ze b l ↪↪↪ad regulacji okre�slony r�ownaniem

r�o_zniczkowym

�eee + KKKd _eee + KKKpeee = 000

zanika do zera eksponencjalnie, gdy t d ↪↪↪a_zy do +∞.

PrzykÃlad 5.3.1 (Manipulator EDDA)
Dzia lanie algorytmu odsprz ↪↪↪egania wej�sciowo-wyj�sciowego zilustrujemy na

przyk ladzie manipulatora EDDA. Niech zadanie sterowania polega na �sle-

dzeniu trajektorii cyklicznej wyra_zonej w przestrzeni zadaniowej manipula-

tora (w aspekcie wsp�o lrz ↪↪↪ednych X0Y0) r�ownaniem

yyyd(t) =

(
yd1(t)

yd2(t)

)
=

(
0.4 + 0.1 cos t

−0.6 + 0.1 sin t

)
.

Rysunek 5.2 przedstawia wykresy b l ↪↪↪edu (5.30) �sledzenia wsp�o lrz ↪↪↪ednych

po lo_zenia efektora∗. Symbol e1 oznacza b l ↪↪↪ad �sledzenia wsp�o lrz ↪↪↪ednej y1,

natomiast symbol e2 | b l ↪↪↪ad �sledzenia wsp�o lrz ↪↪↪ednej y2. ¥

Z przeprowadzonych symulacji wynika, _ze przyst ↪↪↪epuj ↪↪↪ac do implementa-

cji algorytmu odsprz ↪↪↪egania, nale_zy zwr�oci�c szczeg�oln ↪↪↪a uwag ↪↪↪e na zapewnienie

∗Symulacje wykonano w �srodowisku MATLABr + SIMULINKr.
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odwracalno�sci jakobianu analitycznego manipulatora. Praktycznie oznacza

to nie tylko, _ze przy realizacji trajektorii zadanej manipulator nie przyj-

muje kon�guracji osobliwych, lecz tak_ze nie zbli_za si ↪↪↪e do nich. Algorytm

odsprz ↪↪↪egania jest trudny do implementacji ze wzgl ↪↪↪edu na du_z ↪↪↪a wra_zliwo�s�c

na warunki pocz ↪↪↪atkowe, wyb�or metody ca lkowania, a tak_ze na warto�sci

wzmocnie�n KKKp, KKKd.

5.3.2 Transformacja do zadania sterowania w przestrzeni

przegubowej

Wi ↪↪↪ekszo�s�c algorytm�ow sterowania manipulator�ow sztywnych dotyczy stero-

wania w przestrzeni przegubowej. Aby zastosowa�c takie algorytmy do stero-

wania w przestrzeni zadaniowej manipulatora, niezb ↪↪↪edne jest przeniesienie

trajektorii zadanej, okre�slonej w naturalny spos�ob w przestrzeni zadaniowej,

do przestrzeni przegubowej. Polega ono na rozwi ↪↪↪azaniu odwrotnego zada-

nia kinematyki i wyliczeniu n-wymiarowego wektora trajektorii zadanych

zde�niowanych dla ka_zdego przegubu manipulatora. Potrzebne algorytmy

kinematyki odwrotnej manipulatora zosta ly om�owione w rozdziale 3.

5.4 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Klasyczne uk lady sterowania manipulator�ow mo_zna znale�z�c w wi ↪↪↪ekszo�sci

podr ↪↪↪ecznik�ow [Pau81, Cra93, SV97]. Doniesienie o wdro_zeniu algorytm�ow

sterowania opartych na modelu dynamiki manipulatora przez �rm ↪↪↪e KUKA

pochodzi od Hirzingera [H+98]. Formalizm lagran_zowski i hamiltonowski

mechaniki analitycznej stanowi przedmiot klasycznego wyk ladu mecha-

niki [RK95, AM78, Arn78]. Wyprowadzenie r�owna�n dynamiki manipula-

tora przedstawione w podrozdziale 5.2 jest r�ownie_z klasyczne [Pau81, AS86,

SV97]. Identy�kacja parametr�ow modeli kinematyki (zwana kalibracj ↪↪↪a kine-

matyki) i dynamiki manipulator�ow nale_zy do podstawowych zada�n robotyki

[SS96, Koz98, MRD91]. Bardziej wnikliwe potraktowanie dynamiki uk lad�ow

nap ↪↪↪edowych oka_ze si ↪↪↪e przydatne w rozdziale po�swi ↪↪↪econym modelowi dy-

namiki manipulatora o elastycznych przegubach. Idea sterowania w prze-

strzeni zewn ↪↪↪etrznej z odsprz ↪↪↪e_zeniem modelu pochodzi od Freunda [Fre82].

Metoda ta jest znana w geometrycznej teorii sterowania pod nazw ↪↪↪a metody

odsprz ↪↪↪egania wej�sciowo-wyj�sciowego [Isi89, NS90]. Okre�slenia interakcji dy-

namicznych i odsprz ↪↪↪e_zenia manipulatora IRb-6 dokonano w pracy [GW86].
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RozdziaÃl 6

Algorytmy sterowania
manipulatorów sztywnych
w przestrzeni przegubowej

W niniejszym rozdziale przedstawimy algorytmy sterowania manipulator�ow

sztywnych wykorzystuj ↪↪↪ace r�o_zny stopie�n znajomo�sci matematycznego opisu

zachowania manipulatora. W przypadku, gdy znany jest model dynamiki

manipulatora, przy syntezie algorytm�ow sterowania stosuje si ↪↪↪e dwa podej-

�scia. Pierwsze podej�scie polega na wykorzystaniu odwracalno�sci macie-

rzy bezw ladno�sci manipulatora i prowadzi do algorytm�ow typu oblicza-

nego momentu. Z punktu widzenia geometrycznej teorii sterowania, me-

toda obliczanego momentu stanowi przyk lad linearyzacji dynamiki uk ladu

przez statyczne sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne. W zasadzie, procedura linearyzacji

modelu manipulatora przy pomocy sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego pozwala usun ↪↪↪a�c

z dynamiki manipulatora wszystkie sk ladniki nieliniowe, ale z praktycznego

punktu widzenia posiada ona istotne ograniczenia polegaj ↪↪↪ace na wymaga-

niu pe lnej znajomo�sci modelu dynamiki oraz konieczno�sci obliczania modelu

w trybie on-line.

Drugie podej�scie prowadzi do algorytm�ow sterowania typu dysypatyw-

nego. W przeciwie�nstwie do algorytm�ow typu obliczanego momentu, al-

gorytmy typu dysypatywnego nie wymagaj ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia linearyzuj ↪↪↪acego.

Dzia lanie tych algorytm�ow polega na rozpraszaniu energii uk ladu w taki

spos�ob, aby dla uk ladu sterowania z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrot-

nego b l ↪↪↪ad �sledzenia po lo_zenia i pr ↪↪↪edko�sci przegub�ow manipulatora zmierza l

asymptotycznie do zera.

209
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Za l�o_zmy, _ze model dynamiki manipulatora ma posta�c

QQQ(qqq)�qqq + CCC(qqq, _qqq) _qqq + DDD(qqq) + ζζζ(qqq, _qqq, t) = uuu. (6.1)

Model (6.1) r�o_zni si ↪↪↪e od modelu (5.16) obecno�sci ↪↪↪a wektora ζζζ(qqq, _qqq, t), kt�ory

oznacza r�o_znego rodzaju si ly niepotencjalne, w l ↪↪↪aczaj ↪↪↪ac efekty wynikaj ↪↪↪ace

z niedok ladno�sci modelowania. Algorytmy typu obliczanego momentu i ty-

pu dysypatywnego wymagaj ↪↪↪a pe lnej znajomo�sci modelu manipulatora. O-

czywi�scie, w praktyce model dynamiki manipulatora jest zawsze obarczony

niepewno�sci ↪↪↪a. Nieznajomo�s�c modelu mo_zna podzieli�c na dwa rodzaje: nie-

znajomo�s�c parametryczn ↪↪↪a i nieznajomo�s�c strukturaln ↪↪↪a. Nieznajomo�s�c pa-

rametryczna polega na tym, _ze znane s ↪↪↪a wszystkie sk ladniki r�owna�n modelu

(znana jest ich posta�c funkcyjna), natomiast nie s ↪↪↪a znane pewne parametry

tych r�owna�n. Model manipulatora zawiera wiele parametr�ow, kt�ore zale_z ↪↪↪a

od w lasno�sci �zycznych manipulatora, takich jak d lugo�sci ramion oraz masy

i momenty bezw ladno�sci ramion, a tak_ze od w lasno�sci przenoszonego  la-

dunku, itp. Zauwa_zmy, _ze zmienna masa i moment bezw ladno�sci przeno-

szonego  ladunku powoduje zmiany parametr�ow modelu dynamiki w trakcie

pracy manipulatora.

Innego rodzaju nieznajomo�s�c modelu stanowi nieznajomo�s�c struktu-

ralna, kt�ora polega na tym, _ze nie jest znana zale_zno�s�c funkcyjna mi ↪↪↪edzy

pewnymi zmiennymi modelu. Nieznajomo�s�c strukturalna modelu jest cz ↪↪↪e-

sto skutkiem niedok ladno�sci modelowania dynamiki manipulatora. W mo-

delu (6.1) wszystkie nieznane oddzia lywania, kt�orym podlega manipulator,

mieszcz ↪↪↪a si ↪↪↪e w sk ladniku ζζζ(qqq, _qqq, t). Oddzia lywania te zostan ↪↪↪a potraktowane

jako zaburzenia modelu podstawowego (5.3).

Poniewa_z z regu ly model dynamiki manipulatora nie jest dok ladnie zna-

ny, szczeg�olne zainteresowanie robotyk�ow budz ↪↪↪a algorytmy sterowania za-

pewniaj ↪↪↪ace �sledzenie trajektorii pomimo nieznajomo�sci modelu. W teorii

sterowania s ↪↪↪a znane dwa rozwi ↪↪↪azania tego problemu: algorytmy sterowa-

nia adaptacyjnego i algorytmy sterowania odpornego. Sterowanie adap-

tacyjne polega na zaprojektowaniu uk ladu sterowania, kt�ory dostosowuje

swoje dzia lanie do zmian obiektu sterowania w taki spos�ob, aby cel ste-

rowania zosta l osi ↪↪↪agni ↪↪↪ety. Typowy adaptacyjny algorytm sterowania wy-

korzystuje uk lad estymuj ↪↪↪acy nieznane parametry modelu i generuje sygna l

steruj ↪↪↪acy w oparciu o otrzymane estymaty parametr�ow. Z tego wzgl ↪↪↪edu,

uk lady adaptacyjne s ↪↪↪a najcz ↪↪↪e�sciej wykorzystywane w sytuacji, gdy mo-

del jest obarczony nieznajomo�sci ↪↪↪a parametryczn ↪↪↪a. Uk lady adaptacyjne s ↪↪↪a

skomplikowane, zw laszcza w przypadku, gdy zawieraj ↪↪↪a uk lad estymacji. S ↪↪↪a
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one skuteczne, lecz kosztowne i trudne do realizacji. Opracowano wiele

algorytm�ow sterowania manipulatora, kt�ore s ↪↪↪a adaptacyjnymi wersjami al-

gorytm�ow typu obliczanego momentu i algorytm�ow typu dysypatywnego.

Konkurencyjne rozwi ↪↪↪azanie problemu sterowania przy niepe lnej zna-

jomo�sci modelu stanowi ↪↪↪a algorytmy sterowania odpornego∗. Algorytmy

odporne wykorzystuj ↪↪↪a pewne aprioryczne oszacowania parametr�ow modelu

i w oparciu o tak ↪↪↪a informacj ↪↪↪e zapewniaj ↪↪↪a poprawne sterowanie dla wszyst-

kich dopuszczalnych zaburze�n modelu. Ze wzgl ↪↪↪edu na brak uk ladu estyma-

cji odporne uk lady sterowania s ↪↪↪a znacznie prostsze ni_z adaptacyjne, cechuj ↪↪↪a

si ↪↪↪e jednak strukturaln ↪↪↪a nadczynno�sci ↪↪↪a (np. nadmiernym wzmocnieniem) dla

warto�sci parametr�ow innych ni_z ekstremalne.

W po lowie lat osiemdziesi ↪↪↪atych w dziedzinie sterowania adaptacyjnego

pojawi l si ↪↪↪e nowy paradygmat, kt�ory umo_zliwi l opracowanie prostych al-

gorytm�ow sterowania zapewniaj ↪↪↪acych osi ↪↪↪agni ↪↪↪ecie celu sterowania dla ca lej

klasy obiekt�ow na podstawie znajomo�sci sygna l�ow wyj�sciowych obiektu.

Dla uk lad�ow liniowych minimalnofazowych odpowiednie uk lady sterowa-

nia zosta ly nazwane uniwersalnymi adaptacyjnymi uk ladami sterowania

(w skr�ocie UAUS). Uk lady uniwersalne s ↪↪↪a adaptacyjne w tym sensie, _ze reali-

zuj ↪↪↪a zadanie sterowania korzystaj ↪↪↪ac z ograniczonej informacji o obiekcie (je-

dyne informacje, jakie posiada uk lad sterowania, to informacje strukturalne

na temat liniowo�sci i minimalnofazowo�sci obiektu sterowania), nie zawieraj ↪↪↪a

jednak uk ladu estymacji parametr�ow. Uwa_za si ↪↪↪e, _ze spos�ob dzia lania uni-

wersalnych uk lad�ow sterowania imituje post ↪↪↪epowanie cz lowieka, kt�ory ma

sterowa�c obiektem o nieznanych parametrach. Wyobra�zmy sobie cz lowieka,

kt�ory pr�obuje balansowa�c tyczk ↪↪↪a ustawion ↪↪↪a na d loni. Na pocz ↪↪↪atku jego ru-

chy, maj ↪↪↪ace na celu utrzymanie tyczki w pozycji pionowej, s ↪↪↪a przesadnie ob-

szerne, lecz po kr�otkim okresie pr�ob i b l ↪↪↪ed�ow ich amplituda i cz ↪↪↪estotliwo�s�c

maleje i tyczka jest trwale utrzymywana w pobli_zu po lo_zenia r�ownowagi.

Po zmianie tyczki na inn ↪↪↪a wynik do�swiadczenia jest podobny. Uniwersalne

adaptacyjne uk lady sterowania charakteryzuj ↪↪↪a si ↪↪↪e prost ↪↪↪a budow ↪↪↪a, brakiem

uk ladu estymacji i skuteczno�sci ↪↪↪a dzia lania.

Dzia lanie uniwersalnego adaptacyjnego uk ladu sterowania mo_zna zilu-

strowa�c na przyk ladzie zadania stabilizacji obiektu liniowego. Ka_zdy uk lad

nale_z ↪↪↪acy do klasy minimalnofazowych uk lad�ow liniowych, jednowej�sciowych

∗Zastosowany tu termin
"
odporny" odpowiada, przyj

↪↪↪
etemu w �srodowisku automa-

tyk�ow t lumaczeniu angielskiego przymiotnika
"
robust". Spo�sr�od alternatywnych jego

przek lad�ow, zaproponowanych przez robotyk�ow, najbardziej przypad la nam do gustu

propozycja
"
ch

↪↪↪
edogi", autorstwa dra hab. A. Kasi�nskiego.
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i jednowyj�sciowych, o stopniu wzgl ↪↪↪ednym r�ownym 1, postaci{
_qqq(t) = AAAqqq(t) + bbbu(t)

y(t) = cccTqqq(t),
(6.2)

gdzie AAA ∈ Rn×n, bbb ∈ Rn, ccc ∈ Rn, cccTbbb > 0, daje si ↪↪↪e ustabilizowa�c za pomoc ↪↪↪a

dynamicznego sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego od wyj�scia{
u(t) = −k(t)y(t)

_k(t) = y2(t).

Mo_zna by oczekiwa�c, _ze znajomo�s�c znaku wyra_zenia cccTbbb jest warunkiem

koniecznym zbie_zno�sci ka_zdego adaptacyjnego algorytmu stabilizacji. Jed-

nak, dzi ↪↪↪eki wprowadzeniu poj ↪↪↪ecia funkcji prze l ↪↪↪aczaj ↪↪↪acej, okaza lo si ↪↪↪e mo_zliwe

zaproponowanie adaptacyjnego uk ladu stabilizacji, pomimo _ze znak wyra-

_zenia cccTbbb jest nieznany. W rezultacie, je_zeli tylko cccTbbb ̸= 0, uk lady po-

staci (6.2) mo_zna ustabilizowa�c przy u_zyciu uniwersalnego adaptacyjnego

uk ladu sterowania {
u(t) = N(k(t))y(t)

_k(t) = y2(t),

gdzie N(·) jest tzw. funkcj ↪↪↪a Nussbauma, to znaczy funkcj ↪↪↪a odcinkami

prawostronnie ci ↪↪↪ag l ↪↪↪a, spe lniaj ↪↪↪ac ↪↪↪a warunki

inf
k>0

1

k

∫k

0

N(s) ds = −∞,

sup
k>0

1

k

∫k

0

N(s) ds = +∞.

Przyk ladowymi funkcjami Nussbauma s ↪↪↪a funkcje N(k) = k2 cos k i N(k) =

cos(kπ/2)e
k2

. Mechanizm sterowania jest nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy: uk lad adaptacji opi-

sany r�ownaniem _k = y2 monotonicznie zwi ↪↪↪eksza k(t), a funkcja prze l ↪↪↪a-

czaj ↪↪↪aca N(k) przyjmuje na przemian warto�sci dodatnie i ujemne o rosn ↪↪↪acej

amplitudzie i czasie trwania. Je�sli poprawny znak funkcji N jest sta ly w cza-

sie dostatecznie d lugim na to, aby sygna l wyj�sciowy y obiektu z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a

p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego zmniejszy l si ↪↪↪e do zera, to adaptacja wzmocnienia

dynamicznego k zatrzyma si ↪↪↪e na pewnej sko�nczonej warto�sci.



6.1 Algorytmy wymagaj ↪↪↪ace pe lnej znajomo�sci modelu 213

6.1 Algorytmy wymagaj ↪↪↪ace peÃlnej znajomości mo-
delu

6.1.1 Algorytmy typu obliczanego momentu

DokÃladna linearyzacja

Najbardziej znany algorytm typu obliczanego momentu korzysta z lineary-

zacji modelu dynamiki manipulatora przy pomocy statycznego sprz ↪↪↪e_zenia

zwrotnego. Aby przedstawi�c ide ↪↪↪e tego algorytmu, rozwa_zmy model dyna-

miki manipulatora sztywnego

QQQ(qqq)�qqq + CCC(qqq, _qqq) _qqq + DDD(qqq) = uuu. (6.3)

Na wej�scie uk ladu podajmy sygna l steruj ↪↪↪acy

uuu = QQQ(qqq)vvv + CCC(qqq, _qqq) _qqq + DDD(qqq), (6.4)

gdzie vvv jest nowym wektorem sterowa�n. Po podstawieniu sterowania (6.4)

do modelu dynamiki manipulatora (6.3) otrzymujemy r�ownanie uk ladu z za-

mkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego postaci

QQQ(qqq)�qqq = QQQ(qqq)vvv,

lub r�ownowa_zne mu r�ownanie liniowe

�qqq = vvv, (6.5)

uzyskane dzi ↪↪↪eki odwracalno�sci macierzy bezw ladno�sci QQQ(qqq).

W celu zapewnienia �sledzenia trajektorii qqqd(t) w uk ladzie zlinearyzowa-

nym, wystarczy poda�c na wej�scie vvv sygna l z regulatora PD z korekcj ↪↪↪a

vvv = �qqqd − KKKd _eee − KKKpeee, (6.6)

gdzie eee(t) = qqq(t) − qqqd(t) oznacza b l ↪↪↪ad �sledzenia po lo_zenia, a diagonalne

macierze KKKd > 0 oraz KKKp > 0 opisuj ↪↪↪a wzmocnienia cz ↪↪↪e�sci r�o_zniczkuj ↪↪↪acej

oraz proporcjonalnej regulatora PD. R�ownanie b l ↪↪↪edu w zamkni ↪↪↪etej p ↪↪↪etli

sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego jest nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace

�eee + KKKd _eee + KKKpeee = 000,

a zaproponowany wyb�or macierzy KKKd i KKKp zapewnia eksponencjaln ↪↪↪a zbie_z-

no�s�c b l ↪↪↪edu �sledzenia do zera.
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Rysunek 6.1 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu algorytmu linearyzacji

przez sprz
↪↪↪
e_zenie zwrotne ze wzmocnieniami KKKp = diag{300} i KKKd = diag{50}.

PrzykÃlad 6.1.1 (Manipulator EDDA)
Za l�o_zmy, _ze zadanie sterowania manipulatora EDDA o modelu dynamiki

zde�niowanym przez (5.16), (5.21){(5.23) polega na �sledzeniu trajektorii

zadanej w przestrzeni przegubowej

qqqd(t) =

(
q1d(t)

q2d(t)

)
=

(
cos

(
1
2
t
)

sin(2t)

)
. (6.7)

B l ↪↪↪edy �sledzenia powy_zszej trajektorii manipulatora zosta ly przedstawione

na rysunku 6.1∗. ¥

Algorytm Wena-Bayarda

Drugim przedstawicielem algorytm�ow typu obliczanego momentu jest algo-

rytm zaproponowany przez Wena i Bayarda

uuu = QQQ(qqqd)�qqqd + CCC(qqqd, _qqqd) _qqqd + DDD(qqqd) − KKKd _eee − KKKpeee. (6.8)

 Latwo zauwa_zy�c, _ze algorytm (6.8) sk lada si ↪↪↪e z dw�och sk ladnik�ow. Pierwszy

z nich, o charakterze korekcyjnym, wymaga znajomo�sci modelu manipula-

tora wzd lu_z zadanej trajektorii przegubowej. Drugi sk ladnik, za pomoc ↪↪↪a

regulatora PD o sta lym wzmocnieniu, generuje poprawk ↪↪↪e zale_zn ↪↪↪a od b l ↪↪↪edu

�sledzenia eee(t) = qqq(t) − qqqd(t) i jego pochodnej wzgl ↪↪↪edem czasu. W celu

wykazania zbie_zno�sci algorytmu sterowania manipulatora opisanego r�owna-

niem (6.8) rozwa_zmy funkcj ↪↪↪e Lapunowa

V(eee, _eee, t) =
1

2
_eeeTQQQ(qqq) _eee +

1

2
eeeT(KKKp + εKKKd)eee + εeeeTQQQ(qqq) _eee, (6.9)

∗Symulacje zamieszczone w tym i nast
↪↪↪
epnym rozdziale wykonano w �srodowisku MAT-

LABr + SIMULINKr.
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gdzie qqq = qqqd + eee, a ε jest pewn ↪↪↪a sta l ↪↪↪a dodatni ↪↪↪a. Z w lasno�sci form kwa-

dratowych† otrzymujemy warunek na ε zapewniaj ↪↪↪acy dodatni ↪↪↪a okre�slono�s�c

funkcji Lapunowa

0 < ε 6
λKKKd

+
√

λ2
KKKd

+ 4λQQQλKKKp

2ΛQQQ

,

przy czym λQQQ = minqqq λQQQ(qqq), ΛQQQ = maxqqq λQQQ(qqq), za�s λMMM oznacza najmniejsz ↪↪↪a

warto�s�c w lasn ↪↪↪a symetrycznej macierzy MMM. Zauwa_zmy, _ze istnienie ΛQQQ wy-

nika z w lasno�sci (5.17). Przed oszacowaniem pochodnej funkcji Lapunowa V

zapiszmy r�ownania manipulatora z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego
QQQ(qqq)�eee = −∆QQQ�qqqd − CCC(qqq, _qqq) _eee − ∆CCC _qqqd − ∆DDD − KKKpeee − KKKd _eee

qqq = qqqd + eee

_qqq = _qqqd + _eee,

(6.10)

gdzie ∆QQQ = QQQ(qqq)−QQQ(qqqd), ∆CCC = CCC(qqq, _qqq)−CCC(qqqd, _qqqd), ∆DDD = DDD(qqq)−DDD(qqqd).

Korzystaj ↪↪↪ac z twierdzenia o warto�sci �sredniej‡ mo_zna pokaza�c, _ze pochodna

po czasie funkcji Lapunowa opisanej wzorem (6.9) wzd lu_z trajektorii uk ladu

zamkni ↪↪↪etego (6.10) da si ↪↪↪e oszacowa�c w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob

_V 6 −B∥eee∥2 − (A − S∥eee∥)∥ _eee∥2,

gdzie A, B, S s ↪↪↪a pewnymi liczbami dodatnimi. Warto�s�c parametru S wynika

z oszacowania modelu dynamiki wzd lu_z trajektorii zadanej i dla konkretnej

trajektorii zadanej jest ustalona. Parametr B mo_zna dowolnie powi ↪↪↪eksza�c

poprzez wyb�or coraz wi ↪↪↪ekszych warto�sci wzmocnie�n KKKp, natomiast para-

metr A ro�snie wraz ze wzrostem wzmocnie�n KKKd.

Zde�niujmy parametr ξ1 = 1
2

(
λKKKp

+ ελKKKd
− ε2ΛQQQ

)
. Je�sli zachodzi

B > 0, A > S

√
V0

ξ1
,

gdzie V0 = V(eee(0), _eee(0), 0), to mo_zna udowodni�c, _ze dla λ1, λ2 spe lniaj ↪↪↪acych

0 < λ1 < B, 0 < λ2 < A − S

√
V0

ξ1
,

jest prawdziwa nier�owno�s�c

_V 6 −λ1∥eee∥2 − λ2∥ _eee∥2. (6.11)

†Zobacz dodatek A.1.
‡Zobacz dodatek A.2.
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Rysunek 6.2 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu algorytmu Wena-

Bayarda ze wzmocnieniami KKKp = diag{300} i KKKd = diag{50}.

Algorytm Wena-Bayarda zapewnia tzw. p�o lglobaln ↪↪↪a stabilno�s�c zamkni ↪↪↪etego

uk ladu sterowania. Oznacza to, _ze dla ka_zdego warunku pocz ↪↪↪atkowego ist-

niej ↪↪↪a wzmocnienia KKKd i KKKp zapewniaj ↪↪↪ace eksponencjaln ↪↪↪a zbie_zno�s�c b l ↪↪↪edu

�sledzenia do zera§.

PrzykÃlad 6.1.2 (Manipulator EDDA)
Podobnie jak w algorytmie linearyzacji statycznej, celem sterowania jest

�sledzenie trajektorii przegubowej opisanej r�ownaniem (6.7). B l ↪↪↪edy powsta le

przy zastosowaniu algorytmu Wena-Bayarda do �sledzenia trajektorii zadanej

przedstawiono na rysunku 6.2. ¥

6.1.2 Algorytmy typu dysypatywnego

Algorytm Slotine’a-Li

Najbardziej znanym algorytmem sterowania manipulator�ow typu dysypa-

tywnego jest algorytm Slotine'a-Li

uuu = QQQ(qqq)�qqqr + CCC(qqq, _qqq) _qqqr + DDD(qqq) − KKKdsss, (6.12)

w kt�orym funkcja qqqr(t) jest tzw. trajektori ↪↪↪a odniesienia zde�niowan ↪↪↪a na-

st ↪↪↪epuj ↪↪↪aco

_qqqr = _qqqd − ΛΛΛeee, (6.13)

natomiast zmienna

sss = _qqq − _qqqr = _eee + ΛΛΛeee, (6.14)

nosi nazw ↪↪↪e zmiennej �slizgu.

§Zauwa_zmy, _ze im wi
↪↪↪
ekszy jest pocz

↪↪↪
atkowy b l

↪↪↪
ad �sledzenia, tym wzmocnienia te musz

↪↪↪
a

by�c wi
↪↪↪
eksze.
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Diagonalne macierze ΛΛΛ > 0 i KKKd > 0 s ↪↪↪a parametrami algorytmu sterowa-

nia.  Latwo pokaza�c, _ze r�ownania manipulatora z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia

zwrotnego s ↪↪↪a nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace
QQQ(qqq) _sss + CCC(qqq, _qqq)sss + KKKdsss = 000

qqq = eee + qqqd

_eee = sss − ΛΛΛeee.

(6.15)

Dla dowodu stabilno�sci algorytmu Slotine'a-Li mo_zna wykorzysta�c nast ↪↪↪e-

puj ↪↪↪ac ↪↪↪a funkcj ↪↪↪e Lapunowa

V(eee,sss, t) =
1

2
sssTQQQ(qqq)sss. (6.16)

Pochodna wzgl ↪↪↪edem czasu funkcji V(eee,sss, t) jest r�owna

_V = sssTQQQ(qqq) _sss +
1

2
sssT _QQQ(qqq)sss.

Policzymy pochodn ↪↪↪a funkcji Lapunowa wzd lu_z trajektorii uk ladu zamkni ↪↪↪e-

tego (6.15)

_V = sssT (−CCC(qqq, _qqq)sss − KKKdsss) +
1

2
sssT _QQQ(qqq)sss =

= −sssTCCC(qqq, _qqq)sss − sssTKKKdsss +
1

2
sssT _QQQ(qqq)sss.

Z w lasno�sci (5.6) i z w lasno�sci form kwadratowych otrzymujemy

_V = −sssTKKKdsss 6 −λKKKd
∥sss∥2. (6.17)

Korzystaj ↪↪↪ac z oszacowania

V(eee,sss, t) 6 1

2
λQQQ∥sss∥2

i z nier�owno�sci (6.17) mo_zna pokaza�c eksponencjaln ↪↪↪a zbie_zno�s�c algorytmu∗

sss → 000, gdy t → +∞.

Poniewa_z sss = _eee + ΛΛΛeee → 000, to przy odpowiednim wyborze element�ow ma-

cierzy ΛΛΛ b l ↪↪↪ad �sledzenia eee(t) r�ownie_z zanika do zera eksponencjalnie.
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Rysunek 6.3 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy algorytmie Slotine'a-Li z parame-

trami ΛΛΛ = diag{4} i KKKd = diag{75}.

PrzykÃlad 6.1.3 (Manipulator EDDA)
W celu zilustrowania zachowania manipulatora przy sterowaniu wed lug al-

gorytmu Slotine'a-Li, przeprowadzili�smy symulacje komputerowe przebiegu

�sledzenia trajektorii przegubowej (6.7) manipulatora EDDA. Wykresy b l ↪↪↪e-

d�ow zosta ly przedstawione na rysunku 6.3. ¥

Zwr�o�cmy uwag ↪↪↪e na fakt, _ze sk ladnik KKKdsss algorytmu Slotine'a-Li t lumi ↪↪↪a-

cy b l ↪↪↪edy jest r�ownowa_zny regulatorowi PD o wzmocnieniach KKKdΛΛΛ i KKKd.

Wida�c, _ze elementy macierzy ΛΛΛ, b ↪↪↪ed ↪↪↪ac sk ladnikiem wzmocnienia cz ↪↪↪e�sci pro-

porcjonalnej P regulatora, wp lywaj ↪↪↪a na szybko�s�c d ↪↪↪a_zenia b l ↪↪↪edu �sledzenia

trajektorii eee(t) do zera.

Algorytm Sadegha-Horowitza

Innym algorytmem wykorzystuj ↪↪↪acym poj ↪↪↪ecie �slizgu jest algorytm sterowa-

nia Sadegha-Horowitza

uuu = QQQ(qqq)�qqqr + CCC(qqq, _qqq) _qqqr + DDD(qqq) − KKKdsss − RRReee, (6.18)

w kt�orym wszystkie zmienne zosta ly zde�niowane tak samo jak w algo-

rytmie Slotine'a-Li. Jedynym elementem r�o_zni ↪↪↪acym oba wspomniane algo-

rytmy jest wyraz proporcjonalny do b l ↪↪↪edu RRReee wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪acy we wzorze (6.18),

z diagonaln ↪↪↪a macierz ↪↪↪a wzmocnie�n RRR > 0.

Algorytm sterowania Sadegha-Horowitza jest pewn ↪↪↪a mody�kacj ↪↪↪a algo-

rytmu Slotine'a-Li. Mo_zna pokaza�c za pomoc ↪↪↪a drugiej metody Lapunowa,

_ze algorytm Sadegha-Horowitza jest eksponencjalnie stabilny. Dow�od eks-

ponencjalnej stabilno�sci algorytmu Sadegha-Horowitza zosta l umieszczony

w dodatku C.

∗Zobacz dodatek C, wz�or (C.9).
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Rysunek 6.4 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu algorytmu Sadegha-

-Horowitza z parametrami KKKd = diag{75}, ΛΛΛ = diag{2} i RRR = diag{150}.

PrzykÃlad 6.1.4 (Manipulator EDDA)
Przyk ladowe przebiegi b l ↪↪↪ed�ow �sledzenia trajektorii przegubowej (6.7) ma-

nipulatora EDDA zosta ly zamieszczone na rysunku 6.4. ¥

Analogicznie jak w przypadku algorytmu Slotine'a-Li, drugi sk ladnik

algorytmu Sadegha-Horowitza, r�owny KKKdsss + RRReee, jest r�ownowa_zny regulato-

rowi PD o wzmocnieniach PPP = KKKdΛΛΛ + RRR i DDD = KKKd.

Uniwersalny adaptacyjny algorytm sterowania

Znajomo�sci modelu manipulatora wzd lu_z zadanej trajektorii przegubowej

wymaga uniwersalny adaptacyjny algorytm sterowania postaci

uuu = QQQ(qqqd)�qqqd + CCC(qqqd, _qqqd) _qqqd + DDD(qqqd) − kkk(t)P1eee − kkk(t)P2 _eee. (6.19)

Sta le P1, P2 s ↪↪↪a dodatnie, natomiast eee(t) oznacza b l ↪↪↪ad �sledzenia po lo_zenia

zde�niowany nast ↪↪↪epuj ↪↪↪aco

eee(t) = (e1(t), . . . , ei(t), . . . , en(t))T = qqq(t) − qqqd(t).

Macierz kkk(t) = diag{ki(t)}, i = 1, . . . , n, reprezentuje wzmocnienia lokal-

nych uniwersalnych uk lad�ow �sledzenia. Lokalny uk lad uniwersalny dla i-te-

go przegubu manipulatora ma wzmocnienie zmieniane wed lug regu ly

_ki(t) = (P1ei + P2 _ei)
2, i = 1, . . . , n. (6.20)

Cz ↪↪↪esto przyjmuje si ↪↪↪e za lo_zenie, _ze ki(0) > 0, co zapewnia dodatnio�s�c wzmoc-

nie�n ki(t) w ka_zdej chwili czasu t > 0.

Z postaci r�ownania (6.19) wida�c, _ze sterowanie manipulatora jest sum ↪↪↪a

dw�och sk ladnik�ow

uuu = uuud + uuuuniw.
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Sk ladnik uuud ma charakter korekcyjny i jest liczony w oparciu o znajomo�s�c

modelu manipulatora wzd lu_z zadanej trajektorii. Drugi sk ladnik sterowania

jest regulatorem PD o dynamicznym wzmocnieniu kkk(t) generowanym przez

uk lad uniwersalny

uuuuniw = −kkk(t)P1eee − kkk(t)P2 _eee. (6.21)

Aby dowie�s�c stabilno�sci algorytmu sterowania, wybierzmy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a fun-

kcj ↪↪↪e Lapunowa

V(eee, _eee,kkk, t) =
1

2
_eeeTQQQ(qqq) _eee +

1

2
eeeTkkk(P1 + εP2)eee + εeeeTQQQ(qqq) _eee, (6.22)

gdzie qqq = qqqd +eee, ε > 0, a kkk = kkk(t) jest macierz ↪↪↪a dynamicznych wzmocnie�n

lokalnych uniwersalnych uk lad�ow �sledzenia. Podobnie jak w algorytmie

Wena-Bayarda, warunkiem dodatniej okre�slono�sci funkcji Lapunowa jest

0 < ε 6
P2λkkk(0) +

√
P2

2λ
2
kkk(0) + 4λQQQP1λkkk(0)

2ΛQQQ

.

Przed przyst ↪↪↪apieniem do oszacowania pochodnej funkcji Lapunowa _V , za-

piszmy r�ownania manipulatora z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego (6.19)
QQQ(qqq)�eee = −∆QQQ�qqqd − CCC(qqq, _qqq) _eee − ∆CCC _qqqd − ∆DDD − kkkP1eee − kkkP2 _eee

_kkk = diag{P1ei + P2 _ei}
2

qqq = qqqd + eee

_qqq = _qqqd + _eee,

(6.23)

przy oznaczeniach ∆QQQ = QQQ(qqq) − QQQ(qqqd), ∆CCC = CCC(qqq, _qqq) − CCC(qqqd, _qqqd), ∆DDD =

DDD(qqq) − DDD(qqqd). Twierdzenie o warto�sci �sredniej pozwala pokaza�c, _ze po-

chodna wzgl ↪↪↪edem czasu funkcji Lapunowa opisanej wzorem (6.22) wzd lu_z

trajektorii uk ladu zamkni ↪↪↪etego (6.23) da si ↪↪↪e oszacowa�c w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob

_V 6 −(B − E∥eee∥2 − D∥ _eee∥)∥eee∥2 − (A − S∥eee∥)∥ _eee∥2.

Parametry A, B, D, E, S s ↪↪↪a pewnymi liczbami dodatnimi. Warto�s�c para-

metru S wynika z oszacowania modelu dynamiki wzd lu_z trajektorii zadanej

i dla konkretnej trajektorii zadanej jest ustalona. Parametry A, B, D, E

mo_zna dowolnie powi ↪↪↪eksza�c poprzez odpowiedni wyb�or warto�sci P1 i P2.
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Zde�niujmy wyra_zenia

ξ1 =
1

2

(
P1λkkk(0) + εP2λkkk(0) − ε2ΛQQQ

)
,

ξ2 =
λQQQξ1

P1λkkk(0) + εP2λkkk(0)

.

Je�sli spe lnione s ↪↪↪a nier�owno�sci

B > E
V0

ξ1

+ D

√
V0

ξ2

, A > S

√
V0

ξ1

,

gdzie V0 = V(eee(0), _eee(0), 0), ΛQQQ = maxqqq λQQQ(qqq) oraz λQQQ = minqqq λQQQ(qqq), to

mo_zna pokaza�c, _ze dla λ1, λ2 spe lniaj ↪↪↪acych

0 < λ1 < B − E
V0

ξ1

− D

√
V0

ξ2

, 0 < λ2 < A − S

√
V0

ξ1

,

prawdziwa jest nier�owno�s�c

_V 6 −λ1∥eee∥2 − λ2∥ _eee∥2. (6.24)

Przedstawiony uniwersalny algorytm sterowania jest p�o lglobalnie asympto-

tycznie stabilny, przy czym b l ↪↪↪ad �sledzenia trajektorii eee(t) oraz b l ↪↪↪ad �sledzenia

pr ↪↪↪edko�sci _eee(t) zanikaj ↪↪↪a do zera eksponencjalnie. Zalet ↪↪↪a algorytmu uniwer-

salnego w por�ownaniu z algorytmami o statycznym wzmocnieniu w p ↪↪↪etli

sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego jest mniejsza warto�s�c si l i moment�ow steruj ↪↪↪acych uuu

potrzebnych do uzyskania po_z ↪↪↪adanego zachowania manipulatora.

PrzykÃlad 6.1.5 (Manipulator EDDA)
Przyk ladowe przebiegi b l ↪↪↪ed�ow �sledzenia trajektorii przegubowej (6.7) ma-

nipulatora EDDA przy wykorzystaniu uniwersalnego adaptacyjnego algo-

rytmu sterowania zosta ly zamieszczone na rysunku 6.5. W trakcie symu-

lacji wzmocnienia lokalnych uk lad�ow uniwersalnych ustali ly si ↪↪↪e na warto-

�sciach k1ust = 17 i k2ust = 6.5. ¥

Symulacje pokazuj ↪↪↪a, _ze wszystkie algorytmy przedstawione w podroz-

dzia lach 6.1.1 i 6.1.2 zapewniaj ↪↪↪a por�ownywaln ↪↪↪a jako�s�c �sledzenia trajekto-

rii, natomiast r�o_zni ↪↪↪a si ↪↪↪e pod wzgl ↪↪↪edem  latwo�sci implementacji komputero-

wej. W praktyce naj latwiej jest zaimplementowa�c algorytm Wena-Bayarda.
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Rysunek 6.5 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu uniwersalnego adap-

tacyjnego algorytmu sterowania z parametrami P1 = 20, P2 = 4 i ki(0) = 0.1.

W tym algorytmie sk ladowa korekcyjna uuud sterowania mo_ze zosta�c obli-

czona w trybie o�-line, co zmniejsza zar�owno zaj ↪↪↪eto�s�c pami ↪↪↪eci kompu-

tera, jak i czas trwania bie_z ↪↪↪acych oblicze�n. Uniwersalny adaptacyjny algo-

rytm sterowania mo_ze by�c traktowany jako dynamiczna wersja algorytmu

Wena-Bayarda. Sk ladow ↪↪↪a uuud sterowania r�ownie_z wylicza si ↪↪↪e w tym przy-

padku o�-line, jednak konieczno�s�c wyznaczania dynamicznego wzmocnie-

nia zwi ↪↪↪eksza wymagania co do wielko�sci potrzebnych zasob�ow obliczenio-

wych. Pozosta le algorytmy wymagaj ↪↪↪a obliczania dodatkowych zmiennych,

a przez to s ↪↪↪a jeszcze trudniejsze do implementacji.

6.2 Algorytmy sterowania przy parametrycznej
nieznajomości modelu

Jak powiedzieli�smy na wst ↪↪↪epie, nieznajomo�sci ↪↪↪a parametryczn ↪↪↪a modelu na-

zywa si ↪↪↪e sytuacj ↪↪↪e, gdy znane s ↪↪↪a wszystkie elementy modelu dynamiki mani-

pulatora (znana jest posta�c funkcyjna wszystkich zale_zno�sci mi ↪↪↪edzy zmien-

nymi opisuj ↪↪↪acymi zachowanie), natomiast nie s ↪↪↪a znane parametry wyst ↪↪↪epu-

j ↪↪↪ace w tych r�ownaniach. Z postaci modelu dynamiki manipulatora przedsta-

wionej w podrozdziale 5.2 wynika, _ze ka_zde rami ↪↪↪e jest opisane przy pomocy

dziesi ↪↪↪eciu parametr�ow dynamiki (element�ow macierzy inercji ramienia), za-

tem model manipulatora o n stopniach swobody zawiera 10n parametr�ow

dynamiki, kt�ore zale_z ↪↪↪a od jego w lasno�sci �zycznych. Na og�o l parametry

dynamiki s ↪↪↪a nieznane lub znane tylko w przybli_zeniu. Najcz ↪↪↪estsz ↪↪↪a przy-

czyn ↪↪↪a zmiany tych parametr�ow jest zmienna masa i moment bezw ladno�sci

 ladunku przenoszonego przez manipulator. W dalszych rozwa_zaniach przyj-

miemy za lo_zenie, _ze w trakcie �sledzenia konkretnej trajektorii przegubowej

parametry dynamiki pozostaj ↪↪↪a ustalone, aczkolwiek mog ↪↪↪a by�c nieznane.
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W przedstawionych ni_zej adaptacyjnych algorytmach sterowania b ↪↪↪edzie-

my si ↪↪↪e pos lugiwa�c modelem manipulatora, kt�ory jest liniowy ze wzgl ↪↪↪edu na

nieznane parametry θθθ

QQQ(qqq,θθθ)�qqq + CCC(qqq, _qqq,θθθ) _qqq + DDD(qqq,θθθ) = YYY(qqq, _qqq, _qqq, �qqq)θθθ = uuu, (6.25)

gdzie θθθ ∈ Rp, za�s YYY(qqq, _qqq, _qqq, �qqq) jest macierz ↪↪↪a rozmiaru n × p zwan ↪↪↪a ma-

cierz ↪↪↪a regresji. Parametry θθθ wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪ace w r�ownaniu (6.25) s ↪↪↪a parame-

trami zast ↪↪↪epczymi modelu, b ↪↪↪ed ↪↪↪acymi pewnymi funkcjami parametr�ow �-

zycznych, a nie bezpo�srednio parametrami �zycznymi. W zapisie macierzy

regresji przyjmujemy, _ze trzeci argument odnosi si ↪↪↪e do pr ↪↪↪edko�sci _qqq, kt�ora

jest mno_zona przez macierz CCC(qqq, _qqq). Nietrudno zauwa_zy�c, _ze macierz regre-

sji YYY(qqq, _qqq, _qqq, �qqq) zale_zy w spos�ob liniowy od trzeciego i czwartego argumentu.

PrzykÃlad 6.2.1 (Manipulator EDDA)
Manipulator EDDA opisany r�ownaniami macierzowo-wektorowymi (5.16)

z macierzami QQQ, CCC i wektorem DDD zde�niowanymi przez (5.21){(5.23) posiada

nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy r�ownowa_zny opis w postaci (6.25):

YYY(qqq, _qqq, _qqq, �qqq)θθθ =

[
Y11 Y12 Y13 Y14

0 0 Y23 Y24

]
θθθ. (6.26)

Elementy Yij macierzy w r�ownaniu (6.26) s ↪↪↪a nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace:

Y11 = �q1,

Y12 = g cos q1,

Y13 = �q2,

Y14 = 0.3(2�q1 + �q2) cos q2 + g cos(q1 + q2)+

− 0.3( _q2
1 + _q1 _q2 + _q2

2) sin q2,

Y23 = �q1 + �q2,

Y24 = 0.3�q1 cos q2 + g cos(q1 + q2) + 0.3 _q2
1 sin q2,

natomiast wektor θθθ = (θ1, . . . , θ4)
T jest wektorem nieznanych parametr�ow

zast ↪↪↪epczych modelu, kt�orych warto�sci nominalne podaje formu la (5.24).

Model manipulatora EDDA opisany r�ownaniami (6.26) zostanie u_zyty do

symulacji komputerowych adaptacyjnych algorytm�ow sterowania. ¥

Przy projektowaniu adaptacyjnego algorytmu sterowania zapewniaj ↪↪↪ace-

go �sledzenie zadanej trajektorii qqqd(t) w uk ladzie (6.25) nale_zy post ↪↪↪epowa�c
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w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob:

� za lo_zy�c, _ze w ka_zdej chwili dysponujemy pewn ↪↪↪a ocen ↪↪↪a, czyli esty-

mat ↪↪↪a θ̂θθ(t) wektora nieznanych parametr�ow θθθ,

� znale�z�c algorytm sterowania uuu wykorzystuj ↪↪↪acy bie_z ↪↪↪ac ↪↪↪a warto�s�c esty-

maty wektora nieznanych parametr�ow,

� znale�z�c algorytm estymacji nieznanych parametr�ow generuj ↪↪↪acy w ka-

_zdej chwili kolejn ↪↪↪a ocen ↪↪↪e θ̂θθ(t),

� udowodni�c asymptotyczn ↪↪↪a stabilno�s�c adaptacyjnego uk ladu sterowa-

nia z lo_zonego z podsystemu sterowania i podsystemu estymacji.

6.2.1 Algorytmy adaptacyjne typu obliczanego momentu

Adaptacyjny algorytm linearyzacji

Adaptacyjny algorytm linearyzacji otrzymuje si ↪↪↪e wprost z algorytmu ste-

rowania zaprojektowanego dla przypadku nieadaptacyjnego (6.4). W tym

celu, zamiast rzeczywistych warto�sci nieznanych parametr�ow, nale_zy wyko-

rzysta�c ich bie_z ↪↪↪ace estymatyuuu = QQQ

(
qqq, θ̂θθ

)
vvv + CCC

(
qqq, _qqq, θ̂θθ

)
_qqq + DDD

(
qqq, θ̂θθ

)
vvv = �qqqd − KKKd _eee − KKKpeee.

(6.27)

Wstawiaj ↪↪↪ac sterowanie (6.27) do modelu dynamiki manipulatora (6.25) o-

trzymujemy r�ownanie uk ladu z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego

QQQ

(
qqq, θ̂θθ

)
(�eee + KKKd _eee + KKKpeee) = YYY(qqq, _qqq, _qqq, �qqq)~θθθ, (6.28)

w kt�orym ~θθθ(t) = θ̂θθ(t)−θθθ jest b l ↪↪↪edem estymacji parametr�ow. Przy za lo_zeniu,

_ze macierz QQQ

(
qqq, θ̂θθ

)
jest nieosobliwa, r�ownanie (6.28) przyjmuje posta�c

�eee + KKKd _eee + KKKpeee = QQQ−1
(
qqq, θ̂θθ

)
YYY(qqq, _qqq, _qqq, �qqq)~θθθ,

lub r�ownowa_zn ↪↪↪a posta�c wyra_zon ↪↪↪a za pomoc ↪↪↪a zmiennych stanu

_zzz = AAAzzz + BBBQQQ−1
(
qqq, θ̂θθ

)
YYY(qqq, _qqq, _qqq, �qqq)~θθθ, zzz =

(
eeeT, _eeeT

)T
, (6.29)

gdzie

AAA =

[
000 In

−KKKp −KKKd

]
, BBB =

[
000

In

]
.
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Algorytm estymacji parametr�ow jest nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy

_~θθθ(t) = _̂
θθθ(t) = −ΓΓΓYYYT(qqq, _qqq, _qqq, �qqq)

(
QQQT

)−1
(
qqq, θ̂θθ

)
BBBTPPPzzz. (6.30)

Macierz ΓΓΓ = ΓΓΓT > 0 jest macierz ↪↪↪a wzmocnie�n algorytmu estymacji, nato-

miast macierz PPP = PPPT > 0 jest rozwi ↪↪↪azaniem r�ownania Lapunowa

AAATPPP + PPPAAA = −MMM, (6.31)

dla pewnej macierzy MMM = MMMT > 0, kt�ora b ↪↪↪edzie odpowiada�c za szybko�s�c

zbie_zno�sci zmiennej zzz do zera.

Wybierzmy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a funkcj ↪↪↪e Lapunowa dla uk ladu (6.29){(6.30)

V(zzz, ~θθθ) =
1

2
zzzTPPPzzz +

1

2
~θθθTΓΓΓ−1~θθθ. (6.32)

Pochodna wzgl ↪↪↪edem czasu funkcji V

(
zzz, ~θθθ, t

)
, wyliczona wzd lu_z trajektorii

uk ladu zamkni ↪↪↪etego (6.29){(6.30), jest r�owna

_V(zzz, ~θθθ) =
1

2
_zzzTPPPzzz +

1

2
zzzTPPP _zzz + ~θθθTΓΓΓ−1 _~θθθ = −

1

2
zzzTMMMzzz (6.33)

i zawiera macierz MMM wprowadzon ↪↪↪a w r�ownaniu (6.31). Z r�owno�sci (6.33)

wynika, _ze adaptacyjny algorytm linearyzacji jest globalnie asymptotycznie

stabilny.

PrzykÃlad 6.2.2 (Manipulator EDDA)
Aby zilustrowa�c dzia lanie adaptacyjnego algorytmu linearyzacji, ponownie

rozwa_zymy zadanie �sledzenia trajektorii (6.7) manipulatora EDDA. Wy-

kresy b l ↪↪↪ed�ow �sledzenia w poszczeg�olnych przegubach manipulatora zosta ly

przedstawione na rysunku 6.6. ¥

Prezentowany algorytm jest uog�olnieniem algorytmu linearyzacji przez

statyczne sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne na przypadek parametrycznej nieznajomo�sci

modelu dynamiki manipulatora. Algorytm posiada kilka w lasno�sci utrud-

niaj ↪↪↪acych jego implementacj ↪↪↪e. Po pierwsze, algorytm estymacji wymaga

pomiaru przyspiesze�n w przegubach. W praktyce jest to bardzo utrud-

nione, poniewa_z wi ↪↪↪ekszo�s�c robot�ow nie posiada czujnik�ow przyspieszenia, a

wyliczanie sygna lu przyspieszenia poprzez r�o_zniczkowanie sygna lu po lo_zenia

wprowadza znaczne zaszumienie sygna lu przyspieszenia. Drug ↪↪↪a istotn ↪↪↪a wad ↪↪↪a
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Rysunek 6.6 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu adaptacyjnego algo-

rytmu linearyzacji z parametrami KKKp = diag{300}, KKKd = diag{50}, ΓΓΓ = diag{20}.

adaptacyjnego algorytmu linearyzacji jest konieczno�s�c odwracania estymo-

wanej macierzy bezw ladno�sci QQQ

(
qqq, θ̂θθ

)
. Odwracanie macierzy QQQ

(
qqq, θ̂θθ

)
dla

manipulator�ow o wielu stopniach swobody jest nie tylko czasoch lonne i

skomplikowane numerycznie ale r�ownie_z cz ↪↪↪esto niemo_zliwe. Wynika st ↪↪↪ad,

_ze chocia_z macierz bezw ladno�sci manipulatora z parametrami nominalnymi

jest zawsze dodatnio okre�slona, to estymowana macierz QQQ

(
qqq, θ̂θθ

)
nie posiada

tej w lasno�sci i przy pewnych warto�sciach θ̂θθ mo_ze sta�c si ↪↪↪e osobliwa. Nale_zy

r�ownie_z podkre�sli�c fakt, _ze algorytm estymacji nie gwarantuje zbie_zno�sci

estymat parametr�ow dynamiki do ich rzeczywistych warto�sci.

Algorytm adaptacyjny Bayarda-Wena

Bayard i Wen zaproponowali rodzin ↪↪↪e adaptacyjnych algorytm�ow sterowa-

nia wykorzystuj ↪↪↪acych stopniowo coraz mniejsz ↪↪↪a wiedz ↪↪↪e o modelu dynamiki

manipulatora. W obr ↪↪↪ebie tej rodziny najmniejszej wiedzy o dynamice ma-

nipulatora wymaga nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy algorytm sterowania

uuu = QQQ

(
qqqd, θ̂θθ

)
�qqqd + CCC

(
qqqd, _qqqd, θ̂θθ

)
_qqqd + DDD

(
qqqd, θ̂θθ

)
− KKKd _eee − KKKpeee =

= YYY(qqqd, _qqqd, _qqqd, �qqqd)θ̂θθ − KKKd _eee − KKKpeee, (6.34)

z algorytmem estymacji parametr�ow

_̂
θθθ(t) = −ΓΓΓYYYT(qqqd, _qqqd, _qqqd, �qqqd)( _eee + εeee). (6.35)

Zak lada si ↪↪↪e, _ze KKKd = KKKT
d > 0, KKKp = KKKT

p > 0 i ΓΓΓ = ΓΓΓT > 0. Przed przyst ↪↪↪apie-

niem do badania stabilno�sci algorytmu przedstawimy r�ownania dynamiki
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manipulatora z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego (6.34), (6.35)

QQQ(qqq)�eee = −∆QQQ�qqqd − CCC(qqq, _qqq) _eee − ∆CCC _qqqd − ∆DDD+

− KKKpeee − KKKd _eee + YYY(qqqd, _qqqd, _qqqd, �qqqd)~θθθ

_̂
θθθ(t) = −ΓΓΓYYYT(qqqd, _qqqd, _qqqd, �qqqd)( _eee + εeee)

qqq = qqqd + eee

_qqq = _qqqd + _eee,

(6.36)

gdzie ∆QQQ = QQQ(qqq)−QQQ(qqqd), ∆CCC = CCC(qqq, _qqq)−CCC(qqqd, _qqqd), ∆DDD = DDD(qqq)−DDD(qqqd).

Dla uk ladu opisanego r�ownaniami (6.36) wybieramy funkcj ↪↪↪e Lapunowa

V

(
eee, _eee, ~θθθ, t

)
= V0 +

1

2
~θθθTΓΓΓ−1~θθθ, (6.37)

zawieraj ↪↪↪ac ↪↪↪a funkcj ↪↪↪e Lapunowa V0 dla nieadaptacyjnego algorytmu Wena-

-Bayarda zde�niowan ↪↪↪a wzorem (6.9). Mo_zna pokaza�c, _ze pochodna funk-

cji V obliczona wzd lu_z trajektorii uk ladu (6.36) wynosi

_V = _V0 + _eeeTYYY(qqqd, _qqqd, _qqqd, �qqqd)~θθθ + εeeeTYYY(qqqd, _qqqd, _qqqd, �qqqd)~θθθ +
_~θθθTΓΓΓ−1~θθθ. (6.38)

Wida�c, _ze po wstawieniu r�ownania (6.35) opisuj ↪↪↪acego algorytm estymacji

parametr�ow do wzoru (6.38), prawdziwe jest oszacowanie

_V 6 −B∥eee∥2 − (A − S∥eee∥)∥ _eee∥2,

z parametrami A, B, S identycznymi jak w przypadku algorytmu Wena-

-Bayarda. Oznacza to, _ze dla λ1, λ2 spe lniaj ↪↪↪acych zale_zno�sci

0 < λ1 < B, 0 < λ2 < A − S

√
V0

ξ1

,

prawdziwa jest nier�owno�s�c

_V 6 −λ1∥eee∥2 − λ2∥ _eee∥2. (6.39)

Wszystkie wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪ace tu zmienne i parametry zosta ly zde�niowane w roz-

dziale omawiaj ↪↪↪acym algorytm Wena-Bayarda∗. Algorytm (6.34), (6.35) jest

∗Kolejno�s�c nazwisk w algorytmach Wena-Bayarda i Bayarda-Wena nie jest przypad-

kowa, lecz wynika z kolejno�sci nazwisk autor�ow artyku l�ow, w kt�orych te algorytmy zosta ly

opublikowane.
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Rysunek 6.7 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu adaptacyjnego algo-

rytmu Bayarda-Wena z parametrami KKKp = diag{300}, KKKd = diag{50} i ΓΓΓ = diag{20}.

p�o lglobalnie asymptotycznie stabilny. Oznacza to, _ze dla dowolnych wa-

runk�ow pocz ↪↪↪atkowych istniej ↪↪↪a wzmocnienia regulatora PD (czyli warto�sci

element�ow macierzy KKKd i KKKp), kt�ore zapewniaj ↪↪↪a zbie_zno�s�c b l ↪↪↪edu �sledzenia

trajektorii eee(t) = qqq(t) − qqqd(t) do zera. Zalet ↪↪↪a algorytmu Bayarda-Wena

jest du_za odporno�s�c na zak l�ocenia, natomiast istotn ↪↪↪a wad ↪↪↪a s ↪↪↪a bardzo du_ze

warto�sci wzmocnie�n KKKd i KKKp konieczne do zapewnienia stabilno�sci algo-

rytmu. R�ownie_z ten algorytm nie gwarantuje zbie_zno�sci estymat do nomi-

nalnych warto�sci parametr�ow.

PrzykÃlad 6.2.3 (Manipulator EDDA)
Aby zilustrowa�c dzia lanie powy_zszego algorytmu, poka_zemy przyk ladowe

wykresy b l ↪↪↪ed�ow �sledzenia trajektorii dla manipulatora typu EDDA. Po-

dobnie jak w przypadku nieadaptacyjnym, trajektoria zadana jest opisana

r�ownaniem (6.7). Wykresy b l ↪↪↪ed�ow �sledzenia trajektorii przegubowej zosta ly

przedstawione na rysunku 6.7. ¥

6.2.2 Algorytmy adaptacyjne typu dysypatywnego

Algorytm adaptacyjny Slotine’a-Li

Adaptacyjny algorytm Slotine'a-Li wywodzi si ↪↪↪e z algorytmu (6.12) u_zywa-

nego przy pe lnej znajomo�sci modelu manipulatora, z t ↪↪↪a r�o_znic ↪↪↪a, _ze zawarte

w nim prawo sterowania zamiast rzeczywistych warto�sci wektora nieznanych

parametr�ow modelu θθθ wykorzystuje ich bie_z ↪↪↪ace estymaty θ̂θθ:

uuu = QQQ

(
qqq, θ̂θθ

)
�qqqr + CCC

(
qqq, _qqq, θ̂θθ

)
_qqqr + DDD

(
qqq, θ̂θθ

)
− KKKdsss =

= YYY(qqq, _qqq, _qqqr, �qqqr)θ̂θθ − KKKdsss. (6.40)
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Rysunek 6.8 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu adaptacyjnego algo-

rytmu Slotine'a-Li z parametrami KKKd = diag{75}, ΛΛΛ = diag{4} i ΓΓΓ = diag{20}.

Wszystkie sygna ly wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪ace we wzorze (6.40) s ↪↪↪a takie same jak sygna ly

dla algorytmu nieadaptacyjnego i zosta ly zde�niowane nast ↪↪↪epuj ↪↪↪aco:

eee = qqq − qqqd,

_qqqr = _qqqd − ΛΛΛeee,

sss = _qqq − _qqqr = _eee + ΛΛΛeee.

(6.41)

Jako algorytm estymacji przyjmiemy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy algorytm

_̂
θθθ(t) = −ΓΓΓYYYT(qqq, _qqq, _qqqr, �qqqr)sss, (6.42)

gdzie ΓΓΓ jest symetryczn ↪↪↪a, dodatnio okre�slon ↪↪↪a macierz ↪↪↪a wzmocnie�n adapta-

cyjnych rozmiaru p × p, za�s p jest liczb ↪↪↪a parametr�ow zast ↪↪↪epczych.

Adaptacyjny algorytm Slotine'a-Li cechuje si ↪↪↪e eksponencjaln ↪↪↪a zbie_zno-

�sci ↪↪↪a b l ↪↪↪edu �sledzenia trajektorii eee do zera. Dow�od jego stabilno�sci znajduje

si ↪↪↪e w dodatku C. Algorytm ten nie gwarantuje zbie_zno�sci estymat niezna-

nych parametr�ow do ich warto�sci nominalnych.

PrzykÃlad 6.2.4 (Manipulator EDDA)
W celu zaprezentowania dzia lania powy_zszego algorytmu, na rysunku 6.8

przedstawimy wykresy b l ↪↪↪ed�ow �sledzenia trajektorii (6.7) dla manipulatora

eksperymentalnego EDDA. ¥

Algorytm adaptacyjny Sadegha-Horowitza

Podobnie jak Bayard i Wen, Sadegh i Horowitz zaproponowali rodzin ↪↪↪e ada-

ptacyjnych algorytm�ow sterowania wykorzystuj ↪↪↪acych r�o_zny stopie�n zna-

jomo�sci modelu dynamiki manipulatora. Spo�sr�od adaptacyjnych algoryt-

m�ow sterowania z tej rodziny rozwa_zymy algorytm wykorzystuj ↪↪↪acy prawo
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sterowania

uuu = QQQ

(
qqqd, θ̂θθ

)
�qqqd + CCC

(
qqqd, _qqqd, θ̂θθ

)
_qqqd + DDD

(
qqqd, θ̂θθ

)
− KKKdsss − RRReee − Kf∥eee∥2sss =

= YYY(qqqd, _qqqd, _qqqd, �qqqd)θ̂θθ − KKKdsss − RRReee − Kf∥eee∥2sss (6.43)

oraz algorytm estymacji parametr�ow

_̂
θθθ(t) = −ΓΓΓYYYT(qqqd, _qqqd, _qqqd, �qqqd)sss. (6.44)

W algorytmie eee = qqq − qqqd jest b l ↪↪↪edem �sledzenia trajektorii, sss = _eee + ΛΛΛeee

oznacza zmienn ↪↪↪a �slizgu, analogicznie do wersji nieadaptacyjnej, wsp�o lczyn-

nik Kf > 0, za�s macierze wzmocnie�n spe lniaj ↪↪↪a warunki KKKd = KKKT
d > 000,

RRR = RRRT > 000, ΓΓΓ = ΓΓΓT > 000 i ΛΛΛ = ΛΛΛT > 000. Do przeprowadzenia analizy

stabilno�sci powy_zszego algorytmu wykorzystamy r�ownania dynamiki mani-

pulatora z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego

QQQ(qqq) _sss = −CCC(qqq, _qqq)sss − RRReee − KKKdsss − Kf∥eee∥2sss + YYY(qqqd, _qqqd, _qqqd, �qqqd)~θθθ + ∆YYY

_̂
θθθ(t) = −ΓΓΓYYYT(qqqd, _qqqd, _qqqd, �qqqd)sss

qqq = qqqd + eee

sss = _qqq − _qqqr = _eee + ΛΛΛeee,

(6.45)

gdzie ∆YYY = (YYY(qqqd, _qqqd, _qqqd, �qqqd) − YYY(qqq, _qqq, _qqqr, �qqqr))θθθ. Dla uk ladu (6.45) wybie-

ramy funkcj ↪↪↪e Lapunowa

V(eee,sss, ~θθθ, t) = V0(eee,sss, t) +
1

2
~θθθTΓΓΓ−1~θθθ +

1

2
λλ2

ΛΛΛeeeTeee, (6.46)

w kt�orej sk ladnik V0 oznacza funkcj ↪↪↪e Lapunowa nieadaptacyjnego algo-

rytmu Sadegha-Horowitza zde�niowan ↪↪↪a wzorem (C.4), a λ = 1
2

(
λQQQ + λQQQ

)∗.
Pochodn ↪↪↪a funkcji Lapunowa _V wzd lu_z trajektorii uk ladu (6.45) mo_zna osza-

cowa�c nast ↪↪↪epuj ↪↪↪aco

_V
(
eee, _sss, ~θθθ, t

)
6 −σ1∥sss∥2 − λΛΛΛσ2∥eee∥2, (6.47)

gdzie σ1, σ2 s ↪↪↪a pewnymi sta lymi dodatnimi. Algorytm (6.43){(6.44) zo-

sta l wybrany z rodziny adaptacyjnych algorytm�ow Sadegha-Horowitza ze

wzgl ↪↪↪edu na to, _ze jest globalnie asymptotycznie stabilny. Inn ↪↪↪a wa_zn ↪↪↪a zalet ↪↪↪a

tego algorytmu jest zale_zno�s�c sk ladnika korekcyjnego w prawie sterowania†

jedynie od zadanej trajektorii przegubowej. Algorytm ten nie gwarantuje

zbie_zno�sci b l ↪↪↪edu estymacji parametr�ow dynamiki ~θθθ(t) do zera.

∗Zobacz dodatek C.
†Czyli cz

↪↪↪
e�sci algorytmu sterowania wymagaj

↪↪↪
acej znajomo�sci modelu dynamiki.
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Rysunek 6.9 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu adaptacyjnego al-

gorytmu Sadegha-Horowitza z parametrami KKKd = diag{75}, ΛΛΛ = diag{2}, RRR =

diag{150}, ΓΓΓ = diag{20} i Kf = 12.

PrzykÃlad 6.2.5 (Manipulator EDDA)
Aby zilustrowa�c dzia lanie algorytmu poka_zemy, podobnie jak w przypadku

nieadaptacyjnym, b l ↪↪↪edy �sledzenia trajektorii przegubowej (6.7) manipula-

tora EDDA. Wykresy b l ↪↪↪ed�ow po lo_zenia przegub�ow zosta ly przedstawione

na rysunku 6.9. ¥

Z przeprowadzonych bada�n wynika, _ze spo�sr�od prezentowanych algo-

rytm�ow adaptacyjnych najtrudniejszy do implementacji komputerowej jest

adaptacyjny algorytm linearyzacji. Wymaga on pomiaru przyspiesze�n prze-

gub�ow manipulatora oraz odwracania estymowanej macierzy bezw ladno�sci.

Najprostsze do praktycznego zastosowania s ↪↪↪a adaptacyjne algorytmy Bayar-

da-Wena i Sadegha-Horowitza, kt�ore wykorzystuj ↪↪↪a do estymacji parametr�ow

i do prawa sterowania model robota obliczany wzd lu_z zadanej trajektorii.

6.3 Algorytmy sterowania przy strukturalnej nie-
znajomości modelu

Nieznajomo�s�c strukturalna modelu dynamiki manipulatora pojawia si ↪↪↪e, gdy

nie jest znana posta�c funkcyjna zale_zno�sci mi ↪↪↪edzy zmiennymi stanu manipu-

latora. Przyk ladem takich trudnych do wyznaczenia zale_zno�sci jest funkcja

opisuj ↪↪↪aca tarcie i opory ruchu.

W dalszych rozwa_zaniach za lo_zymy, _ze dynamika manipulatora o n stop-

niach swobody jest opisana nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acym modelem

QQQ(qqq,θθθ)�qqq + CCC(qqq, _qqq,θθθ) _qqq + DDD(qqq,θθθ) + ζζζ(t) =

= YYY(qqq, _qqq, _qqq, �qqq)θθθ + ζζζ(t) = uuu, (6.48)

gdzie qqq ∈ Rn oznacza wektor po lo_ze�n przegub�ow, _qqq ∈ Rn jest wektorem
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pr ↪↪↪edko�sci przegub�ow, QQQ(qqq,θθθ) jest symetryczn ↪↪↪a, dodatnio okre�slon ↪↪↪a ma-

cierz ↪↪↪a bezw ladno�sci, CCC(qqq, _qqq,θθθ) opisuje si ly od�srodkowe i Coriolisa, za�s wek-

tor DDD(qqq,θθθ) reprezentuje oddzia lywania grawitacyjne. W modelu wszystkie

oddzia lywania wp lywaj ↪↪↪ace na manipulator, maj ↪↪↪ace nieznan ↪↪↪a posta�c, zosta ly

potraktowane jako zaburzenia i oznaczone symbolem ζζζ(t).

6.3.1 Algorytm sterowania ślizgowego

W celu przedstawienia algorytmu sterowania �slizgowego przyjmiemy, _ze

dynamika manipulatora jest opisana r�ownaniem (6.48). Za l�o_zmy, _ze para-

metry θθθ wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪ace w modelu s ↪↪↪a nieznane i dopu�s�cmy oddzia lywanie na

wsp�o lrz ↪↪↪edne przegubowe manipulatora nieznanych zaburze�n∗. Zaburzenia

dzia laj ↪↪↪ace na wsp�o lrz ↪↪↪edn ↪↪↪a qi mog ↪↪↪a by�c opisane pewn ↪↪↪a nieznan ↪↪↪a funkcj ↪↪↪a

czasu ζi(t), gdzie i = 1, . . . , n. Zadanie sterowania b ↪↪↪edzie polega�c na

�sledzeniu zadanej trajektorii qqqd(t) w przestrzeni przegubowej manipulatora,

pomimo nieznajomo�sci parametr�ow i w obecno�sci nieznanych zaburze�n.

Aby mo_zliwe by lo znalezienie sterowania �slizgowego zapewniaj ↪↪↪acego �sle-

dzenie trajektorii, niezb ↪↪↪edne jest posiadanie pewnej apriorycznej informa-

cji na temat nieznanych element�ow modelu. W dalszych rozwa_zaniach

b ↪↪↪edziemy zak ladali, _ze zar�owno nieznane parametry jak i zaburzenia s ↪↪↪a

ograniczone, tzn.

|θi| 6 θ∗
i , |ζi(t)| 6 ζ∗i , i = 1, . . . , n, (6.49)

a warto�sci ogranicze�n θ∗
i i ζ∗i s ↪↪↪a znane. Oznacza to, _ze u_zycie algorytmu

�slizgowego do sterowania manipulatora jest mo_zliwe jedynie wtedy, gdy

mo_zna przewidzie�c zakres zmian nieznanych parametr�ow i zaburze�n.

Algorytm sterowania �slizgowego przypomina pod wzgl ↪↪↪edem formalnym

adaptacyjny algorytm sterowania Slotine'a-Li, r�o_zni si ↪↪↪e jednak brakiem

uk ladu estymacji parametr�ow. Do sterowania jest wprawdzie wykorzy-

stywana pewna ocena wektora nieznanych parametr�ow θ̂θθ, jednak jest ona

wybierana w spos�ob arbitralny przed rozpocz ↪↪↪eciem procesu regulacji jako

sta ly wektor spe lniaj ↪↪↪acy za lo_zenie (6.49). Prawo sterowania w algorytmie

�slizgowym ma posta�c

uuu = YYY(qqq, _qqq, _qqqr, �qqqr)θ̂θθ − KKKdsss − KKK sgn(sss), (6.50)

przy czym sygna ly _qqqr i sss spe lniaj ↪↪↪a zale_zno�s�c (6.41). Symetryczna i dodatnio

okre�slona macierz KKKd ma zapewnia�c zbie_zno�s�c algorytmu sterowania.

∗Jest to przypadek nieznajomo�sci strukturalnej modelu.
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W por�ownaniu z algorytmem Slotine'a-Li, nowym elementem prawa

sterowania (6.50) jest sk ladnik o charakterze prze l ↪↪↪aczaj ↪↪↪acym KKK sgn(sss) =

(k1 sgn(s1), . . . , kn sgn(sn))T, kt�ory ma za zadanie t lumi�c b l ↪↪↪edy wynik le

z nieznajomo�sci modelu. Zauwa_zmy, _ze obecno�s�c sk ladnika prze l ↪↪↪aczaj ↪↪↪acego

w r�ownaniu (6.50) powoduje nieci ↪↪↪ag lo�s�c wzgl ↪↪↪edem czasu proponowanego al-

gorytmu sterowania. Najwi ↪↪↪eksz ↪↪↪a trudno�sci ↪↪↪a przy implementacji algorytmu

sterowania �slizgowego jest dob�or wsp�o lczynnik�ow wzmocnienia ki w taki

spos�ob, aby algorytm sta l si ↪↪↪e zbie_zny.

Zastosujmy teraz sterowanie (6.50) do modelu (6.48) wyra_zonego w postaci

zale_znej liniowo od nieznanych parametr�ow
YYY(qqq, _qqq, _qqq, �qqq)θθθ + ζζζ(t) = YYY(qqq, _qqq, _qqqr, �qqqr)θ̂θθ − KKKdsss − KKK sgn(sss)

eee = qqq − qqqd

sss = _eee + ΛΛΛeee = _qqq − _qqqr.

(6.51)

Po prostych przekszta lceniach i podstawieniu ~θθθ = θ̂θθ−θθθ uzyskujemy r�owna-

nie dynamiki uk ladu z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego

QQQ(qqq,θθθ) _sss + CCC(qqq, _qqq,θθθ)sss = YYY(qqq, _qqq, _qqqr, �qqqr)
~θθθ − KKKdsss+

− KKK sgn(sss) − ζζζ(t), (6.52)

gdzie

qqq = eee + qqqd.

Aby udowodni�c zbie_zno�s�c algorytmu sterowania �slizgowego, zastosujemy

metod ↪↪↪e funkcji Lapunowa. Rozwa_zmy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a funkcj ↪↪↪e

V(sss,eee, t) =
1

2
sssTQQQ(qqq,θθθ)sss, (6.53)

zawieraj ↪↪↪ac ↪↪↪a symetryczn ↪↪↪a i dodatnio okre�slon ↪↪↪a macierz bezw ladno�sci mani-

pulatora QQQ(qqq,θθθ). Policzmy pochodn ↪↪↪a wzgl ↪↪↪edem czasu funkcji (6.53) wzd lu_z

trajektorii uk ladu (6.52), skorzystajmy z warunku sko�snej symetrii (5.6)

i podstawmy wyra_zenie QQQ(qqq,θθθ) _sss uzyskane z r�ownania (6.52). W rezultacie,

po prostych przekszta lceniach, otrzymamy

_V = −sssTKKKdsss − sssT
(
KKK sgn(sss) + ζζζ(t) − YYY(qqq, _qqq, _qqqr, �qqqr)

~θθθ
)
. (6.54)
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Drugi sk ladnik pochodnej (6.54) jest sum ↪↪↪a nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acych element�ow

si

(
ki sgn(si) + ζi −

∑
j Yij

~θj

)
= ki|si| + ζisi −

∑
j Yij

~θjsi =

= |si|
(
ki + ζi sgn(si) −

∑
j Yij

~θj sgn(si)
)
.

Zde�niujmy teraz wsp�o lczynniki ki jako

ki =
∑

j

Zijαj + ζ∗i + ηi, (6.55)

gdzie |Yij| 6 Zij wyra_za ograniczenia modelu wzd lu_z trajektorii odniesienia,

αi = |θ̂i| + θ∗
i > |~θi| jest oszacowaniem maksymalnego b l ↪↪↪edu pope lnionego

podczas wyboru estymaty parametr�ow, za�s ηi jest pewn ↪↪↪a liczb ↪↪↪a dodatni ↪↪↪a.

Przy przyj ↪↪↪etej de�nicji wsp�o lczynnik�ow ki uzyskujemy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace osza-

cowanie pochodnej funkcji Lapunowa wzd lu_z trajektorii uk ladu (6.52)

_V 6 −sssTKKKdsss −

n∑
i=1

ηi|si| 6 0. (6.56)

Z twierdzenia La Salle'a-Yoshizawy wynika, _ze trajektorie uk ladu (6.52)

d ↪↪↪a_z ↪↪↪a do 000 przy t → +∞. Oznacza to, _ze b l ↪↪↪ad �sledzenia eee spe lnia r�owna-

nie _eee = −ΛΛΛeee. Poprzez wyb�or macierzy ΛΛΛ w taki spos�ob, aby jej warto�sci

w lasne le_za ly w prawej p�o lp laszczy�znie zmiennej zespolonej, zagwaranto-

wana jest asymptotyczna stabilno�s�c �sledzenia. Algorytm sterowania �sli-

zgowego wyr�o_znia si ↪↪↪e prostot ↪↪↪a i niewra_zliwo�sci ↪↪↪a na zmiany parametr�ow

manipulatora oraz zewn ↪↪↪etrzne zak l�ocenia, np. efekty tarcia w przegubach,

jednak_ze pod warunkiem, _ze mo_zliwe jest oszacowanie zakresu zmian nie-

znanych wielko�sci. Algorytm sterowania �slizgowego mo_ze by�c zastosowany

tak_ze w�owczas, gdy oszacowanie zak l�oce�n zewn ↪↪↪etrznych jest zale_zne od

czasu, tj. |ζi(t)| 6 ζ∗i(t); otrzymuje si ↪↪↪e w�owczas wsp�o lczynniki wzmocnie-

nia ki zale_zne w spos�ob jawny od czasu.

Nale_zy jednak_ze pami ↪↪↪eta�c o pewnej wadzie powy_zszego algorytmu po-

legaj ↪↪↪acej na tym, _ze aby oszacowa�c warto�sci wsp�o lczynnik�ow ki gwaran-

tuj ↪↪↪ace stabilno�s�c algorytmu �slizgowego, niezb ↪↪↪edna jest znajomo�s�c maksy-

malnej pr ↪↪↪edko�sci ruchu w przegubach. W przypadku, gdy pr ↪↪↪edko�s�c ta nie

jest znana, nie mo_zna uzyska�c oszacowa�n Zij element�ow macierzy Yij. W ta-

kim wypadku warto�sci wsp�o lczynnik�ow ki mo_zna dobra�c wy l ↪↪↪acznie metod ↪↪↪a

symulacyjn ↪↪↪a lub eksperymentaln ↪↪↪a.
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Rysunek 6.10 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu algorytmu �slizgowego

z parametrami KKKd = diag{75}, ΛΛΛ = diag{4}, KKK = diag{100} i θ̂θθ = 000.

PrzykÃlad 6.3.1 (Manipulator EDDA)
Dla zilustrowania dzia lania powy_zszego algorytmu, poka_zemy przebiegi b l ↪↪↪e-

d�ow �sledzenia trajektorii zadanej (6.7) dla manipulatora EDDA. Wykresy

b l ↪↪↪ed�ow po lo_zenia przegub�ow zosta ly przedstawione na rysunku 6.10. ¥

6.3.2 Algorytm Qu-Dorseya — regulator PD o staÃlym wzmo-

cnieniu

W poprzednich podrozdzia lach dokonali�smy przegl ↪↪↪adu uk lad�ow sterowania

zapewniaj ↪↪↪acych �sledzenie zadanej trajektorii i dopuszczaj ↪↪↪acych kolejno co-

raz wi ↪↪↪ekszy stopie�n nieznajomo�sci modelu dynamiki manipulatora. W kon-

sekwencji, pojawia si ↪↪↪e pytanie, czy jest mo_zliwe sprowadzenie b l ↪↪↪edu �sledze-

nia trajektorii do zera, je�sli model manipulatora jest ca lkowicie nieznany

(nawet wzd lu_z trajektorii odniesienia). Odpowied�z na tak postawione pyta-

nie jest negatywna. Mo_zna pokaza�c, _ze zastosowanie do modelu manipula-

tora (6.25) klasycznego regulatora PD∗ z diagonalnymi macierzami wzmoc-

nie�n KKKd > 000 i KKKp > 000

uuu = −KKKd _eee − KKKpeee (6.57)

powoduje, _ze w uk ladzie z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego

QQQ(qqq)�qqq + CCC(qqq, _qqq) _qqq + DDD(qqq) + KKKd _eee + KKKpeee = 000,

przy t → +∞ b l ↪↪↪ad �sledzenia trajektorii

eee(t) = qqq(t) − qqqd(t) → BBBλ(000).

∗Bez generowania sterowania odniesienia uuud , kt�ore wymaga chocia_z cz
↪↪↪
e�sciowej zna-

jomo�sci modelu dynamiki.
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Rysunek 6.11 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu algorytmu Qu-

-Dorseya ze wzmocnieniami KKKp = diag{1500} i KKKd = diag{50}.

Symbol BBBλ(000) oznacza kul ↪↪↪e domkni ↪↪↪et ↪↪↪a o pewnym promieniu λ > 0 i �srodku

w punkcie 000 ∈ Rn. Innymi s lowy, b l ↪↪↪ad �sledzenia po lo_zenia w procesie re-

gulacji mo_ze nie zanika�c do zera, ale z up lywem czasu d ↪↪↪a_zy�c do pewnej

niezerowej warto�sci ustalonej. Wynika st ↪↪↪ad, _ze je_zeli do ka_zdego przegubu

manipulatora do l ↪↪↪aczymy lokalny regulator PD, to b l ↪↪↪ad �sledzenia trajektorii

b ↪↪↪edzie d ↪↪↪a_zy l do pewnego przedzia lu zawieraj ↪↪↪acego 0. Wyznaczenie warto�sci

ustalonej b l ↪↪↪ed�ow �sledzenia po lo_zenia w poszczeg�olnych przegubach wymaga

znajomo�sci funkcji szacuj ↪↪↪acych model dynamiki manipulatora. Istotn ↪↪↪a za-

let ↪↪↪a algorytmu sterowania (6.57) jest jego prostota,  latwo�s�c implementacji

oraz mo_zliwo�s�c kontrolowania obszaru, do kt�orego d ↪↪↪a_zy b l ↪↪↪ad eee(t), poprzez

wyb�or odpowiednio du_zych wzmocnie�n KKKd i KKKp.

PrzykÃlad 6.3.2 (Manipulator EDDA)
Aby zobrazowa�c dzia lanie algorytmu Qu-Dorseya, poka_zemy przebiegi b l ↪↪↪e-

d�ow powsta lych podczas �sledzenia trajektorii przez manipulator EDDA,

opisanej wzorem (6.7). Wykresy b l ↪↪↪ed�ow po lo_zenia przegub�ow zosta ly przed-

stawione na rysunku 6.11. ¥

6.3.3 Algorytm λ-́sledzenia — regulator PD o dynamicznym

wzmocnieniu

Jak pokazali�smy, zastosowanie regulatora PD o sta lym wzmocnieniu za-

pewnia d ↪↪↪a_zenie b l ↪↪↪edu �sledzenia trajektorii eee(t) do kuli domkni ↪↪↪etej o pro-

mieniu λ i �srodku w punkcie 000 ∈ Rn. Takie dzia lanie algorytmu sterowania

b ↪↪↪edziemy nazywali λ-�sledzeniem trajektorii∗, przy czym λ > 0. Obecnie

zaproponujemy specjalny λ-�sledz ↪↪↪acy uniwersalny algorytm sterowania

∗�Sledzeniem trajektorii z b l
↪↪↪
edem nie wi

↪↪↪
ekszym ni_z λ.
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z tzw. martw ↪↪↪a stref ↪↪↪a, zapewniaj ↪↪↪acy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a w lasno�s�c

P1eee(t) + P2 _eee(t) → BBBλ(000), 0 < P1, P2 ∈ R, gdy t → +∞,

gdzie eee(t) = qqq(t) −qqqd(t), _eee(t) = _qqq(t) − _qqqd(t).  Latwo pokaza�c, _ze zbie_zno�s�c

kombinacji liniowej b l ↪↪↪ed�ow eee i _eee do kuli o promieniu λ i �srodku w zerze

implikuje zbie_zno�s�c b l ↪↪↪edu eee(t) do kuli o promieniu λ/
P1

.

W celu wyprowadzenia algorytmu λ-�sledzenia trajektorii rozwa_zymy mo-

del dynamiki manipulatora postaci (6.25). Za l�o_zmy, _ze λ > 0 i podajmy na

wej�scie uuu manipulatora opisanego r�ownaniem (6.25) sterowanie

uuu(t) = −k(t)EEE(t), (6.58)

gdzie

EEE(t) = P1eee(t) + P2 _eee(t). (6.59)

Wzmocnienie k(t) sterowania b ↪↪↪edziemy adaptowa�c zgodnie z regu l ↪↪↪a

_k = dλ(EEE)∥EEE∥ =

{
(∥EEE∥ − λ)∥EEE∥, je_zeli ∥EEE∥ > λ,

0, je_zeli ∥EEE∥ 6 λ,
(6.60)

przy za lo_zeniu, _ze k(0) > 0. Uk lad z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego

jest opisany nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acymi r�ownaniami
QQQ(qqq)�eee = −CCC(qqq, _qqq) _eee − kP1eee(t) − kP2 _eee(t) − QQQ(qqq)�qqqd − CCC(qqq, _qqq) _qqqd − DDD(qqq)

_k = dλ(EEE)∥EEE∥
qqq = qqqd + eee.

(6.61)

W dalszych rozwa_zaniach poka_zemy, _ze uk lad (6.61) posiada nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace

w lasno�sci:

EEE(t) = P1eee(t) + P2 _eee(t) → BBBλ(000) przy t → +∞,

lim
t→+∞ k(t) < ∞.

(6.62)

W tym celu rozpatrzmy funkcj ↪↪↪e Lapunowa postaci

V(EEE, k) = Vλ(EEE) +
a

2

(
k −

b + 1

a

)2

=
1

2
d2

λ(EEE) +
a

2

(
k −

b + 1

a

)2

, (6.63)
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przy czym

Vλ(EEE) =
1

2
d2

λ(EEE) =

{
1
2
(∥EEE∥ − λ)2, je_zeli ∥EEE∥ > λ,

0, je_zeli ∥EEE∥ 6 λ,
(6.64)

za�s a i b s ↪↪↪a pewnymi znanymi liczbami dodatnimi. Dow�od zbie_zno�sci al-

gorytmu λ-�sledzenia wymaga przyj ↪↪↪ecia za lo_zenia o ograniczonej pr ↪↪↪edko�sci

manipulatora. Przy takim za lo_zeniu mo_zna pokaza�c, _ze prawdziwa jest

nast ↪↪↪epuj ↪↪↪aca nier�owno�s�c
_V 6 − _k 6 0. (6.65)

Z (6.65), (6.63) i (6.64) wynika, _ze trajektorie eee(t), k(t) s ↪↪↪a ograniczone.

Co wi ↪↪↪ecej, z twierdzenia La Salle'a-Yoshizawy wnioskujemy, _ze trajektorie

uk ladu z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego d ↪↪↪a_z ↪↪↪a do zbioru

∥EEE∥ 6 λ, (6.66)

co jest r�ownowa_zne w lasno�sci (6.62). Po prostych przekszta lceniach mo_zna

pokaza�c, _ze je�sli zachodzi (6.66), to dla ka_zdego przegubu mamy

ei(t) → [
−

λ

P1

,
λ

P1

]
przy t → +∞,

czyli ka_zda sk ladowa b l ↪↪↪edu eee(t) d ↪↪↪a_zy do znanego przedzia lu domkni ↪↪↪etego.

Algorytm λ-�sledzenia jest odporny na zak l�ocenia. Wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪acy w nim

parametr λ > 0, czyli szeroko�s�c martwej strefy (strefy nieczu lo�sci), ustalamy

przed przyst ↪↪↪apieniem do regulacji na podstawie przewidywanej wielko�sci

zak l�oce�n. Je�sli tylko warto�s�c wzmocnienia P1 b ↪↪↪edzie dostatecznie du_za,

mo_zna zagwarantowa�c zbie_zno�s�c b l ↪↪↪edu ei(t) do ma lego, wybranego przez

nas otoczenia punktu 0, dla ka_zdego i = 1, . . . , n. Nale_zy podkre�sli�c, _ze

szeroko�s�c przedzia lu, w kt�orym znajduje si ↪↪↪e b l ↪↪↪ad �sledzenia po lo_zenia, zale_zy

jedynie od doboru warto�sci parametr�ow λ i P1 algorytmu sterowania, a nie

zale_zy od stopnia znajomo�sci dynamiki manipulatora.

PrzykÃlad 6.3.3 (Manipulator EDDA)
Dzia lanie algorytmu λ-�sledzenia zilustrujemy na przyk ladzie zadania �sle-

dzenia trajektorii opisanej wzorem (6.7) dla manipulatora EDDA. Wy-

kresy b l ↪↪↪ed�ow po lo_zenia przegub�ow zosta ly przedstawione na rysunku 6.12.

W czasie trwania symulacji wzmocnienie uk ladu uniwersalnego ustali lo si ↪↪↪e

na warto�sci kust = 57. ¥
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Rysunek 6.12 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu algorytmu λ-�sledze-

nia z parametrami P1 = 30, P2 = 1 i λ = 0.5.

Spo�sr�od algorytm�ow sterowania przedstawionych w tym rozdziale, naj-

prostszym i najcz ↪↪↪e�sciej wykorzystywanym w praktyce jest algorytm Qu-

-Dorseya, a wi ↪↪↪ec statyczny regulator PD. Algorytm λ-�sledzenia jest nieco

bardziej skomplikowany, bowiem wymaga obliczania wzmocnienia dyna-

micznego, ale za to daje mo_zliwo�s�c kontrolowania dok ladno�sci �sledzenia.

Algorytm �slizgowy jest najtrudniejszy do praktycznej implementacji, poza

tym prowadzi cz ↪↪↪esto do wzbudzenia w uk ladzie sterowania drga�n granicz-

nych, polegaj ↪↪↪acych na prze l ↪↪↪aczaniu sterowania z du_z ↪↪↪a cz ↪↪↪estotliwo�sci ↪↪↪a w po-

bli_zu powierzchni �slizgu.

6.4 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Uk ladem dysypatywnym nazywa si ↪↪↪e uk lad, w kt�orym przyrost energii wew-

n ↪↪↪etrznej jest mniejszy od energii dostarczonej do uk ladu. Znaczenie w la-

sno�sci pasywno�sci i dysypatywno�sci dla badania stabilno�sci uk lad�ow, w tym

uk lad�ow sterowania robot�ow, zosta lo obja�snione w pracach [SL88, Spo98].

Koncepcja adaptacyjnych uk lad�ow sterowania nie wykorzystuj ↪↪↪acych iden-

ty�kacji parametr�ow zosta la sformu lowana przez Mareelsa [Mar84], M�ar-

tenssona [M�ar85] oraz Morse'a [Mor83]. W pracy [Mor83] Morse postawi l

hipotez ↪↪↪e, _ze znajomo�s�c znaku wyra_zenia cccTbbb† jest warunkiem koniecznym

zbie_zno�sci algorytm�ow adaptacyjnej stabilizacji. Hipotez ↪↪↪e Morse'a sfalsy�-

kowa l Nussbaum [Nus83], kt�ory wprowadzi l poj ↪↪↪ecie funkcji prze l ↪↪↪aczaj ↪↪↪acej

i zde�niowa l adaptacyjny uk lad stabilizacji dla system�ow liniowych pierw-

szego rz ↪↪↪edu, jednowej�sciowych i jednowyj�sciowych, przy czym znak cccTbbb by l

nieznany. Pomys l ten rozwin ↪↪↪eli Byrnes i Willems [BW84]. W przypadku

uk lad�ow (6.2) o wielu wej�sciach i wielu wyj�sciach (w�owczas m = p > 1,

†Zobacz wz�or (6.2).
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a wektory bbb, ccc zast ↪↪↪epujemy macierzami BBB, CCC), Ilchmann i Townley [IT93]

oraz Schmid [Sch91] pokazali, _ze przy za lo_zeniu, _ze widmo macierzy CCCBBB le_zy

w dodatniej p�o lp laszczy�znie p laszczyzny zespolonej, uk lad sterowania

u(t) = −k(t)y(t), _k(t) = ∥y(t)∥2

jest uniwersalnym adaptacyjnym uk ladem stabilizacji. Najog�olniejsze roz-

wi ↪↪↪azanie problemu syntezy uniwersalnego uk ladu sterowania, nie wyma-

gaj ↪↪↪ace za lo_zenia na temat minimalnofazowo�sci ani stopnia wzgl ↪↪↪ednego o-

biektu podano w pracach [M�ar85, MP96]. Od pocz ↪↪↪atku lat dziewi ↪↪↪e�cdzie-

si ↪↪↪atych nasili ly si ↪↪↪e badania maj ↪↪↪ace na celu rozszerzenie klasy obiekt�ow, dla

kt�orych uniwersalne uk lady sterowania dzia laj ↪↪↪a poprawnie. Ilchmann [Ilc93,

IT93] rozszerzy l klas ↪↪↪e obiekt�ow stabilizowalnych przy pomocy uniwersal-

nych uk lad�ow sterowania o uk lady o wielu wej�sciach i wyj�sciach, a tak_ze

o uk lady o stopniu wzgl ↪↪↪ednym 2 oraz o uk lady z nieliniowym zaburze-

niem. Praetzel-Wolters [PW93] oraz Schmid [Sch91] zde�niowali uniwer-

salne uk lady sterowania dla obiekt�ow liniowych, niestacjonarnych, oddzia-

 luj ↪↪↪acych na siebie poprzez interakcje. Dalsze prace nad uniwersalnymi ada-

ptacyjnymi uk ladami sterowania zmierzaj ↪↪↪a w kierunku rozszerzenia klasy

obiekt�ow sterowania o uk lady nieliniowe, jak r�ownie_z uk lady o wy_zszych

stopniach wzgl ↪↪↪ednych i uk lady z wektorowym wzmocnieniem w p ↪↪↪etli sprz ↪↪↪e-

_zenia zwrotnego. Udan ↪↪↪a pr�ob ↪↪↪a zastosowania uniwersalnych uk lad�ow stero-

wania do sterowania obiektami nieliniowymi by lo u_zycie tych uk lad�ow do

sterowania manipulator�ow [Maz96a, Maz96b], robot�ow mobilnych [MH97,

Maz98] i proces�ow chemicznych [AI95]. Algorytm linearyzacji statycznej

w wersji adaptacyjnej i nieadaptacyjnej mo_zna znale�z�c w pracy [Ber93].

Dynamika silnik�ow nap ↪↪↪edzaj ↪↪↪acych przeguby zosta la uwzgl ↪↪↪edniona w arty-

kule [T+91]. Klasa nieadaptacyjnych algorytm�ow Wena-Bayarda zosta la

przedstawiona w artykule [WB88], za�s ich wersje adaptacyjne przedsta-

wiono w [BW88]. Dowody stabilno�sci wszystkich algorytm�ow podanych

przez Wena i Bayarda oraz uniwersalnego adaptacyjnego algorytmu stero-

wania opieraj ↪↪↪a si ↪↪↪e na lemacie Wena-Bayarda (patrz dodatek B), kt�ory jest

w rzeczywisto�sci twierdzeniem o lokalnej stabilno�sci. Poj ↪↪↪ecie stabilno�sci

p�o lglobalnej zosta lo wprowadzone w [TP94]. W�sr�od adaptacyjnych algo-

rytm�ow obliczanego momentu nale_zy wymieni�c algorytm Middletona-Good-

wina [MG88], w kt�orym poprzez zastosowanie odpowiedniego �ltru uda lo si ↪↪↪e

unikn ↪↪↪a�c pomiaru przyspieszenia manipulatora, oraz algorytm Sponga-Or-

tegi [SO90] zapewniaj ↪↪↪acy odwracalno�s�c estymowanej macierzy bezw ladno�sci

manipulatora. Spo�sr�od algorytm�ow wykorzystuj ↪↪↪acych poj ↪↪↪ecie zmiennej �sli-
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zgu, algorytm Slotine'a-Li w wersji nieadaptacyjnej i adaptacyjnej oraz

algorytm �slizgowy mo_zna znale�z�c w [SL87, SL88]. Algorytm sterowania

�slizgowego robota IRb-6 zaproponowali Gosiewski i Szynkiewicz w refera-

cie [GS88]. W pracy [SL89] wprowadzono zmody�kowane algorytmy esty-

macji parametr�ow, kt�ore zapewniaj ↪↪↪a zbie_zno�s�c estymacji, o ile jest spe lniony

warunek trwa lego wzbudzenia. Z kolei, klasa algorytm�ow sterowania wpro-

wadzona przez Sadegha-Horowitza, w tym oba algorytmy przedstawione

w tym rozdziale, znajduje si ↪↪↪e w pracy [SH90]. Algorytm Qu-Dorseya wraz

z dowodem zosta l przedstawiony w [QD91]. Przyk ladem zastosowania uk la-

d�ow uniwersalnych do sterowania manipulatora jest algorytm λ-�sledzenia

trajektorii [Maz96b]. Dow�od zbie_zno�sci tego algorytmu bazuje na twier-

dzeniu La Salle'a-Yoshizawy, kt�ore zosta lo przedstawione w dodatku B.

Mo_zliwo�s�c liniowej parametryzacji modelu dynamiki manipulatora ma zna-

czenie fundamentalne [SV97, Koz98]. W celu przeanalizowania dzia lania

algorytm�ow sterowania opisanych w tym rozdziale wykonali�smy badania

eksperymentalne na manipulatorze EDDA. Badania pokaza ly, _ze _zaden

z algorytm�ow nie gwarantowa l redukcji do zera b l ↪↪↪edu �sledzenia, a jedy-

nie zapewnia l ustalenie si ↪↪↪e b l ↪↪↪edu �sledzenia na pewnej nieznacznej warto�sci.

Wynika lo to prawdopodobnie z nieliniowo�sci uk lad�ow nap ↪↪↪edowych manipu-

latora EDDA, odgrywaj ↪↪↪acej rol ↪↪↪e nieliniowego zaburzenia przyj ↪↪↪etego modelu

dynamiki. Algorytmy uniwersalne bez strefy nieczu lo�sci okaza ly si ↪↪↪e najbar-

dziej wra_zliwe na obecno�s�c tego zaburzenia, co objawi lo si ↪↪↪e utrat ↪↪↪a przez nie

stabilno�sci. Jedynymi algorytmami, kt�ore umo_zliwi ly istotne ograniczenie

ustalonej warto�sci b l ↪↪↪edu �sledzenia by ly: algorytm Qu-Dorsey'a i algorytm

λ-�sledzenia, przy czym ten ostatni algorytm w przeprowadzonych ekspery-

mentach zapewnia l najwi ↪↪↪eksz ↪↪↪a dok ladno�s�c �sledzenia.
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RozdziaÃl 7

Algorytmy sterowania
manipulatorów
o elastycznych przegubach

W manipulatorze mog ↪↪↪a wyst ↪↪↪api�c dwa rodzaje si l elastyczno�sci powoduj ↪↪↪a-

cych powstanie niedok ladno�sci �sledzenia trajektorii: elastyczno�s�c ramion

i elastyczno�s�c przegub�ow. W la�sciwe rozpoznanie typu elastyczno�sci i jej

uwzgl ↪↪↪ednienie w modelu dynamiki umo_zliwia istotn ↪↪↪a popraw ↪↪↪e jako�sci ste-

rowania.

Elastyczno�s�c ramion pojawia si ↪↪↪e w przypadku manipulator�ow o ramio-

nach zbudowanych z lekkich materia l�ow oraz wtedy, gdy ramiona mani-

pulatora s ↪↪↪a znacznej d lugo�sci. Taka konstrukcja manipulatora powoduje

uginanie si ↪↪↪e ramion podczas pracy i powstanie niedok ladno�sci pozycjonowa-

nia. Uwzgl ↪↪↪ednienie elastyczno�sci ramion prowadzi do skomplikowanych mo-

deli dynamiki opisanych r�ownaniami r�o_zniczkowymi cz ↪↪↪astkowymi. Opr�ocz

elastyczno�sci ramion mo_ze wyst ↪↪↪api�c elastyczno�s�c przegub�ow manipulatora,

zw laszcza w przypadku manipulator�ow o nap ↪↪↪edzie niebezpo�srednim. Skut-

kiem elastyczno�sci przegub�ow jest pojawienie si ↪↪↪e r�o_znicy mi ↪↪↪edzy po lo_zeniem

uk ladu nap ↪↪↪edowego (wa lu silnika) a po lo_zeniem nap ↪↪↪edzanego przegubu. Za

b l ↪↪↪edy powstaj ↪↪↪ace przy przekazywaniu nap ↪↪↪edu odpowiadaj ↪↪↪a takie zjawiska

�zyczne jak tarcie, po�slizg i luzy w przek ladniach, efekty histerezy oraz si ly

spr ↪↪↪e_zysto�sci. Model manipulatora o elastycznych przegubach jest wprawdzie

sko�nczenie wymiarowy∗, ale znacznie bardziej z lo_zony od modelu manipu-

latora sztywnego. W dalszych rozwa_zaniach ograniczymy si ↪↪↪e do sytuacji,

∗W przeciwie�nstwie do modelu manipulatora z elastycznymi ramionami.

245
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w kt�orych przyczyn ↪↪↪a elastyczno�sci przegub�ow s ↪↪↪a wy l ↪↪↪acznie si ly spr ↪↪↪e_zysto-

�sci. Przy ograniczeniu uwagi do ma lych, spr ↪↪↪e_zystych deformacji przegub�ow,

uzasadnione jest za lo_zenie, _ze si ly spr ↪↪↪e_zysto�sci zale_z ↪↪↪a od tych deformacji

w spos�ob liniowy.

W por�ownaniu ze sztywnym manipulatorem, model manipulatora o ela-

stycznych przegubach wymaga do kompletnego opisu stanu manipulatora

dwukrotnie wi ↪↪↪ekszej liczby wsp�o lrz ↪↪↪ednych uog�olnionych. W modelu mani-

pulatora z elastycznymi przegubami liczba wej�s�c steruj ↪↪↪acych jest mniejsza

ni_z liczba mechanicznych stopni swobody. Z tych powod�ow, zadanie ste-

rowania staje si ↪↪↪e znacznie trudniejsze ni_z zadanie sterowania dla manipu-

lator�ow sztywnych. W szczeg�olno�sci, implementacja algorytmu sterowania

opartego na statycznym sprz ↪↪↪e_zeniu zwrotnym wymaga instalacji sensor�ow

mierz ↪↪↪acych zar�owno po lo_zenie wa l�ow silnik�ow, jak i po lo_zenie przegub�ow.

Niniejszy rozdzia l przedstawia wybrane algorytmy sterowania zapew-

niaj ↪↪↪ace �sledzenie trajektorii przegubowej manipulator�ow o sztywnych ra-

mionach i elastycznych przegubach. Spo�sr�od algorytm�ow sterowania ma-

nipulator�ow o elastycznych przegubach om�owimy wy l ↪↪↪acznie algorytmy nie-

adaptacyjne, a ich dzia lanie zilustrujemy na przyk ladach.

7.1 Dynamika manipulatora o elastycznych prze-
gubach

Podobnie jak w przypadku manipulatora sztywnego, r�ownania dynamiki

manipulatora o elastycznych przegubach uzyskamy przy pomocy formali-

zmu Lagrange'a przedstawionego w podrozdziale 2.2. Za l�o_zmy, _ze mani-

pulator posiada n stopni swobody i _ze z ka_zdym stopniem swobody jest

zwi ↪↪↪azany uk lad nap ↪↪↪edowy. W takiej sytuacji, do opisu dynamiki manipu-

latora b ↪↪↪ed ↪↪↪a potrzebne wsp�o lrz ↪↪↪edne uog�olnione qqq1 =
(
q1

1, . . . , q
1
n

)T ∈ Rn

okre�slaj ↪↪↪ace po lo_zenia przegub�ow, oraz qqq2 =
(
q2

1, . . . , q
2
n

)T ∈ Rn, kt�ore de-

�niuj ↪↪↪a po lo_zenia wa l�ow silnik�ow nap ↪↪↪edzaj ↪↪↪acych. Odpowiednie pr ↪↪↪edko�sci

uog�olnione oznaczymy symbolami _qqq1, _qqq2 ∈ Rn. Elastyczno�s�c transmisji

nap ↪↪↪edu od uk ladu nap ↪↪↪edowego do przegubu b ↪↪↪edziemy modelowa�c przy po-

mocy liniowej spr ↪↪↪e_zyny poddanej si lom skr ↪↪↪ecaj ↪↪↪acym. Przyjmiemy, _ze uk la-

dem nap ↪↪↪edowym ramienia nr i manipulatora jest silnik elektryczny, kt�orego

stojan stanowi cz ↪↪↪e�s�c (i−1)-szego ramienia, a wirnik obraca si ↪↪↪e razem z i-tym

ogniwem wok�o l osi Zi−1 uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych Xi−1Yi−1Zi−1 (zobacz rysu-

nek 7.1).
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Rysunek 7.1 Schemat po l ↪↪↪aczenia elastycznego pomi
↪↪↪
edzy dwoma ramionami ma-

nipulatora o elastycznych przegubach.

Rozwa_zania analogiczne do tych, kt�ore przeprowadzili�smy w podroz-

dziale 5.2, pozwalaj ↪↪↪a uzyska�c nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace wyra_zenia na energi ↪↪↪e kinetyczn ↪↪↪a

i-tego ramienia i i-tego uk ladu nap ↪↪↪edowego

KLi

(
qqq1i, _qqq1i

)
=

1

2
tr

(
_AAAi

0

(
qqq1i

)
JJJLi

_AAAiT
0

(
qqq1i

))
=

=
1

2

n∑
j,k=1

tr

∂AAAi
0

(
qqq1i

)
∂q1

j

JJJLi

(
∂AAAi

0

(
qqq1i

)
∂q1

k

)T
 _q1

j _q1
k, (7.1)

KMi

(
qqq1i−1, q2

i , _qqq1i−2, _q2
i

)
=

1

2
tr

(
_AAAi−1

0

(
qqq1i−1

)
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W powy_zszych wzorach JJJLi
oznacza macierz inercji i-tego ramienia, JJJMi

, Ii

s ↪↪↪a, odpowiednio, macierz ↪↪↪a inercji i momentem bezw ladno�sci i-tego wirnika

wzgl ↪↪↪edem osi Zi−1 uk ladu Xi−1Yi−1Zi−1, ĴJJMi
= RotRotRot

(
Z, q2

i

)
JJJMi

RotRotRotT
(
Z, q2

i

)
,

natomiast AAAi
0 oznacza macierz transformacji uk ladu podstawowego X0Y0Z0

w uk lad XiYiZi, qqq1i =
(
q1

1, . . . , q
1
i

)T
.

Oznaczmy pierwszy i drugi sk ladnik prawej strony wyra_zenia (7.2) ja-

ko KMi1 i KMi2. Przy za lo_zeniu, _ze wirnik i-tego silnika ma posta�c walca†

†Og�olniej | wykazuje symetri
↪↪↪
e obrotow

↪↪↪
a wzgl

↪↪↪
edem osi Z.
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obracaj ↪↪↪acego si ↪↪↪e wok�o l osi Zi−1 uk ladu Xi−1Yi−1Zi−1, kt�orego �srodek masy

pokrywa si ↪↪↪e z pocz ↪↪↪atkiem tego uk ladu, nietrudno pokaza�c, _ze macierz iner-

cji JJJMi
jest diagonalna i ma posta�c

JJJMi
= diag{αi, αi, βi, γi}.

Dla macierzy JJJMi
zachodzi zwi ↪↪↪azek ĴJJMi

= JJJMi
, a zatem
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Podobnie
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Ca lkowita energia kinetyczna manipulatora z uk ladami nap ↪↪↪edowymi jest

sum ↪↪↪a energii (7.1) i (7.2) i ma posta�c formy kwadratowej
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Elementy macierzy QQQ
(
qqq1

)
s ↪↪↪a zde�niowane przez wzory (7.1), (7.3) w nast ↪↪↪e-

puj ↪↪↪acy spos�ob (por�ownaj z (5.13))
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n−1∑
i=1

tr

∂AAAi
0

(
qqq1i

)
∂q1

j

(JJJLi
+ JJJMi+1

)

(
∂AAAi

0

(
qqq1i

)
∂q1

k

)T
+

+ tr

∂AAAn
0

(
qqq1

)
∂q1

j

JJJLn

(
∂AAAn

0

(
qqq1

)
∂q1

k

)T
. (7.6)

Do obliczenia element�ow macierzy SSS
(
qqq1n−1

)
wykorzystamy wyra_zenie (7.4),

z kt�orego otrzymujemy

Sjk

(
qqq1n−1

)
= tr

(
∂AAAk−1

0

(
qqq1k−1

)
∂q1

j

[
−αi[eee3] 000

000 0

] (
AAAk−1

0

)T(
qqq1k−1

))
. (7.7)
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Co wi ↪↪↪ecej, poniewa_z

∂AAAk−1
0

(
qqq1k−1

)
∂q1

j

= 000 dla j = k, k + 1, . . . , n,

macierz SSS
(
qqq1n−1

)
jest g�orno-tr�ojk ↪↪↪atna, tzn.

SSS
(
qqq1n−1

)
=


0 S12

(
q1

1

)
S13

(
q1

1, q1
2

)
· · · S1n

(
q1

1, . . . , q1
n−1

)
0 0 S23

(
q1

2

)
· · · S2n

(
q1

2, . . . , q1
n−1

)
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · Sn−1n

(
q1

n−1

)
0 0 0 · · · 0

. (7.8)

Macierz III wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪aca w formie kwadratowej (7.5) sk lada si ↪↪↪e z moment�ow

bezw ladno�sci wirnik�ow,

III = diag{I1, I2, . . . , In}.

Energia potencjalna manipulatora o elastycznych przegubach sk lada si ↪↪↪e

z energii potencjalnej ramion wraz z uk ladami nap ↪↪↪edowymi oraz z energii

potencjalnej elastyczno�sci przegub�ow. Zak ladaj ↪↪↪ac, _ze energia elastyczno�sci

VE

(
qqq1,qqq2

)
=

1

2

(
qqq1 − qqq2

)T
KKK

(
qqq1 − qqq2

)
, (7.9)

gdzie KKK = diag{k1, . . . , kn} jest macierz ↪↪↪a wsp�o lczynnik�ow elastyczno�sci prze-

gub�ow, i korzystaj ↪↪↪ac z zale_zno�sci (5.15), zapiszemy energi ↪↪↪e potencjaln ↪↪↪a ma-

nipulatora w postaci

V
(
qqq1,qqq2

)
= −

n∑
i=1

miggg
TAAAi

0

(
qqq1i

)
RRRi + VE

(
qqq1,qqq2

)
. (7.10)

Z r�owna�n Eulera-Lagrange'a dla lagran_zianu

L
(
qqq1,qqq2, _qqq1, _qqq2

)
= K

(
qqq1,qqq2, _qqq1, _qqq2

)
− V

(
qqq1,qqq2

)
,

gdzie K jest dane przez (7.5), a V przez (7.10) otrzymujemy r�ownania
dynamiki manipulatora o elastycznych przegubach

QQQ
(
qqq1

)
�qqq1 + SSS

(
qqq1n−1

)
�qqq2 + _SSS

(
qqq1n−1

)
_qqq2 −

1

2

∂

∂qqq1

(
_qqq1SSS

(
qqq1n−1

)
_qqq2

)
+

+ CCC
(
qqq1, _qqq1

)
_qqq1 + DDD

(
qqq1

)
+ KKK

(
qqq1 − qqq2

)
= 000

III�qqq2 + SSST
(
qqq1n−1

)
�qqq1 + _SSST

(
qqq1n−1

)
_qqq1 − KKK

(
qqq1 − qqq2

)
= uuu.

(7.11)
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W drugim z r�owna�n uk ladu (7.11) symbolem uuu oznaczyli�smy si ly (mo-

menty) steruj ↪↪↪ace wywierane przez uk lady nap ↪↪↪edowe. Model (7.11) nosi

nazw ↪↪↪e pe lnego modelu dynamiki manipulatora o elastycznych przegubach.

Je_zeli przyj ↪↪↪a�c, _ze macierz SSS
(
qqq1n−1

)
formy energii kinetycznej (7.5) jest sta la,

model (7.11) upraszcza si ↪↪↪e do postaci{
QQQ

(
qqq1

)
�qqq1 + SSS�qqq2 + CCC

(
qqq1, _qqq1

)
_qqq1 + DDD

(
qqq1

)
+ KKK

(
qqq1 − qqq2

)
= 000

III�qqq2 + SSST�qqq1 − KKK
(
qqq1 − qqq2

)
= uuu,

(7.12)

kt�ora posiada w lasno�s�c linearyzowalno�sci przez dynamiczne sprz ↪↪↪e_zenie zwro-

tne. Najcz ↪↪↪e�sciej spotykany w literaturze jest model (7.12) z macierz ↪↪↪a SSS = 000,

nazywany zredukowanym modelem dynamiki manipulatora o elastycznych

przegubach. Model zredukowany{
QQQ

(
qqq1

)
�qqq1 + BBB

(
qqq1, _qqq1

)
+ KKK

(
qqq1 − qqq2

)
= 000

III�qqq2 + KKK
(
qqq2 − qqq1

)
= uuu,

(7.13)

w kt�orym BBB
(
qqq1, _qqq1

)
= CCC

(
qqq1, _qqq1

)
_qqq1+DDD

(
qqq1

)
, b ↪↪↪edziemy traktowa�c w dalszych

rozwa_zaniach jako obiekt sterowania, dla kt�orego przedstawimy zestaw al-

gorytm�ow sterowania.

PrzykÃlad 7.1.1 (Manipulator EDDA)
Do badania w lasno�sci prezentowanych algorytm�ow sterowania wykorzysta-

my model manipulatora EDDA z uwzgl ↪↪↪ednieniem oddzia lywa�n elastycznych

w przegubach. Macierzowo-wektorowe r�ownania dynamiki tego manipula-

tora maj ↪↪↪a posta�c (7.13), a elementy modelu dynamiki s ↪↪↪a dane jako‡

QQQ
(
qqq1

)
=

[
2.833 + 0.462 cos q1

2 0.24 + 0.231 cos q1
2

0.24 + 0.231 cos q1
2 0.2325

]
,

CCC
(
qqq1, _qqq1

)
=

[
−0.231 _q1

2 sin q1
2 −0.231

(
_q1
1 + _q1

2

)
sin q1

2

0.231 _q1
1 sin q1

2 0

]
,

‡Macierz QQQ
`

qqq1
´

jest macierz
↪↪↪
a bezw ladno�sci manipulatora bez uwzgl

↪↪↪
ednienia bezw la-

dno�sci wirnik�ow. Macierz III opisuje bezw ladno�s�c samych wirnik�ow. Zauwa_zmy, _ze suma

obu macierzy daje macierz bezw ladno�sci QQQ (qqq) manipulatora sztywnego opisan
↪↪↪
a wzo-

rem (5.21).
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DDD
(
qqq1

)
=

(
93.2 cos q1

1 + 7.55 cos
(
q1

1 + q1
2

)
7.55 cos

(
q1

1 + q1
2

) )
,

KKK =

[
k1 0

0 k2

]
, III =

[
0.267 0

0 7.5 × 10−3

]
.

Wektor qqq1 =
(
q1

1, q
1
2

)T∈ R2 opisuje po lo_zenia ramion manipulatora EDDA,

za�s qqq2 =
(
q2

1, q
2
2

)T ∈ R2 oznacza po lo_zenia silnik�ow nap ↪↪↪edzaj ↪↪↪acych po-

szczeg�olne ogniwa manipulatora. ¥

7.2 Algorytmy sterowania

Spo�sr�od algorytm�ow zapewniaj ↪↪↪acych �sledzenie trajektorii w przypadku pe l-

nej znajomo�sci modelu manipulatora przedstawimy trzy algorytmy: algo-

rytm linearyzacji za pomoc ↪↪↪a statycznego sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego, algorytm

ca lkowania wstecznego oraz algorytm Ortegi-Lorii.

7.2.1 Algorytm linearyzacji statycznej

Dla modelu manipulatora o elastycznych przegubach (7.13) zde�niujmy

wsp�o lrz ↪↪↪edne stanu

xxx1 = qqq1, xxx2 = _qqq1, xxx3 = qqq2, xxx4 = _qqq2.

R�ownania dynamiki we wsp�o lrz ↪↪↪ednych przyjmuj ↪↪↪a posta�c

_xxx1 = xxx2

_xxx2 = −QQQ−1
(
xxx1

)
BBB

(
xxx1, xxx2

)
+ QQQ−1

(
xxx1

)
KKK

(
xxx3 − xxx1

)
_xxx3 = xxx4

_xxx4 = −III−1KKK
(
xxx3 − xxx1

)
+ III−1uuu.

(7.14)

Przy oznaczeniach

FFF
(
xxx1, xxx2

)
= −QQQ−1

(
xxx1

)
BBB

(
xxx1, xxx2

)
− QQQ−1

(
xxx1

)
KKKxxx1,

GGG
(
xxx1, xxx3

)
= −III−1KKK

(
xxx3 − xxx1

)
,
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uk lad r�owna�n (7.14) zapiszemy jako

_xxx1 = xxx2

_xxx2 = FFF
(
xxx1, xxx2

)
+ QQQ−1

(
xxx1

)
KKKxxx3

_xxx3 = xxx4

_xxx4 = GGG
(
xxx1, xxx3

)
+ III−1uuu.

Zastosujemy teraz transformacj ↪↪↪e wsp�o lrz ↪↪↪ednych stanu

ξξξ =
(
ξξξ1,ξξξ2,ξξξ3,ξξξ4

)T
= φφφ(xxx) = φφφ

(
xxx1, xxx2, xxx3, xxx4

)
,

tak ↪↪↪a _ze

ξξξ1 = xxx1

ξξξ2 = xxx2

ξξξ3 = FFF
(
xxx1, xxx2

)
+ QQQ−1

(
xxx1

)
KKKxxx3

ξξξ4 =
∂FFF

(
xxx1, xxx2

)
∂xxx1

xxx2 +
∂FFF

(
xxx1, xxx2

)
∂xxx2

(
FFF
(
xxx1, xxx2

)
+

+QQQ−1
(
xxx1

)
KKKxxx3

)
+

∂

∂xxx1

(
QQQ−1

(
xxx1

)
KKKxxx3

)
xxx2+

+QQQ−1
(
xxx1

)
KKKxxx4 = HHH1

(
xxx1, xxx2, xxx3

)
+ QQQ−1

(
xxx1

)
KKKxxx4.

Ze wzgl ↪↪↪edu na nieosobliwo�s�c macierzy QQQ
(
xxx1

)
oraz KKK, φφφ(xxx) jest globalnym

dyfeomor�zmem przestrzeni stanu. Ostatecznie, r�ownania dynamiki mani-

pulatora w nowych wsp�o lrz ↪↪↪ednych zapiszemy w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acej formie

_ξξξ1 = ξξξ2

_ξξξ2 = ξξξ3

_ξξξ3 = ξξξ4

_ξξξ4 = HHH2

(
xxx1, xxx2, xxx3, xxx4

)
+ QQQ−1

(
xxx1

)
KKKIII−1uuu,

(7.15)

przy oznaczeniu

HHH2

(
xxx1, xxx2, xxx3, xxx4

)
=

∂HHH1

(
xxx1, xxx2, xxx3

)
∂xxx1

xxx2 +
∂HHH1

(
xxx1, xxx2, xxx3

)
∂xxx2

(
FFF
(
xxx1, xxx2

)
+

+QQQ−1
(
xxx1

)
KKKxxx3

)
+

∂HHH1

(
xxx1, xxx2, xxx3

)
∂xxx3

xxx4 +
∂

∂xxx1

(
QQQ−1

(
xxx1

)
KKKxxx4

)
xxx2.

Wida�c, _ze przy pomocy dyfeomor�zmu φφφ(xxx) dynamika uk ladu zosta la cz ↪↪↪e-

�sciowo zlinearyzowana. Aby uzyska�c ca lkowit ↪↪↪a linearyzacj ↪↪↪e, niezb ↪↪↪edne jest
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zastosowanie statycznego sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego

uuu = ηηη(xxx) + ψψψ(xxx)vvv, (7.16)

gdzie vvv oznacza nowe sterowanie uk ladu, za�s{
ηηη(xxx) = −IIIKKK−1QQQ

(
xxx1

)
HHH2

(
xxx1, xxx2, xxx3, xxx4

)
ψψψ(xxx) = IIIKKK−1QQQ

(
xxx1

)
.

(7.17)

Nietrudno sprawdzi�c, _ze sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne (7.16), (7.17)

uuu = −IIIKKK−1QQQ
(
xxx1

)
HHH2

(
xxx1, xxx2, xxx3, xxx4

)
+ IIIKKK−1QQQ

(
xxx1

)
vvv (7.18)

przekszta lca uk lad (7.15) do postaci liniowej

_ξξξ1 = ξξξ2

_ξξξ2 = ξξξ3

_ξξξ3 = ξξξ4

_ξξξ4 = vvv.

(7.19)

Po przeprowadzeniu linearyzacji modelu dynamiki manipulatora zadanie

�sledzenia zadanej trajektorii sprowadza si ↪↪↪e do �sledzenia zadanej trajektorii

przegubowej ξξξ1
d(t) w uk ladzie liniowym (7.19). Sterowanie vvv, kt�ore zasto-

sowane do uk ladu (7.19) zapewni �sledzenie zadanej trajektorii ξξξ1
d(t), tzn.

doprowadzi do tego, _ze trajektoria przegubowa ξξξ1(t) b ↪↪↪edzie d ↪↪↪a_zy�c asymp-

totycznie do ξξξ1
d(t), uzyskujemy metodami liniowej teorii regulacji. W tym

celu za l�o_zmy, _ze

vvv = ξξξ
1(4)
d − RRR3eee

(3) − RRR2eee
(2) − RRR1eee

(1) − RRR0eee, (7.20)

gdzie eee(t) = ξξξ1(t) − ξξξ1
d(t) oznacza b l ↪↪↪ad �sledzenia trajektorii wyra_zony we

wsp�o lrz ↪↪↪ednych ξξξ. B l ↪↪↪ad �sledzenia w uk ladzie (7.19) ze sterowaniem (7.20)

jest opisany r�ownaniem

eee(4) + RRR3eee
(3) + RRR2eee

(2) + RRR1eee
(1) + RRR0eee = 000, (7.21)

za�s warunek �sledzenia eee(t) → 000 przy t → +∞ mo_zna zapewni�c poprzez

taki dob�or macierzy wzmocnie�n RRR3, RRR2, RRR1, RRR0, aby uk lad (7.21) by l ekspo-

nencjalnie stabilny. W la�sciwy dob�or tych macierzy mo_ze zapewni�c, opr�ocz

eksponencjalnej stabilno�sci, tak_ze po_z ↪↪↪adany przebieg b l ↪↪↪edu �sledzenia (t lu-

mienie krytyczne, minimalne przeregulowanie, itp.).



254 Algorytmy sterowania manipulator�ow o elastycznych przegubach

0 1 2 3 4 5
−1

−0.5

0

0.5

1

t

e1

0 1 2 3 4 5
−1

−0.5

0

0.5

1

t

e2

Rysunek 7.2 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu algorytmu linearyzacji

statycznej.

PrzykÃlad 7.2.1 (Manipulator EDDA)
Dzia lanie algorytmu linearyzacji statycznej zilustrujemy na przyk ladzie mo-

delu manipulatora EDDA opisanego w przyk ladzie 7.1.1. Do oblicze�n przy-

j ↪↪↪eli�smy, _ze wsp�o lczynniki elastyczno�sci przegub�ow s ↪↪↪a r�owne k1 = k2 = 1000,

co pozwoli lo zaobserwowa�c efekty zwi ↪↪↪azane z obecno�sci ↪↪↪a si l elastyczno�sci.

Trajektoria przegubowa qqq1
d(t) zosta la zadana jako skok jednostkowy. Na ry-

sunku 7.2 przedstawiono przyk ladowe przebiegi b l ↪↪↪ed�ow �sledzenia trajekto-

rii dla parametr�ow uk ladu sterowania r�ownych odpowiednio RRR0 = diag{10},

RRR1 = diag{10}, RRR2 = diag{50}, RRR3 = diag{50}. Poprzez wyb�or r�o_znych warto-

�sci parametr�ow RRRi mo_zna kszta ltowa�c charakter przebiegu b l ↪↪↪ed�ow �sledzenia

trajektorii w poszczeg�olnych przegubach. ¥

7.2.2 Algorytm caÃlkowania wstecznego

Rozwa_zmy model manipulatora o elastycznych przegubach opisany r�owna-

niami (7.13). Zadaniem algorytmu sterowania jest zapewnienie �sledzenia

zadanej trajektorii przegubowej manipulatora. Zauwa_zmy, _ze o ile zadana

trajektoria przegubowa manipulatora (qqq1
d(t)) jest dowolna, to zadana tra-

jektoria silnik�ow (qqq2
d(t)) wynika bezpo�srednio z pierwszego r�ownania (7.13)

qqq2
d = qqq1

d + KKK−1
(
QQQ

(
qqq1

d

)
�qqq1

d + BBB
(
qqq1

d, _qqq1
d

))
. (7.22)

Zde�niujmy wsp�o lrz ↪↪↪edne

xxx1 = qqq1, xxx2 = _qqq1, xxx3 = qqq2, xxx4 = _qqq2,

w taki spos�ob, _ze

xxx1
d = qqq1

d, xxx2
d = _qqq1

d, xxx3
d = qqq2

d, xxx4
d = _qqq2

d,
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i przepiszmy r�ownania (7.13) jako

_xxx1 = xxx2

_xxx2 = FFF1

(
xxx1, xxx2

)
+ GGG1

(
xxx1

)
xxx3

_xxx3 = xxx4

_xxx4 = FFF2

(
xxx1, xxx3

)
+ GGG2uuu,

(7.23)

gdzie FFF1

(
xxx1, xxx2

)
= −QQQ−1

(
xxx1

)
BBB

(
xxx1, xxx2

)
−QQQ−1

(
xxx1

)
KKKxxx1, GGG1

(
xxx1

)
= QQQ−1

(
xxx1

)
KKK,

FFF2

(
xxx1, xxx3

)
= −III−1KKK

(
xxx3 − xxx1

)
, GGG2 = III−1. R�ownania standardowe (7.23)

przedstawimy w postaci zale_znej od b l ↪↪↪ed�ow eeei = xxxi − xxxi
d, i = 1, . . . , 4

_eee1 = eee2

_eee2 = FFF12

(
t,eee1, eee2

)
+ GGG1

(
t,eee1

)
eee3

_eee3 = eee4

_eee4 = FFF22

(
t,eee1, eee3

)
+ GGG2uuu,

(7.24)

przy czym FFF12

(
t,eee1, eee2

)
= FFF1

(
t,eee1, eee2

)
+ GGG1

(
t,eee1

)
xxx3

d − _xxx2
d, GGG1

(
t,eee1

)
=

QQQ−1
(
t,eee1

)
KKK, FFF22

(
t,eee1, eee3

)
= FFF2

(
t,eee1, eee3

)
− _xxx4

d, GGG2 = III−1. Zauwa_zmy, _ze

r�ownania (7.24) maj ↪↪↪a struktur ↪↪↪e kaskadow ↪↪↪a, kt�ora pozwala na zastosowanie

algorytmu sterowania typu ca lkowania wstecznego∗.

Rozpocznijmy od rozwa_zenia r�ownania pierwszego podsystemu, a mia-

nowicie

_eee1 = eee2. (7.25)

Powy_zszy uk lad jest uk ladem liniowym, w kt�orym eee2 mo_zna potraktowa�c

jako sterowanie. Wybierzmy funkcj ↪↪↪e Lapunowa postaci

V1

(
eee1

)
=

1

2
eee1Teee1. (7.26)

Skoro zmienna eee2 jest sterowaniem uk ladu (7.25), zastosujmy sprz ↪↪↪e_zenie

zwrotne

eee2 = −RRR0eee
1, (7.27)

z macierz ↪↪↪a RRR0 = RRRT
0 > 0. W�owczas, pochodna funkcji Lapunowa wzd lu_z

trajektorii uk ladu (7.25)

_V1 = −eee1TRRR0eee
1 = −W1

(
eee1

)
6 0. (7.28)

∗Termin ten proponujemy jako odpowiednik angielskiego zwrotu integrator backstep-

ping.
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Z teorii Lapunowa wynika, _ze wyb�or eee2 w taki spos�ob, aby spe lnione by lo

r�ownanie (7.27), gwarantuje zbie_zno�s�c b l ↪↪↪edu �sledzenia eee1(t) do 000.  Latwo

mo_zna zauwa_zy�c, _ze b l ↪↪↪ad eee1 d ↪↪↪a_zy do 000 eksponencjalnie.

Nast ↪↪↪epny krok ca lkowania wstecznego polega na rozwa_zeniu drugiego,

wi ↪↪↪ekszego podsystemu uk ladu (7.24), zawieraj ↪↪↪acego dwa r�ownania{
_eee1 = eee2

_eee2 = FFF12

(
t,eee1, eee2

)
+ GGG1

(
t,eee1

)
eee3.

(7.29)

W tym podsystemie rol ↪↪↪e sterowania b ↪↪↪edzie spe lnia�c zmienna eee3. Dla uk la-

du (7.29) wybierzmy funkcj ↪↪↪e Lapunowa

V2

(
eee1, eee2

)
= V1

(
eee1

)
+

1

2

(
eee2 + RRR0eee

1
)T(

eee2 + RRR0eee
1
)
, (7.30)

kt�orej pochodna wzd lu_z trajektorii uk ladu (7.29) jest r�owna

_V2 = _V1 +
(
eee2 + RRR0eee

1
)T(

_eee2 + RRR0 _eee1
)

=

= _V1 +
(
eee2 + RRR0eee

1
)T(

FFF12

(
t,eee1, eee2

)
+ GGG1

(
t,eee1

)
eee3 + RRR0eee

2
)
. (7.31)

Za_z ↪↪↪adamy teraz, aby

FFF12+ GGG1eee
3 + RRR0eee

2 = −RRR1

(
eee2 + RRR0eee

1
)
,

gdzie RRR1 = RRRT
1 > 000, sk ↪↪↪ad wyliczamy sterowanie

eee3 = −GGG−1
1

(
FFF12+ (RRR1 + RRR0)eee

2 + RRR1RRR0eee
1
)

= −HHH3

(
t,eee1, eee2

)
. (7.32)

Wida�c, _ze dla tak wybranego sterowania funkcja Lapunowa ma pochodn ↪↪↪a

r�own ↪↪↪a

_V2 = −W1

(
eee1

)
−

(
eee2 + RRR0eee

1
)T

RRR1

(
eee2 + RRR0eee

1
)

=

= −W2

(
eee1, eee2

)
6 0. (7.33)

Na podstawie twierdzenia La Salle'a-Yoshizawy† mo_zna  latwo wywniosko-

wa�c, _ze eee3 = −HHH3

(
t,eee1, eee2

)
zapewnia �sledzenie trajektorii zadanych xxx1

d, xxx2
d

przez podsystem (7.29).

†Zobacz dodatek B.
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W trzecim kroku algorytmu ca lkowania wstecznego rozwa_zmy podsys-

tem 
_eee1 = eee2

_eee2 = FFF12

(
t,eee1, eee2

)
+ GGG1

(
t,eee1

)
eee3

_eee3 = eee4,

(7.34)

przy czym zmienna eee4 spe lnia rol ↪↪↪e sterowania. Sterowanie stabilizuj ↪↪↪ace dla

uk ladu (7.34) otrzymamy wybieraj ↪↪↪ac zale_zn ↪↪↪a od czasu funkcj ↪↪↪e Lapunowa

V3

(
t,eee1, eee2, eee3

)
= V2

(
eee1, eee2

)
+

+
1

2

(
eee3 + HHH3

(
t,eee1, eee2

))T(
eee3 + HHH3

(
t,eee1, eee2

))
. (7.35)

Pochodna _V3 funkcji Lapunowa wzd lu_z trajektorii uk ladu (7.34) jest r�owna

_V3 = _V2 +
(
eee3 + HHH3

(
t,eee1, eee2

))T(
eee4 + _HHH3

(
t,eee1, eee2

))
. (7.36)

Aby powy_zsza pochodna by la niedodatnia, zastosujmy podstawienie

eee4 + _HHH3

(
t,eee1, eee2

)
= −RRR2

(
eee3 + HHH3

(
t,eee1, eee2

))
z macierz ↪↪↪a RRR2 symetryczn ↪↪↪a i dodatnio okre�slon ↪↪↪a. St ↪↪↪ad

eee4 = − _HHH3

(
t,eee1, eee2

)
− RRR2

(
eee3 + HHH3

(
t,eee1, eee2

))
= −HHH4

(
t,eee1, eee2, eee3

)
. (7.37)

Z de�nicji (7.37) oraz (7.36) mamy

_V3 = −W2

(
eee1, eee2

)
−

(
eee3 + HHH3

(
t,eee1, eee2

))T
RRR2(

eee3 + HHH3

(
t,eee1, eee2

))
= −W3

(
t,eee1, eee2, eee3

)
6 0. (7.38)

Ostatecznie, rozwa_zmy ca ly uk lad (7.24) ze sterowaniem uuu. Analogicznie

do poprzednich krok�ow, sterowanie uuu wyznaczymy poprzez analiz ↪↪↪e funkcji

Lapunowa, w tym przypadku

V4

(
t,eee1, eee2, eee3, eee4

)
= V3

(
t,eee1, eee2, eee3

)
+

+
1

2

(
eee4 + HHH4

(
t,eee1, eee2, eee3

))T(
eee4 + HHH4

(
t,eee1, eee2, eee3

))
. (7.39)

Pochodna wzgl ↪↪↪edem czasu funkcji V4

(
t,eee1, eee2, eee3, eee4

)
opisanej powy_zszym
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r�ownaniem, liczona wzd lu_z trajektorii uk ladu (7.24), jest r�owna

_V4 = −W3

(
t,eee1, eee2, eee3

)
+

(
eee4 + HHH4

(
t,eee1, eee2, eee3

))T(
FFF22

(
t,eee1, eee3

)
+ GGG2uuu + _HHH4

(
t,eee1, eee2, eee3

))
. (7.40)

Aby by la ona niedodatnia, wystarczy spe lnienie zale_zno�sci

FFF22

(
t,eee1, eee3

)
+ GGG2uuu + _HHH4

(
t,eee1, eee2, eee3

)
=

= −RRR3

(
eee4 + HHH4

(
t,eee1, eee2, eee3

))
dla pewnej macierzy RRR3 symetrycznej i dodatnio okre�slonej. Z ostatniej za-

le_zno�sci otrzymujemy algorytm sterowania uuu zapewniaj ↪↪↪acy asymptotyczn ↪↪↪a

stabilno�s�c uk ladu (7.24), a mianowicie

uuu = −GGG−1
2

(
FFF22

(
t,eee1, eee3

)
+ _HHH4

(
t,eee1, eee2, eee3

)
+

+ RRR3

(
eee4 + HHH4

(
t,eee1, eee2, eee3

)))
. (7.41)

Po podstawieniu (7.41) do (7.40) dostaniemy

_V4 = −W3

(
t,eee1, eee2, eee3

)
−

(
eee4 + HHH4

(
t,eee1, eee2, eee3

))T
RRR3(

eee4 + HHH4

(
t,eee1, eee2, eee3

))
= −W4

(
t,eee1, eee2, eee3, eee4

)
6 0. (7.42)

Dow�od stabilno�sci algorytmu sterowania (7.41) zastosowanego do uk ladu

sterowania (7.24) opiera si ↪↪↪e na twierdzeniu La Salle'a-Yoshizawy lub na

lemacie Barbalata.

PrzykÃlad 7.2.2 (Manipulator EDDA)
Zastosujemy teraz algorytm ca lkowania wstecznego do modelu manipulatora

EDDA. Do oblicze�n przyj ↪↪↪eto warto�sci k1 = k2 = 1000 wsp�o lczynnik�ow ela-

styczno�sci przegub�ow, co pozwoli lo zaobserwowa�c efekty zwi ↪↪↪azane z obecno�sci ↪↪↪a

si l elastyczno�sci. Zadan ↪↪↪a trajektori ↪↪↪e przegubow ↪↪↪a qqq1
d(t) okre�slili�smy jako

skok jednostkowy. Na rysunku 7.3 przedstawiono przyk ladowe przebiegi

b l ↪↪↪ed�ow �sledzenia trajektorii w obu przegubach dla parametr�ow uk ladu ste-

rowania RRR0 = diag{10}, RRR1 = diag{10}, RRR2 = diag{50}, RRR3 = diag{50}.

Wyb�or innych parametr�ow RRRi pozwala uzyska�c wi ↪↪↪eksze t lumienie b l ↪↪↪ed�ow

oraz szybsz ↪↪↪a zbie_zno�s�c, ale powoduje wyst ↪↪↪apienie przeregulowa�n. ¥
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Rysunek 7.3 Przebieg b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu algorytmu ca lkowania

wstecznego.

7.2.3 Algorytm Ortegi-Lorii

Rozwa_zmy teraz model manipulatora o elastycznych przegubach opisany

r�ownaniami (7.13), z algorytmem sterowania Ortegi-Lorii{
uuu = III�qqq2

d + KKK
(
qqq2

d − qqq1
d

)
− KKKp2eee

2 − KKKd2ϑϑϑ
2

_ϑϑϑi + MMMiϑϑϑ
i = NNNi _eeei, i = 1, 2,

(7.43)

kt�orego elementy sk ladowe s ↪↪↪a zde�niowane jak nast ↪↪↪epuje:

qqq2
d = KKK−1

(
QQQ

(
qqq1

)
�qqq1

d + BBB
(
qqq1, _qqq1

d

)
− KKKp1eee

1 − KKKd1ϑϑϑ
1
)

+ qqq1
d,

KKKpi = diag{kpi}, KKKdi = diag{kdi}, kpi, kdi > 0,

MMMi = diag{mij}, i = 1, 2, j = 1, . . . , n,

NNNi = diag{nij}, nij >
λ

Q̂QQ

β2λ
Q̂QQ

, 0 < β2 < 1, i = 1, 2, j = 1, . . . , n,

eeei = qqqi − qqqi
d, i = 1, 2,

Q̂QQ =

[
QQQ

(
qqq1

)
000

000 III

]
.

Elementy macierzy KKKpi, KKKdi, MMMi, NNNi, i = 1, 2, nale_zy dobra�c w taki spos�ob,

aby zapewni�c zbie_zno�s�c algorytmu. W tym celu standardowo de�niuje-

my λ
Q̂QQ

= maxqqq λ
Q̂QQ(qqq), λ

Q̂QQ
= minqqq λ

Q̂QQ(qqq). Zauwa_zmy, _ze algorytm Ortegi-

Lorii nie wymaga bezpo�sredniego pomiaru pr ↪↪↪edko�sci przegub�ow ani sil-

nik�ow. Algorytm ten przypomina regulator PD, w kt�orym sygna l ϑϑϑi poda-

wany na wej�scie cz lonu r�o_zniczkuj ↪↪↪acego nie jest sygna lem b l ↪↪↪edu pr ↪↪↪edko�sci

uzyskiwanym z bezpo�sredniego pomiaru, lecz prze�ltrowanym sygna lem

b l ↪↪↪edu po lo_zenia. Symbolem ϑϑϑ1 oznaczyli�smy estymowan ↪↪↪a pr ↪↪↪edko�s�c prze-

gub�ow manipulatora, natomiast ϑϑϑ2 oznacza estymowan ↪↪↪a pr ↪↪↪edko�s�c silnik�ow

nap ↪↪↪edzaj ↪↪↪acych poszczeg�olne przeguby.
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R�ownania uk ladu zamkni ↪↪↪etego z lo_zonego z modelu (7.13) i algorytmu

sterowania (7.43) mo_zna przedstawi�c w postaci{
QQQ�eee + (CCC + CCCd) _eee + KKKpeee + KKKdϑϑϑ = 000

_ϑϑϑ = −MMMϑϑϑ + NNN _eee,
(7.44)

przy oznaczeniach eee =
(
eee1T, eee2T

)T
, ϑϑϑ =

(
ϑϑϑ1T,ϑϑϑ2T

)T
oraz

CCC =

[
CCC

(
qqq1, _qqq1

)
000

000 000

]
, CCCd =

[
CCC

(
qqq1, _qqq1

d

)
000

000 000

]
,

KKKp =

[
KKKp1+ KKK −KKK

−KKK KKKp2+ KKK

]
, KKKd =

[
KKKd1 000

000 KKKd2

]
,

MMM =

[
MMM1 000

000 MMM2

]
, NNN =

[
NNN1 000

000 NNN2

]
.

Funkcj ↪↪↪a Lapunowa dla uk ladu zamkni ↪↪↪etego jest

V(xxx, t) =
1

2
_eeeTQQQ _eee +

1

2
eeeTKKKpeee +

1

2
ϑϑϑTKKKdNNN−1ϑϑϑ + εeeeTQQQ _eee − εϑϑϑTQQQ _eee, (7.45)

gdzie xxx =
(
eeeT, _eeeT ,ϑϑϑT

)T
, a sta la ε zosta la wybrana w taki spos�ob, by za-

pewni�c dodatni ↪↪↪a okre�slono�s�c V . Obszar przyci ↪↪↪agania trajektorii xxx(t) uk ladu

zamkni ↪↪↪etego mo_ze by�c zde�niowany jako

AAA =
{
xxx ∈ R6n

∣∣ ∥xxx∥ < c2(λNNN)
}
,

przy czym

lim
λNNN→+∞c2(λNNN) = +∞,

co oznacza p�o lglobaln ↪↪↪a stabilno�s�c algorytmu Ortegi-Lorii.

PrzykÃlad 7.2.3 (Manipulator EDDA)
Podobnie jak w przypadku poprzednich algorytm�ow, dzia lanie algorytmu

Ortegi-Lorii prze�sledzimy na przyk ladzie zadania �sledzenia trajektorii prze-

gubowej manipulatora EDDA maj ↪↪↪acej posta�c skoku jednostkowego. Po-

nownie przyjmiemy warto�sci wsp�o lczynnik�ow elastyczno�sci k1 = k2 = 1000.

Na rysunku 7.4 przedstawiono przyk ladowe przebiegi b l ↪↪↪ed�ow �sledzenia tra-

jektorii dla parametr�ow uk ladu sterowania r�ownych MMMi = diag{100}, NNNi =

diag{400}, KKKpi = diag{300}, KKKdi = diag{10}, i = 1, 2. Badania symulacyjne

wykaza ly, _ze dla ka_zdej warto�sci wzmocnienia regulatora KKKpi istnieje opty-

malna warto�s�c KKKdi zapewniaj ↪↪↪aca najwi ↪↪↪eksze t lumienie b l ↪↪↪ed�ow �sledzenia i nie

powoduj ↪↪↪aca przeregulowa�n. ¥
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Rysunek 7.4 Wykres b l
↪↪↪
ed�ow �sledzenia przy zastosowaniu algorytmu Ortegi-Lorii.

Przeprowadzone symulacje pokazuj ↪↪↪a, _ze wszystkie algorytmy przedsta-

wione w tym rozdziale zapewniaj ↪↪↪a praktycznie jednakow ↪↪↪a jako�s�c �sledzenia.

R�o_znice mi ↪↪↪edzy algorytmami s ↪↪↪a zwi ↪↪↪azane z ich warunkami implementa-

cji. Najwi ↪↪↪ekszym stopniem skomplikowania cechuje si ↪↪↪e algorytm ca lkowania

wstecznego, kt�ory dodatkowo wymaga pomiaru trzeciej pochodnej rzeczywi-

stej trajektorii manipulatora. Najprostszy do implementacji jest algorytm

Ortegi-Lorii, w kt�orym dzi ↪↪↪eki zastosowaniu odpowiednich �ltr�ow wymagany

jest jedynie pomiar po lo_zenia przegub�ow i silnik�ow nap ↪↪↪edzaj ↪↪↪acych manipu-

lator.

7.3 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Model zredukowany dynamiki manipulatora o elastycznych przegubach mo-

_zna znale�z�c w [CSB96]. Linearyzacj ↪↪↪e przez dynamiczne sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne

modelu dynamiki manipulatora o elastycznych przegubach przy sta lej ma-

cierzy SSS przeprowadzili De Luca i Lucibello [LL98]. Algorytm statycznej

linearyzacji manipulatora o elastycznych przegubach zosta l zaczerpni ↪↪↪ety

z [Vid92]. Idea ca lkowania wstecznego pochodzi z monogra�i [KKK95],

natomiast zastosowanie algorytmu ca lkowania wstecznego do zadania stero-

wania manipulatorem o elastycznych przegubach przedstawiono w [TM98].

Algorytm Ortegi-Lorii pochodzi z pracy [LO95]. Algorytmy adaptacyjne

dla manipulatora o elastycznych przegubach otrzymane poprzez zastosowa-

nie metody osobliwych zaburze�n mo_zna znale�z�c u Khorasaniego [Kho92].

Problemem otwartym pozostaje znalezienie algorytmu sterowania, gdy ma-

cierz SSS
(
qqq1n−1

)
nie jest sta la, a tak_ze modeli dynamiki i algorytm�ow stero-

wania dla przypadku, gdy elastyczno�s�c przegub�ow nie pochodzi wy l ↪↪↪acznie

od si l spr ↪↪↪e_zysto�sci. Uwzgl ↪↪↪ednienie elastyczno�sci ramion powoduje znaczn ↪↪↪a

komplikacj ↪↪↪e modelu dynamiki manipulatora. Praktyczne aspekty mode-
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lowania manipulatora o elastycznych ramionach za pomoc ↪↪↪a metody ele-

ment�ow sko�nczonych mo_zna znale�z�c w [BS95].
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Cz ↪↪↪eść III

Algorytmy planowania ruchu
i sterowania robotów

mobilnych





RozdziaÃl 11

Modele i algorytmy
sterowania koÃlowych
robotów mobilnych

Roboty mobilne poruszaj ↪↪↪ace si ↪↪↪e na ko lach nazywamy ko lowymi robotami

mobilnymi. Przyjmiemy, _ze ko lowy robot mobilny sk lada si ↪↪↪e z w�ozka na-

p ↪↪↪edzanego (traktora) ci ↪↪↪agn ↪↪↪acego nienap ↪↪↪edzane przyczepy. Traktor jest

wyposa_zony w silniki, kt�ore wprowadzaj ↪↪↪a w ruch ca ly uk lad. Robota po-

siadaj ↪↪↪acego przyczepy nazywamy z lo_zonym | ko lowy robot mobilny bez

przyczep b ↪↪↪edzie nazywany prostym. Zak ladamy, _ze ruch ko lowego robota

mobilnego odbywa si ↪↪↪e bez po�slizgu k�o l. Wymaganie to de�niuje nieho-

lonomiczne ograniczenia fazowe ruchu uk ladu. Intensywne prace badaw-

cze prowadzone w ostatnich kilku latach zaowocowa ly powstaniem nowych

i specy�cznych algorytm�ow sterowania ko lowych robot�ow mobilnych.

W tym rozdziale ksi ↪↪↪a_zki zajmiemy si ↪↪↪e metodami modelowania i algoryt-

mami sterowania ko lowych robot�ow mobilnych. Rozpoczniemy od przed-

stawienia modeli kinematyki i dynamiki prostych i z lo_zonych ko lowych

robot�ow mobilnych. Nast ↪↪↪epnie om�owimy wybrane algorytmy sterowania.

Pierwszym z nich jest algorytm Corona-Pometa, wykorzystuj ↪↪↪acy statyczne

sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne zale_zne od czasu. Po nim om�owimy algorytm linearyza-

cji dynamicznej. Kolejnym algorytmem b ↪↪↪edzie algorytm opracowany przez

Walsha, Tilbury'ego, Sastry'ego, Murraya i Laumonda, oparty na przybli-

_zeniu liniowym dynamiki robota w otoczeniu trajektorii zadanej. W dw�och

nast ↪↪↪epnych podrozdzia lach zajmiemy si ↪↪↪e ide ↪↪↪a sterowania we wsp�o lrz ↪↪↪ednych

linearyzuj ↪↪↪acych, realizowan ↪↪↪a zar�owno w postaci algorytm�ow nieadaptacyj-

351
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nych, jak i adaptacyjnych. Ostatnim z omawianych algorytm�ow b ↪↪↪edzie

uniwersalny adaptacyjny λ-�sledz ↪↪↪acy algorytm sterowania.

11.1 Dynamika ukÃladu robotycznego z ogranicze-
niami

W podrozdziale 2.2 ustalili�smy, _ze kinematyka uk ladu robotycznego okre-

�slonego na uniwersum fazowym R2N, podlegaj ↪↪↪acego l niezale_znym ograni-

czeniom fazowym typu Pfa�a

AAA(qqq) _qqq = 000, (11.1)

jest zde�niowana za po�srednictwem bezdryfowego uk ladu sterowania

_qqq = GGG(qqq)ηηη. (11.2)

Przy za lo_zeniu, _ze uk lad robotyczny nie podlega ograniczeniom kon�gu-

racyjnym (liczba ogranicze�n kon�guracyjnych k = 0), wymiar przestrzeni

stanu uk ladu (11.2) wynosi n = N. Macierz GGG(qqq), kt�orej kolumny rozpinaj ↪↪↪a

przestrze�n zerow ↪↪↪a macierzy AAA(qqq) jest rozmiaru n × m, gdzie m = n − l.

Jak pokazali�smy w podrozdziale 2.2, wektor ηηη ∈ Rm reprezentuje cz ↪↪↪e�s�c

sk ladowych wektora pr ↪↪↪edko�sci _qqq. Aby po l ↪↪↪aczy�c model dynamiki uk ladu

robotycznego (5.2) z zale_zno�sci ↪↪↪a (11.2), zr�o_zniczkujemy (11.2) wzgl ↪↪↪edem

czasu

�qqq = _GGG(qqq)ηηη + GGG(qqq) _ηηη (11.3)

i skorzystamy z Zasady d'Alemberta, w my�sl kt�orej si ly uog�olnione FFF za-

pewniaj ↪↪↪ace spe lnienie ogranicze�n fazowych (11.1) nie wykonuj ↪↪↪a pracy na

dopuszczalnych przemieszczeniach. Z Zasady d'Alemberta wynika r�owno�s�c

FFFT _qqq = 0,

kt�ora wobec za lo_zonej niezale_zno�sci ogranicze�n fazowych prowadzi do wnio-

sku, _ze istnieje wektor mno_znik�ow Lagrange'a λλλ ∈ Rl, taki _ze

FFFT = λλλTAAA(qqq). (11.4)

Po wzi ↪↪↪eciu pod uwag ↪↪↪e zale_zno�sci (11.4) i (5.3) oraz przy za lo_zeniu, _ze od-

dzia lywania steruj ↪↪↪ace wp lywaj ↪↪↪a na m stopni swobody uk ladu za po�srednic-
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twem pewnej macierzy sterowa�n BBB(qqq), r�ownania dynamiki uk ladu robo-

tycznego z ograniczeniami mo_zna zapisa�c w postaci

∂2L(qqq, _qqq)

∂ _qqq2
�qqq +

∂2L(qqq, _qqq)

∂qqq∂ _qqq
_qqq −

∂L(qqq, _qqq)

∂qqq
=

= QQQ(qqq)�qqq + CCC(qqq, _qqq) _qqq + DDD(qqq) = AAAT(qqq)λλλ + BBB(qqq)uuu. (11.5)

Macierz sterowa�n BBB(qqq) wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪aca w powy_zszym wzorze ma rozmiar n×m

i sk lada si ↪↪↪e z element�ow bij(qqq), takich _ze

bij(qqq) =

1, je_zeli sterowanie uj dzia la
bezpo�srednio na wsp�o lrz ↪↪↪edn ↪↪↪a qi,

0, w przeciwnym przypadku.

W celu wyeliminowania mno_znik�ow λλλ skorzystamy z w lasno�sci

AAA(qqq)GGG(qqq) = 000 ⇐⇒ GGGT(qqq)AAAT(qqq) = 000.

Konsekwencj ↪↪↪a ostatniej w lasno�sci oraz r�owno�sci (11.2) i (11.3) jest nast ↪↪↪e-

puj ↪↪↪ace sformu lowanie r�owna�n dynamiki (11.5)
_qqq = GGG(qqq)ηηη

GGGT(qqq)QQQ(qqq)GGG(qqq) _ηηη + GGGT(qqq)
(
CCC(qqq,GGG(qqq)ηηη)GGG(qqq) + QQQ(qqq) _GGG(qqq)

)
ηηη+

+ GGGT(qqq)DDD(qqq) = GGGT(qqq)BBB(qqq)uuu.

(11.6)

Dysponuj ↪↪↪ac trajektori ↪↪↪a qqq(t) uk ladu robotycznego, obliczon ↪↪↪a jako rozwi ↪↪↪a-

zanie uk ladu r�owna�n (11.6) przy okre�slonym sterowaniu uuu(t) i warunkach

pocz ↪↪↪atkowych qqq(0), _qqq(0), jeste�smy w stanie wyznaczy�c wektor mno_znik�ow

Lagrange'a λλλ, a co za tym idzie, si ly uog�olnione FFF zapewniaj ↪↪↪ace spe lnienie

ogranicze�n fazowych{
λλλ =

(
AAA(qqq)AAAT(qqq)

)−1
AAA(qqq) (QQQ(qqq)�qqq + CCC(qqq, _qqq) _qqq + DDD(qqq) − BBB(qqq)uuu)

FFF = AAAT(qqq)λλλ.
(11.7)

11.2 Modele koÃlowych robotów mobilnych

Za l�o_zmy, _ze ruch ko lowego robota mobilnego podlega ograniczeniom fazo-

wym (11.1). Podstawowe zadanie modelowania robota mobilnego polega na

wyznaczeniu modelu kinematyki (2.36), w formie uk ladu sterowania

_qqq = GGG(qqq)uuu =

m∑
i=1

gggi(qqq)ui, (11.8)
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Rysunek 11.1 Schemat kinematyczny pojedynczego ko la w uk ladzie X0Y0Z0.

oraz modelu dynamiki (11.6). W r�ownaniu (11.8) macierz GGG(qqq) spe lnia

warunek AAA(qqq)GGG(qqq) = 000, natomiast uuu ∈ Rm oznacza wektor sterowa�n∗.

Celem tego podrozdzia lu b ↪↪↪edzie wyznaczenie specy�cznej postaci mode-

lu matematycznego kinematyki i dynamiki ko lowego robota mobilnego.

11.2.1 Ograniczenia fazowe

Niech uk lad X0Y0Z0 b ↪↪↪edzie podstawowym uk ladem odniesienia, kt�orego

o�s Z0 pokrywa si ↪↪↪e z kierunkiem wektora grawitacji. Rozwa_zmy ko lowy robot

mobilny z lo_zony z traktora ci ↪↪↪agn ↪↪↪acego p przyczep. Przyjmujemy, _ze ka_zdy

element sk ladowy robota posiada jednorodne i niedeformowalne ko la† i _ze

porusza si ↪↪↪e po p laszczy�znie X0Y0 bez po�slizgu. Po umieszczeniu lokalnego

uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych X1Y1Z1 na traktorze, do okre�slenia po lo_zenia i orien-

tacji traktora b ↪↪↪edziemy u_zywa�c wsp�o lrz ↪↪↪ednych ξξξ = (x, y, θ)T, gdzie x i y

oznaczaj ↪↪↪a po lo_zenie pocz ↪↪↪atku uk ladu lokalnego w uk ladzie X0Y0Z0, za�s θ

jest k ↪↪↪atem mi ↪↪↪edzy osiami X0 i X1.

W celu wyprowadzenia ogranicze�n fazowych dla ko lowego robota mo-

bilnego rozpatrzmy uk lad zawieszenia pojedynczego ko la, z lo_zony z s ele-

ment�ow po l ↪↪↪aczonych przegubami obrotowymi (zobacz rysunek 11.1). Uk lad

ten potraktujemy jako manipulator planarny o s przegubach z efektorem

w postaci ko la, co pozwoli na wykorzystanie algorytmu Denavita-Harten-

∗Zauwa_zmy, _ze wektor sterowa�n w uk ladzie (11.8) jest inny ni_z w uk ladzie (11.6).
†Oznacza to, _ze kontakt ko la z pod lo_zem ogranicza si

↪↪↪
e do pojedynczego punktu.
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berga opisanego w podrozdziale 2.3.1. W rezultacie, wsp�o lrz ↪↪↪edne jedno-

rodne ppp = (p1, p2, p3, 1)T pewnego punktu na obwodzie ko la wzgl ↪↪↪edem

uk ladu X0Y0Z0 mo_zna wyrazi�c wzorem

ppp = AAA2
0(ξξξ, lll,ααα)ppp2, (11.9)

gdzie

ppp2 = (0, r cos ϕ, r sin ϕ, 1)T — wsp�o lrz ↪↪↪edne jednorodne wybra-

nego punktu na obwodzie ko la w uk ladzie lokalnym X2Y2Z2
‡,

r — promie�n ko la,

ξξξ = (x, y, θ)T — po lo_zenie i orientacja traktora wzgl ↪↪↪edem uk la-

du X0Y0Z0,

ϕ — k ↪↪↪at obrotu ko la wok�o l osi X2 uk ladu lokalnego X2Y2Z2,

AAA2
0(ξξξ, lll,ααα) = TransTransTrans(X, x)TransTransTrans(Y, y)TransTransTrans(Z, z)RotRotRot(Z, θ)(∏s

i=1RotRotRot(Z, αi)TransTransTrans(X, li)
)

RotRotRot(Z, γ),

(lll,ααα) — charakterystyka geometryczna ko la, czyli parametry

okre�slaj ↪↪↪ace po lo_zenie i orientacj ↪↪↪e ko la w uk ladzie X1Y1Z1,

lll = (l1, l2, . . . , ls)
T, ααα = (α1, α2, . . . , αs, γ)T.

Przyjmiemy, _ze k ↪↪↪at γ jest sta ly w czasie. W celu wyznaczenia warunk�ow

toczenia si ↪↪↪e ko la bez po�slizgu zr�o_zniczkujemy zale_zno�s�c (11.9) wzgl ↪↪↪edem

czasu. Warunki te s ↪↪↪a zwi ↪↪↪azane z punktem B (w tym punkcie ϕ = −π/2)

o wsp�o lrz ↪↪↪ednych bbb = AAA2
0(ξξξ, lll,ααα)bbb2, w kt�orym ma miejsce kontakt ko la z pod-

 lo_zem i sprowadzaj ↪↪↪a si ↪↪↪e do wymagania, aby pr ↪↪↪edko�s�c punktu B wzgl ↪↪↪edem

uk ladu X0Y0Z0 by la r�owna 000, a wi ↪↪↪ec _bbb = 000. Zatem, za lo_zenie o toczeniu

si ↪↪↪e ko la bez po�slizgu po p laszczy�znie poziomej poci ↪↪↪aga za sob ↪↪↪a nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace

zale_zno�sci
d

dt
AAA2

0(ξξξ, lll,ααα)bbb2 + AAA2
0(ξξξ, lll,ααα) _bbb2 = 000.

Wyra_zenie warunku braku po�slizgu w uk ladzie X2Y2Z2,

_bbb2 +
(
AAA2

0

)−1
(ξξξ, lll,ααα)

d

dt
AAA2

0(ξξξ, lll,ααα)bbb2 = 000,

pozwala zdekomponowa�c toczenie si ↪↪↪e ko la bez po�slizgu na toczenie si ↪↪↪e bez

‡Uk lad ten jest nieruchomo zwi
↪↪↪
azany z osi

↪↪↪
a ko la w taki spos�ob, _ze p laszczyzna X2Y2

jest r�ownoleg la do p laszczyzny X0Y0 , a o�s X2 jest prostopad la do p laszczyzny ko la.
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po�slizgu bocznego i wzd lu_znego. Ostatecznie, bior ↪↪↪ac pod uwag ↪↪↪e po lo_ze-

nie ϕ = −π/2 punktu kontaktu ko la z pod lo_zem, wyliczamy

bbb2 =


0

r cos ϕ

r sin ϕ

1

 =


0

0

−r

1

, _bbb2 =


0

−r _ϕ sin ϕ

r _ϕ cos ϕ

0

 =


0

r _ϕ

0

0

.

Wymaganie toczenia si ↪↪↪e bez po�slizgu przybiera zatem form ↪↪↪e nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acych

ogranicze�n fazowych
0

r _ϕ

0

0

 = −
(
AAA2

0

)−1
(ξξξ, lll,ααα)

d

dt
AAA2

0(ξξξ, lll,ααα)


0

0

−r

1

, (11.10)

z kt�orych, po uwzgl ↪↪↪ednieniu postaci macierzy AAA2
0(ξξξ, lll,ααα), otrzymujemy r�ow-

nania opisuj ↪↪↪ace:

� toczenie si ↪↪↪e ko la bez po�slizgu bocznego(
cos �α1, sin �α1,

s∑
i=1

li sin �αi+1

)
RRR(−θ) _ξξξ + _α1

(
s∑

i=1

li sin �αi+1

)
+

+ _α2

(
s∑

i=2

li sin �αi+1

)
+ · · · + _αsls sin γ = 0, (11.11)

� toczenie si ↪↪↪e ko la bez po�slizgu wzd lu_znego(
− sin �α1, cos �α1,

s∑
i=1

li cos �αi+1

)
RRR(−θ) _ξξξ + _α1

(
s∑

i=1

li cos �αi+1

)
+

+ _α2

(
s∑

i=2

li cos �αi+1

)
+ . . . + _αsls cos γ + r _ϕ = 0, (11.12)

� toczenie si ↪↪↪e ko la po p laszczy�znie

_z = 0. (11.13)

W r�ownaniach (11.11){(11.13) �αi = γ +
∑s

k=i αk, a RRR(−θ) = RRR(Z, −θ)

oznacza macierz obrotu o k ↪↪↪at −θ wok�o l osi Z uk ladu X1Y1Z1.

Warunki braku po�slizgu bocznego i wzd lu_znego k�o l wyprowadzone przy

pomocy formalizmu Denavita-Hartenberga umo_zliwiaj ↪↪↪a wyznaczenie ogra-
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nicze�n fazowych dla prostych i z lo_zonych ko lowych robot�ow mobilnych po-

ruszaj ↪↪↪acych si ↪↪↪e po p laszczy�znie poziomej.

PrzykÃlad 11.2.1 (JednokoÃlowy robot mobilny)
Na podstawie analizy uk lad�ow zawieszenia k�o l ko lowych robot�ow mobil-

nych okaza lo si ↪↪↪e, _ze charakterystyka geometryczna ko la postaci lll = (l1, l2)
T

oraz ααα = (α1 = const, α2 = var, γ = const)T opisuje wszystkie spotykane

w praktyce rozwi ↪↪↪azania. Na tej podstawie, korzystaj ↪↪↪ac z og�olnych zale_zno-

�sci (11.11){(11.13) przedstawiaj ↪↪↪acych ograniczenia fazowe dla pojedynczego

ko la, otrzymujemy warunki:

� toczenia si ↪↪↪e ko la bez po�slizgu bocznego

(cos α, sin α, l2 sin γ + l1 sin(α1 + γ))RRR(−θ) _ξξξ+

+ l2 _α2 sin γ = 0,

� toczenia si ↪↪↪e ko la bez po�slizgu wzd lu_znego

(− sin α, cos α, l2 cos γ + l1 cos(α1 + γ))RRR(−θ) _ξξξ+

+ l2 _α2 cos γ + r _ϕ = 0,

gdzie α = α1 + α2 + γ. Przedstawione w postaci Pfa�a ograniczenia te

wygl ↪↪↪adaj ↪↪↪a nast ↪↪↪epuj ↪↪↪aco§:

[
cos(α + θ) sin(α + θ) l2 sin γ + l1 sin(α1 + γ) l2 sin γ 0

− sin(α + θ) cos(α + θ) l2 cos γ + l1 cos(α1 + γ) l2 cos γ r

]


_x

_y
_θ

_α2

_ϕ

 = 000.

Korzystaj ↪↪↪ac z twierdzenia 2.2.1 nietrudno wykaza�c, _ze ograniczenia fazowe

dla jednoko lowego robota mobilnego o charakterystyce geometrycznej (lll,ααα)

s ↪↪↪a nieholonomiczne. ¥

Dla ko lowego robota mobilnego z lo_zonego z traktora ci ↪↪↪agn ↪↪↪acego p przy-

czep wymaganie toczenia si ↪↪↪e wszystkich k�o l bez po�slizgu prowadzi, po u-

§Przy podstawieniach l1 = l2 = 0, α1 = α2 = 0, γ = −π/2 pierwsze z poni_zszych

r�owna�n przechodzi w r�ownanie (8.2).
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wzgl ↪↪↪ednieniu zale_zno�sci (11.11) i (11.12), do ogranicze�n fazowych postaci

AAA0(qqq0) _qqq0 = 000

AAA10(qqq0,qqq1) _qqq0 + AAA11(qqq1) _qqq1 = 000
...
r∑

i=0

AAAri(qqqi,qqqi+1, . . . ,qqqr) _qqqi = 000

...
p∑

i=0

AAApi(qqqi,qqqi+1, . . . ,qqqp) _qqqi = 000,

(11.14)

przy oznaczeniach

qqq0 — wsp�o lrz ↪↪↪edne uog�olnione traktora,

AAA0(qqq0) _qqq0 = 000 — ograniczenia fazowe zwi ↪↪↪azane z traktorem,

qqqi, i = 1, 2, . . . , p — wsp�o lrz ↪↪↪edne uog�olnione i-tej przyczepy,∑r
i=0AAAri(qqqi,qqqi+1, . . . ,qqqr) _qqqi = 000 — ograniczenia fazowe zwi ↪↪↪aza-

ne z r-t ↪↪↪a przyczep ↪↪↪a.

Nietrudno zauwa_zy�c, _ze r�ownania ogranicze�n fazowych (11.14) dla wie-

locz lonowego ko lowego robota mobilnego daj ↪↪↪a si ↪↪↪e zapisa�c w postaci Pfa-

�a (11.1).

11.2.2 Modele kinematyki prostych koÃlowych robotów mo-

bilnych

Przyjmijmy, _ze prosty ko lowy robot mobilny (traktor) posiada k k�o l, z kt�o-

rych ka_zde ma promie�n ri i jest opisane przez charakterystyk ↪↪↪e geometry-

czn ↪↪↪a (llli,αααi) = (li1, li2, αi1 = const, αi2, γi = const)T, i = 1, 2, . . . , k. Wa-

runki ruchu bez po�slizgu postaci (11.11) i (11.12) prowadz ↪↪↪a do nast ↪↪↪epuj ↪↪↪a-

cych ogranicze�n fazowych:

� ruch traktora bez po�slizgu bocznego

CCC1(ααα2)RRR(−θ)
(

_x, _y, _θ
)T

+ CCC2 _ααα2 = 000, (11.15)

gdzie macierze CCC1, CCC2 s ↪↪↪a zde�niowane jako

– CCC1i-ty wiersz = (cos(αi1 + αi2 + γi), sin(αi1 + αi2 + γi), li2sin γi+

+li1sin(αi2 + γi)), i = 1, 2, . . . , k,

– CCC2 = diag{li2sin γi}, i = 1, 2, . . . , k,
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Rysunek 11.2 Schemat kinematyczny traktora z ko lem swobodnym.

� ruch traktora bez po�slizgu wzd lu_znego

ZZZ1(ααα2)RRR(−θ)
(

_x, _y, _θ
)T

+ ZZZ2 _ααα2 + ZZZ3
_ϕϕϕ = 000, (11.16)

gdzie macierze ZZZ1, ZZZ2, ZZZ3 s ↪↪↪a zde�niowane przez

– ZZZ1i-ty wiersz(ααα2) = (− sin(αi1 + αi2 + γi), cos(αi1 + αi2 + γi),

li2cos γi + li2cos(αi2 + γi)), i = 1, 2, . . . , k,

– ZZZ2 = diag{li2cos γi}, i = 1, 2, . . . , k,

– ZZZ3 = diag{ri}, i = 1, 2, . . . , k.

W zale_zno�sciach (11.15) i (11.16) wektor ααα2 = (α12, α22, . . . , αk2)
T, a i-ty

wiersz jest r�ownaniem ogranicze�n dla i-tego ko la rozpatrywanego ko lowego

robota mobilnego.

PrzykÃlad 11.2.2 (Traktor trójkoÃlowy)
Rozpatrzmy przypadek traktora, kt�orego uk lad jezdny sk lada si ↪↪↪e z dw�och

sztywnych k�o l tylnych oraz z ko la swobodnego (wolnego) umieszczonego

z przodu (zobacz rysunek 11.2). Lokalny uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych X1Y1Z1

zwi ↪↪↪azany z poruszaj ↪↪↪acym si ↪↪↪e robotem jest ulokowany w �srodku odcinka

 l ↪↪↪acz ↪↪↪acego ko la tylne (1 i 2). Orientacja β ko la przedniego (3) wzgl ↪↪↪edem lokal-

nego uk ladu odniesienia ulega zmianie podczas ruchu traktora, podczas gdy

orientacje k�o l tylnych pozostaj ↪↪↪a sta le. Traktor tr�ojko lowy jest wprowadzany

w ruch przy pomocy dw�och silnik�ow nap ↪↪↪edzaj ↪↪↪acych ko la tylne. Ogranicze-

nia fazowe dla traktora z ko lem swobodnym wyznaczamy w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy

spos�ob.
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Krok 1. Okre�slamy charakterystyk ↪↪↪e geometryczn ↪↪↪a k�o l traktora:

ko lo 1 | l11 = l, α11 = 0, l12 = 0, α12 = 0, γ1 = 0,

ko lo 2 | l21 = l, α21 = π, l22 = 0, α22 = 0, γ2 = 0,

ko lo 3 | l31 = l, α31 = 3/2π, l32 = d, α32 = β, γ3 = π/2.

Krok 2. W oparciu o charakterystyk ↪↪↪e geometryczn ↪↪↪a k�o l oraz og�olne zale-

_zno�sci (11.15) i (11.16) wyznaczamy ograniczenia fazowe:

� dla ruchu robota bez po�slizgu bocznego 1 0 0

−1 0 0

cos β sin β d + l cos β

RRR(−θ) _ξξξ +

0

0

d

 _β =

= CCC1(β)RRR(−θ) _ξξξ + CCC2 _ααα2 = 000, (11.17)

� dla ruchu robota bez po�slizgu wzd lu_znego 0 1 l

0 −1 l

− sin β cos β −l sin β

RRR(−θ) _ξξξ +

r 0 0

0 r 0

0 0 r3

 _ϕ1

_ϕ2

_ϕ3

 = 000. (11.18)

¥

Specy�czn ↪↪↪a posta�c ogranicze�n kinematycznych (11.15) i (11.16) wyko-

rzystuje si ↪↪↪e w algorytmie wyznaczania modelu kinematyki prostych ko lo-

wych robot�ow mobilnych. Algorytm ten sk lada si ↪↪↪e z nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acych krok�ow.

Krok 1. Je_zeli macierz CCC2 jest nieosobliwa (tzn. dla ka_zdego ko la robota

mobilnego zachodzi warunek l2isin γi ̸= 0), to model kinematyki

robota przyjmujemy w postaci

_qqq0 =

 _ξξξ

_ααα2

_ϕϕϕ

 =

 RRR(θ)

−CCC−1
2 CCC1(ααα2)

−ZZZ−1
3 (ZZZ1(ααα2) − ZZZ2CCC

−1
2 CCC1(ααα2))

uuu = GGG0(qqq0)uuu,

(11.19)

gdzie uuu jest wektorem sterowa�n. W przypadku przeciwnym prze-

chodzimy do kroku 2.

Krok 2. Dzielimy ograniczenia zwi ↪↪↪azane z ruchem robota bez po�slizgu

bocznego (11.15) na dwie grupy{
CCC1v(ααα2v)RRR(−θ) _ξξξ + CCC2v _ααα2v = 000

CCC1u(ααα2u,ααα2q)RRR(−θ) _ξξξ = 000,
(11.20)
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gdzie

CCC2v — diagonalna macierz nieosobliwa,

ααα2 = (ααα2v,ααα2u,ααα2q)
T,

ααα2v — wektor zawieraj ↪↪↪acy zmienne w czasie wsp�o lrz ↪↪↪e-

dne wektora ααα2, dla kt�orych zachodzi l2isin γi ̸= 0,

ααα2u — wektor zawieraj ↪↪↪acy zmienne w czasie wsp�o lrz ↪↪↪e-

dne wektora ααα2, dla kt�orych zachodzi l2isin γi = 0,

ααα2q — wektor z lo_zony ze sta lych w czasie wsp�o lrz ↪↪↪e-

dnych wektora ααα2.

Krok 3. Szukamy macierzy PPP(ααα2u,ααα2q), kt�orej kolumny rozpinaj ↪↪↪a prze-

strze�n zerow ↪↪↪a macierzy (j ↪↪↪adro) CCC1u(ααα2u,ααα2q)

CCC1u(ααα2u,ααα2q)PPP(ααα2u,ααα2q) = 000. (11.21)

Przy wyznaczaniu postaci macierzy PPP(ααα2u,ααα2q) korzystamy z na-

st ↪↪↪epuj ↪↪↪acego twierdzenia.

Twierdzenie 11.2.1 Zde�niujmy stopie�n mobilno�sci δm ko lo-

wego robota mobilnego r�owny wymiarowi dystrybucji rozpi ↪↪↪etej

przez kolumny macierzy RRR(θ)PPP(ααα2u,ααα2q) oraz stopie�n stero-

walno�sci δs jako liczb ↪↪↪e sterowanych k�o l robota, kt�orych orien-

tacja mo_ze by�c ustalona w spos�ob niezale_zny, tak _ze istnie-

je chwilowy �srodek obrotu robota. Istnieje 5 podstawowych

typ�ow ko lowych robot�ow mobilnych poruszaj ↪↪↪acych si ↪↪↪e po p la-

szczy�znie, z kt�orych ka_zdy mo_ze by�c w pe lni scharakteryzo-

wany przez par ↪↪↪e liczb (δm, δs). Dla ka_zdego typu robota mo_zna

znale�z�c taki punkt (w obr ↪↪↪ebie uk ladu jezdnego lub nadwo-

zia robota), zwany punktem charakterystycznym, _ze umiesz-

czaj ↪↪↪ac w nim odpowiednio zorientowany lokalny uk lad od-

niesienia otrzymamy jedn ↪↪↪a z nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acych postaci macie-

rzy PPP(ααα2u,ααα2q):

� typ (3, 0)
PPP(ααα2u,ααα2q) = I3, (11.22)

� typ (2, 0)

PPP(ααα2u,ααα2q) =

0 0

1 0

0 1

, (11.23)
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� typ (2, 1)

PPP(ααα2u,ααα2q) =

− sin α2u1 0

cos α2u1 0

0 1

, (11.24)

� typ (1, 1)

PPP(ααα2u,ααα2q) =

 0

l sin α2u1

cos α2u1

, (11.25)

� typ (1, 2)

PPP(ααα2u,ααα2q) =

−2l sin α2u1sin α2u2

l sin (α2u1+ α2u2)

sin (α2u2− α2u1)

. (11.26)

Parametr l oznacza odleg lo�s�c punktu charakterystycznego ro-

bota do pewnego punktu zwi ↪↪↪azanego z uk ladem nap ↪↪↪edowym.

Odpowiedni wyb�or po lo_zenia lokalnego uk ladu odniesienia zwi ↪↪↪a-

zanego z punktem charakterystycznym ko lowego robota mobil-

nego umo_zliwia opis ka_zdego z k�o l przy pomocy charakterystyki

geometrycznej postaci (lll,ααα).

Z drugiego z r�owna�n (11.20) i r�ownania (11.21) wynika zale_zno�s�c

_ξξξ = RRR(θ)PPP(ααα2u,ααα2q)uuu1, (11.27)

gdzie uuu1 jest wektorem sterowa�n. Praktyczny spos�ob wyznacza-

nia macierzy PPP(ααα2u,ααα2q) polega na sprawdzeniu, kt�ora z macie-

rzy (11.23){(11.26) spe lnia warunek opisany przez (11.21). Je_ze-

li przy poprawnym wyborze punktu charakterystycznego _zadna

z proponowanych postaci macierzy PPP(ααα2u,ααα2q) nie spe lnia tego

warunku, oznacza to, _ze ruch rozpatrywanego uk ladu mo_ze si ↪↪↪e

odbywa�c przy dodatkowych ograniczeniach kon�guracyjnych∗, lub

_ze robot mobilny mo_ze porusza�c si ↪↪↪e po p laszczy�znie X0Y0 wzd lu_z

pewnego kierunku okre�slonego przez warunki pocz ↪↪↪atkowe. W przy-

padku, gdy jedna z macierzy postaci (11.23){(11.26) spe lnia wa-

runek (11.21), przechodzimy do kroku 4.

∗Zwi
↪↪↪
azki otrzymywane z warunku detCCC1(ααα2u ,ααα2q ) = 0.
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Krok 4. Z pierwszej z zale_zno�sci (11.20) oraz z (11.27) obliczamy

_ααα2v=−CCC−1
2vCCC1(ααα2v)RRR(−θ) _ξξξ=−CCC−1

2 CCC1(ααα2v)PPP(ααα2u,ααα2q)uuu1. (11.28)

Krok 5. Wykorzystuj ↪↪↪ac dekompozycj ↪↪↪e wektora ααα2, ograniczenia zwi ↪↪↪azane

z ruchem robota bez po�slizgu wzd lu_znego dane przez (11.16) mo-

_zemy przedstawi�c w formie
ZZZ1v(ααα2v)RRR(−θ) _ξξξ + ZZZ2v(ααα2v) _ααα2v+ ZZZ3v

_ϕϕϕv = 000

ZZZ1u(ααα2u)RRR(−θ) _ξξξ + ZZZ2u(ααα2u) _ααα2u+ ZZZ3u
_ϕϕϕu = 000

ZZZ1q(ααα2q)RRR(−θ) _ξξξ + ZZZ3q
_ϕϕϕq = 000,

gdzie _ϕϕϕv, _ϕϕϕu i _ϕϕϕq oznaczaj ↪↪↪a pr ↪↪↪edko�sci obrotu k�o l robota mobil-

nego okre�slone stosownie do podzia lu wektora ααα2. Z kolei, z uwagi

na nieosobliwo�s�c macierzy ZZZ3u, ZZZ3v i ZZZ3q oraz r�ownania (11.27)

i (11.28), otrzymujemy

_ϕϕϕv = −ZZZ−1
3v

(
ZZZ1v(ααα2v) − ZZZ2v(ααα2)CCC

−1
2vCCC1v(ααα2v)

)
PPP(ααα2u,ααα2q)uuu1

_ϕϕϕu = −ZZZ−1
3u

(
ZZZ1u(ααα2u)PPP(ααα2u,ααα2q)uuu1 + ZZZ2u(ααα2u)uuu2

)
_ϕϕϕq = −ZZZ−1

3qZZZ1q(ααα2q)PPP(ααα2u,ααα2q)uuu1

_ααα2u = uuu2.

(11.29)

Reasumuj ↪↪↪ac, zale_zno�sci (11.27), (11.28) i (11.29) wyznaczaj ↪↪↪a na-

st ↪↪↪epuj ↪↪↪acy model kinematyki robota

_qqq0 = GGG0(qqq0)uuu, (11.30)

gdzie

GGG0(qqq0) =



PPP(ααα2u,ααα2q) 000

−CCC2vCCC1v(ααα2v)PPP(ααα2u,ααα2q) 000

000 Iu

SSSϕv(ααα2v) 000

−ZZZ−1
3uZZZ1u(ααα2u)PPP(ααα2u,ααα2q) ZZZ2u(ααα2u)

−ZZZ−1
3qZZZ1q(ααα2q)PPP(ααα2u,ααα2q) 000


,

oraz qqq0 =
(

_ξξξ, _ααα2v, _ααα2u, _ϕϕϕv,
_ϕϕϕu, _ϕϕϕq

)T
, uuu =

(
uuuT

1,uuuT
2

)T
, SSSϕv(ααα2v) =

−ZZZ−1
3v

(
ZZZ1v(ααα2v) − ZZZ2v(ααα2)CCC

−1
2vCCC1v(ααα2v)

)
PPP(ααα2u,ααα2q).
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Przedstawiony algorytm wyznaczania modelu kinematyki prostych ko lo-

wych robot�ow mobilnych generuje model w postaci (11.19) lub (11.30),

zale_znie od osobliwo�sci lub nieosobliwo�sci macierzy CCC2.

PrzykÃlad 11.2.3 (Traktor trójkoÃlowy)
Rozwa_zmy teraz zadanie okre�slenia modelu kinematyki traktora tr�ojko lowe-

go z ko lem swobodnym. Opis robota oraz wyprowadzenie ogranicze�n fazo-

wych przedstawili�smy w przyk ladzie 11.2.2. Macierz CCC2 w r�ownaniu (11.17)

nie jest pe lnego rz ↪↪↪edu, zatem dokonujemy dekompozycji ogranicze�n fazo-

wych zwi ↪↪↪azanych z ruchem uk ladu bez po�slizgu bocznego na dwie cz ↪↪↪e�sci:[
1 0 0

−1 0 0

]
RRR(−θ) _ξξξ = CCC1uRRR(−θ) _ξξξ = 000, (11.31)

(cos β, sin β, d + l cos β)RRR(−θ) _ξξξ + _βd = 0. (11.32)

Korzystaj ↪↪↪ac z twierdzenia 11.2.1, szukamy macierzy PPP, kt�orej kolumny roz-

pinaj ↪↪↪a przestrze�n Ker CCC1u, tzn. takiej, _ze

CCC1uPPP = 000.

Nietrudno zauwa_zy�c, _ze rozpatrywany traktor jest typu (2, 0), a zatem ma-

cierz PPP ma posta�c

PPP =

0 0

1 0

0 1

.

Wnioskujemy st ↪↪↪ad, _ze

_ξξξ =

 _x

_y
_θ

 = RRR(θ)PPPuuu =

−u1 sin θ

u1 cos θ

u2

, (11.33)

gdzie u1 jest pr ↪↪↪edko�sci ↪↪↪a liniow ↪↪↪a traktora z ko lem swobodnym w uk ladzie

podstawowym, natomiast u2 pr ↪↪↪edko�sci ↪↪↪a zmian orientacji traktora. Z zale-

_zno�sci (11.32) wyznaczamy zmienn ↪↪↪a
_β

_β = −u1

1

d
sin β − u2

(
1 +

l

d
cos β

)
, (11.34)

natomiast z warunk�ow na ruch traktora bez po�slizgu wzd lu_znego (11.18)
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zmienne _ϕ1, _ϕ2 i _ϕ3

_ϕ1 = −u1

1

r
− u2

l

r

_ϕ2 = u1

1

r
− u2

l

r

_ϕ3 = −u1

1

r3

cos β − u2

l

r3

sin β.

(11.35)

Ostatecznie, korzystaj ↪↪↪ac z r�owna�n (11.33), (11.34) i (11.35), otrzymujemy

model kinematyki traktora z ko lem swobodnym w postaci

_qqq =



_x

_y
_θ
_β
_ϕ1

_ϕ2

_ϕ3


=



− sin θ 0

cos θ 0

0 1

− 1
d

sin β −(1 + l
d

cos β)

−1
r

− l
r

1
r

− l
r

− 1
r3

cos β l
r3

sin β


(

u1

u2

)
= GGG(β, θ)uuu. (11.36)

¥

PrzykÃlad 11.2.4 (Robot mobilny Ulisses)
Przyk ladem traktora tr�ojko lowego z ko lem swobodnym jest ko lowy robot

mobilny Ulisses†. Model kinematyki robota Ulisses wynika z modelu (11.36)

(po pomini ↪↪↪eciu wsp�o lrz ↪↪↪ednych β i ϕ3, na co pozwalaj ↪↪↪a ma le rozmiary ko la

swobodnego) i przyjmuje posta�c

_qqq =


_x

_y
_θ
_ϕ1

_ϕ2

 =


− sin θ 0

cos θ 0

0 1

−1
r

− l
r

1
r

− l
r


(

u1

u2

)
= GGG(θ)uuu. (11.37)

Parametry geometryczne wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪ace w przedstawionym modelu wyno-

sz ↪↪↪a: r = 0.05[m], l = 0.23[m]. ¥

†Robot mobilny Ulisses zosta l zbudowany w Zak ladzie Podstaw Cybernetyki i Robo-

tyki Instytutu Cybernetyki Technicznej Politechniki Wroc lawskiej przez dra A. Wo lczow-

skiego.
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11.2.3 Modele kinematyki zÃlożonych koÃlowych robotów mo-

bilnych

Przedstawiony w poprzednim podrozdziale algorytm tworzenia modeli ki-

nematyki prostych ko lowych robot�ow mobilnych mo_ze by�c uog�olniony na

przypadek z lo_zonych ko lowych robot�ow mobilnych. Punktem wyj�scia jest

w tym przypadku og�olna posta�c ogranicze�n kinematycznych (11.14). Pro-

ponowane rozwi ↪↪↪azanie zadania wyznaczenia modeli kinematyki z lo_zonych

ko lowych robot�ow mobilnych wykorzystuje specy�czn ↪↪↪a posta�c ogranicze�n

fazowych i jest oparte na spostrze_zeniu, _ze w przypadku og�olnym (z lo_zony

uk lad jezdny) model kinematyki daje si ↪↪↪e zapisa�c w postaci

_qqq =


_qqq0

_qqq1

...

_qqqp

 = GGG(qqq)uuu =


GGG0(qqq0)

GGG1(qqq0,qqq1)
...

GGGp(qqq0,qqq1, . . . ,qqqp)

uuu. (11.38)

W rezultacie, na mocy warunku AAA(qqq)GGG(qqq) = 000, z (11.14) otrzymujemy

nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace zale_zno�sci

AAA0(qqq0)GGG0(qqq0) = 000

AAA10(qqq0,qqq1)GGG0(qqq0) + AAA11(qqq1)GGG1(qqq0,qqq1) = 000
...
p∑

i=0

AAApi(qqqi,qqqi+1, . . . ,qqqp)GGGi(qqq0,qqq1, . . . ,qqqi) = 000.

(11.39)

Struktura r�ownania (11.39) wskazuje na mo_zliwo�s�c dekompozycji problemu

wyznaczania macierzy GGG(qqq) na p + 1 kolejnych zada�n polegaj ↪↪↪acych na obli-

czeniu podmacierzy GGGi(qqq0,qqq1, . . . ,qqqi) dla i = 0, 1, 2, . . . , p, co w efekcie po-

zwala skonstruowa�c algorytm wyznaczania modeli kinematyki dla z lo_zonych

ko lowych robot�ow mobilnych. Algorytm ten sk lada si ↪↪↪e z nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acych

krok�ow.

Krok 1. Obliczamy macierz GGG0(qqq0) spe lniaj ↪↪↪ac ↪↪↪a zale_zno�s�c

AAA(qqq0)GGG0(qqq0) = 000.

W tym celu mo_zemy wykorzysta�c algorytm zamieszczony w pod-

rozdziale 11.2.2, na stronie 360.
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Krok 2. Uwzgl ↪↪↪edniaj ↪↪↪ac pozosta le warunki (11.39), z uk ladu r�owna�n ma-

cierzowych (11.39) wyznaczamy podmacierze GGGi(qqq0,qqq1, . . . ,qqqi),

i = 1, 2, . . . , p i otrzymujemy

GGGi(qqq0, . . . ,qqqi) =

= −AAA−1
ii (qqqi)

i−1∑
k=0

AAAik(qqqk, . . . ,qqqi)GGGi(qqq0, . . . ,qqqk).

Przedstawiony algorytm wyznaczania modelu kinematyki z lo_zonych ko lo-

wych robot�ow mobilnych dzia la poprawnie przy za lo_zeniu nieosobliwo�sci

macierzy AAAii(qqqi). Warunek ten nie jest spe lniony dla robot�ow zdegenerowa-

nych, czyli takich, w kt�orych obecno�s�c przyczep jest przyczyn ↪↪↪a zmniejszenia

stopnia mobilno�sci.

11.2.4 Modele dynamiki

Po szczeg�o lowym om�owieniu zagadnie�n dotycz ↪↪↪acych modelowania kinema-

tyki ko lowych robot�ow mobilnych zajmiemy si ↪↪↪e wyznaczeniem zale_zno�sci

opisuj ↪↪↪acych ich dynamik ↪↪↪e. Og�olne zasady obowi ↪↪↪azuj ↪↪↪ace przy modelowaniu

dynamiki uk lad�ow robotycznych z wi ↪↪↪ezami nieholonomicznymi zosta ly opi-

sane w podrozdziale 11.1. R�ownania dynamiki uwzgl ↪↪↪edniaj ↪↪↪ace wp lyw ste-

rowa�n (uog�olnionych si l zewn ↪↪↪etrznych wymuszaj ↪↪↪acych ruch uk ladu) maj ↪↪↪a

posta�c (11.6). Zadanie modelowania dynamiki nieholonomicznych uk lad�ow

robotycznych wymaga znajomo�sci ich energii kinetycznej i potencjalnej. Jak

 latwo zauwa_zy�c, energia potencjalna ko lowego robota mobilnego o jednorod-

nych ko lach, poruszaj ↪↪↪acego si ↪↪↪e po p laszczy�znie prostopad lej do wektora gra-

witacji jest sta la w czasie, a wobec tego nie wp lywa na r�ownania dynamiki

robota. Energia kinetyczna ko lowego robota mobilnego jest sum ↪↪↪a energii

uk ladu jezdnego i nadwozia traktora, przyczep oraz energii obracaj ↪↪↪acych

si ↪↪↪e k�o l. Po l ↪↪↪aczenie klasycznej metodologii wyznaczania energii kinetycznej

cia l sztywnych oraz regu l obliczania modeli kinematyki umo_zliwia wyprowa-

dzenie kompletnych modeli matematycznych prostych i z lo_zonych ko lowych

robot�ow mobilnych. Spos�ob tworzenia modelu zilustrujemy na prostym

przyk ladzie.

PrzykÃlad 11.2.5 (Traktor trójkoÃlowy)
Rozpatrzmy zadanie wyznaczenia modelu dynamiki traktora z ko lem swo-

bodnym zaniedbuj ↪↪↪ac, ze wzgl ↪↪↪edu na ma le wymiary geometryczne, wp lyw

ko la swobodnego. Z przyk lad�ow 11.2.2 i 11.2.3 wynika, _ze wektor wsp�o l-
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rz ↪↪↪ednych uog�olnionych opisuj ↪↪↪acych zachowanie traktora jest postaci

qqq = (x, y, θ, ϕ1, ϕ2)
T, (11.40)

natomiast macierz

GGG(qqq) =


− sin θ 0

cos θ 0

0 1

−1
r

− l
r

1
r

− l
r

. (11.41)

Przy za lo_zeniu, _ze ko la 1 i 2 s ↪↪↪a nap ↪↪↪edzane niezale_znie, macierz sterowa�n

przybiera form ↪↪↪e

BBB(qqq) =

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]T

. (11.42)

Energi ↪↪↪e kinetyczn ↪↪↪a traktora, przy pomini ↪↪↪eciu energii ko la swobodnego, mo-

_zemy zapisa�c jako

Ek(qqq, _qqq) =
1

2
mc

(
_x2 + _y2

)
+

1

2
Iz

_θ2 +
1

2
Ik

(
_ϕ2

1 + _ϕ2
2

)
=

1

2
_qqqTQQQ _qqq, (11.43)

gdzie QQQ(qqq) = diag{mc,mc, Iz, Ik, Ik}, mc u_zyto do oznaczenia ca lkowitej

masy traktora, Iz | ca lkowitego momentu bezw ladno�sci traktora wzgl ↪↪↪edem

osi Z uk ladu X1Y1Z1, a Ik jest momentem bezw ladno�sci ko la nap ↪↪↪edzanego

wzgl ↪↪↪edem osi X odpowiedniego uk ladu lokalnego∗. W oparciu o zale_zno-

�sci (11.6), (11.40) oraz (11.43) wyznaczamy model dynamiki traktora{
_qqq = GGG(qqq)ηηη

GGGT(qqq)QQQ(qqq)GGG(qqq) _ηηη = GGGT(qqq)BBB(qqq)uuu
(11.44)

w kt�orym GGGT(qqq)QQQ(qqq)GGG(qqq) =

[
mc+2Ik

1

r2
0

0 Iz+2Ik
l2

r2

]
, GGGT(qqq)BBB(qqq) =

[
−1

r
1
r

−l
r

−l
r

]
,

uuu = (u1, u1)
T. ¥

PrzykÃlad 11.2.6 (Robot mobilny Ulisses)
Poniewa_z ko lowy robot mobilny Ulisses ma struktur ↪↪↪e traktora tr�ojko lowego

z ko lem swobodnym o pomijalnej charakterystyce geometrycznej, model

jego dynamiki jest opisany r�ownaniami (11.44). Parametry geometryczne

robota podano w przyk ladzie 11.2.4, za�s parametry dynamiki przyjmuj ↪↪↪a

warto�sci: mc = 12.8[kg], Iz = 0.089[kg ·m2], Ik = 2.5 × 10−5[kg ·m2]. ¥
∗Przy za lo_zeniu, _ze ko la 1 i 2 s

↪↪↪
a identyczne.
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11.3 Algorytmy sterowania koÃlowych robotów mo-
bilnych

Przedstawimy teraz wybrane algorytmy sterowania ko lowych robot�ow mo-

bilnych lub, og�olniej, uk lad�ow robotycznych z wi ↪↪↪ezami nieholonomicznymi.

Z punktu widzenia sterowania nieholonomicznych uk lad�ow mechanicznych

istotn ↪↪↪a rzecz ↪↪↪a jest okre�slenie specy�cznych w lasno�sci strukturalnych tych

uk lad�ow, kt�ore odr�o_zniaj ↪↪↪a je od uk lad�ow holonomicznych. Temu celowi

s lu_z ↪↪↪a nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace twierdzenia.

Twierdzenie 11.3.1 Je_zeli macierz GGGT(qqq)BBB(qqq) w r�ownaniach dynami-

ki (11.6) jest nieosobliwa, to istnieje statyczne sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne

uuu(ηηη,qqq,vvv) : Rm × Rn × Rm −→ Rm

okre�slone r�ownaniem

GGGT(qqq)QQQ(qqq)GGG(qqq)vvv + GGGT(qqq)
(
CCC(qqq,GGG(qqq)ηηη)GGG(qqq) + QQQ(qqq) _GGG(qqq)

)
ηηη+

+ GGGT(qqq)DDD(qqq) = GGGT(qqq)BBB(qqq)uuu,

gdzie vvv oznacza m-wymiarowy wektor nowych sterowa�n, kt�ore prze-

kszta lca uk lad (11.6) do postaci normalnej{
_qqq = GGG(qqq)ηηη

_ηηη = vvv.
(11.45)

Twierdzenie 11.3.2 Przy za lo_zeniu, _ze ograniczenia fazowe s ↪↪↪a nieho-

lonomiczne oraz ηηη jest wektorem sterowa�n, bezdryfowy uk lad sterowa-

nia opisany przez pierwsze z r�owna�n (11.45) jest sterowalny†.

Twierdzenie 11.3.3 Uk lad sterowania opisany r�ownaniami (11.45) po-

siada w lasno�s�c osi ↪↪↪agalno�sci z ka_zdego punktu postaci (qqq,ηηη) (tzn. zbi�or

stan�ow osi ↪↪↪agalnych z dowolnego punktu ma niepuste wn ↪↪↪etrze).

Twierdzenie 11.3.4 Punkt r�ownowagi (qqqe, 000) uk ladu (11.45) nie jest

stabilizowalny przez statyczne sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne od stanu.

Twierdzenie 11.3.5 Uk lad sterowania (11.45) nie jest linearyzowalny

wok�o l _zadnego punktu (qqq,ηηη) przez statyczne sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne od stanu.

†W istocie, lokalnie sterowalny w kr�otkim czasie.
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Twierdzenie 11.3.6 Uk lad sterowania (11.45) nie jest linearyzowalny

dynamicznie w otoczeniu punktu r�ownowagi (qqqe, 000).

Przyj ↪↪↪eta w dalszej cz ↪↪↪e�sci rozdzia lu kolejno�s�c opisywania algorytm�ow ste-

rowania zmierza w kierunku wzrastaj ↪↪↪acego stopnia nieznajomo�sci modelu

dynamiki. W podrozdzia lach 11.3.1{11.3.4 zak ladamy pe ln ↪↪↪a znajomo�s�c mo-

delu dynamiki, w podrozdziale 11.3.5 dopuszczamy nieznajomo�s�c parame-

tryczn ↪↪↪a modelu, natomiast w podrozdziale 11.3.6 dopuszczamy strukturaln ↪↪↪a

nieznajomo�s�c modelu dynamiki ko lowego robota mobilnego.

11.3.1 Algorytm Corona-Pometa

Konsekwencj ↪↪↪a twierdzenia 11.3.4 jest to, _ze metody wykorzystuj ↪↪↪ace g ladkie

statyczne sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne od stanu nie nadaj ↪↪↪a si ↪↪↪e do rozwi ↪↪↪azania zada-

nia stabilizacji modelu postaci (11.45). Jednak_ze, przy spe lnieniu pewnych

warunk�ow przez uk lad (11.45), zadanie stabilizacji mo_ze by�c rozwi ↪↪↪azane

przy u_zyciu zmiennego w czasie statycznego sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego od stanu.

M�owi o tym nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace twierdzenie.

Twierdzenie 11.3.7 Rozwa_zmy uk lad sterowania postaci

_qqq = GGG(qqq)uuu =

m∑
k=1

gggk(xxx)uk, (11.46)

gdzie qqq ∈ Rn, uuu ∈ Rm. Za l�o_zmy, _ze uk lad (11.46) spe lnia warunki:

1. Wymiar przestrzeni

dim span
C∞

{
adj

ggg1
gggk

∣∣∣ k = 2, . . . ,m, j > 0

}
(qqq) = n,

dla qqq le_z ↪↪↪acych w pewnym otoczeniu punktu 000 ∈ Rn∗.

2. Pole ggg1(qqq) mo_zna wyprostowa�c w otoczeniu 000 ∈ Rn†.

3. Jest okre�slona pewna funkcja V(t,qqq) postaci

V(t,qqq) =
1

2
(q1 + h(t, q2, . . . , qn))2 +

1

2
q2

2 + · · · + 1

2
qn

2.

∗adj
gggi

gggk oznacza iterowany nawias Liego p�ol wektorowych, zobacz dodatek A.3.
†Zobacz twierdzenie o prostowaniu, dodatek A.3.
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4. Pola gggk, k = 1, . . . ,m s ↪↪↪a takie, _ze dla funkcji W(qqq) = 1
2

∑n
i=2 q2

i

warunki

dW gggk(qqq) = 000, k = 2, . . . ,m,

oraz
∂jh(t,qqq)

∂tj
= 000, j > 1,

poci ↪↪↪agaj ↪↪↪a za sob ↪↪↪a r�owno�s�c q2 = q3 = · · · = qn = 0.

W�owczas, zachodz ↪↪↪a nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace w lasno�sci:

a) Punkt 000 jest globalnie jednostajnie asymptotycznie stabilnym pun-

ktem r�ownowagi uk ladu (11.46) ze sterowaniem

u1 = −
∂h(t,qqq)

∂t
− dV(t,qqq)ggg1(qqq)

u2 = − dV(t,qqq)ggg2(qqq)
...

um = − dV(t,qqq)gggm(qqq),

(11.47)

gdzie dV(t,qqq) =
(

∂V(t,qqq)
∂q1

, . . . ,
∂V(t,qqq)

∂qn

)
.

b) Funkcja V(t,qqq) jest nierosn ↪↪↪aca na trajektoriach nieautonomicz-

nego uk ladu dynamicznego (11.46), (11.47), tzn.

_V(t,qqq(t)) 6 0.

Przyk ladow ↪↪↪a funkcj ↪↪↪a h(t,qqq), kt�ora mo_ze by�c zastosowana przy wyznaczaniu

stabilizuj ↪↪↪acego sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego jest

h(t,qqq) =

(
n∑

i=2

q2
i

)
cos t.

Przytoczone twierdzenie podaje spos�ob wyznaczenia algorytmu stabilizacji

uk ladu (11.47) z funkcj ↪↪↪a Lapunowa V(t,qqq). Proponowane w nim stabi-

lizuj ↪↪↪ace sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne dzia la poprawnie przy spe lnieniu przez uk lad

sterowania (11.46) warunk�ow 1 i 2 twierdzenia. W przypadku prostych

ko lowych robot�ow mobilnych wykazano, _ze dla modelu kinematyki dowol-

nego typu robota mobilnego mo_zna znale�z�c tak ↪↪↪a zmian ↪↪↪e uk ladu oraz sta-

tyczne sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne, _ze powsta ly w ten spos�ob nowy uk lad sterowania

spe lnia za lo_zenia twierdzenia 11.3.7. Nietrudno zauwa_zy�c, _ze stabilizuj ↪↪↪ace
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Rysunek 11.3 Trajektorie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algorytmu

Corona-Pometa. Po lo_zenie pocz ↪↪↪atkowe wynosi lo (x(0), y(0)) = (1, 1), orientacja:

a) θ(0) = 0, b) θ(0) = π/4.

sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne postaci (11.47) jest g ladk ↪↪↪a funkcj ↪↪↪a czasu, co w efekcie

pozwala na konstrukcj ↪↪↪e algorytmu stabilizacji dla postaci normalnej (11.45)

modelu dynamiki ko lowego robota mobilnego. W tym celu, w my�sl twierdze-

nia 11.3.7, nale_zy najpierw wyznaczy�c sterowanie uuu(t), a nast ↪↪↪epnie obliczy�c

sterowanie vvv(t) z zale_zno�sci vvv = _uuu.

PrzykÃlad 11.3.1 (Robot mobilny Ulisses)
Rozwa_zmy zadanie stabilizacji stanu postaci normalnej modelu dynamiki

robota mobilnego Ulisses 

_x = −η1 sin θ

_y = η1 cos θ

_θ = η2

_η1 = u1

_η2 = u2.

(11.48)

Zmienne η1 i η2 w r�ownaniach (11.48) maj ↪↪↪a, odpowiednio, sens pr ↪↪↪edko�sci

liniowej i pr ↪↪↪edko�sci zmian orientacji ruchu robota.

Rezultaty przyk ladowych symulacji przy sterowaniu wed lug algorytmu

Corona-Pometa przedstawiono na rysunkach 11.3 i 11.4‡. Zamieszczone

symulacje pokazuj ↪↪↪a, _ze istotn ↪↪↪a wad ↪↪↪a algorytmu Corona-Pometa jest bardzo

wolna zbie_zno�s�c trajektorii do punktu docelowego. Ponadto generowane

trajektorie charakteryzuj ↪↪↪a si ↪↪↪e cz ↪↪↪estymi zmianami kierunku ruchu. ¥
‡W przyk ladach prezentowanych w tym rozdziale symulacje wykonano w �srodowisku

MATLABr + SIMULINKr.
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Rysunek 11.4 Trajektorie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algorytmu

Corona-Pometa. Po lo_zenie pocz ↪↪↪atkowe wynosi lo (x(0), y(0)) = (1, 1), orientacja:

a) θ(0) = π/2, b) θ(0) = 3/4π.

11.3.2 Algorytm linearyzacji dynamicznej

W celu wprowadzenia podstawowych idei linearyzacji przy pomocy dyna-

micznego sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego rozwa_zmy a�niczny uk lad sterowania po-

staci

_xxx = fff(xxx) + ggg(xxx)uuu = fff(xxx) +

m∑
i=1

gggi(xxxi)uuui (11.49)

i poddajmy go nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acym przekszta lceniom:

� do l ↪↪↪aczenie kompensatora dynamicznego{
_zzz = KKK(xxx,zzz) + LLL(xxx,zzz)vvv

uuu = MMM(xxx,zzz) + NNN(xxx,zzz)vvv,
(11.50)

gdzie zzz ∈ Rq, vvv ∈ Rm,

� statyczne sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne

vvv = γγγ(xxx,zzz) + ηηη(xxx,zzz)www, (11.51)

� zmiana wsp�o lrz ↪↪↪ednych w rozszerzonej przestrzeni stanu (xxx,zzz)

ξξξ = φφφ(xxx,zzz). (11.52)

Odwzorowania (11.50), (11.52) s ↪↪↪a g ladkie, natomiast po l ↪↪↪aczenie uk ladu ste-

rowania (11.49) i kompensatora (11.50), traktowane jako uk lad sterowania
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z wej�sciem vvv i wyj�sciem uuu, powinno by�c odwracalne∗. Wprowadzenie wsp�o l-

rz ↪↪↪ednych stanu ξξξ pozwala uzyska�c nowy uk lad, okre�slony w przestrzeni

stanu o wymiarze n + q. M�owimy, _ze uk lad a�niczny (11.49) jest dyna-

micznie linearyzowalny, je_zeli istnieje kompensator dynamiczny (11.50),

sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne (11.51) oraz uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych φφφ, takie _ze po ich

zastosowaniu uk lad (11.49) przyjmuje posta�c liniowego uk ladu sterowania

_ξξξ = AAAξξξ + BBBvvv, (11.53)

gdzie macierze AAA i BBB s ↪↪↪a odpowiednich rozmiar�ow. W przypadku, kiedy

uk lad wsp�o lrz ↪↪↪ednych φφφ(xxx,zzz) jest okre�slony lokalnie, uk lad (11.49) nazy-

wamy lokalnie dynamicznie linearyzowalnym.

PrzykÃlad 11.3.2 (Robot mobilny Ulisses)
Przeanalizujmy zadanie �sledzenia zadanej trajektorii po lo_zenia (xd(t), yd(t))

dla postaci normalnej dynamiki robota Ulisses (11.48). Z uwagi na zada-

nie sterowania, kt�ore polega na �sledzeniu trajektorii po lo_zenia, wsp�o lrz ↪↪↪e-

dne (x, y) potraktujemy jako tzw. wyj�scia linearyzuj ↪↪↪ace. Przy takim wy-

borze wyj�s�c linearyzuj ↪↪↪acych, aby otrzyma�c dynamiczne sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne

linearyzuj ↪↪↪ace model (11.48), dwa pierwsze r�ownania b ↪↪↪edziemy r�o_zniczkowa�c

tak d lugo, a_z otrzymamy jawn ↪↪↪a zale_zno�s�c od sterowa�n

_x = −η1 sin θ

�x = −u1 sin θ − η1η2 cos θ
...
x = − _u1 sin θ − 2u1η2 cos θ − u2η1 cos θ + η1η

2
2 sin θ

_y = η1 cos θ

�y = u1 cos θ − η1η2 sin θ
...
y = _u1 cos θ − 2u1η2 sin θ − u2η1 sin θ + η1η

2
2 cos θ.

(11.54)

Potraktujmy w powy_zszych wyra_zeniach u1 jako now ↪↪↪a zmienn ↪↪↪a stanu, wpro-

wad�zmy kompensator dynamiczny

_u1 = v1, (11.55)

oraz podstawmy

u2 = v2. (11.56)

∗Tzn. dla ka_zdego stanu (xxx,zzz) znajomo�s�c przebiegu wyj�scia uuu(·) pozwala wyznaczy�c

sterowanie vvv(·) generuj
↪↪↪
ace to wyj�scie.
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Wykonane przekszta lcenia pozwalaj ↪↪↪a zapisa�c r�ownania (11.54) w postaci(...
x
...
y

)
=

[
− sin θ −η1 cos θ

cos θ −η1 sin θ

](
v1

v2

)
+

(
−2u1η2 cos θ + η1η

2
2 sin θ

−2u1η2 sin θ + η1η
2
2 cos θ

)
=

= DDD(η1, θ)vvv + ααα(u1, η1, η2, θ).

Zauwa_zmy, _ze macierz DDD(η1, θ) stoj ↪↪↪aca przed nowymi zmiennymi steruj ↪↪↪a-

cymi v1 i v2 jest nieosobliwa pod warunkiem, _ze η1 ̸= 0, co oznacza, _ze robot

mobilny musi si ↪↪↪e porusza�c z niezerow ↪↪↪a pr ↪↪↪edko�sci ↪↪↪a liniow ↪↪↪a. Przy spe lnieniu

warunku η1 ̸= 0 mo_zemy zastosowa�c w uk ladzie (11.54){(11.56) statyczne

sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne(
v1

v2

)
= −DDD−1(η1, θ)ααα(u1, η1, η2, θ) + DDD−1(η1, θ)www. (11.57)

Ostatecznie dochodzimy do konkluzji, _ze uk lad (11.48) wraz z kompensa-

torem (11.55), (11.56) i sprz ↪↪↪e_zeniem zwrotnym (11.57) ma we wsp�o lrz ↪↪↪e-

dnych ξξξ = φ(x, y, θ, η1, η2, u1) okre�slonych zale_zno�sciami

ξ1 = x

ξ2 = −η1 sin θ

ξ3 = −u1 sin θ − η1η2 cos θ

ξ4 = y

ξ5 = η1 cos θ

ξ6 = u1 cos θ − η1η2 sin θ

posta�c liniow ↪↪↪a 
_ξ1 = ξ2

_ξ2 = ξ3

_ξ3 = w1

_ξ4 = ξ5

_ξ5 = ξ6

_ξ6 = w2.

(11.58)

Mo_zemy zatem stwierdzi�c, _ze przy warunku η1 ̸= 0 uk lad (11.48) jest

dynamicznie linearyzowalny. Przy zastosowaniu klasycznych metod linio-

wej teorii regulacji  latwo otrzyma�c algorytm �sledzenia trajektorii zada-

nej (xd(t), yd(t)) w uk ladzie (11.58):{
w1 =

...
x d − k2(ξ3 − �xd) − k1(ξ2 − _xd) − k0(ξ1 − xd)

w2 =
...
yd − l2(ξ6 − �yd) − l1(ξ5 − _yd) − l0(ξ4 − yd).

(11.59)
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Rysunek 11.5 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algorytmu

linearyzacji dynamicznej do �sledzenie zadanej trajektorii po lo_zenia (11.60).

a) b)

−1 0 1
−1

−0.5

0

0.5

1

x

y

−1 0 1
−1

−0.5

0

0.5

1

x

y

Rysunek 11.6 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algorytmu

linearyzacji dynamicznej do �sledzenia zadanej trajektorii po lo_zenia (11.61).

Na mocy kryterium Hurwitza, przy doborze wzmocnie�n spe lniaj ↪↪↪acych wa-

runki ki, li, k1k2, l1l2 > 0, i = 1, 2, b l ↪↪↪ad �sledzenia zanika eksponencjalnie do

zera. Algorytm linearyzacji dynamicznej ko lowego robota mobilnego Ulisses

zastosowali�smy do �sledzenia dw�och zadanych trajektorii po lo_zenia

ξξξ1
d(t) =

(
ξ1d(t)

ξ4d(t)

)
=

(
xd(t)

yd(t)

)
=

(
t
5

t
5

)
, (linia prosta), (11.60)

ξξξ1
d(t) =

(
ξ1d(t)

ξ4d(t)

)
=

(
xd(t)

yd(t)

)
=

(
r cos t

5

r sin t
5

)
, r = 1[m], (okr ↪↪↪ag), (11.61)

przy r�o_znych warunkach pocz ↪↪↪atkowych. Wybrane wyniki symulacji kom-

puterowych zosta ly przedstawione na rysunkach 11.5 i 11.6. Jak wida�c,
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algorytm sterowania oparty na metodzie linearyzacji dynamicznej znako-

micie nadaje si ↪↪↪e do �sledzenia trajektorii zadanej wyj�s�c linearyzuj ↪↪↪acych.

Niew ↪↪↪atpliw ↪↪↪a jego zalet ↪↪↪a jest globalna eksponencjalna stabilno�s�c. Nale_zy

jednak pami ↪↪↪eta�c, _ze �sledzenie w przypadku robota mobilnego Ulisses doty-

czy jedynie trajektorii wyj�s�c linearyzuj ↪↪↪acych oraz _ze algorytm wymaga, aby

robot by l w ruchu. ¥

11.3.3 Algorytm Walsha-Tilbury’ego-Sastry’ego-Murraya-

-Laumonda

Rozwa_zmy posta�c normaln ↪↪↪a dynamiki ko lowego robota mobilnego (11.45),

kt�or ↪↪↪a przy oznaczeniach xxx =
(
qqq
ηηη

)
, fff(xxx) =

(
GGG(qqq)ηηη

000

)
, ggg(xxx) =

[
000

Im

]
mo_zna przed-

stawi�c w postaci a�nicznego uk ladu sterowania

_xxx = fff(xxx) + ggg(xxx)uuu, xxx ∈ Rn. (11.62)

Za l�o_zmy, _ze xxxd(t) oznacza trajektori ↪↪↪e zadan ↪↪↪a, natomiast uuud(t) | sterowanie

odpowiadaj ↪↪↪ace tej trajektorii. Przybli_zenie liniowe modelu (11.62) wzd lu_z

trajektorii zadanej jest nieautonomicznym liniowym uk ladem sterowania

postaci
_ξξξ = AAA(t)ξξξ + BBB(t)vvv, (11.63)

gdzie

AAA(t) =
∂fff(xxxd(t))

∂xxx
+

∂ (ggg(xxxd(t))uuud(t))

∂xxx
, BBB(t) = ggg(xxxd(t)).

Niech macierz ΦΦΦ(t, s) b ↪↪↪edzie rozwi ↪↪↪azaniem r�ownania r�o_zniczkowego

d

dt
ΦΦΦ(t, s) = AAA(t)ΦΦΦ(t, s)

przy warunku pocz ↪↪↪atkowym ΦΦΦ(s, s) = In.

Dla pewnego α > 0 zde�niujemy macierz∗

HHHc(s, t) =

∫t

s

e6α(s−τ)ΦΦΦ(s, τ)BBB(τ)BBBT(τ)ΦΦΦT(s, τ) dτ.

Je_zeli istnieje takie δ > 0, _ze macierz HHHc(t, t+δ) jest nieosobliwa dla ka_zdej

chwili t, w�owczas macierz

PPPc(t) = HHH−1
c (t, t + δ)

jest dobrze okre�slona.

∗Por�ownaj z macierz
↪↪↪
a Grama (4.4).
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Przyj ↪↪↪ete za lo_zenia pozwalaj ↪↪↪a udowodni�c nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace twierdzenie.

Twierdzenie 11.3.8 Je_zeli istniej ↪↪↪a liczby pm
c , pM

c > 0, takie _ze

∀t ∈ R+ 0 < pm
c zzzTzzz < zzzTPPPc(t)zzz < pM

c zzzTzzz,

wtedy, dla dowolnej ci ↪↪↪ag lej i ograniczonej funkcji γ : R+ −→ [
1
2
, ∞)

,

istnieje zale_zne od czasu sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne postaci

uuu = uuud(t) − γ(t)BBBT(t)PPPc(t)(xxx − xxxd), (11.64)

kt�ore zapewnia lokalne �sledzenie trajektorii xxxd(t) w uk ladzie sterowa-

nia (11.62), z b l ↪↪↪edem zbie_znym do zera jednostajnie i wyk ladniczo, przy

czym pr ↪↪↪edko�s�c zbie_zno�sci jest wi ↪↪↪eksza od

2αpm
c

(
pM

c

)−1
> 0.

Ze wzgl ↪↪↪edu na to, _ze algorytm (11.64) wymaga znajomo�sci trajektorii za-

danej w przysz lo�sci, u_zywa si ↪↪↪e mody�kacji tego algorytmu, kt�ora polega na

wprowadzeniu macierzy

PPPr(t) = HHH−1
c (t, t − δ),

kt�ora zale_zy wy l ↪↪↪acznie od warto�sci trajektorii zadanej w przesz lo�sci. Je_zeli

jest znana macierz PPPr(t), algorytm sterowania de�niujemy w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy

spos�ob.

Twierdzenie 11.3.9 Je_zeli istniej ↪↪↪a liczby pm
r , pM

r > 0 spe lniaj ↪↪↪ace nie-

r�owno�s�c

∀t ∈ R+ 0 < pm
r zzzTzzz < zzzTPPPr(t)zzz < pM

r zzzTzzz,

wtedy, dla dowolnej ci ↪↪↪ag lej i ograniczonej funkcji γ : R+ −→ [
1
2
, ∞)

,

istnieje zale_zne od czasu sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne postaci

uuu = uuud(t) − γ(t)BBBT(t)PPPr(t)(xxx − xxxd), (11.65)

kt�ore zapewnia lokaln ↪↪↪a jednostajn ↪↪↪a eksponencjaln ↪↪↪a stabilno�s�c �sledzenia

trajektorii zadanej xxxd(t) w uk ladzie (11.62), z pr ↪↪↪edko�sci ↪↪↪a zbie_zno�sci

b l ↪↪↪edu �sledzenia wi ↪↪↪eksz ↪↪↪a od α.

Algorytm �sledzenia Walsha-Tilbury'ego-Sastry'ego-Murraya-Laumonda jest

z lo_zony obliczeniowo. Nawet w tak prostym przypadku jak model dynamiki

robota Ulisses przy trajektorii zadanej b ↪↪↪ed ↪↪↪acej  lukiem okr ↪↪↪egu, elementy
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macierzy HHHc maj ↪↪↪a na tyle skomplikowan ↪↪↪a posta�c, _ze obliczenie w postaci

symbolicznej element�ow macierzy PPPr i wektora sterowania uuu(t) jest prak-

tycznie niemo_zliwe. Wad ↪↪↪a algorytmu jest tak_ze jego lokalna zbie_zno�s�c†. Do

zalet algorytmu Walsha-Tilbury'ego-Sastry'ego-Murraya-Laumonda nale_zy

mo_zliwo�s�c �sledzenia zar�owno wsp�o lrz ↪↪↪ednych po lo_zenia, jak i orientacji ro-

bota.

11.3.4 Sterowanie we wspóÃlrz ↪↪↪ednych linearyzuj ↪↪↪acych

Rozwa_zmy ograniczenia fazowe w postaci Pfa�a

AAA(qqq) _qqq = 000 (11.66)

okre�slaj ↪↪↪ace kinematyk ↪↪↪e ko lowego robota mobilnego (11.8)

_qqq = GGG(qqq)uuu =

m∑
i=1

gggi(qqq)ui. (11.67)

Wybierzmy odwzorowanie hhh : Rn −→ Rm, kt�orego macierz Jacobiego ∂hhh
∂qqq

(qqq)

ma rz ↪↪↪ad m i uzupe lnijmy je odwzorowaniem kkk : Rn −→ Rl spe lniaj ↪↪↪acym

warunek

rank

[
∂hhh
∂qqq

∂kkk
∂qqq

]
(qqq) = n.

Przy takim wyborze przekszta lcenie

ξξξ = φφφ(qqq) =

(
ξξξ1

ξξξ2

)
=

(
hhh(qqq)

kkk(qqq)

)
(11.68)

jest lokalnym dyfeomor�zmem przestrzeni stanu. Z powod�ow, kt�ore stan ↪↪↪a

si ↪↪↪e jasne nieco p�o�zniej, nowe wsp�o lrz ↪↪↪edne ξξξ b ↪↪↪edziemy nazywa�c lineary-

zuj ↪↪↪acymi. We wsp�o lrz ↪↪↪ednych linearyzuj ↪↪↪acych ograniczenia fazowe (11.66)

przyjm ↪↪↪a posta�c
�AAA(ξξξ) _ξξξ = 000. (11.69)

W celu wyznaczenia macierzy �AAA(ξξξ) zastosujemy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace rozumowanie.

Bior ↪↪↪ac pod uwag ↪↪↪e zale_zno�s�c (11.68), formu l ↪↪↪e (11.69) mo_zemy przepisa�c jako

�AAA(φφφ(qqq))

[
∂hhh
∂qqq

∂kkk
∂qqq

]
_qqq = 000.

†Symulacje pokazuj
↪↪↪
a, _ze przy du_zym b l

↪↪↪
edzie pocz

↪↪↪
atkowym algorytm nie zapewnia

zbie_zno�sci do trajektorii zadanej.
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Wobec zale_zno�sci (11.66), musi istnie�c macierz MMM(qqq), taka _ze

�AAA(φφφ(qqq))

∂hhh
∂qqq

∂kkk
∂qqq

 = MMM(qqq)AAA(qqq). (11.70)

Poniewa_z AAA(qqq)GGG(qqq) = 000, po pomno_zeniu obu stron r�owno�sci (11.70) pra-

wostronnie przez GGG(qqq) otrzymujemy

�AAA(φφφ(qqq))

[
∂hhh
∂qqq

GGG(qqq)

∂kkk
∂qqq

GGG(qqq)

]
= 000. (11.71)

Zauwa_zmy, _ze macierz ∂hhh
∂qqq

GGG(qqq) jest nieosobliwa. Podzielimy teraz macierz �AAA

na bloki �AAA1 i �AAA2 rozmiar�ow l × m oraz l × l. Lokalnie∗ �AAA2 jest rz ↪↪↪edu l.

Zale_zno�s�c (11.71) pozwala wyliczy�c macierz �AAA1 jako

�AAA1(φφφ(qqq)) = −�AAA2(φφφ(qqq))
∂kkk

∂qqq
GGG(qqq)

(
∂hhh

∂qqq
GGG(qqq)

)−1

,

sk ↪↪↪ad wynika, _ze ograniczenia fazowe (11.69) mo_zna przedstawi�c w postaci[
−HHH(ξξξ) Il

]
_ξξξ = 000, (11.72)

z macierz ↪↪↪a HHH(ξξξ) = ∂kkk
∂qqq

GGG
(
φφφ−1(ξξξ)

)(
∂hhh
∂qqq

GGG
(
φφφ−1(ξξξ)

))−1

, za�s kinematyk ↪↪↪e (11.67)

jako
_ξξξ = LLL(ξξξ)vvv, (11.73)

gdzie LLL(ξξξ) =
[

Im

HHH(ξξξ)

]
, vvv ∈ Rm. Zmiana uk ladu wsp�o lrz ↪↪↪ednych ξξξ = φφφ(qqq)

zale_zy jedynie od postaci ogranicze�n fazowych (w lasno�sci geometrycznych),

zatem wsp�o lrz ↪↪↪edne te mog ↪↪↪a by�c u_zywane pomimo nieznajomo�sci paramet-

r�ow dynamiki. R�ownania dynamiki robota mobilnego we wsp�o lrz ↪↪↪ednych ξξξ,

podlegaj ↪↪↪acego wi ↪↪↪ezom (11.72) zapiszemy zgodnie z Zasad ↪↪↪a d'Alemberta

�QQQ(ξξξ)�ξξξ + �CCC(ξξξ, _ξξξ) _ξξξ + �DDD(ξξξ) = �BBB(ξξξ)uuu +

[
−HHHT(ξξξ)

Il

]
λλλ, (11.74)

λλλ ∈ Rl. Standardowa procedura eliminacji wektora mno_znik�ow Lagrange'a

∗Przy analitycznej zale_zno�sci �AAA(qqq) | prawie wsz
↪↪↪
edzie.
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oraz wykorzystanie r�owno�sci

�ξξξ =

[
Im

HHH(ξξξ)

]
_vvv +

[
000

_HHH(ξξξ)

]
vvv,

prowadzi do r�owna�n dynamiki postaci

JJJ(ξξξ) _vvv + CCC(ξξξ,vvv)vvv + DDD(ξξξ) = BBB(ξξξ)uuu, (11.75)

w kt�orych JJJ(ξξξ) = LLLT(ξξξ) �QQQ(ξξξ)LLL(ξξξ), BBB(ξξξ) = LLLT(ξξξ)�BBB(ξξξ), DDD(ξξξ) = LLLT(ξξξ) �DDD(ξξξ),

CCC(ξξξ,vvv) = LLLT(ξξξ)
(
�CCC(ξξξ,LLL(ξξξ)vvv)LLL(ξξξ) + �QQQ(ξξξ) _LLL(ξξξ)

)
. Ostatecznie, z po l ↪↪↪aczenia

wyra_ze�n (11.73) i (11.75), otrzymujemy r�ownania kinematyki i dynamiki

robota mobilnego we wsp�o lrz ↪↪↪ednych linearyzuj ↪↪↪acych ξξξ

(11.76)

(11.77)

(11.78)


_ξξξ1 = vvv

JJJ(ξξξ) _vvv + CCC(ξξξ,vvv)vvv + DDD(ξξξ) = BBB(ξξξ)uuu
_ξξξ2 = HHH(ξξξ)vvv.

Nietrudno zauwa_zy�c, _ze macierze HHH(ξξξ) i BBB(ξξξ) s ↪↪↪a zale_zne jedynie od para-

metr�ow geometrycznych robota mobilnego. Zale_zno�s�c od parametr�ow dy-

namiki macierzy inercji JJJ(ξξξ), macierzy CCC(ξξξ,vvv) i wektora DDD(ξξξ) mo_ze by�c

przedstawiona w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acej postaci:

JJJ(ξξξ) = JJJ0(ξξξ) +

p∑
i=1

JJJi(ξξξ)θi,

CCC(ξξξ,vvv) = CCC0(ξξξ,vvv) +

p∑
i=1

CCCi(ξξξ,vvv)θi,

DDD(ξξξ) = DDD0(ξξξ) +

p∑
i=1

DDDi(ξξξ)θi.

Parametry θi, i = 1, 2, . . . , p, wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪ace w powy_zszych zale_zno�sciach na-

zywamy barycentrycznymi .

Nietrudno wykaza�c, _ze macierz _JJJ(ξξξ) − 2CCC(ξξξ,vvv) jest sko�snie symetryczna

na trajektoriach uk ladu (11.76){(11.78). Macierze HHH(ξξξ), JJJ(ξξξ), DDD(ξξξ) i BBB(ξξξ) s ↪↪↪a

ograniczone (klasy B), a macierz CCC(ξξξ,vvv) spe lnia warunek ∥CCC(ξξξ,vvv)∥ 6 C∥vvv∥.

Wynika st ↪↪↪ad, _ze model dynamiki ko lowego robota mobilnego we wsp�o lrz ↪↪↪ed-

nych linearyzuj ↪↪↪acych (11.76){(11.77) ma podobne w lasno�sci strukturalne

do modelu dynamiki manipulatora (uk ladu holonomicznego) o m stopniach
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swobody†. R�o_znica polega jednak na tym, _ze model dynamiki robota mo-

bilnego zawiera dodatkowo podsystem opisany r�ownaniem (11.78).

Zosta lo udowodnione, _ze dla ka_zdego z pi ↪↪↪eciu podstawowych typ�ow ro-

bot�ow mobilnych (zobacz twierdzenie 11.2.1) mo_zna skonstruowa�c wyj�scia

linearyzuj ↪↪↪ace w taki spos�ob, aby sk ladowe wektora ξξξ1 by ly nowymi wsp�o l-

rz ↪↪↪ednymi po lo_zenia lokalnego uk ladu odniesienia umieszczonego na nadwo-

ziu robota, natomiast sk ladowe wektora ξξξ2 opisywa ly orientacj ↪↪↪e robota, k ↪↪↪aty

obrotu k�o l oraz k ↪↪↪aty orientacji k�o l w lokalnym uk ladzie odniesienia.

PrzykÃlad 11.3.3 (Robot mobilny Ulisses)
Dla robota mobilnego Ulisses proponujemy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ac ↪↪↪a de�nicj ↪↪↪e wsp�o lrz ↪↪↪e-

dnych linearyzuj ↪↪↪acych ξξξ1 i ξξξ2

ξξξ1 =

(
x − e sin θ

y + e cos θ

)
=

(
ξ11

ξ12

)
, ξξξ2 =

 θ

ϕ1

ϕ2

, e ̸= 0, (11.79)

i obliczamy macierz

HHH(ξξξ) =

 − 1
e

cos θ −1
e

sin θ

1
r

sin θ + l
er

cos θ −1
r

cos θ + l
er

sin θ

−1
r

sin θ + l
er

cos θ 1
r

cos θ + l
er

sin θ

.

Jak  latwo zauwa_zy�c, macierz HHH(ξξξ) jest ograniczona. Sk ladowe wektora ξξξ1

opisuj ↪↪↪a nowe po lo_zenie lokalnego uk ladu odniesienia, natomiast sk ladowe

wektora ξξξ2 | orientacj ↪↪↪e robota i k ↪↪↪aty obrotu k�o l. Energia kinetyczna robota

mobilnego we wsp�o lrz ↪↪↪ednych ξξξ

Ek(ξξξ, _ξξξ) =
1

2

(
Iz + 2mkl2

)
_θ2 +

1

2
(m + 2mk)

(
_ξ2
11+ 2 _ξ11

_θe cos θ+

+ _ξ2
12+ 2 _ξ12

_θe sin θ + e2 _θ2
)

+
1

2
Ik

(
_ϕ2

1 + _ϕ2
2

)
,

gdzie

m — masa nadwozia robota,

Iz — moment bezw ladno�sci nadwozia robota wzgl ↪↪↪edem osi Z

uk ladu X1Y1Z1,

mk — masa ko la,

†Zobacz podrozdzia l 5.2.
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Ik — moment bezw ladno�sci ko la wzgl ↪↪↪edem osi X odpowiednie-

go uk ladu lokalnego,

m + 2mk — masa ca lkowita robota,

Iz + 2mkl2 — ca lkowity moment bezw ladno�sci robota.

Przy wyborze parametr�ow barycentrycznych θ1 = Ik, θ2 = m + 2mk, θ3 =

Iz + 2mkl2, macierze JJJ(ξξξ), CCC(ξξξ,vvv) i BBB(ξξξ) mo_zna przedstawi�c jako:

JJJ(ξξξ) =
∑3

i=1JJJi(ξξξ)θi,

CCC(ξξξ,vvv) =
∑3

i=1CCCi(ξξξ,vvv)θi,

BBB(ξξξ) =

 1
r

sin θ + l
er

cos θ −1
r

sin θ + l
er

cos θ

− 1
r

cos θ + l
er

sin θ 1
r

cos θ + l
er

sin θ

,

przy oznaczeniach

JJJ1(ξξξ) =

(
sin2 θ + l2

e2 cos2 θ

)
2
r2 sin θ cos θ

(
l2

e2 − 1

)
2
r2

sin θ cos θ

(
l2

e2 − 1

)
2
r2

(
cos2 θ + l2

e2 sin2 θ

)
2
r2

,

JJJ2(ξξξ)=

[
sin2 θ − sin θ cos θ

− sin θ cos θ cos2 θ

]
, JJJ3(ξξξ)=

[
1
e2 cos2 θ 1

e2 sin θ cos θ

1
e2 sin θ cos θ 1

e2 sin2 θ

]
,

CCC1(ξξξ,vvv) =


− 2

er2
sin θ cos θ

(
1 − l2

e2

)
− 2

er2

(
sin2 θ + l2

e2 cos2 θ

)
(v1 cos θ + v2 sin θ) (v1 cos θ + v2 sin θ)

2
er2

(
cos2 θ + l2

e2 sin2 θ

)
− 2

er2
sin θ cos θ

(
−1 + l2

e2

)
(v1 cos θ + v2 sin θ) (v1 cos θ + v2 sin θ)

,

CCC2(ξξξ,vvv) =


−1

e
sin θ cos θ − 1

2e

(
sin2 θ − cos2 θ

)
(v1 cos θ + v2 sin θ) (v1 cos θ + v2 sin θ)

− 1
2e

(
sin2 θ − cos2 θ

)
1
e

sin θ cos θ

(v1 cos θ + v2 sin θ) (v1 cos θ + v2 sin θ)

,

CCC3(ξξξ,vvv) =


1
e3 sin θ cos θ − 1

e3 cos2 θ

(v1 cos θ + v2 sin θ) (v1 cos θ + v2 sin θ)

1
e3 sin2 θ − 1

e3 sin θ cos θ

(v1 cos θ + v2 sin θ) (v1 cos θ + v2 sin θ)

.

 Latwo sprawdzi�c, _ze w modelu dynamiki ko lowego robota mobilnego Ulis-

ses macierze JJJ(ξξξ), CCC(ξξξ,vvv) i BBB(ξξξ) s ↪↪↪a ograniczone ze wzgl ↪↪↪edu na ξξξ, a norma

macierzy CCC(ξξξ,vvv) jest ograniczona przez liniow ↪↪↪a funkcj ↪↪↪e normy ∥vvv∥ . ¥
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Celem naszych dalszych rozwa_za�n b ↪↪↪edzie nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace zadanie sterowania

uk ladu (11.76){(11.78):

Maj ↪↪↪ac dan ↪↪↪a trajektori ↪↪↪e ξξξ1
d(t), klasy C2, znale�z�c sterowanie uuu(t),

takie _ze w uk ladzie (11.76){(11.78) b l ↪↪↪ad �sledzenia trajektorii po-

 lo_zenia eee(t) = ξξξ1(t) − ξξξ1
d(t) d ↪↪↪a_zy do 000 przy t → +∞, a pr ↪↪↪ed-

ko�s�c _ξξξ2(t) jest ograniczona (wsz ↪↪↪edzie lub prawie wsz ↪↪↪edzie).

Za l�o_zmy, _ze sk ladowe wektora ξξξ1(t) opisuj ↪↪↪a po lo_zenie lokalnego uk ladu od-

niesienia zwi ↪↪↪azanego z poruszaj ↪↪↪acym si ↪↪↪e robotem, natomiast wektor ξξξ2(t)

sk lada si ↪↪↪e ze wsp�o lrz ↪↪↪ednych opisuj ↪↪↪acych orientacj ↪↪↪e robota, k ↪↪↪aty obrotu k�o l

oraz orientacje k�o l wzgl ↪↪↪edem lokalnego uk ladu odniesienia. Tym sposobem

rozpatrywane zadanie sterowania sprowadza si ↪↪↪e do wymagania �sledzenia

po lo_zenia robota we wsp�o lrz ↪↪↪ednych ξξξ1(t), natomiast ograniczono�s�c wekto-

ra _ξξξ2(t) zapewni ograniczono�s�c pr ↪↪↪edko�sci zmian orientacji robota i pr ↪↪↪edko�sci

obrotu k�o l. Zauwa_zmy, _ze je_zeli macierz sterowa�n �BBB(ξξξ) w wyra_zeniu (11.74)

jest pe lnego rz ↪↪↪edu, to macierz BBB(ξξξ) w uk ladzie (11.76){(11.78) jest nieoso-

bliwa. W takiej sytuacji i przy za lo_zeniu, _ze parametry barycentryczne

uk ladu (11.77) s ↪↪↪a znane, zastosowanie sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego

uuu(ξξξ,vvv,www) = BBB−1(ξξξ)
(
JJJ(ξξξ)www + CCC(ξξξ,vvv)vvv + DDD(ξξξ)

)
, (11.80)

w kt�orym www ∈ Rm oznacza nowy wektor sterowa�n, pozwala na linearyzacj ↪↪↪e

podsystemu (11.76){(11.77) 
_ξξξ1 = vvv

_vvv = www

_ξξξ2 = HHH(ξξξ)vvv.

(11.81)

W lasno�s�c ta t lumaczy nazw ↪↪↪e wsp�o lrz ↪↪↪edne linearyzuj ↪↪↪ace. Je_zeli ξξξ1
d(·) ∈ C2,

to wybieraj ↪↪↪ac sterowanie www w postaci regulatora PD z korekcj ↪↪↪a

www = �ξξξ1
d − RRR1 _eee − RRR0eee, (11.82)

gdzie eee = ξξξ1−ξξξ1
d, z diagonalnymi, dodatnio okre�slonymi macierzami wzmoc-

nie�n RRR0, RRR1, uzyskujemy eksponencjaln ↪↪↪a stabilno�s�c b l ↪↪↪edu �sledzenia eee oraz

jego pochodnej _eee. Dalsza analiza zachowania uk ladu (11.81) ze sterowa-

niem (11.82) pozwala wykaza�c nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy rezultat.
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Rysunek 11.7 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy �sledzeniu zadanej tra-

jektorii po lo_zenia (11.60) we wsp�o lrz
↪↪↪
ednych linearyzuj ↪↪↪acych.
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Rysunek 11.8 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy �sledzeniu zadanej tra-

jektorii po lo_zenia (11.61) we wsp�o lrz
↪↪↪
ednych linearyzuj ↪↪↪acych.

Twierdzenie 11.3.10 Za l�o_zmy, _ze pr ↪↪↪edko�sci zadane _ξξξ1
d(·) ∈ B i _ze

macierz HHH(ξξξ) w uk ladzie (11.81) jest ograniczona. W�owczas, pr ↪↪↪ed-

ko�sci _ξξξ2(t) w uk ladzie (11.81) ze sterowaniem (11.82) s ↪↪↪a ograniczone,
_ξξξ2(·) ∈ B, oraz istniej ↪↪↪a liczby a, b, takie _ze wsp�o lrz ↪↪↪edne ∥ξξξ2(t)∥ 6 a+bt.

PrzykÃlad 11.3.4 (Robot mobilny Ulisses)
Algorytm sterowania przy u_zyciu wyj�s�c linearyzuj ↪↪↪acych zastosowali�smy do

robota Ulisses. Przyk ladowe wyniki bada�n symulacyjnych przedstawili�smy

na rysunkach 11.7 i 11.8. Macierze wzmocnie�n wybrali�smy r�owne RRR0 =

RRR1 = diag{5}. Przedmiotem bada�n by lo zachowanie robota mobilnego przy

r�o_znych zadanych trajektoriach po lo_zenia i stanach pocz ↪↪↪atkowych. Symu-

lacje potwierdzi ly eksponencjaln ↪↪↪a zbie_zno�s�c b l ↪↪↪edu �sledzenia eee oraz ograni-

czono�s�c orientacji θ(t) robota mobilnego. ¥
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11.3.5 Sterowanie adaptacyjne we wspóÃlrz ↪↪↪ednych linearyzu-

j ↪↪↪acych

Algorytmy sterowania ko lowych robot�ow mobilnych opisane w poprzed-

nich podrozdzia lach wykorzystywa ly pe ln ↪↪↪a znajomo�s�c modeli kinematyki

i dynamiki. Obecnie za lo_zymy, _ze parametry barycentryczne modelu dyna-

miki (11.76){(11.78) s ↪↪↪a nieznane i rozwa_zymy nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace zadanie sterowa-

nia adaptacyjnego.

Znale�z�c prawo sterowania i algorytm estymacji parametr�ow dy-

namiki, kt�ore w uk ladzie opisanym r�ownaniami (11.76){(11.78)

zapewniaj ↪↪↪a �sledzenie trajektorii zadanej ξξξ1
d(t) i ograniczono�s�c

pr ↪↪↪edko�sci _ξξξ2(t).

Z uwagi na podobie�nstwo strukturalne uk ladu sterowania (11.76){(11.77)

do modelu dynamiki robota manipulacyjnego mo_zemy przypuszcza�c, _ze

niekt�ore spo�sr�od algorytm�ow sterowania adaptacyjnego robot�ow manipula-

cyjnych przedstawionych w rozdziale 6.2 dostarcz ↪↪↪a poprawnego rozwi ↪↪↪azania

adaptacyjnego zadania sterowania ko lowych robot�ow mobilnych. Okazuje

si ↪↪↪e, _ze tak jest istocie, prawdziwy bowiem jest nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy rezultat.

Twierdzenie 11.3.11 Niech trajektoria zadana ξξξ1
d(·) ∈ C2 i niech ma-

cierz HHH(ξξξ) w uk ladzie (11.76){(11.77) b ↪↪↪edzie ograniczona. W�owczas,

je_zeli dla ka_zdego ξξξ2 algorytm sterowania adaptacyjnego zastosowany

do uk ladu (11.76){(11.77) zapewnia ograniczono�s�c i asymptotyczn ↪↪↪a sta-

bilno�s�c b l ↪↪↪edu �sledzenia eee = ξξξ1 − ξξξ1
d oraz ograniczono�s�c _eee, to pr ↪↪↪edko-

�sci _ξξξ2(t) w uk ladzie z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego b ↪↪↪ed ↪↪↪a ogra-

niczone ( _ξξξ2(·) ∈ B). Je_zeli dodatkowo _ξξξ1
d(·) ∈ L1 oraz algorytm ste-

rowania adaptacyjnego zapewnia stabilno�s�c eksponencjaln ↪↪↪a, to wsp�o l-

rz ↪↪↪edne ξξξ2(t) b ↪↪↪ed ↪↪↪a ograniczone prawie wsz ↪↪↪edzie (ξξξ2(·) ∈ L∞)∗.

PrzykÃlad 11.3.5 (Algorytm Slotine’a-Li dla robota mobilnego)
Zastosujmy do modelu ko lowego robota mobilnego we wsp�o lrz ↪↪↪ednych li-

nearyzuj ↪↪↪acych klasyczny algorytm sterowania adaptacyjnego Slotine'a-Li,

kt�ory zapewnia stabilno�s�c asymptotyczn ↪↪↪a b l ↪↪↪edu �sledzenia. Algorytm ten

ma posta�c

uuu = BBB−1(ξξξ)
(
ĴJJ(ξξξ)�ξξξ1

r + ĈCC

(
ξξξ, _ξξξ1

)
_ξξξ1
r + D̂DD(ξξξ) − KKKdsss

)
, (11.83)

∗Zobacz dodatek A.2.
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gdzie

ĴJJ(ξξξ) = JJJ0(ξξξ) +
∑p

i=1JJJi(ξξξ)θ̂θθi,

ĈCC

(
ξξξ, _ξξξ1

)
= CCC0

(
ξξξ, _ξξξ1

)
+

∑p
i=1CCCi

(
ξξξ, _ξξξ1

)
θ̂θθi,

D̂DD(ξξξ) = DDD0(ξξξ) +
∑p

i=1DDDi(ξξξ)θ̂θθi,

KKKd > 000 — diagonalna macierz wzmocnienia rozmiaru m × m,

θθθ = (θ1, θ2, . . . , θp)
T∈Rp — wektor nieznanych parametr�ow ba-

rycentrycznych,

θ̂θθ = (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂p)
T∈Rp — wektor estymowanych warto�sci pa-

rametr�ow barycentrycznych,
~θθθ = θ̂θθ − θθθ — b l ↪↪↪ad estymacji,

eee = ξξξ1 − ξξξ1
d ∈ Rm — b l ↪↪↪ad �sledzenia,

_ξξξ1
r = _ξξξ1

d − ΛΛΛeee — pr ↪↪↪edko�s�c zmian sygna lu odniesienia,

sss = _ξξξ1 − _ξξξ1
r = _eee + ΛΛΛeee ∈ Rm — zmienna �slizgu,

ΛΛΛ = ΛΛΛT > 0 — macierz rozmiaru m × m.

Parametry barycentryczne s ↪↪↪a estymowane stosownie do zale_zno�sci

_̂
θθθ = −ΓΓΓ−1YYYT

(
ξξξ, _ξξξ1, _ξξξ1

r , �ξξξ1
r

)
sss, (11.84)

w kt�orej i-ta kolumna macierzy YYY

(
ξξξ, _ξξξ1, _ξξξ1

r , �ξξξ1
r

)
, i = 1, 2, . . . , p jest zde�nio-

wana jako

YYY

(
ξξξ, _ξξξ1, _ξξξ1

r , �ξξξ1
r

)
i kol

= JJJi(ξξξ)�ξξξ1
r + CCCi

(
ξξξ, _ξξξ1

)
_ξξξ1
r + DDDi(ξξξ),

a ΓΓΓ jest macierz ↪↪↪a wzmocnienia algorytmu estymacji, rozmiaru p× p, syme-

tryczn ↪↪↪a i dodatnio okre�slon ↪↪↪a. R�ownania uk ladu (11.76){(11.77) z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a

p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego mo_zemy przedstawi�c w postaci

JJJ

(
eee + ξξξ1

d,ξξξ2
)

_sss = YYY

(
eee + ξξξ1

d, sss − ΛΛΛeee + _ξξξ1
d,ξξξ2, _ξξξ1

d − ΛΛΛeee, �ξξξ1
d − ΛΛΛsss + ΛΛΛ2eee

)
~θθθ+

− CCC

(
eee + ξξξ1

d, sss − ΛΛΛeee + _ξξξ1
d,ξξξ2

)
sss − KKKdsss

_eee = sss − ΛΛΛeee

_̂
θθθ = −ΓΓΓ−1YYYT

(
eee + ξξξ1

d, sss − ΛΛΛeee + _ξξξ1
d,ξξξ2, _ξξξ1

d − ΛΛΛeee, �ξξξ1
d − ΛΛΛsss + ΛΛΛ2eee

)
sss

_ξξξ2 = HHH

(
eee + ξξξ1

d,ξξξ2
)(

sss − ΛΛΛeee + _ξξξ1
d

)
.

(11.85)

Do badania stabilno�sci nieautonomicznego uk ladu dynamicznego (11.85)

wykorzystamy funkcj ↪↪↪e Lapunowa

V

(
t,eee,sss,ξξξ2, ~θθθ

)
=

1

2
sssTJJJ

(
eee + ξξξ1

d,ξξξ2
)

sss +
1

2
~θθθ

T
ΓΓΓ~θθθ. (11.86)
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Rysunek 11.9 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-

mu Slotine'a-Li do �sledzenia zadanej trajektorii po lo_zenia (11.60) we wsp�o lrz
↪↪↪
ednych

linearyzuj ↪↪↪acych.

R�ownania uk ladu w zamkni ↪↪↪etej p ↪↪↪etli sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego i w lasno�s�c sko-

�snej symetrii macierzy _JJJ−2CCC pozwalaj ↪↪↪a wyrazi�c pochodn ↪↪↪a funkcji Lapunowa

wzd lu_z trajektorii uk ladu (11.85) w postaci

_V
(
t,eee,sss,ξξξ2, ~θθθ

)
= −sssTKKKdsss 6 0. (11.87)

Warunek (11.87) gwarantuje ograniczono�s�c zmiennych sss i ~θθθ, a w konsekwen-

cji eee i _eee. Co wi ↪↪↪ecej, na mocy twierdzenia La Salle'a-Yoshizawy† sss(t) → 0,

przy t → +∞, co ostatecznie pozwala wyci ↪↪↪agn ↪↪↪a�c wniosek, _ze

lim
t→+∞ eee(t) = 000.

Wreszcie, na podstawie ostatniego z r�owna�n uk ladu (11.85) wyci ↪↪↪agamy

wniosek, _ze ograniczono�s�c macierzy HHH(ξξξ) oraz pr ↪↪↪edko�sci _eee i _ξξξ1
d zapewnia

ograniczono�s�c pr ↪↪↪edko�sci _ξξξ2. ¥

PrzykÃlad 11.3.6 (Robot mobilny Ulisses)
Algorytm sterowania adaptacyjnego Slotine'a-Li zastosowali�smy do modelu

ko lowego robota mobilnego Ulisses. Przedmiotem bada�n symulacyjnych

by lo zachowanie robota przy �sledzeniu dw�och trajektorii zadanych r�owna-

niami (11.60), (11.61). Przyk ladowe wyniki symulacji prezentujemy na ry-

sunkach 11.9 i 11.10. Wyniki bada�n potwierdzaj ↪↪↪a asymptotyczn ↪↪↪a zbie_zno�s�c

b l ↪↪↪edu �sledzenia eee. �Sledzenie zadanej trajektorii odbywa si ↪↪↪e przy ograniczo-

nej pr ↪↪↪edko�sci zmian orientacji robota. ¥
†Zobacz dodatek B.2.
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Rysunek 11.10 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-

mu Slotine'a-Li do �sledzenia zadanej trajektorii po lo_zenia (11.61) we wsp�o lrz
↪↪↪
ednych

linearyzuj ↪↪↪acych.

11.3.6 Uniwersalny adaptacyjny λ-́sledz ↪↪↪acy algorytm stero-

wania

Przyjmiemy obecnie za lo_zenie, _ze model dynamiki ko lowego robota mobil-

nego (11.77) jest ca lkowicie nieznany. Jak wiadomo, w tego typu sytuacjach

znajduj ↪↪↪a zastosowanie uk lady sterowania zapewniaj ↪↪↪ace λ-�sledzenie trajek-

torii zadanej∗. Dlatego w niniejszym podrozdziale rozwa_zymy mo_zliwo�s�c

wykorzystania algorytmu λ-�sledzenia do rozwi ↪↪↪azania zadania �sledzenia tra-

jektorii zadanej dla ko lowych robot�ow mobilnych. Naszym celem b ↪↪↪edzie

rozwi ↪↪↪azanie nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acego zadania sterowania:

Znale�z�c prawo sterowania w uk ladzie sterowania (11.76){(11.78),

kt�ore zapewnia �sledzenie trajektorii zadanej ξξξ1
d(t) z b l ↪↪↪edem nie

wi ↪↪↪ekszym ni_z ustalona warto�s�c λ > 0 i gwarantuje ograniczono�s�c

pr ↪↪↪edko�sci _ξξξ2(t).

Mo_zliwo�s�c rozwi ↪↪↪azania tego zadania za po�srednictwem algorytmu λ-�sledze-

nia wynika z nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acego twierdzenia.

Twierdzenie 11.3.12 Niech ξξξ1
d(t) oznacza trajektori ↪↪↪e zadan ↪↪↪a robota

mobilnego, tak ↪↪↪a _ze ξξξ1
d(t), _ξξξ1

d(t) i �ξξξ1
d(t) s ↪↪↪a ci ↪↪↪ag le i ograniczone. Wybierz-

my pewn ↪↪↪a liczb ↪↪↪e λ > 0. Je_zeli do uk ladu (11.76){(11.77) zastosujemy

algorytm sterowania

uuu(t) = −BBB−1(ξξξ)k(t)EEE(t), (11.88)

∗Zobacz podrozdzia l 6.3.3.
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gdzie EEE(t) = P1eee1(t) + P2eee2(t), P1, P2 > 0 oraz eee1(t) = ξξξ1(t) − ξξξ1
d(t),

eee2(t) = _ξξξ1(t) − _ξξξ1
d(t), wraz z regu l ↪↪↪a adaptacji wzmocnienia k(t)

_k = dλ(EEE)∥EEE∥ =

{
(∥EEE∥ − λ)∥EEE∥, je_zeli ∥EEE∥ > λ,

0, je_zeli ∥EEE∥ < λ,
(11.89)

dla k(0) > 0 i dowolnego stanu pocz ↪↪↪atkowego ξξξ(0) ∈ Rn, to w�owczas

trajektoria (eee1(t), eee2(t), k(t)) uk ladu z zamkni ↪↪↪et ↪↪↪a p ↪↪↪etl ↪↪↪a sprz ↪↪↪e_zenia zwrot-

nego, opisanego r�ownaniami

JJJ(ξξξ) _eee2 = −CCC(ξξξ,vvv)eee2 − kP1eee1(t) − kP2eee2(t)+

− JJJ(ξξξ)�ξξξ1
d − CCC(ξξξ,vvv) _ξξξ1

d − DDD(ξξξ)
_eee1 = eee2

_k = dλ(EEE)∥EEE∥
_ξξξ2 = HHH(ξξξ)

(
eee2 + _ξξξ1

d

)
,

(11.90)

posiada nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace w lasno�sci:

1. EEE(t) = (P1eee1(t) + P2eee2(t)) → BBBλ(0), gdy t → +∞, gdzie BBBλ(0) jest

kul ↪↪↪a domkni ↪↪↪et ↪↪↪a o �srodku w punkcie 000 i promieniu λ,

2. limt→+∞ k(t) < ∞,

3. _ξξξ2(·) ∈ B,

o ile tylko jest spe lnione za lo_zenie eee2(·) ∈ B.

Twierdzenie 11.3.12 pozwala na sformu lowanie wniosku, _ze je_zeli wzmocnie-

nia w p ↪↪↪etli sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego s ↪↪↪a adaptowane zgodnie z regu l ↪↪↪a (11.89), to

wzmocnienia te i pr ↪↪↪edko�sci _ξξξ2(t) s ↪↪↪a ograniczone w czasie trwania regulacji,

a b l ↪↪↪ad �sledzenia EEE(t) d ↪↪↪a_zy do kuli o zadanym promieniu λ.

PrzykÃlad 11.3.7 (Robot mobilny Ulisses)
Przyk ladowe zachowanie ko lowego robota mobilnego przy zastosowaniu al-

gorytmu λ-�sledzenia przedstawili�smy na rysunkach 11.11 i 11.12 oraz 11.13

i 11.14. Warto�s�c pocz ↪↪↪atkowa wzmocnienia k(0) = 2, warto�s�c parame-

tru λ ustalili�smy na poziomie 0.01. Przeprowadzone badania symulacyjne

potwierdzi ly przydatno�s�c uniwersalnego adaptacyjnego λ-�sledz ↪↪↪acego algo-

rytmu sterowania do rozwi ↪↪↪azania zadania �sledzenia trajektorii wsp�o lrz ↪↪↪e-

dnych linearyzuj ↪↪↪acych ko lowych robot�ow mobilnych. ¥

Algorytm λ-�sledzenia nie wymaga znajomo�sci modelu dynamiki uk ladu,

a jedynie modelu jego kinematyki (macierzy HHH(ξξξ)) oraz macierzy oddzia ly-
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Rysunek 11.11 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-

mu λ-�sledzenia do �sledzenia zadanej trajektorii po lo_zenia (11.60) we wsp�o lrz
↪↪↪
ednych

linearyzuj ↪↪↪acych: a) P1 = 5, P2 = 2, b) P1 = 5, P2 = 10.
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Rysunek 11.12 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-

mu λ-�sledzenia do �sledzenia zadanej trajektorii po lo_zenia (11.60) we wsp�o lrz
↪↪↪
ednych

linearyzuj ↪↪↪acych: a) P1 = 5, P2 = 2, b) P1 = 5, P2 = 10.
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Rysunek 11.13 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-

mu λ-�sledzenia do �sledzenia zadanej trajektorii po lo_zenia (11.61) we wsp�o lrz
↪↪↪
ednych

linearyzuj ↪↪↪acych: a) P1 = 5, P2 = 2, b) P1 = 5, P2 = 10.
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Rysunek 11.14 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-

mu λ-�sledzenia do �sledzenia zadanej trajektorii po lo_zenia (11.61) we wsp�o lrz
↪↪↪
ednych

linearyzuj ↪↪↪acych: a) P1 = 5, P2 = 2, b) P1 = 5, P2 = 10.

wa�n steruj ↪↪↪acych BBB(ξξξ) . Zauwa_zmy, _ze mo_zliwo�s�c wyst ↪↪↪apienia przeregulowa�n

w pocz ↪↪↪atkowym okresie dzia lania sterownika ogranicza mo_zliwo�s�c jego wy-

korzystania w pobli_zu przeszk�od na scenie robota.

11.4 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Dynamiki uk lad�ow nieholonomicznych dotycz ↪↪↪a prace [NF71] oraz [VG94].

R�ownania dynamiki uk ladu nieholonomicznego wyprowadzone w podroz-

dziale 11.1 s ↪↪↪a konsekwencj ↪↪↪a Zasady d'Alemberta. Alternatywne i nier�ow-

nowa_zne r�ownania mo_zna uzyska�c w ramach tzw. mechaniki wakonomicz-

nej, opartej na Zasadzie Najmniejszego Dzia lania Hamiltona [AKN88]. Na

prze lomie lat osiemdziesi ↪↪↪atych i dziewi ↪↪↪e�cdziesi ↪↪↪atych pojawi lo si ↪↪↪e w lite-

raturze wiele prac po�swi ↪↪↪econych zagadnieniom modelowania i sterowania

ko lowych robot�ow mobilnych. Na rozw�oj teorii sterowania uk lad�ow nieho-

lonomicznych znacz ↪↪↪acy wp lyw mia la prze lomowa praca Brocketta [Bro81],

w kt�orej wykazano nieprzydatno�s�c statycznego sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego od sta-

nu do rozwi ↪↪↪azania zadania stabilizacji tego typu uk lad�ow. Problem mo-

delowania kinematyki pojedynczych ko lowych robot�ow mobilnych podj ↪↪↪eto

w pracach [ANBC91, MP87, _Zyl96], natomiast klasy�kacj ↪↪↪e kinematyki ko-

 lowych robot�ow mobilnych wprowadzono w pracy [CBAN96]. Z tej pracy

pochodzi twierdzenie 11.2.1. Metod ↪↪↪e wyznaczania ogranicze�n fazowych oraz

algorytm wyznaczania modeli kinematyki dla pojedynczych i z lo_zonych

ko lowych robot�ow mobilnych zaproponowano w pracy [Hos96a]. W wy-

niku dalszych prac uda lo si ↪↪↪e dokona�c uog�olnienia metody na przypadek
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ko lowych robot�ow mobilnych poruszaj ↪↪↪acych si ↪↪↪e po powierzchniach w prze-

strzeni tr�ojwymiarowej, [Hos98a]. Algorytmy wyznaczania ogranicze�n fa-

zowych i wyznaczania modeli kinematyki i dynamiki zosta ly zaimplemen-

towane w systemie oblicze�n symbolicznych MATHEMATICAr, [Hos96b,

Hos96a, Hos98b]. Wzmo_zone zainteresowanie uk ladami nieholonomicznymi

zbieg lo si ↪↪↪e w czasie z okresem intensywnego rozwoju geometrycznej teorii

sterowania, kt�ora dostarczy la efektywnych narz ↪↪↪edzi do bada�n nad specy-

�cznymi w lasno�sciami tych uk lad�ow, [BCR90, NS90, CBAN96]. Mo_zliwo�s�c

stabilizacji uk lad�ow nieholonomicznych przez zmienne w czasie statyczne

sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne od stanu zosta la udowodniona przez Corona, [Cor92].

Spos�ob projektowania algorytmu stabilizacji dla podklasy bezdryfowych

uk lad�ow sterowania zaproponowa l Pomet w pracy [Pom92], w kt�orej podano

dow�od twierdzenia 11.3.7. Pr�ob ↪↪↪e eliminacji istotnych wad tego typu algo-

rytm�ow (generowanie
"
dziwnych" trajektorii oraz s laba zbie_zno�s�c) podj ↪↪↪eto

w pracy [PTBC92] (sterowanie hybrydowe) oraz w pracy [MM97] (sterowa-

nie nieg ladkie). Zastosowanie statycznego i dynamicznego linearyzuj ↪↪↪acego

sprz ↪↪↪e_zenia zwrotnego do sterowania ko lowych robot�ow mobilnych zosta lo

zaproponowane w pracy [ANCB95b]. Wyprowadzenie warunk�ow koniecz-

nych i wystarczaj ↪↪↪acych linearyzacji a�nicznych uk lad�ow sterowania przez

statyczne sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne, przedstawione przez Jakubczyka i Respondka,

[JR80], nale_zy do najbardziej znanych osi ↪↪↪agni ↪↪↪e�c polskiej szko ly geometrycz-

nej teorii sterowania. R�ownowa_zne warunki linearyzacji podali Hunt, Su

i Meyer, [HSM82]. Niezmiennikom r�ownowa_zno�sci przez sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne

nieliniowych uk lad�ow sterowania zosta ly po�swi ↪↪↪econe artyku ly Jakubczy-

ka [Jak90] i [Jak98]. Metoda r�ownowa_zno�sci Cartana zosta la zastosowana

w teorii linearyzacji przez Gardnera [Gar89] i Sluisa, [Slu92]. Warunki wy-

starczaj ↪↪↪ace linearyzacji przez dynamiczne sprz ↪↪↪e_zenie zwrotne, zawieraj ↪↪↪ace

koncepcj ↪↪↪e wyj�s�c linearyzuj ↪↪↪acych, przedstawiono w pracy [CLM91]. Na tej

pracy opiera si ↪↪↪e sformu lowanie zadania linearyzacji dynamicznej przyto-

czone w podrozdziale 11.3.2. Teoria r�ownowa_zno�sci dynamicznej i lineary-

zacji dynamicznej, wywodz ↪↪↪aca si ↪↪↪e z idei algebry r�o_zniczkowej, pochodzi od

Fliessa i wsp�o lpracownik�ow, [Fli90, F+95] (uk lady r�o_zniczkowo p laskie) oraz

Jakubczyka, [Jak92]. W artykule [FLMR99] rozszerzono poj ↪↪↪ecia r�owno-

wa_zno�sci dynamicznej do r�ownowa_zno�sci orbitalnej, dopuszczaj ↪↪↪acej r�o_zne

skale czasu w uk ladach r�ownowa_znych, i zde�niowano tzw. uk lady orbi-

talnie p laskie. Dynamiczna linearyzowalno�s�c modelu kinematyki z lo_zonego

ko lowego robota mobilnego zosta la udowodniona w pracach [R+93] i [CJ94].

Wykorzystanie metody wyj�s�c linearyzuj ↪↪↪acych do zadania �sledzenia trajek-
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torii po lo_zenia, przy pe lnej znajomo�sci modelu dynamiki robota mobil-

nego, zosta lo om�owione w pracy [ANCB95a], z kt�orej pochodzi twierdze-

nie 11.3.10. Badania nad odporno�sci ↪↪↪a takiego podej�scia w przypadku ruchu

z po�slizgiem robot�ow mobilnych przeprowadzono w pracy [ANCB95b]. Za-

danie stabilizacji ko lowych robot�ow mobilnych stanowi przedmiot licznych

prac [SAA90, Sam91, CS92, SW93, WTSL94, CNLM94]. Z pracy [W+92]

pochodz ↪↪↪a twierdzenia 11.3.8 i 11.3.9. Tematyki adaptacyjnego sterowania

ko lowych robot�ow mobilnych dotycz ↪↪↪a prace [CB91, DW97]. Zastosowania

klasycznych algorytm�ow adaptacyjnych do sterowania ko lowym robotem

mobilnym oraz wyniki bada�n eksperymentalnych zawiera praca [Hen96].

Uog�olnienie metody wyj�s�c linearyzuj ↪↪↪acych na przypadek, w kt�orym pa-

rametry modelu dynamiki s ↪↪↪a nieznane, mo_zna znale�z�c w pracach [CH97,

Hos96a], natomiast wykorzystanie uniwersalnego adaptacyjnego uk ladu ste-

rowania w przypadku strukturalnej nieznajomo�sci modelu dynamiki pro-

stych i z lo_zonych ko lowych robot�ow mobilnych zaproponowano w refera-

tach [MH97, Maz98b]. Z pracy [CH97] pochodzi twierdzenie 11.3.11 na-

tomiast twierdzenie 11.3.12 udowodniono w [MH97]. Metod ↪↪↪e λ-�sledzenia

wsp�o lrz ↪↪↪ednych linearyzuj ↪↪↪acych zastosowano r�ownie_z z powodzeniem do ro-

bot�ow mobilnych poruszaj ↪↪↪acych si ↪↪↪e w przestrzeni tr�ojwymiarowej, [Maz98a,

Maz98c]. Kwesti ↪↪↪a otwart ↪↪↪a pozostaje takie rozszerzenie konstrukcji macie-

rzy PPP wyst ↪↪↪epuj ↪↪↪acej w twierdzeniu 11.2.1, aby dopuszcza lo dowoln ↪↪↪a orien-

tacj ↪↪↪e lokalnego uk ladu odniesienia, a tak_ze swobod ↪↪↪e wyboru punktu charak-

terystycznego. Zde�niowanie takiej macierzy umo_zliwi loby automatyczne

generowanie modeli ko lowych robot�ow mobilnych w spos�ob niezale_zny od

po lo_zenia i orientacji lokalnego uk ladu odniesienia. Pe lnego opracowania

wymaga r�ownie_z zadanie modelowania kinematyki i dynamiki robota mo-

bilnego, kt�orego ruch zachodzi z po�slizgiem k�o l. R�ownie_z w zakresie al-

gorytm�ow sterowania uwzgl ↪↪↪ednienie po�slizgu k�o l robota nale_zy do zada�n

otwartych.
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Dodatki





Dodatek A

Podstawowe poj ↪↪↪ecia
matematyczne

Wiele specy�cznych poj ↪↪↪e�c matematycznych starali�smy si ↪↪↪e wprowadzi�c na

bie_z ↪↪↪aco, w odpowiednich miejscach ksi ↪↪↪a_zki. Dodatek ma na celu zde�nio-

wanie i obja�snienie poj ↪↪↪e�c podstawowych, kt�orych zde�niowanie w tek�scie

mog loby zak l�oci�c p lynno�s�c wywodu. S ↪↪↪a to poj ↪↪↪ecia z zakresu algebry linio-

wej, analizy matematycznej, teorii uk lad�ow dynamicznych i teorii sterowa-

nia.

A.1 Algebra liniowa

Niech X , Y oznaczaj ↪↪↪a przestrzenie liniowe nad cia lem liczb rzeczywistych R
z bazami {eee1, . . . , eeen}, {fff1, . . . , fffm}. Oznaczmy symbolem A : X −→ Y
przekszta lcenie liniowe przestrzeni X w przestrze�n Y. Macierz ↪↪↪a AAA prze-

kszta lcenia liniowego, [Gan88], nazywamy tablic ↪↪↪e rozmiaru m × n z lo_zon ↪↪↪a

z liczb ajk, takich _ze

Aeeek =

m∑
j=1

ajkfffj.

Macierz do l ↪↪↪aczon ↪↪↪a macierzy kwadratowej AAA rozmiaru n×n de�niujemy

jako

adjAAA =
[
(−1)i+j detAAAij

]T
, (A.1)

gdzie AAAij jest macierz ↪↪↪a rozmiaru (n − 1) × (n − 1), powsta l ↪↪↪a z macierzy AAA

przez wykre�slenie i-tego wiersza i j-tej kolumny, [HJ86].

401
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Niech AAA oznacza macierz prostok ↪↪↪atn ↪↪↪a rozmiaru m × n. Za l�o_zmy, _ze

istnieje macierz XXX o n wierszach i m kolumnach, kt�ora spe lnia nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace

warunki, zwane warunkami Moore'a-Penrose'a:

AAAXXXAAA = AAA, (A.2)

XXXAAAXXX = XXX, (A.3)

(AAAXXX)T = AAAXXX, (XXXAAA)T = XXXAAA. (A.4)

Macierz XXX nazywamy odwrotno�sci ↪↪↪a uog�olnion ↪↪↪a macierzy AAA, je_zeli jest

spe lniony warunek (A.2). Macierz XXX jest zwrotn ↪↪↪a odwrotno�sci ↪↪↪a uog�ol-

nion ↪↪↪a, je_zeli s ↪↪↪a spe lnione warunki (A.3), (A.4). Macierz XXX, kt�ora spe lnia

wszystkie trzy warunki (A.2){(A.4) nosi nazw ↪↪↪e pseudoodwrotno�sci macie-

rzy AAA i bywa oznaczana symbolem AAA#, [Nak91].

Niech AAA oznacza macierz kwadratow ↪↪↪a rozmiaru n × n. Norm ↪↪↪a macie-

rzow ↪↪↪a nazywamy funkcj ↪↪↪e ∥ ∥ spe lniaj ↪↪↪ac ↪↪↪a standardowe aksjomaty normy

∥AAA∥ > 0,

∥AAA∥ = 0 ⇐⇒ AAA = 000,

∥cAAA∥ = |c|∥AAA∥, c ∈ R,

∥AAA + BBB∥ 6 ∥AAA∥ + ∥BBB∥,

oraz tzw. aksjomat pier�scienia

∥AAABBB∥ 6 ∥AAA∥∥BBB∥.

Norm ↪↪↪a macierzow ↪↪↪a indukowan ↪↪↪a przez norm ↪↪↪e ∥ ∥ w Rn nazywamy norm ↪↪↪e

∥AAA∥ = max
∥xxx∥=1

∥AAAxxx∥.

Szczeg�olnym przyk ladem normy macierzowej indukowanej jest norma wid-

mowa , indukowana przez norm ↪↪↪e euklidesow ↪↪↪a w Rn. Norma widmowa ma

posta�c ∥AAA∥ =

√
λAAAT AAA, gdzie przez λMMM rozumiemy najwi ↪↪↪eksz ↪↪↪a warto�s�c w la-

sn ↪↪↪a symetrycznej macierzy MMM, [HJ86, Kac98].

Przy badaniu stabilno�sci algorytm�ow sterowania wa_zn ↪↪↪a rol ↪↪↪e odgrywa

nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace

Twierdzenie A.1.1 (Rayleigha-Ritza, [HJ86]) Niech AAA b ↪↪↪edzie symet-

ryczn ↪↪↪a macierz ↪↪↪a kwadratow ↪↪↪a. Oznaczmy przez λAAA, λAAA najmniejsz ↪↪↪a

i najwi ↪↪↪eksz ↪↪↪a warto�s�c w lasn ↪↪↪a macierzy AAA. W�owczas prawdziwa jest

nier�owno�s�c

λAAAxxxTxxx 6 xxxTAAAxxx 6 λAAAxxxTxxx.
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A.2 Funkcje i odwzorowania

Funkcja f : Rn −→ R jest ograniczona , je_zeli zbi�or warto�sci funkcji f(Rn)

zawiera si ↪↪↪e w pewnym sko�nczonym przedziale I ⊆ R. Funkcj ↪↪↪e f : Rn −→ R
nazywamy g ladk ↪↪↪a, je_zeli pochodne cz ↪↪↪astkowe rz ↪↪↪edu k postaci ∂kf

∂xi1
∂xi2

···∂xik

(xxx)

istniej ↪↪↪a i s ↪↪↪a ci ↪↪↪ag le dla dowolnego k. Funkcja f jest analityczna, je_zeli

w pewnym otoczeniu ka_zdego xxx ∈ Rn mo_zna j ↪↪↪a rozwin ↪↪↪a�c w zbie_zny sze-

reg Taylora. Odwzorowanie fff : Rn −→ Rm, fff = (f1, . . . , fm)T nazywamy,

odpowiednio, ograniczonym , g ladkim lub analitycznym, je_zeli wszyst-

kie funkcje sk ladowe fi s ↪↪↪a ograniczone, g ladkie lub analityczne. Klas ↪↪↪e

ograniczonych odwzorowa�n Rn w Rm oznaczamy symbolem B(Rn, Rm),

g ladkie odwzorowania Rn w Rm oznaczamy jako C∞(Rn, Rm), dla od-

wzorowa�n analitycznych u_zywamy oznaczenia Cω(Rn, Rm). Odwzorowania

o sko�nczonej klasie g ladko�sci, a wi ↪↪↪ec takie, kt�orych pochodne cz ↪↪↪astkowe

s ↪↪↪a ci ↪↪↪ag le do pewnego rz ↪↪↪edu k, b ↪↪↪edziemy oznacza�c symbolem Ck(Rn, Rm).

Dla odwzorowa�n okre�slonych na pewnym przedziale, fff : [0, T ] −→ Rn

u_zywamy, odpowiednio, oznacze�n Ck
n[0, T ], C∞

n [0, T ] oraz Cω
n [0, T ]. Prze-

strzenie odwzorowa�n mierzalnych w sensie Lebesgue'a, przedzia lu [0, T ] w

Rn, o sko�nczonej normie ∥fff∥p =
(∫T

0
∥fff(t)∥p

p dt

)1/p

, p = 1, . . . , ∞, gdzie

∥fff(t)∥p =
(∑n

j=1 |fj(t)|
p
)1/p

, ∥fff(t)∥∞ = maxj |fj(t)| oznaczamy symbolem

Lp
n[0, T ] lub jako Lp[0, T ], je_zeli przestrze�n warto�sci funkcji wynika jasno z

kontekstu. Przy p = ∞, ∥fff∥∞ = maxt∈[0,T] ∥fff(t)∥∞ . Zauwa_zmy, _ze prze-

strze�n L2
n[0, T ] jest przestrzeni ↪↪↪a Hilberta. Odwzorowanie fff : Rn −→ Rm

nosi nazw ↪↪↪e lokalnie lipschitzowskiego, je_zeli dla ka_zdego punktu w Rn ist-

nieje otoczenie UUU oraz sta la L, taka _ze dla xxx,yyy ∈ UUU ∥fff(xxx)−fff(yyy)∥ 6 L∥xxx−yyy∥,

[Mau71].

Odwzorowanie ograniczone fff ∈ B(Rn, Rm) b ↪↪↪edziemy nazywa�c odwzoro-

waniem klasy B, odwzorowanie fff ∈ Ck(Rn, Rm) nazywamy odwzorowaniem

klasy Ck (dla k = 1, . . . , ∞, ω). Odwzorowanie fff ∈ Lk
n[0, T ] zaliczamy

do klasy Lk, k = 1, . . . , ∞. Zauwa_zmy, _ze odwzorowanie klasy L∞ jest

ograniczone prawie wsz ↪↪↪edzie.

Dla odwzorowania fff : Rn −→ Rn de�niujemy odwzorowanie odwro-

tne fff−1 spe lniaj ↪↪↪ace warunek fff◦fff−1 = fff−1◦fff = idididRn . Ci ↪↪↪ag le odwzorowanie fff

posiadaj ↪↪↪ace ci ↪↪↪ag le odwzorowanie odwrotne nazywamy homeomor�zmem.

Macierz ↪↪↪a Jacobiego odwzorowania fff : Rn −→ Rm, fff = (f1, . . . , fm)T,

klasy Ck (przy k = 1, . . . , ∞,ω) nazywamy macierz pochodnych cz ↪↪↪astko-
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wych ∂fff
∂xxx

(xxx) =
[

∂fi
∂xj

(xxx)
]
. Jednym z najwa_zniejszych twierdze�n analizy mate-

matycznej jest twierdzenie o funkcji odwrotnej, [Mau71, AM78].

Twierdzenie A.2.1 (o funkcji odwrotnej) Za l�o_zmy, _ze macierz Ja-

cobiego odwzorowania fff : Rn −→ Rn klasy Ck jest nieosobliwa w punk-

cie xxx0 ∈ Rn, tzn.

rank
∂fff

∂xxx
(xxx0) = n.

Istnieje w�owczas odwzorowanie

fff−1 : VVV −→ UUU,

odwrotne do fff∗, klasy Ck, okre�slone na pewnych otoczeniach VVV ∋ fff(xxx0)

oraz UUU ∋ xxx0, zwane lokalnym dyfeomor�zmem Rn klasy Ck. Przy k = ∞
dyfeomor�zm nazywamy g ladkim, przy k = ω | analitycznym.

W dowodach stabilno�sci algorytm�ow sterowania, przy szacowaniu pochod-

nej funkcji Lapunowa wzgl ↪↪↪edem czasu, cz ↪↪↪esto jest przydatne nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace

twierdzenie o warto�sci �sredniej, [Mau71, AMR88].

Twierdzenie A.2.2 (o wartości średniej) Dla funkcji f : Rn −→ R
klasy C1 zachodzi wz�or

f(xxx) − f(xxx0) =

∫1

0

n∑
i=1

(xi − x0i)
∂f

∂xi

(txxx + (1 − t)xxx0) dt.

A.3 UkÃlady dynamiczne, pola wektorowe, nawiasy
Liego

Powiemy, _ze uk lad r�owna�n r�o_zniczkowych

_xxx = XXX(xxx), (A.5)

w kt�orym XXX = (X1, . . . , Xn)T, xxx ∈ Rn, de�niuje uk lad dynamiczny w Rn,

je_zeli krzywe ca lkowe xxx(t) uk ladu (A.5) s ↪↪↪a okre�slone w ka_zdej chwili cza-

su t ∈ R. Odwzorowanie XXX okre�slaj ↪↪↪ace uk lad dynamiczny nazywamy polem

wektorowym, a przestrze�n Rn | przestrzeni ↪↪↪a stanu uk ladu. Zak ladamy,

∗Tzn. takie, _ze fff ◦ fff−1 = idididVVV oraz fff−1◦ fff|UUU = idididUUU .
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_ze pole XXX jest g ladkie, to znaczy XXX ∈ C∞(Rn, Rn). Ka_zdy uk lad dyna-

miczny de�niuje odwzorowanie φφφ(t,xxx) zwane strumieniem. Ze wzgl ↪↪↪edu

na formalne podobie�nstwo do strumienia liniowego uk ladu dynamicznego,

bardzo cz ↪↪↪esto stosowanym oznaczeniem strumienia pola XXX jest φφφ(t,xxx) =

exp(tXXX)(xxx). Strumie�n spe lnia uk lad r�owna�n (A.5), co oznacza, _ze d
dt

φφφ(t,xxx) =

XXX(φφφ(t,xxx)). Dla ustalonego stanu pocz ↪↪↪atkowego xxx strumie�n okre�sla krzyw ↪↪↪a

ca lkow ↪↪↪a (trajektori ↪↪↪e) uk ladu dynamicznego przechodz ↪↪↪ac ↪↪↪a przez punkt xxx,

a dla ustalonej chwili czasu t strumie�n wyznacza wzajemnie jednoznaczne

i g ladkie odwzorowanie φφφt : Rn −→ Rn, b ↪↪↪ed ↪↪↪ace dyfeomor�zmem prze-

strzeni stanu. Podzbi�or ΩΩΩ ⊆ Rn nazywamy zbiorem niezmienniczym

uk ladu dynamicznego (A.5), je_zeli dla ka_zdego xxx ∈ ΩΩΩ trajektoria φφφ(t,xxx) ∈ ΩΩΩ

dla t ∈ R. Najprostszym przyk ladem zbioru niezmienniczego jest punkt

r�ownowagi zde�niowany r�ownaniem XXX(xxx) = 000. Punkt r�ownowagi uk ladu

dynamicznego bywa te_z nazywany punktem osobliwym pola XXX. Punkt,

w kt�orym pole wektorowe nie znika, nazywa si ↪↪↪e punktem regularnym. Za-

chowanie uk ladu dynamicznego w otoczeniu punkt�ow regularnych opisuje

nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace twierdzenie o prostowaniu.

Twierdzenie A.3.1 (o prostowaniu) Niech xxx ∈ Rn oznacza punkt re-

gularny pola XXX. W�owczas, istnieje lokalny dyfeomor�zm ξξξ = ΦΦΦ(xxx),

zde�niowany na pewnym otoczeniu punktu xxx, taki _ze w nowych wsp�o l-

rz ↪↪↪ednych pole XXX = eee1 ∈ Rn.

Uk lad dynamiczny postaci (A.5) bywa nazywany autonomicznym (nieza-

le_znym od czasu). W przypadku, gdy pole XXX zale_zy w spos�ob jawny od

czasu, a wi ↪↪↪ec gdy

_xxx = XXX(xxx, t), (A.6)

uk lad dynamiczny nosi nazw ↪↪↪e nieautonomicznego. Punkt xxx0 ∈ Rn nazy-

wamy punktem r�ownowagi nieautonomicznego uk ladu dynamicznego, je_zeli

dla ka_zdego t ∈ R zachodzi XXX(xxx0, t) = 000, [Arn75, AA88, AM78].

Niech b ↪↪↪ed ↪↪↪a dane dwa pola wektorowe XXX,YYY ∈ C∞(Rn, Rn). Oznaczmy

symbolem φφφt(xxx) = φφφ(t,xxx) strumie�n uk ladu (A.5) (pola XXX) i zde�niujmy

nast ↪↪↪epuj ↪↪↪ace dzia lanie pola XXX na pole YYY

Adt
XXXYYY(xxx) =

(
∂φφφ−t

∂xxx
YYY

)
◦φφφt(xxx). (A.7)

Nawiasem Liego p�ol XXX i YYY nazywamy pole wektorowe

[XXX,YYY](x) =
d

dt
Adt

XXXYYY(xxx)

∣∣∣∣
t=0

. (A.8)
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Nietrudno wykaza�c, _ze z formu ly (A.8) wynika zale_zno�s�c (2.34), kt�or ↪↪↪a mo_zna

uwa_za�c za de�nicj ↪↪↪e nawiasu Liego we wsp�o lrz ↪↪↪ednych. Dla wygody za-

pisu iterowanych nawias�ow Liego wprowadza si ↪↪↪e oznaczenie ad0
XXXYYY = YYY o-

raz adk+1
XXX

YYY =
[
XXX, adk

XXXYYY
]
. Pola wektorowe z operacj ↪↪↪a nawiasu Liego tworz ↪↪↪a

tzw. algebr ↪↪↪e Liego, [AM78, Gan88, Spi79, Sas99].

Niech b ↪↪↪edzie dana g ladka funkcja H(qqq,ppp) okre�slona w R2n, zwana fun-

kcj ↪↪↪a Hamiltona lub hamiltonianem. Uk lad dynamiczny postaci

_qqq =
∂H

∂ppp
(qqq,ppp), _ppp = −

∂H

∂qqq
(qqq,ppp) (A.9)

nazywamy uk ladem hamiltonowskim, [AM78].

Niech b ↪↪↪edzie dany g ladki uk lad dynamiczny postaci (A.5). G ladk ↪↪↪a fun-

kcj ↪↪↪e fff : Rn −→ R nazywamy ca lk ↪↪↪a pierwsz ↪↪↪a (sta l ↪↪↪a ruchu) uk ladu (A.4),

je_zeli fff jest sta la na trajektoriach tego uk ladu, tzn.

_fff(xxx) = dfff(xxx)XXX(xxx) = 0.

Nietrudno sprawdzi�c, _ze hamiltonian jest ca lk ↪↪↪a pierwsz ↪↪↪a hamiltonowskiego

uk ladu dynamicznego.

A.4 UkÃlady sterowania

Uk ladem sterowania nazywamy obiekt opisany uk ladem r�owna�n r�o_znicz-

kowych

_xxx = fff(xxx,uuu, t), (A.10)

gdzie xxx ∈ Rn, zale_znych od zmiennej uuu ∈ Rm zwanej sterowaniem. Prze-

strze�n Rn nazywa si ↪↪↪e przestrzeni ↪↪↪a stanu uk ladu (A.10), za�s odwzorowa-

nia uuu : R −→ Rm s ↪↪↪a nazywane funkcjami steruj ↪↪↪acymi. Zak lada si ↪↪↪e, _ze

funkcje steruj ↪↪↪ace uuu(·) nale_z ↪↪↪a do pewnej klasy sterowa�n dopuszczalnych U .

Z regu ly do klasy U nale_z ↪↪↪a sterowania odcinkami sta le. Warunki nak ladane

na odwzorowanie fff de�niuj ↪↪↪ace uk lad sterowania i klas ↪↪↪e sterowa�n dopusz-

czalnych powinny zapewnia�c istnienie trajektorii uk ladu (A.10).Uk lad ste-

rowania (A.10) jest nazywany zale_znym od czasu, nieautonomicznym lub

niestacjonarnym. Wa_zn ↪↪↪a podklas ↪↪↪e uk lad�ow sterowania stanowi ↪↪↪a uk lady

liniowe zde�niowane w nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acy spos�ob

_xxx = AAA(t)xxx + BBB(t)uuu. (A.11)
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Je_zeli fff nie zale_zy jawnie od czasu, uk lad sterowania jest niezale_zny od

czasu, autonomiczny lub stacjonarny. Mamy w�owczas

_xxx = fff(xxx,uuu). (A.12)

W�sr�od uk lad�ow niezale_znych od czasu wyr�o_zniamy podklas ↪↪↪e a�nicznych

uk lad�ow sterowania

_xxx = FFF(xxx) + GGG(xxx)uuu = FFF(xxx) +

m∑
k=1

gggk(xxx)uk. (A.13)

Je_zeli w uk ladzie a�nicznym FFF(xxx) ≡ 0, a wi ↪↪↪ec

_xxx = GGG(xxx)uuu =

m∑
k=1

gggk(xxx)uk, (A.14)

uzyskujemy uk lad liniowy ze wzgl ↪↪↪edu na sterowanie, zwany uk ladem bez-

dryfowym lub polisystemem dynamicznym . Termin polisystem dynami-

czny jest odzwierciedleniem tego, _ze przy sterowaniach odcinkami sta lych

uk lad (A.14) mo_zna uto_zsami�c z rodzin ↪↪↪a p�ol wektorowych gggk(xxx). Uk lad

a�niczny, w kt�orym pole fff(xxx) = AAAxxx, a pola gggk(xxx) = bbbk = const staje si ↪↪↪e

liniowym uk ladem sterowania

_xxx = AAAxxx + BBBuuu. (A.15)

Podstawow ↪↪↪a w lasno�sci ↪↪↪a uk lad�ow sterowania jest sterowalno�s�c. W teo-

rii sterowania s ↪↪↪a znane r�o_zne w lasno�sci typu sterowalno�sci. Naszym po-

trzebom najbardziej s lu_z ↪↪↪a w lasno�sci: sterowalno�s�c, lokalna sterowalno�s�c

i sterowalno�s�c w kr�otkim czasie . M�owimy, _ze uk lad sterowania jest ste-

rowalny, je_zeli przy pomocy dopuszczalnych funkcji steruj ↪↪↪acych i w sko�n-

czonym czasie z ka_zdego stanu pocz ↪↪↪atkowego uk ladu mo_zna osi ↪↪↪agn ↪↪↪a�c ka_zdy

zadany stan w przestrzeni stanu. Uk lad sterowania jest lokalnie sterowalny,

je_zeli zbi�or stan�ow osi ↪↪↪agalnych w sko�nczonym czasie z ka_zdego zadanego

stanu xxx ∈ Rn przy u_zyciu dopuszczalnych funkcji steruj ↪↪↪acych zawiera oto-

czenie tego stanu. Uk lad sterowania jest sterowalny w kr�otkim czasie, gdy

zbi�or stan�ow mo_zliwych do osi ↪↪↪agni ↪↪↪ecia z ka_zdego stanu w dowolnym cza-

sie t > 0 pokrywa si ↪↪↪e z przestrzeni ↪↪↪a stanu uk ladu oraz jest lokalnie stero-

walny w kr�otkim czasie, gdy zbi�or stan�ow osi ↪↪↪agalnych w dowolnym cza-

sie t > 0 z ka_zdego stanu zawiera otoczenie tego stanu.

M�owimy, _ze uk lad sterowania (A.10) ma punkt r�ownowagi 000 ∈ Rn,

je_zeli fff(000,uuu, t) = 000 w ka_zdej chwili t ∈ R. Punkt r�ownowagi nazywa si ↪↪↪e
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stabilizowalnym, je_zeli istnieje dopuszczalna funkcja steruj ↪↪↪aca uuu(t), taka

_ze punkt r�ownowagi 000 nieautonomicznego uk ladu dynamicznego

_xxx = fff(xxx,uuu(t), t)

jest asymptotycznie stabilny. Rozwini ↪↪↪ecie przedstawionych tu koncepcji

mo_zna znale�z�c w literaturze [Sus82, Isi89, Son90, NS90, Sas99].

A.5 Zasada Maksimum Pontriagina

Rozwa_zmy niezale_zny od czasu uk lad sterowania opisany r�ownaniami

_xxx = fff(xxx,uuu), (A.16)

z wektorem stanu xxx ∈ Rn i wektorem sterowa�n uuu ∈ Rm. Niech zadanie

sterowania polega na przeprowadzeniu uk ladu (A.16) ze stanu pocz ↪↪↪atko-

wego xxx0 do stanu ko�ncowego xxx1 w taki spos�ob, by minimalizowa�c wska�znik

jako�sci
J (uuu(·)) =

∫t1

t0

L(xxx(t),uuu(t)) dt. (A.17)

Wprowad�zmy zmienne do l ↪↪↪aczone (ψψψ, ψ0) ∈ Rn+1, ψ0 = const , i przy-

porz ↪↪↪adkujmy uk ladowi (A.16) ze wska�znikiem (A.17) hamiltonian postaci

H(xxx,ψψψ,ψ0,uuu) = ψψψTfff(xxx,uuu) − ψ0L(xxx,uuu). (A.18)

W my�sl Zasady Maksimum Pontriagina, [PBG60, AF69, VG97], warun-

kiem koniecznym optymalno�sci sterowania uuu(t) jest przyjmowanie przez ha-

miltonian warto�sci maksymalnej

H(xxx(t),ψψψ(t), ψ0,uuu(t)) = max
uuu

H(xxx(t),ψψψ(t), ψ0,uuu) (A.19)

wzd lu_z trajektorii (xxx(t),ψψψ(t)) nieautonomicznego uk ladu hamiltonowskiego

opisanego przez r�ownania kanoniczne Hamiltona

_xxx =
∂H

∂ψψψ
(xxx(t),ψψψ(t), ψ0,uuu(t)),

_ψψψ = −
∂H

∂xxx
(xxx(t),ψψψ(t), ψ0,uuu(t)).

(A.20)

Tr�ojk ↪↪↪e funkcji (uuu(t), xxx(t),ψψψ(t)) spe lniaj ↪↪↪acych warunek (A.19) oraz r�owna-

nia (A.20) nazywamy ekstremal ↪↪↪a zadania sterowania optymalnego. Eks-

tremal ↪↪↪e odpowiadaj ↪↪↪ac ↪↪↪a warto�sci ψ0 = 0, wzd lu_z kt�orej hamiltonian znika
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to_zsamo�sciowo, H(xxx(t),ψψψ(t), ψ0,uuu(t)) ≡ 0, nazywamy osobliw ↪↪↪a. Istnienie

ekstremal osobliwych wynika z w lasno�sci uk ladu sterowania, nie z postaci

wska�znika jako�sci. Ekstremale nieosobliwe nosz ↪↪↪a nazw ↪↪↪e regularnych. Przy

ich wyznaczaniu mo_zna za lo_zy�c, _ze zmienna ψ0 = 1.

A.6 Równania Eulera-Lagrange’a

Niech b ↪↪↪edzie dany g ladki lagran_zian L
(
uuu, ∂uuu

∂xxx
, xxx

)
= L(u1(xxx), . . . , un(xxx),

u1x1
(xxx), . . . , u1xm

(xxx), . . . , unx1
(xxx), . . . , unxm (xxx), x1, . . . , xm) zale_zny od fun-

kcji ui(xxx) oraz ich pochodnych cz ↪↪↪astkowych uixj
(xxx) = ∂ui

∂xj
(xxx), i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . ,m. Za l�o_zmy, _ze VVV jest pewnym obszarem w Rm. Warunkiem

koniecznym ekstremum funkcjona lu

J (uuu(·)) =

∫
VVV

L
(
uuu, ∂uuu

∂xxx
, xxx

)
dxxx (A.21)

jest spe lnienie nast ↪↪↪epuj ↪↪↪acych r�owna�n Eulera-Lagrange'a, [GF79]:

m∑
j=1

∂

∂xj

∂L

∂uixj

−
∂L

∂ui

= 0, i = 1, . . . , n. (A.22)

W przypadku, gdy funkcje ui zale_z ↪↪↪a od jednej zmiennej, ui(t) = qi(t),

a zatem lagran_zian jest r�owny L(qqq, _qqq, t), r�ownania (A.22) przyjmuj ↪↪↪a kla-

syczn ↪↪↪a posta�c
d

dt

∂L

∂ _qqq
−

∂L

∂qqq
= 000. (A.23)
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