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Spis oznaczen

Oznaczenia zostaly podporzadkowane nastepujacej zasadzie ogdlnej: symbole niewyttu-
szczone (typu x) odnosza si¢ do wielkosci skalarnych, wyttuszczone (jak x, X, X) oznaczaja
wektory, macierze lub zbiory. Symbole postaci X oznaczaja wyréznione klasy obiektéw
matematycznych, a symbole typu X odnosza sie do pojeé o znaczeniu specjalnym w kon-
tekscie robotyki. Liczby w nawiasach podaja numer strony, na ktérej dane oznaczenie
zostalo wprowadzone lub uzyte po raz pierwszy.

— réwno$é przyblizona (298)
— réwnowaznosc (29)

e 1R

réwnosé tozsamosciowa (146)
norma euklidesowa wektora (25)
norma macierzy (402)

= =
f—

macierz skosnie symetryczna (31)

X,Y] — nawias Liego (38)
AT — transpozycja macierzy (28)
Al — odwrotnos¢ macierzy (29)

A# — pseudoodwrotnos$é macierzy (402)

A>0 — macierz dodatnio okreslona (205)

flu — obcigcie odwzorowania w dziedzinie (146)
x! — transpozycja wektora (25)

Xy — iloczyn skalarny (25)

xTy — iloczyn skalarny (25)

(x,y) — 1iloczyn skalarny (25)

XXy — iloczyn wektorowy (25)

Uuxv — iloczyn kartezjanski zbioréw (41)

oY — rlozenie odwzorowan (55)

A — macierz ograniczen fazowych w postaci Pfaffa (36)
A{ — transformacja ukladu i w uklad j (43)
adg(Y — lterowany nawias Liego (406)

adjA — macierz dolgczona (401)

atan2 — funkcja atan2 (99)

B — klasa funkcji ograniczonych (403)

B (0) — kula domknigta (236)
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b — wektor binormalny (26)

C — macierz sit Coriolisa manipulatora (195)
Ck — klasa funkcji gladkich rzedu k (403)

Ce> — klasa funkcji gladkich (403)

cw — klasa funkcji analitycznych (403)

c}q- — symbole Christoffela I rodzaju (195)
codim — kowymiar (80)

corank — korzad (79)

D — rézniczka Gateaux (84)

D — wektor sit grawitacji manipulatora (195)
Dkgq, 1 — jakobian analityczny robota mobilnego (86)

(Dkq,.7)* — pseudoodwrotnoéé jakobianu analitycznego robota mobilnego (183)
d — rézniczka (406)

det — wyznacznik macierzy (25)

diag — macierz diagonalna (214)

dim — wymiar (30)

div — dywergencja (136)

A — wyrdéznik konfiguracji osobliwej (134)

om — stopien mobilnosci robota mobilnego (361)

Os — stopien sterowalnogéci robota mobilnego (361)

| Dy — elipsoida manipulowalnosci (128)

EdoT — elipsoida mobilnosci (186)

e — blad sledzenia (205)

e — i-ty wektor bazowy przestrzeni liniowej (401)

exp — odwzorowanie wykladnicze (35)

exp — strumien pola wektorowego (278)

0] — macierz fundamentalna liniowego uktadu dynamicznego (86)
()8 — strumien ukiadu dynamicznego (404)

g — dystrybucja (37)

G — pola stowarzyszone z ograniczeniami fazowymi w postaci Pfaffa (37)
r — indeks konfiguracji osobliwej (138)

H — baza Ph. Halla (277)

H — hamiltonian (406)

T — przedzial czasu (95)

I — macierz momentéw bezwladnosci silnikéw (249)
I; — moment bezwladnosci wirnika i-tego silnika (199)
In — macierz jednostkowa rozmiaru n X n (29)
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idpn
inf

J
]’a
]’ae
]'a)\

a#
w

]b
]’m
Is
]’se

s7#
w

Ji.

Im,

odwzorowanie identycznosciowe na R™ (403)
infimum (212)

wskaznik jakosci sterowania (408)

jakobian analityczny manipulatora (61)

rozszerzony jakobian analityczny manipulatora (120)

odwrotnos¢ przyblizona jakobianu analitycznego manipulatora (168)
pseudoodwrotnosé jakobianu analitycznego manipulatora (112)
jakobian geometryczny w ciele (64)

jakobian manipulatora (68)

jakobian geometryczny w przestrzeni (64)

rozszerzony jakobian geometryczny w przestrzeni (125)
pseudoodwrotnosé jakobianu geometrycznego w przestrzeni (125)
macierz inercji i-tego ramienia manipulatora (197)

macierz inercji wirnika i-tego silnika (247)

klasa funkcji dodatnich, $ci§le rosngcych (412)
energia kinetyczna (194)

kinematyka manipulatora (39)

obciecie kinematyki w dziedzinie (55)
kinematyka manipulatora we wspdlrzednych (55)
posta¢ normalna kinematyki (141)

kinematyka robota mobilnego (84)

przestrzeri zerowa (37)

stopienl uwarunkowania (130)

lagranzian (194)

przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem (403)
klasa funkcji catkowalnych z k-ta potega (403)
klasa funkcji ograniczonych prawie wszedzie (403)
najwieksza warto§¢ wlasna macierzy (402)
najmniejsza warto$¢ wlasna macierzy (402)

rozmaitos¢ gladka (30)

macierz manipulowalnosci (128)
macierz mobilnosci (186)
manipulowalnos¢ (129)
mobilnos¢ (186)

maksimum (286)

modulo (149)

funkcja Nussbauma (212)
wektor normalny (26)
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span
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mala funkcja rzedu n (153)

predkosé katowa w uktadzie ciala (31)
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oger Bacon, ktarego czcze jako mistrza, nauczat nas, ze Boski
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bedzie mozna po dnie morza.
U. Eco, Imie rozy.
(ttum. A. Szymanowski)



Rozdzial 1

Wprowadzenie

Wiele znakéw wskazuje na to, ze nadszed! czas ,, magii naturalnej i §wietej”,
ktéry przepowiada Roger Bacon, zwany doctor mirabilis, franciszkanin, wy-
nalazca okularéw i konstruktor androidu, a imieniem owej magii jest robo-
tyka. Robotyka traktuje o samoczynnych maszynach, ktére nasladuja funk-
cje manualne i intelektualne czlowieka. Samoczynne maszyny nazywamy au-
tomatami. Aby automat stat sie przedmiotem zainteresowan robotyki, powi-
nien mie¢ pewien stopiedl samodzielnosci, czyli zdolnodci do celowego funk-
cjonowania w réznorodnych, nie w pelni znanych, §rodowiskach. Wiasnosé
samodzielno$ci, a wiec wzglednej niezaleznosci od otoczenia, czesto nazywa
sie autonomia lub inteligencjg. Poniewaz zapewnienie samodzielno$ci auto-
matu wymaga nieustannego czerpania i przetwarzania informacji o Srodowis-
ku, definiuje sie robotyke jako nauke o inteligentnym wykorzystaniu percep-
cji do dzialania. W tym kontekscie, obiekty robotyki nazywane tradycyjnie
robotami mozna okresli¢ jako samoczynne i samodzielne maszyny, autono-
miczne automaty lub obdarzy¢ mianem inteligentnych agentéw. Jest przeto
robotyka nauka interdyscyplinarna, zachwycajaca i budzaca przerazenie
ut castrorum acies ordinata, zakorzeniong w takich dyscyplinach jak me-
chanika, elektronika i cybernetyka (w klasycznym, wienerowskim rozumie-
niu). Jak by¢ powinno w kazdej Scistej nauce, jezykiem i narzedziem robo-
tyki jest matematyka, albowiem w mys§l stéw Wilhelma z Baskerville:

» Wiedza matematyczna sktada sie z twierdzen zbudowanych przez
nasz umyst w ten sposédb, by zawsze funkcjonowaly jako prawda, albo
dlatego ze sq przyrodzone, albo dlatego ze matematyka byta wynaleziona
wpterw niz inne nauk:.” (U. Eco, Imie rdzy)

Na fundamencie matematycznym opiera sie wielka réznorodnos¢ me-

15
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tod i teorii, heurystyk i hipotez, technik i technologii robotyki. Niniejsza
ksigzka ogranicza sie do niewielkiego fragmentu tej réznorodnosci, jakim sa
podstawy robotyki, i dostarcza opisu podstawowych probleméw robotyki
i sposobdéw ich rozwigzania (algorytméw) odnoszacych si¢ do modelowania
kinematyki i dynamiki, planowania ruchu oraz sterowania manipulatoréw
i robotéw mobilnych. Z punktu widzenia zastosowan, omawiane w ksigzce
metody i algorytmy odnosza sie do dwéch klas robotéw: robotéw prze-
mystowych oraz robotéw ustugowych. Nasze ujecie probleméw robotyki ma
charakter selektywny i koncentruje sie na tych zagadnieniach, do ktérych
sformutowania lub rozwiagzania udalo nam sie wnie§¢ pewien wkiad ory-
ginalny. Obszary tematyczne robotyki, ktérym poswieciliSmy szczegdlng
uwage sa zatem nastepujace: modele kinematyki i dynamiki manipulatoréw
i nieholonomicznych robotéw mobilnych, modelowanie osobliwo$ci kinema-
tyki i kryteria unikania osobliwo§ci manipulatoréw redundantnych, algo-
rytmy kinematyki odwrotnej manipulatoréw z osobliwodciami, algorytmy
sterowania manipulatoréw sztywnych i manipulatoréw o elastycznych prze-
gubach przy ograniczonej znajomo$ci modelu dynamiki, algorytmy plano-
wania ruchu robotéw nieholonomicznych wykorzystujace metody geome-
trycznej teorii sterowania, algorytmy sterowania kotowych robotéw mobil-
nych. W wymienionych obszarach wtasne wyniki autoréw ksigzki zostaty
przedstawione w szerokim kontekscie wynikéw udokumentowanych w lite-
raturze, dajac, jak sadzimy, wyczerpujacy i aktualny obraz sytuacji proble-
mowej w dziedzinie podstaw robotyki oraz otwierajac nowe perspektywy,
zar6wno w zakresie badan teoretycznych, jak i stosowanych®.

Ksigzka opiera si¢ na rezultatach badan naukowych, jakie prowadziliSmy
w latach 1991-1999, w ramach trzech projektéw badawczych finansowanych
przez Komitet Badan Naukowych:

e Metody topologiczno-rézniczkowe w robotyce,
e Roboty osobliwe i nieholonomiczne: modele i algorytmy sterowania,
e Roboty osobliwe i nieholonomiczne: modele, sterowanie i planowanie

trajektorii,

jak réwniez kilku grantéw statutowych KBN. Wyniki szczegdtowe zostaly
udokumentowane w rozprawie habilitacyjnej [Dul98], trzech rozprawach

*Jakkolwiek podstawowym narzedziem weryfikacji wynikéw teoretycznych sa w ksigzce
symulacje komputerowe, wypada zaznaczyé, ze metoda postaci normalnych rozwiazania
osobliwego odwrotnego zadania kinematyki oraz algorytmy sterowania manipulatoréw
sztywnych typu A—§ledzenia przeszly pomyslnie weryfikacje eksperymentalna.
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doktorskich [Hos96, Maz96, Mus96] oraz w kilkudziesigeciu publikacjach.
Oprécz wynikéw opublikowanych, nie oparliSmy sie pokusie zamieszczenia
w ksigzce wynikéw zupelnie nowych, uzyskanych przy pracy nad projek-
tem badawczym KBN pt. Modelowanie, planowanie ruchu i sterowanie ma-
nipulatoréw mobilnych. Sadzimy, ze prace ktérych podsumowaniem jest
ta ksigzka stanowia dorobek pewnej szkoly uprawiania robotyki, jaka po-
wstala w Zakladzie Podstaw Cybernetyki i Robotyki Instytutu Cyberne-
tyki Technicznej Politechniki Wroctawskiej. Pragniemy ja zadedykowaé
naszemu Mistrzowi, zmartemu w 1991 roku Profesorowi Jerzemu Ja-
roniowi, ktérego fascynacja robotyka uksztaltowala nasze zainteresowania
badawecze, i ktérego arystokratycznej kulturze logiczno-matematycznej za-
wdzigczamy podstawy warsztatu naukowego, [Jar78]. Autorzy ksiazki maja
zaszczyt zaliczaé sie do dzieci i wnukéw naukowych Profesora.
Ksiazka sktada sie z trzech czesci:

e Kinematyka manipulatoréw i robotéw mobilnych,
e Algorytmy sterowania manipulatoréw,

e Algorytmy planowania ruchu i sterowania robotéw mobilnych,

i dzieli sie na 11 rozdzialéw oraz 3 dodatki zawierajace definicje podstawo-
wych poje¢ matematycznych, ze szczegdlnym uwzglednieniem dziedziny sta-
bilnosci ukladéw dynamicznych. Wydaje si¢ nam, ze wiedza z analizy ma-
tematycznej, algebry i teorii réwnan rézniczkowych w zakresie wykladanym
inzynierom, na przyktad na kierunku Automatyka i Robotyka politechnik,
wsparta podstawowym kursem teorii sterowania i pewna otwarto$cia ma-
tematyczna, jest wystarczajaca do zrozumienia wigkszo$ci materiatu przed-
stawionego w tej ksigzce. W postugiwaniu si¢ bardziej zaawansowanymi
technikami matematycznymi staraliémy sie zachowaé pewna powsciggliwo$é
(dotyczy to zwlaszcza geometrii rézniczkowej), aczkolwiek nie podzielamy
obawy, ze pojawienie sie w tekscie robotycznym nawiasu Liego uczyni ten
tekst catkowicie niezrozumiatym. Co wiecej, jeste§my przekonani, ze jezyk
matematyczny ulatwia komunikowanie probleméw, metod i twierdzen ro-
botyki nie tylko robotykom, lecz takze badaczom spoza kregu profesjonal-
nych robotykéw. JakosSciowy postep w zakresie metod planowania ruchu
i sterowania robotéw mobilnych, jaki mial miejsce w biezacej dekadzie, za-
wdzieczamy sformulowaniu pewnych zagadnien robotyki w sposéb intere-
sujacy dla matematykdéw.

Cecha wyrdzniajaca nasz sposéb podejscia jest poszukiwanie réwnowa-
znosci, transformowanie zlozonych modeli i zadan do jak najprostszej po-
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staci réwnowaznej, umozliwiajacej ich rozwigzanie. W perspektywie filo-
zoficzno-metodologicznej takie podejscie mozna wyprowadzié z pogladéw
W. Ockhama'. Zrédta matematyczne metody postaci normalnych znajduja
sie u H. Poincare’go i E. Cartana; punktem odniesienia dla naszego sposobu
myslenia na temat réwnowaznosci sa prace B. Jakubczyka [Jak90]. W zasa-
dzie unikamy w ksigzce przedstawiania dowoddéw twierdzen odsylajac zain-
teresowanego Czytelnika do Zrédlowej literatury. Wyjatkiem sg dwa stan-
dardowe dowody stabilnosci algorytméw sterowania, ktére zamiesciliSmy
w specjalnym dodatku. Dla wygody Czytelnika wywody formalne zostaty
zilustrowane licznymi przykladami obliczeniowymi, a takze symulacjami
komputerowymi przeprowadzonymi w $rodowiskach MATHEMATICA®?
i MATLAB® (SIMULINK®)S, Kazdy rozdziat koiczymy seria komentarzy
i uwag bibliograficznych umozliwiajacych Czytelnikowi dotarcie do zrédet
przedstawionych wynikéw i naswietlajacych dodatkowo ich geneze, znacze-
nie i wzajemne powigzania. Szybkie odnalezienie potrzebnych pojeé utatwia
indeks zamieszczony na koicu ksigzki.

Rézne fragmenty tej ksigzki stuzyly jako podstawa do wykladéw z przed-
miotéw Mechanika analityczna, Podstawy robotyki oraz Systemy sterowania
robotéw, jakie prowadzimy na kierunku Automatyka i Robotyka, na Wy-
dziale Elektroniki Politechniki Wroctawskiej. Reakcje naszych studentdéw,
ktérzy, najprawdopodobniej bez wlasnej winy, byli ksztalceni na kilku ro-
boczych wersjach tekstu tej ksiazki, staraliSmy sie wykorzystac przy opraco-
waniu wersji ostatecznej. JesteSmy wdzieczni tym studentom, dla ktérych
robotyka nie pozostata dziedzing obojetng. Sa wsrdéd nich nie tylko tacy,
ktérzy z naszych wykladéw wyniesli prze§wiadczenie, ze ,,robotyka to kosz-
mar”, lecz rowniez tacy, ktérzy w czasie studiéw, niekiedy jeszcze przed
napisaniem pracy dyplomowej, uzyskali wlasne wyniki naukowe. Za pomoc
przy wykonaniu symulacji komputerowych dziekujemy przedstawicielowi tej
drugiej grupy, mgrowi inz. T. Wréblewskiemu.

Szczegdlng wdziecznosé chcemy wyrazi¢ Redaktorowi Naukowemu Aka-
demickiej Oficyny Wydawniczej, Panu Profesorowi L. Bolcowi, ktéry odwa-
zy! si¢ podjaé ryzyko zwiazane z publikacja tej ksiazki i zechcial nam udzielié
fachowych wskazéwek edytorskich w trakcie przygotowania jej do druku.

"Nazwanego venerabilis inceptor, podobnie jak R. Bacon franciszkanina z Oksfordu,
autora dyrektywy metodologicznej ,Entia non sunt multiplicanda praeter necessita-
tem”, znanej jako brzytwa Ockhama.

IMATHEMATICA® jest znakiem firmowym Wolfram Research, Inc.

SMATLAB® i SIMULINK® s znakami firmowymi The MathWorks, Inc.
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Na zakonczenie dzigkujemy Recenzentowi naszej ksigzki, Panu Profe-
sorowi K. Kozlowskiemu, ktérego kompetencje merytoryczne i profesor-
ska wnikliwo§¢ w znacznym stopniu wplynely na ostateczng forme i tres§é
ksigzki. Zamieszczone w recenzji stwierdzenie, ze Recenzent dwukrotnie
przeczytal maszynopis ksiazki traktujemy jako dowdd, ze ksiazka nadaje sie
do czytania. Mamy przy tym $wiadomos¢, ze odpowiedzialno$¢ za biledy,
ktére pomimo naszych wysitkow redakcyjnych pozostaly w ksigzce, spo-
czywa wylacznie na jej autorach.

Jak juz napisali§my, ze wzgledu na swoja specyficzna geneze, nasza
ksigzka traktuje o podstawach robotyki i ze zrozumialych wzgledéw nie po-
krywa calego zakresu problemowego wspdlczesnej robotyki. W kilku dzie-
dzinach robotyki wykraczajacych calkowicie lub czesciowo poza zakres tej
ksigzki byly prowadzone w Polsce w latach 90-tych powazne prace bada-
wcze, ktérych wyniki zostaly opublikowane w formie rozpraw habilitacyj-
nych, ksigzek lub monografii, mogacych stanowi¢ tematyczne uzupelnienie
tej ksigzki. Wymienimy niektore z nich. Praca zbiorowa o charakterze prze-
krojowym jest ksigzka [MK99] pod redakcja A. Moreckiego i J. Knapczy-
ka. Metody projektowania manipulatoréw przemystowych zostaly przed-
stawione w monografii K. Tomaszewskiego [Tom93]. O identyfikacji mo-
deli dynamiki robotéw manipulacyjnych traktuje rozprawa habilitacyjna
K. Kozlowskiego [K0z92] oraz monografia [Koz98|. Zagadnieniom plano-
wania trajektorii manipulatoréw zostala poswiecona monografia M. Galic-
kiego [Gal00]. Problematyka syntezy chwytu, bliska w swym ujeciu kine-
tycznym teorii uktadéw nieholonomicznych, jest obecna w rozprawie ha-
bilitacyjnej A. Kasinskiego [Kas98]. Modeli kinematyki, dynamiki i al-
gorytméw sterowania robotéw mobilnych dotycza rozprawy habilitacyjne
7. Hendzla [Hen96] i W. Zylskiego [Zyl96]. Planowaniem trajektorii koto-
wych robotéw mobilnych zajal sie¢ w monografii habilitacyjnej L. Podsedko-
wski [Pod99]. Wprowadzenie do inteligentnych uktadéw robotycznych sta-
nowi rozprawa habilitacyjna W. Jacaka [Jac91] i monografia [Jac99]. Zagad-
nied modelowania elastycznych systeméw produkcyjnych dotyczy ksigzka
Z. Banaszaka [BJ91]. Metodom programowania robotéw zostaly poswigcone
rozprawy habilitacyjne C. Zielinskiego [Zie95b] i T. Kocha [Koc96]. Za-
gadnienia syntezy ruchu maszyn kroczacych byly przedmiotem rozprawy
habilitacyjnej T. Zielinskiej [Zie95a]. Aktywnosci Wydawnictw Naukowo-
-Technicznych zawdzigczamy publikacje przekladéw ksiazek [Cra93, SV97].
Aktualny przeglad wynikéw badafn prowadzonych w Polsce w zakresie ro-
botyki zawieraja materialy Krajowych Konferencji Robotyki.
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Czesc 1

Kinematyka manipulatoréow
i robotow mobilnych






Rozdzial 2

Modele kinematyki ukladéw
robotycznych

2.1 Ruch ciala sztywnego

Wszystkie obiekty robotyki istnieja w czasoprzestrzeni fizycznej zlozonej
z jednowymiarowego czasu i tréjwymiarowej przestrzeni. Czas fizyczny jest
zbiorem chwil, kt6ry bedziemy utozsamiaé ze zbiorem liczb rzeczywistych R.
Przestrzen fizyczna skitada sie z punktéw, ktérych polozenie wzgledem
zadanego, prawoskretnego ukladu wspéirzednych kartezjanskich (zwanego
uktadem przestrzeni) mozna wyrazi¢ przy pomocy trdjki liczb rzeczywi-
stych. W efekcie, przestrzen fizycznag utozsamiamy z przestrzenia euklide-
sowg R3 wyposazona w operacje mnozenia skalarnego i mnozenia wekto-
rowego. Wezmy dwa wektory x,y € R3, x = (x1,%2,%x3)", y = (y1,y2,U3)"
i niech wektory e, e», e3 stanowia standardowa baze w R3. Iloczyn skalarny
i iloczyn wektorowy definiujemy nastepujaco

3 e; e, e3
x-y=x'y=(xy)= inyi, x xy=det |x; x2 x3|. (2.1)
=1 Yr Y2 Y3

Miare diugosci wektora x € R3 w przestrzeni euklidesowej wyznacza
norma euklidesowa ||x| = /x-x. Kazde gladkie* przeksztalcenie czasu
w przestrzen

c:R—R> (2.2)

*Klasy C*, tzn. posiadajace ciggle pochodne dowolnego rzedu.
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Rysunek 2.1 Trdjécian Freneta.

nazywamy ruchem punktu materialnego. Przestrzeri R nazywamy prze-
strzenig konfiguracyjng punktu materialnego. Wykres ruchu (2.2) w czaso-
przestrzeni stanowi trajektorie ruchu. Krzywa w R3 bedaca obrazem ruchu
nazywamy torem ($ciezkq) ruchu. Pochodna ¢(t) ruchu wzgledem czasu
nazywamy predkoscig ruchu. Wektor predkosci jest styczny do toru ruchu.
Pochodna rzedu drugiego ¢(t) ruchu wzgledem czasu nazywamy przyspie-
szeniem ruchu. Lokalnie geometrie toru ruchu opisuje tzw. tréjscian Fre-
neta, przedstawiony na rysunku 2.1. Tréjécian Freneta jest rozpiety przez
wektory jednostkowe (wersory) t, n, b, zdefiniowane w nastepujacy sposéb.
Wektor styczny t = ﬁ Wektor normalny n = %%, gdzie ds = ||¢|| dt jest
elementem diugosci toru, natomiast

_ VIelPlle] - (e - &)
le]®

dt
K==
Hds

nosi nazwe krzywizny toru i stanowi miare odchylenia toru od linii proste;.
Wektor binormalny b jest iloczynem wektorowym dwdéch poprzednio zdefi-
niowanych wektoréw

b=txn=_——(¢ xc).
Kllef?

Odchylenie toru od krzywej plaskiej okresla parametr zwany skreceniem
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Zy

Rysunek 2.2 Cialo sztywne w R3.

T—|

Wystepujacy w powyzszej formule tloczyn mieszany wektoréow x = (x1,x2,
x3), ¥ = (U1,u2,3)", 2= (z1,22,23)" definiuje si¢ jako

lub torsjg toru

1 lexe)- ¢l
SR

@
ds

X1 X2 X3
(x xy)-z=det fy1 vz y3|.
Z1 22 23

Nietrudno sie przekonaé, ze wektor przyspieszenia ¢(t) lezy w plaszczyznie
stycznej do toru i w ogdélnym przypadku posiada dwie sktadowe: styczna
i normalna.

Rozwazmy afiniczne przeksztalcenie przestrzeni euklidesowe]

D:R>—R3 D(x)=Rx+T, (2.3)

gdzie R jest macierza rozmiaru 3 x 3, za§ wektor T € R3. Niech zwarty
(domkniety i ograniczony) podzbiér B C R3 oznacza ciato sztywne (ry-
sunek 2.2). Wybierzmy punkty x,y,z € B i zdefiniujmy wektory swo-
bodne v =y —x, w = z — x laczace punkt x z punktami y i z. Prze-
ksztalcenie (2.3) mozna w naturalny sposéb przenie$¢ na wektory swobodne
okreslajac

D,(v) =D(y) —D(x) =Rv, D,(w)=D(z) —D(x) =Rw. (2.4)
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Przeksztalcenie afiniczne opisane wzorem (2.3) nazywamy przemieszcze-
niem ciala sztywnego w przestrzeni euklidesowej, jezeli D, zachowuje ilo-
czyn skalarny i iloczyn wektorowy', tzn.

D,(v) -Dy(w)=v-w oraz D,(vxw)=D,(v) xD,(w). (2.5)

Na mocy definicji, przemieszczenie ciala sztywnego zachowuje dlugos¢ wek-
toréw swobodnych (odlegtosé¢ miedzy punktami) oraz kat miedzy wektorami
swobodnymi

D) = [vll, Z(D«(v),Di(w)) = Z(v,w).

Biorac pod uwage definicje (2.4) i wlasnosci (2.5), nietrudno otrzymac na-
stepujaca charakterystyke przemieszczenia ciala sztywnego w przestrzeni
euklidesowej:

e macierz R jest ortogonalna: RRT = R'TR =13,
e R(v xw) = (Rv) x (Rw),
e detR = ((Rej) x (Rez)) - (Re3) = ||Res||? = 17,

e wektor T jest dowolny.

Macierze R spelniajace pierwsze trzy warunki nazywaja sie macierzamsi
obrotu i tworza specjalng grupe obrotéw SO(3).

Dzigki wprowadzeniu do przestrzeni euklidesowej tzw. wspdirzednych
jednorodnych pozwalajacych opisa¢ punkt o wspétrzednych x = (x1,x2,x3)"
uktadem czterech liczb (x1,x%2, X3, 1)T, mozna przedstawié przeksztalcenie
afiniczne (2.3) przy pomocy macierzy rozmiaru 4 x4 postaci [R T]. Wéwczas

5) = o G)-(7) (9

Transformacja (2.6) posiada dwojaka interpretacje. Po pierwsze, opisuje
. , . T T . .

ona zmiane wspélrzednych jednorodnych (x ,1) (przemieszczenie) pew-

nego punktu w przestrzeni euklidesowejrwzgledem ustalonego ukladu prze-

strzeni. Po drugie, jezeli punkt (xT, 1) jest ustalony, transformacja (2.6)

charakteryzuje przemieszczenie pewnego ukladu wspdlrzednych wzgledem

tScisle méwiac, ze wzoru (2.5) wynika, ze iloczyn skalarny jest inwariantny (nie-
zmienny), natomiast iloczyn wektorowy jest ekwiwariantny (réwnozmienny) wzgledem
przemieszczenia ciala sztywnego.

Wykorzystujemy tu prawoskretnoéé uktadu (e;,ez,es).



2.1 Ruch ciata sztywnego 29

ukladu przestrzeni, ktére zachodzi w taki sposéb, ze jezeli (xT, 1)T oznacza
wspOlrzedne jednorodne ustalonego punktu w ukladzie przemieszczonym,
to ((Rx +T)7, 1)T okresla wspdlrzedne jednorodne tego punktu w ukladzie
przestrzeni. Korzystajac z tej drugiej interpretacji rozwazmy przemiesz-
czenie ciala sztywnego w przestrzeni euklidesowej. Poniewaz podczas prze-
mieszczania odlegto§é miedzy punktami ciala sztywnego nie ulega zmia-
nie, jego ruch jest zdeterminowany przez ruch dowolnie wybranego punktu
ciala. Wybierzmy taki punkt i umie$émy w nim prawoskretny, kartezjanski
uktad wspélrzednych zwiazany z ciatem sztywnym (uklad ciala). Zalézmy, ze
w chwili poczatkowej uklad ciata i uktad przestrzeni pokrywaja sie. Po prze-
mieszczeniu elementy R, T przeksztalcenia afinicznego (2.3) wyznaczaja
potozenie (T) i orientacje (R) ukladu ciala wzgledem ukladu przestrzeni.
W konsekwencji, ruch ciala sztywnego w przestrzeni euklidesowej moze by¢
rozumiany jako gladkie przeksztalcenie czasu w grupe przesunie¢ R3 oraz
w specjalng grupe obrotéw SO(3),

c: R — R3 x SO(3) = SE(3),

ktére okresla w kazdej chwili polozenie i orientacje ukladu ciala wzgledem
ukladu przestrzeni. Wystepujacy w powyzszym wzorze obiekt SE(3) na-
zywa sie specjalng grupq euklidesowg i stanowi przestrzen konfiguracyjng
ciala sztywnego. Zauwazmy, ze zalezno$¢ (2.6) pozwala na reprezentowa-
nie elementéw specjalnej grupy euklidesowej przy pomocy macierzy ['é ﬂ
Te macierzowga reprezentacje grupy SE(3) bedziemy odtad utozsamiac z gru-
pa SE(3). Nietrudno wykazaé, ze SE(3) istotnie jest grupa z dziataniem
grupowym bedacym mnozeniem macierzy

|:R] T]:| |:R2 T2:| _ |:R1R2 R1T2+T]:|

o 1/]/0 1 0 1 (2.7)

elementem neutralnym E = [4 oraz elementem odwrotnym

R T [RT —R'T
o1 “lo 1 [

Jak wynika ze wzoru (2.7), specjalna grupa euklidesowa jest tzw. iloczynem
péiprostym dwéch grup: podgrupy przesunieé R3 i podgrupy obrotéw SO(3).
Zauwazmy, ze na mocy definicji kazdy element S = [g ﬂ € SE(3), formal-
nie nalezacy do przestrzeni R'? (R € R?, T ¢ R3), spelnia 6 niezaleznych
warunkéw ortogonalnosci RTR = I3, co pozostawia elementom macierzy S
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sze$¢ stopni swobody. Z tego powodu powiadamy, ze specjalna grupa eu-
klidesowa ma wymiar 6, dimSE(3) = 6. Grupa SE(3) stanowi przyktad
obiektu matematycznego zwanego gtadka rozmaitosciqg. W dalszym ciagu
przez gtadka rozmaito§é kowymziaru k bedziemy rozumieé podzbiér pewnej
przestrzeni R™ zdefiniowany przy pomocy k warunkéw (wiezdw, ograniczen)
postaci

M ={x € R" f(x) =0},

gdzie f = (f1,f2,...,fi)T, a funkcje f1,...,fy sa gladkie (klasy C*) oraz
niezalezne w kazdym punkcie x € M, to znaczy rzad macierzy Jacobiego
ograniczen

of

rank {} (x) =k.

ox
Liczbe m = n — k nazywamy wymziarem rozmaitosci M. W kazdym punk-
cie x € M gladkiej rozmaitosci jest okreslona tzw. przestrzen styczna,

of
TxM = Ker |:ax:| (X),

zltozona z wektordw anihilowanych przez macierz Jacobiego ograniczen
w tym punkcie. Na mocy definicji rozmaitosci, dimTxM = dim M = m.
Obiekt powstaly ze sklejenia przestrzeni stycznych w poszczegélnych punk-
tach x € M,
TM= ] (x, TM),
xeEM

nazywa si¢ wigzkqg styczng rozmaitosci M.

Kazda gladka rozmaito§¢ m-wymiarowa jest lokalnie réwnowazna prze-
strzeni R™. Rozumiemy przez to, ze istnieja wzajemnie jednoznaczne i gtad-
kie przeksztalcenia

ou:U—V oraz VYy:V-—1,
okre$lone na otwartych podzbiorach U C M, V C R™, bedace wzajemnymi

odwrotnosciami® i zwane, odpowiednio, uktadem wspdtrzednych oraz para-
metryzacjq rozmaitosci M. Para (U, @) nazywa sie mapg rozmaitosci M.

STzn. @y 0Py = idy, Pv o @u = iduy.
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Najwiekszy uklad zgodnych map¥, ktérego dziedziny U pokrywaja M na-
zywa sie atlasem rozmaitosci M. Jak juz powiedzieliémy, specjalna grupa
euklidesowa SE(3) jest gtadka ($cislej: analityczna) rozmaitoscia wymiaru 6
i jednocze$nie grupa. Grupa posiadajaca strukture gladkiej rozmaitosci,
ktorej dzialanie grupowe jest gladka funkcja wspéirzednych, nosi nazwe
grupy Liego.

Podobnie, jak w przypadku ruchu punktu materialnego, wprowadzi-
my obecnie pojecie predkosci ruchu ciata sztywnego. W tym celu dla ru-
chu e(t) = [’ Tl k(o Tio).
W naturalny sposéb definiuje sie dwa rodzaje predkosci ciala sztywnego:
predko$é w uktadzie przestrzeni

)} obliczamy pochodna wzgledem czasu ¢(t) = [

VS =¢(t)e (1) = Q, T-0.T (2.8)
0 0
oraz predko$é w uktadzie ciata
T
VP — e (1E(t) = [%b R oT]' (2.0)

W powyzszych wyrazeniach Qg = RRT definiujemy jako predko$é kqtowq
w uktadzie przestrzeni, Qp, = RR jest predkoscig kqtowa w uktadzie
ciata. 7 ortogonalnosci macierzy obrotu RTR = RRT = I3 wynika, ze kazda
z macierzy Qg, Qy jest skosnie symetryczna rozmiaru 3 x 3, a zatem zde-
terminowana przez wektory predkosci katowej w ukladzie przestrzeni wg
i w ukladzie ciala wy,. Zwiagzek miedzy macierzowymi a wektorowymi pred-
ko$ciami katowymi jest opisany przy pomocy odwzorowania

[ ]: R® — macierze sko$nie symetryczne rozmiaru 3 x 3,

zdefiniowanego formulg

w1 0 —w3 w2
wr | =w [w] =0 = w3 0 —w1]. (2.10)
w3 —Ww3 w1 0

Wprowadzone odwzorowanie jest wzajemnie jednoznaczne i okre§la wekto-
rowa reprezentacje predkosci w uktadzie przestrzeni i w ukladzie ciata

Q; =wy, Qp = wyl. (2.11)

Dwie mapy (U1, @u, ), (U2, Qu,) nazywamy zgodnymi, jezeli zlozenie @u, o(pﬁ]] jest
lokalnym homeomorfizmem (zobacz dodatek A.2) przestrzeni R™.
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Ponadto, dla kazdego wektora v € R3 jest spelniona zaleznosé
Qv =[wv=wxv.

Reprezentacja (2.11) umozliwia zastapienie macierzy predkosci VS, V® wek-

torami postaci
v Y
vS:< S), vb:< b>, (2.12)
Ws Wp

ve=T+Txws, vp=R'T

gdzie

oznaczaja, odpowiednio, predkos¢ lintowq w uktadzie przestrzeni i w u-
ktadzie ciata. Macierze V°, VP naleza do przestrzeni stycznej do gru-
py SE(3) w elemencie jednostkowym E = I, identyfikowanej z tzw. al-
gebra Liego se(3) grupy SE(3). Z zaleznosci (2.12) wynika, ze se(3) mozna
utozsamié z przestrzenia R°.

Wprowadzonym w sposéb formalny pojeciom predkosci ciata sztywnego
w ukladzie przestrzeni i w uktadzie ciala mozna nadaé nastepujaca interpre-

tacje. Wyobrazmy sobie, ze uklad ciala przemieszcza sie wzgledem ukladu
R(t) T(t)
0 1

ciala pewien punkt P o wspdlrzednych jednorodnych (pT, 1)T. W chwili t
wspolrzedne jednorodne tego punktu wzgledem ukladu przestrzeni wynosza

T(t) R(t) T(t)| (p

<1>:[o 1\ ) (2.23)
Predko$¢ ruchu punktu P wzgledem ukladu przestrzeni

(1) R(t) T(t)| (p

<o>:[o o |\ (2:14)
wyrazona w ukladzie ciala jest réwna

(r;) _yb (]:) _ <wb X ‘p())+ RTT) (2.15)

Z zaleznosci (2.15) wynika, ze predkos¢ w ukladzie ciala jest predkoscia ru-
chu wzgledem ukladu przestrzeni punktu P, ktérego wspéirzedne w ukladzie

przestrzeni wzdtuz trajektorii c(t) = { } Wybierzmy w ukladzie

R T)] ' [RE) T(t)
S T S
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ciala sa ustalone, widziana z ukladu ciala. Z kolei, jezeli chcemy uzaleznic¢
predkosé¢ ruchu punktu P, widzianego z ukladu przestrzeni, od wspéirzed-
nych jednorodnych tego punktu, z polaczenia wzordéw (2.13) i (2.14) otrzy-
mujemy

v <r(t)> _ (ws x (r(t) —OT(t)) +T(t)). (2.16)

Formula (2.16) oznacza, ze predko$¢ punktu P w uktadzie przestrzeni po-
siada sktadowa pochodzaca od obrotu wektora r — T z predko$cia w; oraz
skladowa wynikajaca z ruchu poczatku ukladu ciala. Mimo formalnego po-
dobiedstwa wyrazen (2.15) i (2.16) nalezy pamigtac, ze faktycznie punkt P
nie porusza sie wzgledem ukladu ciala.

Grupa SE(3), traktowana jako gladka rozmaito§é, dopuszcza rozmaite
uklady wspétrzednych i parametryzacje. Najcze§ciej przy ich konstruowa-
niu wykorzystuje sie utozsamienie rozmaitosci SE(3) = R3 x SO(3) i defi-
niuje uklad wspélrzednych badz parametryzacje osobno dla podgrupy prze-
sunieé¢ R3, osobno dla podgrupy obrotéw SO(3). Trywialna parametryza-
cja w podgrupie przesunieé¢ jest wyznaczona przez przeksztalcenie tozsa-
mosciowe Py(T) = T wprowadzajace kartezjarisk: uktad wspéirzednych.
Oczywiscie, w tym przypadku V = R3. Wspélrzedne walcowe i sferyczne
pochodza od parametryzacji grupy przesunie¢ opisanych nastepujacymi for-
mutamil

Py(r, 0,z) = (rcos @, Tsin@,z)" =T,

V:{(r,(p,z)TeR3’r>0,O<(p<27r} (2.27)

oraz

Py(r, @,0) = (rsind cos @, rsin O sin ¢, rcos G)T =T,

2.18
vz{(r,cp,e)TeR3)r>o, 0< @ <2m, O<9<7[}. (2:28)

W grupie obrotéw SO(3) stosowany jest uktad wspdlrzednych typu os-kqt
przypisujacy kazdemu elementowi tej grupy obrét wokoél pewnej osi o pewien

”Zauwaimy, ze oba odwzorowania Py sg okre§lone na pewnych nadzbiorach V, ale sa
réznowartosciowe tylko na V.
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kat. Ma on postaé
@u(R) = (Ur), )", (219)

gdzie 1(r) jest osig obrotu wyznaczona przez wektor jednostkowy r spelnia-
jacy zaleznosé

T] = ]
- 2sing

trR—1
7

(R—RT), ¢ = arccos (2.20)

a @ jest katem obrotu. Dziedzing ukladu wspoirzednych typu os-kat jest
zbidr

U={ReSO(3) —1<trR < 3} (2.21)

Zblizony pod wzgledem formalnym do ukladu wspélrzednych typu os-kat
jest uktad wspdtrzednych wyktadniczych

Qu(R) =, (2.22)

gdzie [r] = 5,25 (R—RT), a kat ¢ jest okreslony jak we wzorze (2.20),

ktérego dziedzing, podobnie jak w przypadku ukladu wspéirzednych typu
o$-kat, jest zbidr (2.21).

Typowym przyktadem parametryzacji grupy obrotéw jest parametry-
zacja Cayleya

Wy (1) = (I3 — 1)~ (I3 + [¥]), (223)

dla ktorej
V={reR} |r| <2}
Czesto uzywane parametryzacje grupy obrotéw uzyskuje sie przez ztozenie

trzech kolejnych obrotéw wokét osi, parami prostopadtych. Do tego rodzaju
parametryzacji naleza kgty Eulera Z-Y-Z

Yy (9,0,1) =R(Z, @)R(Y,0)R(Z, ), (2.24)
ktérych dziedzing jest

V={(p,0,P)0<O<m 0< @ <2m, 0<P <27},
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oraz parametryzacja przy pomocy katéw zwanych kotysanie-kiwanie-mysz-
kowanie (Roll-Pitch-Yaw)**
Yv(,0,p) =R(Z, )R(Y, 6)R(X, ), (2.25)
okreslona na zbiorze
V={(g,0,0)|-F<6<F 0<@<2m 0<p<2m}.

We wzorach (2.24), (2.25) symbol R(o§, kat) oznacza obrét wokét jednej z osi
ukladu ciata o zadany kat. Latwo pokazaé, ze obroty wzgledem osi X, Y, Z
ustalonego uktadu wspéirzednych sa zdefiniowane przy pomocy nastepuja-
cych macierzy obrotu:

1 0 0 cosp 0 sinf
R(X,a)= |0 cosax —sinal|, R(Y,B)= 0 1 0 |,
|0 sinx cosa | —sinf3 0 cosfP
(2.26)

[cosy —siny O]
R(z,y) = |siny <cosy O].
0 0 1]

Na zakonczenie oméwimy uktad wspétrzednych wyktadniczych w specjalnej
grupie euklidesowej SE(3), zdefiniowany formula

Qu(R,T) = (r,1), (2.27)
w ktdrej [r] = Tsi(% (R _ RT), t = (]13 _ %[.r] + 2sin (g;ps(ir:;os ) [r]z) T oraz
(0 = arccos #. Dziedzing ukladu wspéirzednych wykladniczych jest

U={(R,T)eSE3) —1<trR<3}.

Uktad wspélrzednych wyktadniczych stanowi odwzorowanie odwrotne do
parametryzacyt wyktadniczej grupy SE(3), okreslonej wyrazeniem

B ]l t| [R T
gdzie expA = Y 7, %‘;. Nietrudno zauwazy¢, ze wszystkie uklady wspdl-
rzednych i parametryzacje (2.17)—(2.28) sa lokalnie, a nie globalnie, wza-
jemnie jednoznaczne (odwracalne).

**Tak wg Stownika Zeglarskiego angielsko-polskiego pod redakcja W. Petryriskiego,
PWN, Warszawa, 1996. Wydaje sie, ze zaproponowane terminy sa bardziej komuni-
katywne od uzywanych dotad w polskich przekladach; wystarczy wyobrazié sobie, ze
plyniemy 16dka w kierunku osi X ukladu wspélrzednych, ktérego o§ Z jest skierowana
w gore.
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2.2 Kinematyka ukladu robotycznego

Niech bedzie dany pewien uktad robotyczny opisany wspdirzednymi u-
ogdlnionymi q = (q1,q2,...,qn)" nalezacymi do pewnego uniwersum
konfiguracyjnego RN. Zalézmy, ze ruch ukladu jest opisany gltadkim prze-
ksztalceniem t — q(t). Oznaczmy przez q € RN predkosci uogdinione
ukladu. Przestrzen RN x RN = R2N polozeri i predkosci uogélnionych
bedziemy nazywaé uniwersum fazowym uktadu robotycznego’™.

Wzajemne zwiazki miedzy elementami ukladu, a takze miedzy uktadem
a jego otoczeniem, bedziemy reprezentowac w formie ograniczern (wiezdw)
konfiguracyjnych

f(q) = (fi(a), f2(q),..., (@) =0 (2-29)

oraz ograniczen (wiezéw) fazowych
A(q)q =0. (2-30)

Zaktadamy, ze liczba wiezow konfiguracyjnych k < N, a funkcje fq, f2,.. ., fx
sa gladkie i niezalezne, tzn.

of
f(q) =0 — rank _—(q) =k,
aq
oraz ze macierz A(q) ma rozmiar 1 x N, 1 < N, sklada si¢ z gladkich fun-
kcji ai;(q) i jest pelnego rzedu,

rank A(q) = L.

Posta¢ (2.30) ograniczen fazowych nazywa sie postaciq Pfaffa. Zalézmy na
moment, ze ograniczenia fazowe (2.30) nie wystepuja (1 = 0). Wdwczas k
niezaleznych ograniczend konfiguracyjnych wyznacza rozmaitosé konfigura-
cysna

Q={qeRN fi(q)=---="fxlq) =0} (2.31)

ukladu, ktérej wymiar dim Q@ = N — k = n, z przestrzenia styczng TqQ =
Ker g—;(q). Liczbe n nazywamy liczba stopni swobody ukiladu robotycz-
nego. W rezultacie, ruch uktadu jest ograniczony do rozmaitosci Q@ ¢ R™,

1 Jezeli ruch ukladu nie podlega ograniczeniom, uniwersum fazowe pokrywa sie z prze-
strzenia fazowa (przestrzenia stanu) ukiadu dynamicznego zdefiniowanego réwnaniami
Eulera-Lagrange’a.
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Obecnos¢ ograniczenl fazowych (2.30) moze, ale nie musi, prowadzi¢ do
dalszego ograniczenia dopuszczalnych konfiguracji ukladu. Zalezy to od
wlasno$ci ograniczen fazowych zwanej holonomicznosciqg. Ograniczenia fa-
zowe nazywamy holonomicznymi, jezeli jest mozliwe ich scatkowanie i za-
stapienie ograniczeniami postaci (2.29). Zatem, w przypadku ograniczen
holonomicznych istnieje odwzorowanie h(q) = (hi(q), ha(q),..., h(q))T,
takie ze (2.30) jest réwnowazne warunkowi

h(q) =0.

Latwo zauwazy¢, ze holonomiczne ograniczenia fazowe mozna dolaczyé do
ograniczen konfiguracyjnych. Inaczej jest w przypadku ograniczen nieholo-
nomicznych. Nieholonomiczno$§é ograniczen (2.30) oznacza, ze scatkowanie
systemu (2.30) nie jest mozliwe, a obecno$¢ tych ograniczen nie zmniejsza
osiaggalnosci konfiguracji w obrebie rozmaitosci konfiguracyjnej. Utrudnie-
niu moze ulec natomiast sposéb osiggania pewnych konfiguracji. Aby prze-
analizowa¢ bardziej szczegélowo znaczenie nieholonomicznodci ograniczen
fazowych zaldézmy, ze uklad nie podlega ograniczeniom konfiguracyjnym
(k =0, n=N). Wéwczas z (2.30) wynika, ze w kazdej konfiguracji q € R™
dopuszczalne predkosci uktadu musza naleze¢ do przestrzeni zerowej (jadra)
macierzy A(q), g € KerA(q). (2.32)
Niech G(q) = [g1(q), g92(q), ..., gn_1(q)] bedzie macierza, ktérej kolumnami
sa wektory rozpinajace przestrzei liniowa Ker A(q) w konfiguracji q. Z
niezaleznosci ograniczen fazowych wynika, ze w kazdym punkcie rzad G(q)
Jest petny, rankG(q) =n—1=m,

natomiast wlasnos¢ (2.32) jest réwnowazna istnieniu wektora u € R™, ta-
kiego ze m
q=G(qu=) gilqhu. (2.33)

i=1

Pola wektorowe g1, g2,..., 9m Wyznaczaja w uniwersum fazowym obiekt
geometryczny ¢ = spance{91,92,...,9m), zwany dystrybucjqg. Elemen-
tami dystrybucji sa kombinacje pél g1,..., gm mnozonych przez funkcje
gladkie!. Spelnienie ograniczen fazowych oznacza, ze w kazdym punkcie uni-
wersum konfiguracyjnego predko$¢ uktadu nalezy do dystrybucji G, a wiec

tFormalnie, pola wektorowe nalezace do dystrybucji G maja postaé > g,
gdzie o; € C®°(R™).
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jest rozpieta przez kolumny macierzy G. Majac wyznaczonga dystrybucje G,
mozemy sie postugiwaé nastepujacym kryterium nieholonomicznosci ogra-
niczen.

Twierdzenie 2.2.1 Niech G =spanc«{g1,92,...,9m). Zdefiniuymy ciqg
dystrybucyi

G°=g, ¢'=6¢°+1[6°¢6",..., G=6"+[616%,...,
j=1,2,..., w ktérym operacja [ , ] oznacza nawias Liego pdl wekto-
rowych 1 jest zdefintowana formutg

oY oX
X = — ——YI(q). .
X,Yi(a) = 5 X(@) ~ 5 Via) (2.34)

Wdéwczas, jeZeli dla pewnego j = v zachodzi dimG'(q) = n, to ograni-
czenia (2.30) sg mieholonomiczne. Liczba v nmazywa sie stopniem nie-
holonomicznosct dystrybucyi G.

Ciag G° c G' ¢ --- ¢ ¢ C --- nazywamy filtracjg dystrybucji G. Filtra-
cja jest regularna, jezeli kazda dystrybucja G’ ma staly wymiar, to znaczy
w kazdym punkcie q dimG'(q) = 15 = const. W przypadku filtracji regu-
larnej cigg wymiaréw 19 < 11 < --- < 1 < --- ustala sie¢ w skonczonej
liczbie krokéw p < m na pewnym poziomie r,. Ciag (vo,71,...,Tp) nazy-
wamy wektorem wzrostu dystrybucji G. Jezeli 1, < m, to ograniczenia
fazowe (2.30) sa holonomiczne. W szczegélnosci, jezeli l =n—1 (tzn. p =0
i rp, = 1), to dystrybucja G jest generowana przez jedno pole wektorowe
i ograniczenia (2.30) sa holonomiczne.

Jezeli wystepuja ograniczenia konfiguracyjne (2.29), a zatem ruch ukiadu
jest ograniczony do rozmaitosci konfiguracyjnej Q, nalozenie ograniczen nie-
holonomicznych (2.30) powinno by¢ zgodne z istniejacymi ograniczeniami
konfiguracyjnymi. Rozumiemy przez to spelnienie nastepujacego warunku

of
KerA(q) C Ker —
erA(q) o 3 (q),
co oznacza, ze w kazdym punkcie q € Q dystrybucja G spelnia waru-
nek G(q) C TqQ, skad wynika, ze dopuszczalne predkosci ukladu naleza
do podprzestrzeni G(q) przestrzeni stycznej do ©. Warunek nieholono-
micznosci przybierze wtedy posta¢ dim GP(q) = 1, = dim Q.

tPrzykiady ograniczen konfiguracyjnych i fazowych zwiazanych z zadaniem toczenia
sig¢ kola bez poslizgu oraz z kinematyka spadajacego kota podajemy w rozdziale 8.
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Zadanie, jakie ma wykonaé¢ uklad robotyczny polega na celowym od-
dziatywaniu (akcji) na otoczenie ukladu. Opis formalny tego oddzialywania
na poziomie uniwersum fazowego wymaga wprowadzenia obiektu zwanego
rozmaito$cig zadanitowq. W przypadku pojedynczego manipulatora od-
dzialywanie na otoczenie zachodzi za posrednictwem efektora, a rozma-
itoscia zadaniowa jest zbidr polozen i orientacji efektora, czyli grupa SE(3)
(lub pewna podgrupa SE(3)), dla jednokolowego robota mobilnego poru-
szajacego sie po plaszczyznie, ktérego oddzialywanie na otoczenie zacho-
dzi za posrednictwem kota, rozmaitoscia zadaniowa bedzie grupa SE(2) =
R? x S', ztozona z polozeri i orientacji ciala sztywnego w R?. Dla ustalonej
rozmaito§ci zadaniowej, mozliwosci wywierania przez uklad okreslonych ak-
cji na otoczenie opisujemy przy pomocy odwzorowania zwanego kinematykq
uktadu robotycznego. W przypadku ukitadu holonomicznego (np. manipu-
latora) kinematyka jest pewnym odwzorowaniem

K: Q— 2, z=K(q) (2.35)

rozmaitodci konfiguracyjnej uktadu w rozmaito$é zadaniowa. Kinematyka K
ukladu nie zawsze jest zadana w sposéb jawny. Na przykilad, w przy-
padku ukladéw zawierajacych zamkniete taicuchy kinematyczne, kinema-
tyka moze by¢ wyrazona w formie uwiklanej za posrednictwem ograniczen
konfiguracyjnych f(q,z) = 0. Jezeli w uktadzie istnieja nieholonomiczne
ograniczenia fazowe, do opisu kinematyki stuzy uktad sterowania postaci

q=G(q, (2:36)

w ktérym wektor u nalezy do pewnej przestrzeni sterowa.

Aby zrozumieé¢ znaczenie sterowad u w ukladzie nieholonomicznym,
przeanalizujemy teraz dokladniej formute (2.30) opisujaca ograniczenia fa-
zowe. W pewnym otoczeniu punktu q% formute te mozna przepisaé w po-
staci

[Ai(q) Az(q)]q=0, (2-37)

w ktérej macierz A,(q) jest rozmiaru 1 x 1 i pelnego rzedu. Oczywiscie,
ograniczenia (2.37) beda spetnioneY, jezeli pomnozymy obie strony réw-
nosci (2.37) lewostronnie przez macierz odwrotna Ag](q). W rezultacie
otrzymamy nastepujaca lokalnie réwnowazng postaé ograniczen fazowych

Ay (@A(@) T]d=[-W(a) L]a=0

SW razie potrzeby, po przenumerowaniu wspéirzednych uogélnionych.
YW kazdym punkcie, w ktérym macierz A, (q) jest nieosobliwa.
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prowadzaca do macierzy G(q) = R,U(q‘)} uktadu sterowania (2.36). Podziel-

my wspélrzedne uogélnione q na dwie grupy q = (q'T, qZT)T, gdziedimq' =
N —1=m, dimq? = . Przy takim podziale kinematyka uktadu (2.36)
przyjmie postaé (']1 —u, qz — W(qu. (2.38)
Ze wzoru (2.38) wynika, ze sterowania u wystepujace w réwnaniach ki-
nematyki ukladu nieholonomicznego moga byé interpretowane jako pewne
sktadowe predkosci uogélnionych uktadu.

2.3 Kinematyka manipulatora

Manipulator o n stopniach swobody jest ukladem robotycznym zlozonym
z n cial sztywnych zwanych ramionams, potaczonych za posrednictwem n
przegubow. Jeden koniec tancucha ramion tworzacego manipulator jest
zwigzany z nieruchoma baza (np. podlozem), drugi koniec pozostaje swo-
bodny. Pare zlozona z przegubu i nastepujacego po nim ramienia bedziemy
nazywal ogniwem manipulatora. Dwa ramiona polgczone przegubem nosza
nazwe pary kinematycznej. W ukladach robotycznych najczesciej sa spo-
tykane pary kinematyczne V klasy, to znaczy takie, ktére posiadaja je-
den stopien swobody ruchu w przegubie. Istnieja dwa rodzaje przegubdéw
spelniajacych ten warunek: przeguby obrotowe i przeguby przesuwne.
Geometrycznie, przegub obrotowy mozna zdefiniowaé zadajac punkt w prze-
strzeni (Srodek przegubu) i wektor w tym punkcie (0§ obrotu przegubu).
Umie§émy uklad wspélrzednych zwigzany z pierwszym elementem pary o-
brotowej w §rodku przegubu w taki sposéb, by 0§ Z pokrywata sie z osia
przegubu. Niech uklad zwigzany z drugim elementem pary obrotowej znaj-
duje sie réwniez w §rodku przegubu i niech o§ Z tego ukladu bedzie osia prze-
gubu. Rozwazmy ruch jednego elementu pary wzgledem drugiego. Jak wia-
domo, rozmaito$§¢ konfiguracyjna ciata sztywnego, SE(3), jest szeSciowymia-
rowa i sktada sie z przesunie¢ T € R3 oraz obrotéw R € SO(3). Ustalenie
polozenia §rodka przegubu wyznacza wektor T (T =0). Co wiecej, ustalenie

osi obrotu wymaga, by Re3 = e3, czyli, biorac pod uwage ortogonalnos¢ ma-
. T 112 0 .. . . L
cierzy obrotu, R = | r; 0|. Z ortogonalnosci macierzy R wynika réwniez,
0 01
ge 13,4+ 714, =1, 13, + 7135, = 1, T11721 + 112122 = 0. Te trzy ograniczenia

beda spelnione, jezeli r17 = cos @, 112 = —sin @, 121 = sin @, 122 = cos @.
< . cos @ —sin @ i j
Otrzymana w ten sposéb macierz R = |:sino P cos@ o| reprezentuje obrét
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wokoét osi Z o kat ¢, skad wynika, ze rozmaito$¢ konfiguracyjna pary ki-
nematycznej V klasy wykonujacej ruch w zamocowanym, nieograniczonym
przegubie obrotowym ma postaé okregu jednostkowego S'.Ograniczenie za-
kresu ruchu w przegubie moze wymagaé zastapienia okregu pewnym tu-
kiem okregu. W przypadku, gdy ruch ciala sztywnego zachodzi wzgledem
zamocowanego, nieograniczonego przegubu przesuwnego, rozumowanie ana-
logiczne do powyzszego prowadzi do wniosku, ze rozmaito$é konfiguracyjna
moze by¢ utozsamiona ze zbiorem liczb rzeczywistych R lub z pewnym
przedziatem liczb rzeczywistych, jezeli zakres ruchu w przegubie jest ogra-
niczony.

Biorac pod uwage powyzsze spostrzezenia, nietrudno dojs$¢ do wniosku,
ze dla manipulatora o n stopniach swobody, posiadajacego r przegubéw ob-
rotowych i n—r przegubéw przesuwnych (wszystkie nieograniczone), rozma-
ito§¢ konfiguracyjna moze by¢ zdefiniowana jako iloczyn kartezjanski torusa
T" i przestrzeni R

Q=8"xS"x - xS xR'"xR'x--. xR'=T"x RV, (2.39)

T razy (n—r) razy

Rozmaitos¢ konfiguracyjna (2.39) bedziemy odtad nazywaé rozmaitosciq
przegubowq. Naturalng parametryzacje rozmaitosci przegubowej tworzy
zbidér katéw obrotu w przegubach obrotowych q1,q2,...,dr € (0,27) oraz
zestaw przesunieé w przegubach przesuwnych q;1,q+42,-..,dn € R.
Ostatnie ramie manipulatora, liczac od bazy, stuzy do oddzialywania
na otoczenie i dlatego jest nazywane efektorem manipulatora. Jak za-
uwazyliémy w poprzednim podrozdziale, zadanie jakie ma wykonaé manipu-
lator formutuje si¢ zwykle przez okreslenie pozadanego potozenia i orientacji
efektora. W zwiazku z tym, bedziemy zakladaé, ze rozmaito§é zadaniowa
manipulatora zawiera si¢ w specjalnej grupie euklidesowej, Z C SE(3),
a przez kinematyke manipulatora bedziemy rozumiec gtadkie (analityczne)
odwzorowanie
K: Q@ — Z CSE(3) (2.40)

rozmaitodci przegubowej w rozmaito$é zadaniowa.

2.3.1 Reprezentacja Denavita-Hartenberga

Odwzorowanie K okresla polozenie i orientacje efektora w funkcji polozen
przyjmowanych przez przeguby manipulatora. Powszechnie przyjety w ro-
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Rysunek 2.3 Schemat kinematyki manipulatora.

botyce sposéb reprezentowania kinematyki manipulatora pochodzi od De-
navita i Hartenberga. Algorytm Denavita-Hartenberga wyznaczania kine-
matyki polega na zwigzaniu z kazdym przegubem manipulatora lokalnego
ukladu wspélrzednych, a nastepnie okresleniu ciggu transformacji sagsiednich
ukladéw wspélrzednych, i prowadzi do wyliczenia kinematyki manipula-
tora jako zlozenia tych transformacji. Niech bedzie dany manipulator o n
przegubach, obrotowych badZ przesuwnych, i uklad przestrzeni XoYoZo
(podstawowy uklad wspélrzednych). Zakladamy, ze przegub nr 1 zostal
umieszczony w poczatku ukladu przestrzeni w taki sposéb, ze o§ Z ukladu
przestrzeni pokrywa sie z osig tego przegubu. Poczatek ukladu wspdéirzed-
nych X;_1Yji_1Z;_1 zwigzanego z ramieniem nr i—1 manipulatora lezy na osi
i-tego przegubu, i = 2,3,...,n. Ruch i-tego przegubu zachodzi wzgledem
osi Z uktadu (i — 1)-szego. Uktad X, YnZn zwigzany z efektorem umiesz-
czamy tak, aby jego o§ X przecinala sig z osiag Z,,_1 1 byla do niej prostopadta.
Rozmieszczenie ukladéw wspodlrzednych ilustruje rysunek 2.3. Zalézmy,
ze wyznaczyliSmy polozenie i orientacje ukladu X; 1Y; 1Z;_1. Polozenie
i orientacje uktadu X;Y;Z; definiujemy na podstawie znajomosci potozenia
i orientacji uktadu (i — 1)-szego. W tym celu prowadzimy normalna do osi
przegubéw nr i, 14+ 1. Wyznaczamy punkty przecigcia normalnej z osiami.
Nastepnie obracamy uktad (i—1)-szy wokot osi i-tego przegubu, tak by os X
ukladu stala sie réwnolegla do normalnej, przesuwamy ten uklad wzdiuz osi
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i-tego przegubu az do punktu przeciecia tej osi z normalna, z kolei prze-
suwamy uklad wzdluz normalnej, do punktu przeciecia z osig przegubu nr
i+1, i w koficu obracamy uklad wokdt osi X az do pokrycia sie osi Z uktadu
z osig przegubu (i + 1)-szego*. Te procedure powtarzamy dla kolejnych
ogniw dochodzac do ukladu zwiazanego z efektorem. Z formalnego punktu
widzenia, transformacja ukladu numer i — 1 w ukiad o numerze i moze by¢
opisana przy pomocy zilozenia

}_] (qi) = Rot(z,0;)Trans(Z, d;)Trans(X, a;)Rot(X, ;) (2.41)

elementarnych obrotow i przesunied

Rot(o0$, kat) = {R(Osékat) ﬂ
I3 przesuniecie - 0$

Trans(o$, przesuniecie) = [ 0 :

Dla przegubu obrotowego zmienna przegubowa q; = 0i, za$§ dla przegubu
przesuwnego q; = d;. Parametry wystepujace w zaleznosci (2.41) nazywamy
parametramt: Denavita-Hartenberga manipulatora. Parametry, ktére nie
sa zmiennymi przegubowymi charakteryzuja geometrie ogniwa manipula-
tora i nosza nazwe parametréw geometrycznych. Kinematyka manipula-
tora okre§la potozenie i orientacje ukladu efektora wzgledem uktadu pod-
stawowego, i jest opisana zlozeniem transformacji (2.41)

Tl [89 E a

Odwzorowanie (2.42) nazywamy reprezentacjq kinematyki manipulatora
wg Denavita-Hartenberga.

Ponizej wyprowadzimy modele matematyczne kinematyki kilku przy-
kladowych manipulatorow. Pozwoli to Czytelnikowi na przesledzenie spo-
sobu postugiwania sie algorytmem Denavita-Hartenberga. Wyprowadzone
modele zostana wykorzystane w rozdziale 3 przy omawianiu algorytmoéw
kinematyki odwrotne;j.

*Jezeli normalna nie jest wyznaczona jednoznacznie, poczatek uktadu X; Yi Z; umiesz-
czamy w $rodku przegubu (i + 1)-szego. Jezeli osie Zi_1, Z; przecinaja sig, poczatek
ukiadu X;YiZ; umieszczamy w punkcie przecigcia osi, a o§ X; orientujemy w kie-
runku Zi_1 X Z;.
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Rysunek 2.4 Manipulator typu podwdéjne wahadio.

Przyklad 2.3.1 (Manipulator typu podwdéjne wahadto)
Bardzo prosta konstrukcja manipulatora jest przedstawiony na rysunku 2.4
manipulator typu podwéjne wahadto, zbudowany z dwoéch ramion i dwéch
przegubéw obrotowych. Osie obrotu przegubéw manipulatora sa prosto-
padte do plaszczyzny XoY(o (réwnolegte do osi Zp). Przy wyborze tego mani-
pulatora jako pierwszego przykladu kierowali§my sie nie tylko przestankami
natury ilustracyjnej, lecz takze praktycznej: strukture kinematyczna po-
dwojnego wahadla posiada manipulator eksperymentalny EDDA, ktérego
model wykorzystujemy do badania algorytméw sterowania, a takze tanicuch
kinematyczny utworzony przez pierwsze dwa ogniwa manipulatora prze-
mystowego typu SCARA. Przyjmiemy, ze ruch w obu przegubach manipu-
latora jest nieograniczony, a dlugosci ramion wynosza 1y i 1;.
Rozpatrywany manipulator jest manipulatorem klasy 2R, a zatem jego
rozmaito$¢ konfiguracyjna Q moze by¢ utozsamiona z dwuwymiarowym to-
rusem T2, ktérego punkty sa reprezentowane przez katy obrotu w pierw-
szym i drugim przegubie, ¢ = (q1, q2)". Zadanie kinematyki manipulatora
bedzie polegalo na wyrazeniu polozenia i orientacji efektora manipulatora
w podstawowym ukladzie wspélrzednych XoYpZo jako funkcji konfiguracji
manipulatora q, czyli na wyznaczeniu odwzorowania

K: T? — SE(3). (2.43)

Zgodnie z algorytmem Denavita-Hartenberga, zaczynamy od zdefinio-
wania podstawowego uktadu wspoélrzednych (ukladu przestrzeni) oraz roz-

tCo oznacza, ze posiada dwa przeguby typu obrotowego (R).



2.3 Kinematyka manipulatora 45

ogniwo | 0; | di | ai | oy

1 g | 0|1l ] O
2 g | 0|1, | O

Tabela 2.1 Parametry Denavita-Hartenberga manipulatora typu podwdjne wa-
hadio.

mieszczenia lokalnych ukladéw wspéirzednych (ukitadéw cial) zwigzanych
z ramionami manipulatora. Przy wyborze ukladu podstawowego XoYoZo
musimy jedynie zadba¢, by o§ Z tego ukladu pokrywatla sie z osiag obrotu
pierwszego przegubu manipulatora. Lokalny uktad wspétrzednych X;Y7Zz:?
zwigzany z pierwszym ramieniem manipulatora umieszczamy tak, ze o§ Z
tego ukladu pokrywa sie z osig obrotu przegubu drugiego. Poniewaz w roz-
patrywanym przypadku osie obrotu przegubéw sa do siebie réwnolegte (ist-
nieje nieskonczenie wiele normalnych do nich), poczatek uktadu X;Y1Z7 wy-
bieramy w §rodku przegubu drugiego. Poczatek nastepujacego po nim ukta-
du X,Y,Z, zwigzanego z efektorem manipulatora umieszczamy na korcu
drugiego ramienia, a sam uklad orientujemy w taki sposéb, aby 0§ Z, byla
réwnolegla do osi Z;.

Po okresleniu ukladéw wspélrzednych wyznaczamy parametry Denavita-
-Hartenberga rozpatrywanego manipulatora. Jak juz powiedzieliémy, katy
obrotu 07 i 0, sa réwne odpowiednio zmiennym ¢ i g, parametryzuja-
cym rozmaito§é przegubowa. Przesuniecia a; i a; wzdtuz osi X lokalnych
ukladéw wspolrzednych wynosza odpowiednio 1y i 1,. Pozostale parametry
Denavita-Hartenberga, tzn. przesuniecia dq, d; razem z katami o i «; sa
réwne zero. W tabeli 2.1 zebrano wszystkie wymienione parametry mani-
pulatora.

Okres§limy teraz kinematyke manipulatora w postaci (2.43). W tym
celu musimy znalez¢ macierze transformacji miedzy kolejnymi, lokalnymi
uktadami wspéirzednych. Macierz Aé(qﬂ : XoYo0Zo — X1Y1Z7 jest ztoze-
niem obrotu i przesuniecia

Al(q1) =Rot(z,qq)Trans(X, 1y),

gdyz kat skrecenia osi przegubow oy = 0 i przesuniecie ukladu d; = 0. Po
wprowadzeniu oznaczen sin q; = si, Cos i = Ci, ha podstawie wzoru (2.41),

Nie pokazana na rysunku o§ Z; dopelnia uklad X;Y; do ukladu prawoskretnego.
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macierz A(]) przyjmuje postac

C1 —$1 0 11(:1
S c 0 1ys

Al =14 o 1 ol (2.44)
0 0O 0 1

Analogicznie, macierz A%(qz) 1 X1Y1Z1 — X2Y2Z mozna wyznaczy¢ jako

C2 —S2 0 lzCz
Alla2) =Rot(z,qolTrans(x, L) = 2 2 7 1221 ()
0O o0 0 1

Majac wyliczone transformacje AL] (qi) miedzy sasiednimi uktadami wspét-
rzednych, definiujemy kinematyke manipulatora jako

K(q) = Ad(q1)A%(q2) : XoYoZo — X2Y2Z2,

czyli
c12 —s12 0 licg+ 12
_|s12 ¢z 0 Lisy+1zsiz
0 0 0 1
przy oznaczeniach sj2 =sin(qy + q2) i c12=cos(q1 + q2). [ ]

Przyklad 2.3.2 (Manipulator typu potréjne wahadlo)

Innym, prostym przykladem manipulatora jest manipulator typu potréjne
wahadlo, ktérego lafdcuch kinematyczny pokazano schematycznie na ry-
sunku 2.5, a parametry Denavita-Hartenberga zamieszczono w tabeli 2.2.
Rozmaito§¢ konfiguracyjna Q rozpatrywanego tu manipulatora ma postac
tréjwymiarowego torusa T3, ktérego punkty sa reprezentowane przez we-
ktor q = (q1,d2,93)" katéw obrotu w przegubach.

Do okreélenia kinematyki

K: T3 — SE(3)

manipulatora zastosujemy algorytm Denavita-Hartenberga, dzieki czemu
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Yo

Zy

Rysunek 2.5 Manipulator typu potréjne wahadlo.

ogniwo | 0; | di | ai | oy
1 g | 0|1l ] O
2 g | 0 |1, | O
3 gz | 0 | 13| O

Tabela 2.2 Parametry Denavita-Hartenberga manipulatora typu potréjne wa-
hadio.

otrzymamy wyrazenia

€123 —s123 0 lycy +1lci2+ l3cq23
s123 €123 0 lysy+1ps12+ 135123
0 0 0 1

gdzie przez si,, c12 oznaczono, odpowiednio, sin(q; + q2) i cos(q1 + q2),
a przez $123 C123 — sin(qy + 2+ q3) i cos(q1 + d2 + q3). u

Przyklad 2.3.3 (Manipulator typu SCARA)

Manipulator SCARA jest manipulatorem przemystowym, ktérego schemat
kinematyczny przedstawiono na rysunku 2.65. Widzimy, ze oprécz dwéch
przegubéw obrotowych tworzacych ladicuch kinematyczny analogiczny do

SManipulator SCARA znajduje si¢ w Laboratorium Centrum Systeméw Produkcyj-
nych Instytutu Technologii Maszyn i Automatyzacji Politechniki Wroclawskiej. Udoste-
pnienie danych tego manipulatora zawdzigczamy uprzejmosci dra inz. A. Kocetucha.
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Z, Z,=7;=2,

Rysunek 2.6 Struktura kinematyczna manipulatora typu SCARA.

ogniwo | 0; | di | a1 | 4

1 qgi|dy|ar| O
2 g2 | 0 |ax| O
3 0 |qgsz3| 0] 0
4 qs | O 0 0

Tabela 2.3 Parametry Denavita-Hartenberga manipulatora typu SCARA.

podwéjnego wahadla, manipulator posiada jeszcze dwa przeguby: prze-
suwny i obrotowy; ma zatem cztery stopnie swobody (jest manipulato-
rem klasy RRTR). Cecha charakterystyczna konstrukcji manipulatora typu
SCARA jest réwnoleglos¢ osi obrotu/przesuwu przegubéw. Majac przy-
pisane uklady wspélrzednych zgodnie z algorytmem Denavita-Hartenberga,
po okre$leniu parametréw manipulatora (zamieszczonych w tabeli 2.3), mo-
zemy przystapi¢ do wyznaczenia kinematyki

K(q): @ =T3 xR — SE(3),

gdzie @ = (q1,92,93,94)". Przeksztalcenia A}q(qi), i=1,...,4 miedzy
poszczegdlnymi ukladami wspélrzednych sa dane jako

Aé(q1) =Rot(z, q1)Trans(z, d;)Trans(X, a;),
A3(q2) = Rot(Z, q2)Trans(X, az),
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ogniwo 0; di | a4 oG
1 0 a1 | 0 | T
2 q2 di | 0| T
3 q3 0 | az 0
4 d4—q3z| 0 |az| O
5 ds—dq4 | 0 | 0 | T
6 de de | 0 | T,

Tabela 2.4 Parametry Denavita-Hartenberga manipulatora IRb-6 zamontowanego
na torze jezdnym.

A3(q3) = Trans(z, q3),
A3(qs4) = Rot(Z, q4).

Zgodnie z zaleznoscia (2.42), kinematyka manipulatora jest odwzorowaniem
K(q) = Aj(a1)AT(a2)A3(a3)A3(da) 1 XoYoZo — X4YaZs,

czyli
C124 —s124 0 ajcy+azerz

$124 €124 0 ajsy+azsiz
K(q) =
@=1"%" 0 1 d+as
0 0 0 1

(2.48)

gdzie s124=sin(q1+ g2+ q4) i c124=cos(q7 + g2+ q4). Wartosci liczbowe
parametréw manipulatora SCARA sa réwne d; = 0.8[m], a; = 0.445[m],
a; = 0.355[m)]. |

Przykiad 2.3.4 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Jako ostatni przykiad rozpatrzymy manipulator przemystowy IRb-6 o pieciu
stopniach swobody, zamontowany na torze jezdnymY. Taki uktad tworzy
manipulator klasy 1T5RI posiadajacy szesé stopni swobody. Schemat kine-
matyczny manipulatora przedstawia rysunek 2.7, a jego parametry Dena-
vita-Hartenberga zawiera tabela 2.4. Wartodci liczbowe parametréw geo-

YManipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym znajduje sie w Laboratorium Ro-
botyki Instytutu Automatyki i Informatyki Stosowanej Politechniki Warszawskiej. Dane
manipulatora udostepnit nam Prof. C. Zielinski.

I Jeden przegub przesuwny (T), po ktérym nastepuje pieé¢ przegubéw obrotowych (R).



50 Modele kinematyk: uktadow robotycznych

Rysunek 2.7 Struktura kinematyczna manipulatora IRb-6 zamontowanego na
torze jezdnym.

metrycznych manipulatora sa nastepujace: dy = 0.7[m], a; = 0.45[m],

= 0.67[m] i dg¢ = 0.095[m]. Nalezy zwrdci¢ uwage na postaé para-
metréw 04 i 85. Pojawiajace sie w nich réznice zmiennych przegubowych
wynikaja ze sposobu zdefiniowania tych parametréw przez producenta ma-
nipulatora, ktéry kazda ze zmiennych qi, i = 3,4, 5, okreslil jako kat miedzy
osia Xj ukladu wspélrzednych zwigzanego z i-tym ogniwem manipulatora
a osig Xp**. Z tabeli 2.4 wynika, ze dla rozpatrywanego manipulatora prze-
ksztalcenia A1 1 i=1,...,6, sa zdefiniowane jako

Al(q1) = Trans(z, q1)Rot (X, 3),
dq)

A3i(d2) = Rot(Z, q2)Trans(z, d1)Rot (X, J),
A3(q3) = Rot(z, q3)Trans(X, ay),
A%(q3,q4) = Rot(Z, q4 — q3)Trans(X, az),
A;(d4,q5) = Rot(Z, g5 — q4)Rot (X, %),
Af(qe) = Rot(z, q¢)Trans(z, dg)Rot (X, —3).

W rezultacie, zgodnie z zaleznoscig (2.42), kinematyka manipulatora jest

**Dotychczas i-t3 zmienna przegubowa dla przegubdw obrotowych okreslaliémy jako
kat miedzy osig X; zwigzang z danym ogniwem a osig Xi_1.
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odwzorowaniem

K(q) = AJAZASAIAZAL(Q) : XoY0Zo — X6Y6Z6

postaci

C2C5Cg + S2S¢ —C2S5  S2Cg — C2C5S8¢

K N —S5C6 —Cs $586
§2€5C6 — C28¢ —S285 —C2Ce — S2C5S8¢
0 0 0
c2(azes3 + azcq + dgss)
—dq + dgcs — arsz — aszsy (2.49)
a1+ s2(axcz +azca +dess) |’
1
: T

gdzie 9 = (q1,92,93,d4,95,9d6) - u

2.3.2 Reprezentacja wykladnicza

Opis kinematyki manipulatora (2.40), alternatywny w stosunku do repre-
zentacji Denavita-Hartenberga, mozna otrzymac stosujac do kazdej trans-
formacji (2.41) parametryzacje wykladnicza (2.28). Zaldzmy najpierw, ze
i-ty przegub manipulatora jest obrotowy. Przy takim zalozeniu przeksztal-
cenie A}_1 przedstawimy w nastepujacy sposéb

i R(Z,qi) O
A q(qi) = [ ( Oq ) 1] P, (2.50)
gdzie
Iz dies||R(X, o) O]|I3 aier| _ [R(X, o) dies+ aieq
Pl_[o 1 M 0 1][0 1 }_[ 0 1 » (251)

za§ symbolem R(o0s$, kat) oznaczamy macierz obrotu wokét ustalonej osi o za-
dany kat. Nietrudno pokazaé, ze w parametryzacji wyktadniczej

[R(Z>qi) 0

0 J = exp(&iqi), (2.52)

gdzie &; = [[‘303] %}. W rezultacie otrzymujemy zaleznosé

Al i(qi) = exp(£:1qi)P;. (2.53)
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W przypadku, gdy i-ty przegub jest przesuwny, nalezy wziaé

R(Z,01)R(X, ;) ai{R(Z,01)1ko1

0 e3
0 ; : (2.54)

£1:|:0 0:|’ Pi:

Podstawiajac wyrazenia (2.51) lub (2.54) do wzoru (2.53) i dalej do (2.42)
dochodzimy do formuty

K(q) =exp(&1q1)P1exp(£202)P2 - - - exp(&ndn)Pn. (2.55)

Dzigki znanej wlasno§ci wyktadniczej funkcji macierzowej
Pexp(A)P~' =exp (PAP ),

réwnanie (2.55) mozemy przepisa¢ w postaci

K(q) = exp(&1q1) exp (P1&2P 'q2) -
- €Xp ((P1 ~Pnq)&n(Py-- 'Pn71)_1qn) Py Py,
albo jako
K(q) = exp(C1q1) exp(C2q2) - - - exp(Enan)K(0). (2-56)

W powyzszej formule

, . 1
=&, oraz {; = < i Pl) & ( i Pl) dlai=2,...,mn, (2-57)

natomiast K(0) oznacza kinematyke manipulatora w konfiguracji odnie-
sienia, w ktdérej wszystkie zmienne przegubowe przyjmuja warto§é zero.
Formule (2.56) nazywamy reprezentacjg wyktadniczqg kinematyki mani-
pulatora. Macierze (; wystepujace w reprezentacji wyktadniczej naleza do
algebry Liego se(3) grupy SE(3) i maja postaé

[wil v
Ci: [ 01 01 ) (2'58)
wi,vi € R3, przy czym v; = —w; X pi, gdzie p; jest pewnym punktem

polozonym na osi obrotu i-tego przegubu. Wektor (viT, wiT

macierz (2.58) nosi nazwe skretnika.

T )
) reprezentujacy
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Przyklad 2.3.5 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)
Dla zilustrowania sposobu tworzenia reprezentacji wyktadniczej kinematyki
manipulatora postuzymy sie¢ przykladem manipulatora typu podwdéjne wa-
hadlo. Kinematyke tego manipulatora wyliczyliSmy w przykladzie 2.3.1
otrzymujac wyrazenie

K(q) = Al(q1)AT(a2), (2.59)

z macierzami Aé, A% okreslonymi przy pomocy formut (2.44), (2.45). Biorac
pod uwage strukture tych macierzy, kinematyke (2.59) zapisujemy w naste-
pujacej postaci

K(q) =

R(Z)q]) 0
0 1}"1

R(Z) qZ) 0
0 1:| PZ)

gdzie

- Hg 116] B ]13 1261
el el T

Nastepnie, zgodnie z wyrazeniem (2.52), znajdujemy parametryzacje wy-
kladnicza macierzy obrotu

R(Z) ql)

Rot(Z,q;i) = [ 0

(]):| = eXP(E.iCIi); i= ]>2)

przy oznaczeniach &; =&, = [[203} %}. Postepujac stosownie do regut wyni-
kajacych ze wzordw (2.55), (2.56), uzyskujemy reprezentacje wyktadnicza
kinematyki (2.59)

K(q) = exp(€1q1) exp(£2q2)K(0), (2.60)

scharakteryzowana przez macierze

G =&,
_ 1 |les] —Liez
C2=Pi&oP, _{o 0 } (2.61)
I3 (L +1a)es
oy [ (0]

Nietrudno sprawdzi¢ przez bezpo$rednie obliczenie, ze prawa strona (2.60)
istotnie jest réwna (2.46). [ |
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Przykiad 2.3.6 (Manipulator typu SCARA)
W sposéb podobny jak w poprzednim przykladzie skonstruujemy obecnie
reprezentacje wykladnicza kinematyki manipulatora typu SCARA, ktdrego
kinematyka

K(a) = Aj(q1)A3(d2)A3(d3)A%(q4)

zostala wyznaczona w przykladzie 2.3.3. Korzystajac z definicji przeksztal-
cenn sktadowych A! | oraz z wyrazed (2.52) i (2.54), wyliczymy najpierw
reprezentacje wykladnicze

1 _[R(z,q1) O] [I3 die3] [I3 ajer]
R(z, 0] [I e
Ailaz) = ( qu) ]] [03 a2] 1] = exp(&2q2)P2,
:]I (2.62)
e
A3(q3) = 03 q3] 3] = exp(&393)P3,
R(z, 0
Al(qs) = ( 0q4) ]] = exp(&4q4)Py,
gdzie
. . |les] 0 |0 e3
5.1—5.2—5.4—[0 O]’ 2.3—[0 O}’
I e +de I e
Py = {03 @iet : 1 3} P, = {03 az] 1], P3; =Ps =14

Na podstawie formut (2.56), (2.57) i po uwzglednieniu postaci reprezenta-
cji (2.62), otrzymujemy ostatecznie

K(q) = exp(C1q1) exp(L2q2) exp(C393) exp(Laq4)K(0), (2.63)

przy oznaczeniach

G =E1, G=PiEP; = [[63] _“‘ez}, L3 = (PIP2)E(PPy) " = &,

0 0
L R (264)
K(0) = P1P,P3P, R)s (a1 + a2)1e1 + d163}
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2.3.3 Kinematyka we wspodlrzednych

Odwzorowanie (2.42) zostato okreslone miedzy rozmaitosciami: przegubowa
a zadaniowa. Uzywajac naturalnych wspétrzednych @y : U C Q@ — R" na
rozmaito$ci przegubowej oraz wybierajac pewna parametryzacje Yy : V C
R™ — Z rozmaitosci zadaniowej otrzymujemy reprezentacje kinematyk:
we wspotrzednych

k: R — R™, y=k(x)=(ki(x),...,km(x))T,

zapewniajaca przemienno$é diagramu

U K I
u -4 =

¢ul va

R™ L>VC]R‘“,

a zatem spelniajaca warunek

Klu =Pvokoey. (2.65)

Ze struktury diagramu wynika, ze wyznaczenie reprezentacji kinematyki
we wspOlrzednych sprowadza si¢ do przeprowadzenia faktoryzacji kinema-
tyki K|y i nadaniu jej formy ztozenia trzech odwzorowan @y, k i Py. Lokal-
nie, w obszarze odwracalno$ci odwzorowan Vv, @y, reprezentacje k mozna
wyliczy¢ jako k = 1.|)\71 oKy o <pﬁ1. Wspoélrzedne x nazywamy konfi-
guracynymsi lub przegubowyms, wspdélrzedne y — zadaniowyms. Prze-
strzen R™ nazywa sie przestrzeniqg konfiguracyjng lub przestrzeniq prze-
gubowa, a przestrzen R™ — przestrzeniq zadaniowg. Jezeli liczba stopni
swobody manipulatora jest wigksza od wymiaru jego przestrzeni zadaniowej,
to manipulator nazywamy redundantnym, w przeciwnym przypadku ma-
nipulator nazywamy nieredundantnym. Nadmiar mozliwosci ruchowych,
jakim dysponuje manipulator redundantny, pozwala sterowaé jakoscia wy-
konania zadan przez manipulator.

Przedstawimy teraz kilka przykladéw wyliczania kinematyki manipula-
tora we wspéirzednych.
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Przykiad 2.3.7 (Manipulator typu podwdéjne wahadtlo)

Zacznijmy od wyrazenia opisujacego kinematyke manipulatora typu pod-
wéjne wahadlo we wspélrzednych. Jak wiemy, katy obrotu w przegubach
manipulatora x; i x, opisuja jednoznacznie jego pozycje i tworza dwuele-
mentowy wektor wspélrzednych przegubowych

X = (X],Xz)T € Rz.

Poniewaz pozycje efektora manipulatora odpowiadaja punktom ptlaszczy-
zny XoYo, do opisu potozenia i orientacji efektora uzyjemy grupy euklideso-
wej SE(2) = R? x S', ktéra stanowi rozmaitosé zadaniowa Z. Jako wspot-
rzedne zadaniowe przyjmiemy, odpowiednio, polozenie efektora wzdluz o-
si Xo, Yo efektora oraz jego orientacje ¢ mierzong katem obrotu wokét osi Zg
(zobacz rysunek 2.4)

Y1 = Xo
Y2 = Yo
Ys = .

Dla tak wybranych wspdélrzednych zdefiniujemy przeksztalcenie

cosyz —sinysz 0 y;
sinys cosyz O y>2
0 0 10
0 0 01

Trans(X,yq)Trans(Y,y>)Rot(z,y3) = (2.66)

Poréwnujac wyrazenie (2.66) z kinematyka K dana réwnaniem (2.46), otrzy-
mujemy reprezentacje kinematyki we wspoétrzednych

k: R? — R3,
w postaci ukladu réwnan
Y1 licr + Laer2
y=|vy2| =k(x)= [ list +1as12 |, (2.67)
Y3 X1+ %2

gdzie sy, ¢y, sij i cyj oznaczaja, odpowiednio, sin xi, cosxy, sin(x;i + x;j) oraz
cos(xi + xj).

Poniewaz rozpatrywany manipulator jest wyposazony w dwa przeguby,
jedynie dwie sposréd wyliczonych trzech wspdélrzednych zadaniowych mozna
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zmienia¢ niezaleznie poprzez zmiane wspéirzednych przegubowych*. Z tego
powodu czestokroé¢ definiuje sie kinematyke manipulatora ograniczona je-
dynie do dwéch wspdirzednych — méwimy wtedy o kinematyce w aspekcie
tych wspéirzednych. I tak, wybierajac z wyrazenia (2.67)" dwie pierw-
sze skladowe otrzymujemy kinematyke manipulatora w aspekcie wspolrze-

dnych XoYo
Y1 11C1 + 12C12>
Y <yz> (x) <11$1 + 12812 (.68)

Podobnie jak poprzednio mamy y; = Xo a y2 = Yo. Oczywiscie, taki
wybér wspoélrzednych zadaniowych nie jest jedyny. Alternatywnie, mozna
sposréd wspoétrzednych zadaniowych wybraé¢ np. ponownie wspéirzedna Xo
polozenia efektora w podstawowym ukladzie wspélrzednych XoYpZo oraz
kat ¢ okreslajacy orientacje efektora wzgledem osi Zp tego uktadu. W ta-
kim przypadku dostajemy kinematyke w aspekcie wspdirzednych Xp@

Y1 licq +1zClz)
— :k X = ) 2.6
y (y2> (x) < 1 4% (2-69)
gdzie y; = Xp oraz y = o. |

Przyklad 2.3.8 (Manipulator EDDA)

Jak zauwazyliémy wczeéniej, kinematyke podwéjnego wahadla posiada ma-
nipulator EDDA (Experimental Direct Drive Arm)¥. EDDA jest manipu-
latorem o bezpo$rednim napedzie i nieograniczonych przegubach. Jej kon-
strukcje przedstawia rysunek 2.8. W zalezno$ci od wybranego aspektu ki-
nematyka manipulatora EDDA jest opisana jednym z réwnan (2.67)—(2.69)
z parametrami 1; = 0.3[m], 1, = 0.58[m]. |

Przykiad 2.3.9 (Manipulator typu potréjne wahadtlo)

Przyjmujac x = (x1,x2,x3) " jako wektor wspéirzednych na rozmaitosci kon-
figuracyjnej Q, gdzie x; (i = 1,2,3) oznaczaja katy obrotu w kolejnych
przegubach manipulatora, oraz wybierajac polozenie efektora wzdtuz osi Xg

*Jak si¢ pézniej okaze (zobacz podrozdzial 2.3.5), manipulator z tak zdefiniowana
kinematyka pozostaje zawsze osobliwy.

TKtére moze byé uwazane za kinematyke w aspekcie wspétrzednych Xo Yo @.

‘Manipulator EDDA znajduje sie¢ w Instytucie Robotyki i Informatyki Uniwersytetu
w Brunszwiku. Za jego udostepnienie jesteSmy wdzigczni Prof. F. Wahlowi.
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AN ———

Rysunek 2.8 Manipulator EDDA.

i Yy, 1jego orientacje ¢ mierzona katem obrotu wokét osi Zp jako parametry-
zacje U1, Yz i y3 rozmaitosci zadaniowej SE(2)S, otrzymujemy kinematyke
manipulatora typu potréjne wahadlo w aspekcie wybranych wspéirzednych

Y1 Licy + laci2+ 13123
Yy=1|vyz2| = k(x) = | Lis;1+ls12+ 138123 . (2.70)
Y3 X1+ X2 + X3

Czesto manipulator typu potréjne wahadio jest traktowany jako manipu-
lator redundantny z kinematyka wyrazong w aspekcie wspéirzednych XoVYo

pOStaCi
lic + Lye + lsc

. 2.71
Y2 lys1+1as12+ 135123 (2.72)

$Jak w przypadku manipulatora typu podwéjne wahadlo, nie ma potrzeby reprezen-
towania calej grupy SE(3).
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Przykiad 2.3.10 (Manipulator typu SCARA)

W celu wyrazania we wspdlrzednych kinematyki manipulatora typu SCA-
RA wykorzystamy naturalne wspélrzedne przegubowe manipulatora. Po-
niewaz polozenia przegubéw manipulatora wplywaja jedynie na polozenie
efektora w przestrzeni R> oraz na jedna sktadowa jego orientacji wyrazona
katem obrotu wokét osi Zp, wybierzemy cztery wspdirzedne zadaniowe ma-
nipulatora: wspdirzedne (y1, y2iy3) okreslajace potozenie efektora manipu-
latora wzgledem podstawowego ukladu wspélrzednych XoYoZo oraz wspél-
rzedna (y4) w postaci kata obrotu efektora manipulatora wokét osi Zo
ukladu podstawowego. Przy tak wybranych wspélrzednych otrzymujemy
przeksztalcenie

Trans(X,y7)Trans(Y,y,)Trans(Z,y3)Rot(Z,y4) =

cosys —sinyg 0 y;
sinys cosys O y»
B 1
0

0 0 ys3 |’
0 0 1

ktérego poréwnanie z kinematyka zdefiniowang réwnaniem (2.48) pozwala
uzyska¢ nastepujaca reprezentacje

Y1 aijcy+ axciz
Y2 ais1 + azsi2

y= =k(x) = 2.72
U3 dy +x3 (272)
Ya X1+ X2+ Xq

W sytuacji, gdy do wykonania zadania potrzebna jest wylacznie zna-
jomo§¢ polozenia efektora manipulatora SCARA, kinematyke

k: RY — R3

manipulatora w aspekcie wspétrzednych XoYopZo definiujemy jako

Y1 aijcy+ axciz
y=|vy2| =k(x)= | aisy+azsiz|. (2.73)
Y3 di +x3

Poniewaz pelna specyfikacja kinematyki manipulatora przemystowego
wymaga okreslenia zakresu dopuszczalnych ruchéw w przegubach, na za-
koniczenie dodajmy, ze przestrzen przegubowa manipulatora typu SCARA
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jest ograniczona w nastepujacy sposéb:

X:{X:(X],...,X4)T€R4’ —%7T<X1 <%TE, —%W<X2<%ﬂ,
0.15[m] < x3 < 0.39[m], — < x4 < 7} (2.74)
|

Przykiad 2.3.11 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Aby wyrazi¢ we wspélrzednych kinematyke manipulatora IRb-6 zamonto-
wanego na torze jezdnym, rozmaito§¢ zadaniowa sparametryzujemy przy
pomocy trzech wspéirzednych polozenia efektora manipulatora (y1, yz2, ys)
oraz trzech katéw Eulera Y-Z-Y (y4, Us, Ug). Na rozmaitosci konfigura-
cyjnej uzyjemy naturalnego ukladu wspéirzednych zadanego przez zmienne
przegubowe manipulatora. Dla tak zdefiniowanych wspélrzednych otrzymu-
jemy przeksztalcenie

Trans(X,yq)Trans(VY,y;s)Trans(z,y3)Rot(Y,y4)Rot(Z,ys)Rot(Y,ye) =

C4Cs5C6 — 8486  —C4S5 84Ce+ Cals86 Y1
$5Ce Cs $536 Y2
- ~ o~ ox o o~ P - o~ ~ o~ o~ ) (275)
—54C5C6 — €486 5455  C4Cg — 54C55¢ Y3
0 0 0 1

gdzie przez §; i ¢; oznaczono siny; i cosyi. Poréwnujac ze soba macie-
rze (2.49) i (2.75) otrzymujemy reprezentacje kinematyki manipulatora we
wspoirzednych

Y1 c2(azc3 + aszcq + dess)
Y2 —dy + decs — azs3 — azsy
yo |V 2k = | ¢ + s2(axc3 + azcq + dess) (2.76)
Ya —X2
Ys TT—X5
Ys T— X6

Dodajmy, ze wybér wspétrzednych do reprezentacji kinematyki ma istotny
wplyw na zlozono$¢ réwnain kinematyki.

W dalszych przykiadach bedziemy niekiedy traktowaé manipulator IRb-6
na torze jezdnym jako manipulator redundantny, ktérego kinematyka

k: R — R3
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opisuje polozenie efektora manipulatora w aspekcie wspélrzednych XoYoZo
i jest postaci

Y1 ca(azesz + azcq + dess)
y= vz | =k(x)=| —di+decs— azs3—azss |. (2.77)
Y3 X1+ s2(azc3 + azcs + dess)

W uzupemieniu dodajmy, ze przestrzen przegubowa manipulatora IRb-6
zamontowanego na torze jezdnym jest ograniczona przez jego konstrukcje
mechaniczna w nastepujacy sposéb:

X ={x=(x1,...,x¢)" € R®| 0lm] < x7 < 1.5[m],
17 17 5 13 2 5
—78TT S X2 S 787, 7370 S X3 < 737, —570 < X4 S 3¢,

2.3.4 Jakobiany

Macierz Jacobiego
_ o
X

J4(x) (x), (2.79)

reprezentacji kinematyki manipulatora we wspéirzednych
k: R" — Rm: Y= k(X) = (k] (X), s )km(x))T)

nazywamy jakobianem analitycznym manipulatora. Jakobian analitycz-
ny mozna traktowaé jako przeksztalcenie predkosci zmian wspéirzednych
przegubowych w predko$§é zmian wspélrzednych zadaniowych, przy zadanej
konfiguracji manipulatora,

v =TJ%M)x. (2.80)
Jest oczywiste, ze postaé jakobianu analitycznego zalezy od wyboru uktadu

wspotrzednych (parametryzacji) dokonanego w celu zdefiniowania odwzoro-
wania k.
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Przykiad 2.3.12 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)
Rézniczkujac réwnania kinematyki (2.67) otrzymujemy jakobian anality-
czny
—list —las12 —1asi2
(x)=| Lien + ez Lerz |, (2.81)
1 1

gdzie si, ¢y, sij i cyj oznaczaja, odpowiednio, sin x4, cosxy, sin(xi + x;j) oraz
cos(xi + x;)*. Podobnie jak w przypadku kinematyki wyrazonej we wspoél-
rzednych, mozemy méwié¢ o jakobianach analitycznych w aspekcie réznych
wspélrzednych. Wyliczony wyzej jakobian jest jakobianem analitycznym
w aspekcie wspdirzednych XoYo@. Przez analogie, dla kinematyki zde-
finiowanej wzorem (2.69) otrzymujemy jakobian analityczny w aspekcie
wspolrzednych XoYo

o
0

J4(x)

ok |:—l1s1 — 12312 —12312:| (2 82)

JOx) = —(x) =

) (x) Lici + ez Loz
Jakobian analityczny w aspekcie wspdlrzednych Xo¢@ odpowiadajacy kine-
matyce (2.69) ma postaé

J4(x)

ok —1i1s1 — Lys —Lss
(x) = [ 181 2812 2 12]‘ (2.83)

~x 1 1
n

Przyklad 2.3.13 (Manipulator typu potréjne wahadtlo)
Bezposrednie zrdézniczkowanie kinematyki (2.70) potréjnego wahadia po-
zwala wyliczy¢ jakobian analityczny jako macierz

—lisy —1los12— 138123 —l2s12— 138123 —13s8123
J9x) = | Lieg +lacia+1aci2z Lcra+13c123 lzciaz |- (2:84)
1 1 1

W podobny sposdb, dla kinematyki (2.71) otrzymujemy

Jex) = —lisy —1los12— 138123 —l2s12— 138123 —138123

= . 2.8
lLict + e+ 13c123  lacia+13c123 13¢123 (285)

*Przyjmiemy oznaczenia funkcji trygonometrycznych zmiennych q; i x; takie same jak
w formule kinematyki. Z kontekstu zawsze bedzie jasno wynikalo, o funkcjach ktérych
zmiennych méwimy — przez Si, ¢i rozumiemy odpowiednio sinx; 1 cosXi W przypadku
jakobianéw analitycznych, oraz sin qi i cos i dla pozostatych typéw jakobianéw.
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Przykiad 2.3.14 (Manipulator typu SCARA)
Kinematyce (2.72) manipulatora typu SCARA odpowiada jakobian anali-
tyczny

—ai1S1 — azsi12 —Aazsiz 00
ok ajci + azciz a2 0 O
a = — =
Jox) = = (x) ) M (2.86)
1 1 0 1

Jest rzecza jasna, ze kinematyce (2.73) rozpatrywanej w aspekcie wspétrzed-
nych XoYoZo odpowiada jakobian analityczny uzyskany przez wykreslenie
ostatniego wiersza macierzy (2.86). |

Przyklad 2.3.15 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Na podstawie réwnan we wspéirzednych (2.76) kinematyki manipulatora
IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym obliczamy jakobian analityczny

0 = X x) =
[0 —s>(axc3 + azcs + dgss) —azczs3 —azcass dgeacs O]
0 0 —ajzcs —azCyg —d685 0
_ 1 ca(aze3+ aszcy + dgss) —azsas3 —azsass dgszes 0 (2.87)
0 —1 0 0 0 0 '
0 0 0 0 —1 0
10 0 0 0 0 -1

Latwo zauwazy¢, ze kinematyce (2.77) odpowiada jakobian analityczny zio-
zony z trzech pierwszych wierszy macierzy (2.87). |

Jakobian manipulatora moze by¢ takze zdefiniowany bez odwolywania
sie do uktadéw wspétrzednych. Wykorzystujac fakt, ze kinematyka mani-
pulatora przyjmuje warto$ci w specjalnej grupie euklidesowej’ SE(3), wpro-
wadza sie niezalezne od wspoélrzednych pojecie jakobianu geometrycznego,
a dokladniej: jakobianu geometrycznego w ukladzie przestrzeni i jakobianu
geometrycznego w ukladzie ciala, zwanych w skrécie jakobianami geome-
trycznymi w przestrzeni i w ciele. Jakobian geometryczny w przestrzeni
jest rozumiany jako przeksztalcenie predkosci ruchu w przegubach w wek-
tor predkosci efektora w przestrzeni

("S) —J*(a)a. (.88)

W

TA wiec w grupie Liego z dobrze okreslona przestrzenia styczna w kazdym punkcie.



64 Modele kinematyk: uktadow robotycznych

Analogicznie, jakobian geometryczny w ciele stanowi przeksztalcenie pre-
dkosci ruchu przegubéw w wektor predkosci efektora w ciele,

(”b> —J°(a)d. (2.89)

Przedstawimy teraz algorytm wyliczania jakobianu geometrycznego w prze-
strzeni. Niech

(@) =[J5(a) - Jia@) - Tnla)].

W celu wyznaczenia i-tej kolumny jakobianu J*(q) zaldézmy, ze wszystkie
przeguby manipulatora, oprécz przegubu i-tego, zostaly unieruchomione
i przeanalizujmy ruch efektora bedacy rezultatem ruchu w przegubie o nu-
merze i. Niech polozenie efektora wzgledem ukiadu Xi_1Yi 1Zi_1 bedzie
opisane wektorem Ti',, a przegub i bedzie typu obrotowego. Woéwczas,
z zalezno$ci (2.12) wynika, ze predkosci efektora w ukiadzie przestrzeni
wzgledem ukiadu (i — 1)-szego wynosza

wi ! =e3q, v =T (a0 - [wi] TR, (a0 (2.90)
Zajmiemy si¢ teraz wyliczeniem predkosci T{‘_] (qi). Niech

i RE j(q0) T 4(as
Aif](qi) — 1 I)(q ) ]1(q )

oznacza transformacje ukladu (i — 1)-szego w uklad i-ty, zdefiniowana przy
pomocy algorytmu Denavita-Hartenberga. Jezeli polozenie efektora wzgle-
dem uktadu i-tego oznaczymy przez T, to

T 1(qi) :R}_ﬂqi)T?*'T%_](Qi) (2.91)

Zrézniczkowanie (2.91) wzgledem czasu daje

I (q0) = leslRE 1 (q)TTG: + T 4 (qq). (2.92)
Wektor T! ,(q;) wyliczamy korzystajac z wyrazenia (2.51)
T! (ai) = aiR(Z, qi)er + dies. (2.93)
Biorac pod uwage (2.93) i pamiegtajac, ze [e3]es = 0 obliczamy

T (g1) = leslgiaiR(Z, gi)er = leslaiT (qq). (2.94)
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W koncu, taczac (2.94) i (2.92) oraz wykorzystujac (2.91) zauwazamy, ze
T (a0) = leslai(RLA TR+ T ) = [wi'] TR (a0),

a zatem .
vg =0 (2.95)

Po obliczeniu predkosci w przestrzeni wzgledem ukladu (i — 1)-szego, wyli-
czamy predkosci w przestrzeni wzgledem ukladu podstawowego korzystajac

7 zaleznosci
Vs\ R5_1 [Té_q R5_1 vis_1 ( 6)
ws/ | o Ri-T wi ) 29
S O S

gdzie
. . . . i1
Ry '(a") Tg'(a) K
|: 0 1 = HAk—] (qk)7 (297)
k=1
przy oznaczeniu "' = (q1,...,qi_1)", przedstawia transformacje uktadu

podstawowego w uklad (i — 1)-szy. Dla i = 1, w powyzszym wzorze nalezy
przyjaé R8 = I3, T8 = 0. Z zaleznosci (2.90) i (2.95) otrzymujemy naste-
pujaca postac i-tej kolumny jakobianu geometrycznego w przestrzeni odpo-
wiadajacej przegubowi obrotowemu manipulatora

Ti (g1 x RV (qi!
Ji(q) = ( o (@ i,)l fj’ml(q ). (2.98)
Ro3ai(@ )
W przypadku gdy i-ty przegub manipulatora jest przesuwny, podobne ro-
zumowanie prowadzi do wniosku, ze wi;] =0, vf] = e3(j, a zatem

i—1 i—1
Jila) = (RO 31‘°})(q )>- (2.99)

We wzorach (2.98), (2.99) symbol Ré}f{ol(qiq) oznacza trzecig kolumne ma-
cierzy R};](qiq) wystepujacej w transformacji (2.97).

Przyklad 2.3.16 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)

Obecnie wyznaczymy jakobian geometryczny w przestrzeni dla manipula-
tora typu podwdjne wahadlo. Poniewaz ten manipulator jest wyposazony
wylacznie w przeguby obrotowe, do wyznaczenia jakobianu postuzymy sie
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zaleznoscia (2.98). Dla pierwszego przegubu manipulatora dostajemy od

razu
$=1(0,0,0,0,0,1)T. (2.100)

Do wyliczenia kolumny jakobianu geometrycznego w przestrzeni wykorzy-
stamy macierz A} dana zaleznoscia (2.44). W rezultacie otrzymujemy

]§(q1) = (1] sinq1,—l1 cosq1,0,0,0,1)T. (2.101)

Jakobian geometryczny w przestrzeni manipulatora typu podwdéjne wahadlo
skiada sig¢ z kolumn (2.100), (2.101)

0 0 0 1"

00
N _
I(Q)— 1181 —11C1 0 0 0 1

(2.102)

Przykiad 2.3.17 (Manipulator typu potréjne wahadtlo)
Dla manipulatora typu potréjne wahadlo, na podstawie zaleznosci (2.98),
wyznaczamy jakobian geometryczny w przestrzeni w postaci

[0 l1sg Lisy —1—12512_
0 —lLicr —lier —1zcr2
Fla=|0 o N (2.103)
0 0 0
IR 1

Przykiad 2.3.18 (Manipulator typu SCARA)

Jakobian geometryczny w przestrzeni manipulatora typu SCARA znajdu-
jemy przy wykorzystaniu zaleznosci (2.98) i (2.99)*. Ma on nastepujaca
postaé

[0 ajs; 0 aisy+ azsiz ]
0 —aicq 0 —ajC1 — azcCiz
J°(q) = g g (1) 8 (2.104)
0 0 0 0
110 1 |
) |

Poszczegdlne kolumny tego jakobianu wylicza sie, odpowiednio, na podstawie macie-
rzy A§ =1s, Ag, AG, Aj.
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Przykiad 2.3.19 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Wyliczmy teraz jakobian geometryczny w przestrzeni J* manipulatora IRb-6
zamontowanego na torze jezdnym. Dla przegubu przesuwnego pierwsza ko-
lumna jakobianu jest zawsze réwna J5(q) = (0,0, 1,0,0,0)T. Zauwazmy, ze
zaleznosci (2.98) i (2.99) zostaly wyprowadzone przy zalozeniu, ze zmianie
pojedynczej zmiennej przegubowej towarzyszy ruch w jednym przegubie
manipulatora. Niestety, w naszym przyktadzie tak nie jest, bowiem np.
zmiana (3 powoduje ruch trzeciego i czwartego przegubu manipulatora (zo-
bacz tabela 2.1). W zwiazku z tym, musimy najpierw dokona¢ zamiany
wspolrzednych przegubowych, tak by wspomniane zalozenie bylo spelnione.
Mozna to osiggnaé przyjmujac

q=(d)=(d1,82, 43,43 + G4, d3 + da + s, de) "

Teraz, wykorzystujac poszczegdlne macierze A})(ﬁ), i=1,...,5, oraz zale-
znosé (2.98), wyliczamy kolejne kolumny macierzy J°({) wyrazonej w no-
wych wspélrzednych. Po powrocie do wspéirzednych oryginalnych q, zgod-

nie z zalezno$cia
1

a) =10 (@) 22— (a),

oq

otrzymujemy macierz

0 g1 axeps3  ascass  ca(dy+ azs3+ aszss)
0 0 —asc3 —AasCq gq182 + axcz + azcy
s _ 1 0 —azsys3 —azszsg sa(dq + azs3 + azss)
Flal =1, 0 0 52
0 -1 0 0 0
0o 0 0 0 —c
—qics — s2(d1ss + axc3_5 + azca_s)|
q1C28s5
c2(diss + axe3_5 + azcs—s) . (2.108)
€285
Cs
S$2S5 i
w ktérej ci_j oznacza cos(qi — qj). [ |

Zauwazmy, ze wyprowadzona przez nas posta¢ ogélna jakobianu geome-
trycznego w przestrzeni rézni sie od postaci tzw. jakobianu manipulatora



68 Modele kinematyk: uktadow robotycznych

podawanej w podrecznikach robotyki. Przyczyna réznicy tkwi w defini-
cji tego obiektu. Mianowicie, jakobian manipulatora jest rozumiany jako
macierz przeksztalcenia predkosci ruchu w przegubach w predkos§é liniowa
i predko$é katowa w przestrzeni efektora wzgledem uktadu podstawowego

<T3> ~J™(q)a. (2.106)

Ws

Dla i-tego przegubu obrotowego otrzymujemy przy takiej definicji jakobianu

I7(a) = (Rz’_ﬂ]“"("i_]) < (T8l _T5_1(qi_1))>, (a.107)

R})_3I{ol(qi_1 )

gdzie ' = (q1,...,9i_1)". Kolumny jakobianu J™(q) odpowiadajace
przegubom przesuwnym manipulatora sa takie same, jak w przypadku ja-
kobianu J*(q). Korzystajac z formut (2.98) oraz (2.106) nietrudno pokazac,
ze istnieje nastepujacy zwiazek miedzy jakobianem geometrycznym w prze-
strzeni a jakobianem manipulatora

I3 —[Tx(q)]

J™aq) = [0 I

} J°(a). (2.108)
Przypominamy, ze odwzorowanie [ | zostalo zdefiniowane formulg (2.10).

Przykiad 2.3.20 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)
Postepujac analogicznie jak w przykladzie 2.3.16, na podstawie zalezno-
§ci (2.107), mozemy wyznaczy¢ jakobian manipulatora typu podwéjne wa-
hadio

—lis1 —1las12 —lzsyo

lLict + 12 lacrz

J™(q) = 0 o (2.10)

0 0
0 0
1 1
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Przyklad 2.3.21 (Manipulator typu potréjne wahadtlo)
Wykorzystanie zaleznosci (2.107) pozwala otrzymac jakobian manipulatora
typu potréjne wahadlo

[—1y1s1 — las12— 13s123 —los12— 138123 —138123]
Lict +lcr2+13¢123  lacia+1l3ci23 13c123
0 0 0
I™(q) = - (2110)

0 0 0
0 0 0
1 1 1

Przyklad 2.3.22 (Manipulator typu SCARA)
Na podstawie zaleznosci (2.107) i (2.99) otrzymujemy jakobian manipula-
tora typu SCARAS

—a1S1 — azs12 —AQazsiz 0 0
ajci+azci2 axy2 0 O
0 0 1 0
m —
0 0 00
I 1 1T 0 1]
|

W celu wyznaczenia jakobianu geometrycznego w ciele, wystarczy sko-
rzystaé z nastepujacej relacji miedzy predkosciami w ciele i w przestrzeni

) -[5 ()

latwej do wyprowadzenia na podstawie wzoréw (2.6), (2.9), (2.12). Zakla-
dajac, ze R(q), T(q) sa okreslone wyrazeniem (2.42), otrzymujemy
Ry '(a) —RB‘T(q)HS(q)]] .

(2.112)

b _
J°(q) = [ 0 R T(q)

Przypomnijmy, ze dla wektora T = (T, T2, T3) ", [T] oznacza macierz sko$nie
symetryczna (2.10).

SDo wyliczenia kolumn macierzy uzyto tych samych macierzy, co w przypadku jako-
bianu J°.
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W postaci jawnej jakobian geometryczny w ciele wyglada nastepujaco.
Jezeli przegub o numerze i jest obrotowy, to i-ta kolumna macierzy J®(q)
wyraza sie jako

1o(q) = (R?j)ﬁml(m) x RM (q) T (aq) (
i) = (RET). (a0 ) 2.113)
i-1) 3k01 A1
gdzie qi = (qy,...,qn)". Gdy i-ty przegub jest przesuwny, to
R i
J°(q) = (( 11)8k01(q1)>. (2.114)

We wzorach (2.113), (2.114) symbolem (R{‘j)skol oznaczyli§my trzecia ko-
lumne macierzy RI'Y|(qi) zdefiniowanej, tak samo jak wektor T ;(qy), za
posrednictwem formuty

RM (@) TM(q)] &
e T T a0

Przykiad 2.3.23 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)
Jakobian geometryczny w ciele manipulatora typu podwéjne wahadlo, wy-
liczony na podstawie zaleznosci (2.113), przyjmuje nastepujaca postaé’

1152 O-
L+ lica by
0 0
b _
Pa= o, (2.115)
0 0
- 1 1_

Pozostawiamy Czytelnikowi przyjemnos$¢ sprawdzenia, ze jakobiany geome-
tryczne (2.102) i (2.115) manipulatora typu podwéjne wahadlo speiniaja
zaleznosé (2.112). [ |

YPierwsza kolumne wyliczamy wykorzystujac macierz kinematyki manipulatora K dana
wzorem (2.46), druga — na podstawie macierzy AZ.
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Przykiad 2.3.24 (Manipulator typu SCARA)
Jakobian geometryczny w ciele manipulatora typu SCARA znajdujemy na
podstawie zaleznosci (2.113) i (2.114)/

—(1254 4+ aiszg azsg 0 O

arcq+ ajcyg azeq 0 O

0 0 1 0

b _

J°(q) = 0 o o0 ol (2.116)

0 0 0 0

i 1 1 0 1]
|

Zwiazek pomiedzy jakobianem analitycznym a jakobianem geometrycz-
nym wynika z relacji, jaka zachodzi miedzy predkoscia zmian wspélrzednych
zadaniowych a predkoscia efektora w przestrzeni lub w ciele. Zaldzmy,
dla przyktadu, ze wspéirzedne zadaniowe maja postaé y = (wspdlrzedne
kartezjaniskie polozenia T, katy Eulera Z-Y-Z (¢, 0,1)). Zwiazek miedzy
predkoscia w przestrzeni wg a pochodnymi katéw Eulera Z-Y-7Z wzgledem
czasu uzyskuje sie ze wzoru (2.24) w nastepujacy sposéb

Q. =RR"=R(z, ¢)RT(Z,¢) + R(Z, )R(Y,0)RT(v,0)RT(Z, ¢)+

+R(Z,@)R(Y,0)R(Z,p)RT(Z,P)RT(v,0)RT(Z, ) =
= [e3]¢ + [R(Z, @)e2ld + [R(Z, @)R(Y, 0)e3l.

Przechodzac do predkosci wektorowej w przestrzeni uzyskujemy zalezno§é
¢
wS:E(@,G,tb) 6 ) (2'117)
U
gdzie

E(¢,0,9) = [e3,R(Z, p)ez, R(Z, 9)R(Y, O)es] =
0 —sing cos@sin®
=10 cosep sinesin®|.
1 0 cos o

”Poszczegélne kolumny tego jakobianu wylicza sie, odpowiednio, na podstawie macie-
rzy Ag =K, Af, A7, AL
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Dla wspdlrzednych kartezjanskich polozenia wyliczamy
v =T—-Q.T =T+ [Tws.

W rezultacie, transformacja predkosci przyjmuje nastepujaca postaé

= 2. (2.118)

<v5> Is ME(9,0,0)] |1
0 E(p09) ||%

Po utozsamieniu wspélrzednych przegubowych z polozeniami przegubdéw
manipulatora (x = q) znajdujemy nastepujacy zwiazek miedzy jakobianem
analitycznym J%(x) odnoszacym sie do wspétrzednych (wspdirzedne karte-
zjanskie, katy Eulera Z-Y-Z) w specjalnej grupie euklidesowej a jakobianem
geometrycznym J*(x) w przestrzeni

I3 [TE(e,0,V)
JP(x) = J%(x). (2.119)
0 E(,6,¥)

Podobne relacje mozna wyprowadzi¢ dla innych ukladéw wspélrzednych
(parametryzacji) grupy SE(3) i jej podgrup. W przypadku parametryzacji
kolysanie-kiwanie-myszkowanie, predkos§é¢ katowa w przestrzeni wynosi

© 0 —sin@ cos@cosB [0)
ws =KKM(@,0,p) [ 0] =[0 cose sin@cosd 0] (2.120)
U 1 0 —sin 6 VP

Po wzieciu pod uwage definicji predkosci liniowej w przestrzeni oraz zale-
znosci (2.120) otrzymujemy nastepujaca transformacje predkosci

(2.121)

<V > H3 [T]KKM((P,G»IP)

T
T2
T3
0 KKM(g,0,) (g
¥
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Dla kompletnosci dodajmy transformacje predkosci zwiazana z parametry-
zacja Cayleya. Dla predkosci katowej w przestrzeni otrzymujemy zwiazek

ws =C(r)r, (2.122)

w ktérym macierz C(r) wyraza sie formulg
2 —1
1 +T1 TIT2 + T3 TIT3—T2
Clr)=2|mm—13 14713 1or3+11| . (2.123)
TIT3+ T2 TOor3—7y 1 —|—r§

W rezultacie, transformacja predkosci w przypadku parametryzacji Cayleya
posiada nastepujaca reprezentacje macierzowa

T

<vs) = Ts . (2.124)
wg T1

Przyklad 2.3.25 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)

W tym przykladzie zajmiemy si¢ wyprowadzeniem zalezno$ci analogicznej
do (2.119), wiazacej jakobian analityczny J* manipulatora typu podwdjne
wahadlo, zdefiniowanego wzorem (2.81), z jego jakobianem geometrycznym
w przestrzeni J°, okre§lonym przez (2.102). Przed przystapieniem do tego
zauwazmy, ze jakobiany geometryczne (2.102) i (2.115) wyliczono z ogélnych
zaleznosci zakladajacych, ze ruch odbywa sie w grupie SE(3), natomiast ja-
kobian analityczny (2.81) zostal wyliczony dla kinematyki wyrazonej we
wspdlrzednych reprezentujacych grupe SE(2). Uwzglednienie tego faktu
spowoduje zmiane rozmiaréw macierzy okreslajacej zwigzek miedzy jako-
bianami w stosunku do macierzy (2.119).

Wspétrzedne zadaniowe y wybrane w grupie SE(2) odpowiadaja w gru-
pie SE(3) polozeniu wzdluz osi X i Y podstawowego ukladu wspdlirzed-
nych XoYpZo oraz obrotowi wokét osi Z tego ukladu. Dlatego, dla tak wy-
branych wspdlrzednych

U1 cosys —sinyz O
Tly)=|v2], Rly)=R(Z,y3) = |siny3z cosysz Of.
0 0 0 1
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Jak pokazali§my, macierz predkosci katowej w przestrzeni Q¢ = RRT = [w]
jest catkowicie okres§lona przez wektor predkosci katowej w przestrzeni wg =
(ws1, Wg2, wg3)T. W naszym przypadku

0 —ysz O
QS: QS 0 0 )
0 0 0

CO oznacza, ze wgs = e3y3. Wiemy rowniez, ze wektor predkosci liniowej
w przestrzeni jest réwny v = T — Q,T, co w analizowanym przykladzie
sprowadza si¢ do

Y1 +Y2Y3 10 v U1
vs=|U2—y1y3 | =10 1 —yi| (V2
0 00 0] \us

Zestawiajac otrzymane wyrazenia na ws i v¢ uzyskujemy

T 0 vy

01 —uyy .
) 2[00 0 () — Ry
W, 00 0 02

o0 o | ‘Y3

00 1

Po naturalnym utozsamieniu wspélrzednych konfiguracyjnych q z poloze-
niami przegubéw manipulatora x, okre§lamy zwiazek miedzy jakobianem
analitycznym J9(x) odnoszacym si¢ do wybranego uktadu wspdirzednych
a jakobianem geometrycznym J*(x) w przestrzeni

J(x) = F(k(x))J%(x), (2.125)

gdzie k(x) oznacza kinematyke podwéjnego wahadla wyrazong we wspot-
rzednych w postaci (2.67). Latwo sprawdzié, ze wyliczone wczeséniej jako-
biany (2.81) i (2.102) speiniaja zaleznos¢ (2.125).

Zaleznodci typu (2.125) s3 wazne z obliczeniowego punktu widzenia.
Pozwalaja one bowiem wyliczy¢ jakobian analityczny w sytuacjach, gdy
nie jesteSmy w stanie wyrazi¢ kinematyki manipulatora we wspéirzednych
w sposéb jawny. |
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Przyklad 2.3.26 (Manipulator typu SCARA)

W celu wyznaczenia relacji wigzacej jakobian analityczny J¢ manipulatora
SCARA z jego jakobianem geometrycznym w przestrzeni J° nalezy postapic
dokladnie w taki sam sposéb, jak w przypadku manipulatora typu podwéjne
wahadlo (przyktad 2.3.25). Po wykonaniu niezbednych przeksztalceii otrzy-
mujemy zwigzek postaci

1 00 aisy + azsiz i
010 —ajci — azciz
0 01 0
s _ a
J°(x) = 00 0 0 J¢(x). (2.126)
0 00 0
0 0 0 1 |
|

Przykiad 2.3.27 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Na zakonczenie znajdziemy zaleznos$¢ wigzaca jakobian analityczny manipu-
latora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym, zdefiniowany przez (2.87),
z jego jakobianem geometrycznym w przestrzeni okre§lonym przez (2.105).
Dla wybranych wspéirzednych kinematyki** otrzymujemy

T(y) = (y1,u2,93)",

gdzie §; i ¢; oznaczaja sinyi i cos yi. Wyliczenie macierzy Qs = RR" pozwala
na okre§lenie wektora predkosci katowe]

84Y5 — €485U6 0 34 —C485] [ua
ws = Ualsys =1 0 & Us
¢4Ys + 8485Y6 0 &4 8485 Ys

Nastepnie, po znalezieniu wektora vi = T — QT postaci
U1 —Y3Ys +Y284Us5 + (Y28485 — y385)Use
vs = | U2+ (Y384 —y1¢4)Us — (Y18485 +y3E485) U6 |,
U3z + Y194 —Y284Ys5 + (Y165 + Y28455)Ue

**Sa to wspdlrzedne kartezjariskie polozenia efektora wraz z katami Eulera Y-Z-Y
okreslajacymi jego orientacje.
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otrzymujemy nastepujacy zwiazek miedzy predkosciami w przestrzeni a pre-
dkosciami we wspdirzednych zadaniowych

100 —ys RIS Y28485 —y3ls | (U

010 0 —yi€s+ys8s y18485+y38aSs|| vz
(Vs) _ (00T v —Y254 Yiés +ualass | [ Us | (2.127)
W 000 0 §4 —64§5 1_;!4

000 1 0 &s Us

000 0 & g8 | \ue

Na podstawie formuty (2.127), po utozsamieniu wspétrzednych konfigura-
cyjnych q z polozeniami przegubéw manipulatora x, otrzymujemy poszu-
kiwany zwigzek miedzy jakobianem analitycznym J“(x) odnoszacym sie do
wybranych wspélrzednych zadaniowych a jakobianem geometrycznym J%(x)
w przestrzeni

1 0 0 —x7—s2a23 c2(dy + azs3+ azsq — decs)
010 0 —X182 — azc3 — azcq — dgss
JS(x) = 001 C2023 —so(dq + azs3 + azss — decs)
000 0 —$7
000 1 0
000 0 ¢
x1¢5 + 82(d185 + a2c3-5 + a3c4_s5) ]
—X1C2S85
—cz(dyss + azc3-5 + azcqs) J9(x), (2.128)
—C285
—$285 |
przy oznaczeniach ay3 = ac3 + azcs + dgss, ci—j = cos(xi — xj). [ ]

Konczac rozwazania na temat kinematyki, zwré¢my uwage na zalety
wykladniczej reprezentacji kinematyki manipulatora ujawniajace sie przy
obliczaniu jakobianu geometrycznego manipulatora w przestrzeni. Miano-
wicie, nietrudno pokazaé, ze formuta predkosci efektora w przestrzeni przyj-
muje postaé

VE=K(@)K '(q) =
=141 +exp(Ciq1)Crexp(—Ciq1)d2+ - - - +exp(Ciqq) - -
- exp(Cn-1dn-1)Cnexp(—Cn1dn-1) - - -€xp(—C1q1)dn. (2.129)
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Dzigki zaleznosci (2.58)

exp(Zidi) — exp([gn]qi) —(wiTm)qi_ (2.130)

Macierze wystepujace we wzorze (2.129) po lewej stronie predkosci ru-
chu przegubéw naleza do algebry Liego se(3) grupy SE(3) i sa zdefinio-
wane przez wektory z przestrzeni R® (skretniki), ktére mozna potraktowaé
bezposrednio jako kolumny jakobianu geometrycznego w przestrzeni.

Przykiad 2.3.28 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)

Zgodnie z formuly (2.130), korzystajac z reprezentacji wykladniczej kine-
matyki (2.60), (2.61) mozemy obliczy¢ predkos¢ w przestrzeni efektora ma-
nipulatora typu podwdéjne wahadlo

Vs =K(q)K'(q) = ¢1¢1 + exp(&191)L2exp(—1q1) G (2.131)

Macierze, przez ktére sa mnozone predkosci w (2.131) naleza do algebry
Liego se(3), a odpowiadajace im skretniki definiuja kolumny jakobianu geo-
metrycznego w przestrzeni. Jak latwo zauwazyé¢, macierz ¢y = [[eoﬂ %} jest

réwnowazna wektorowi eg € R®. Druga z macierzy

exp(C1q1)Caexp(—Ciqr) =

_ [R(z,q1) 0] [les] —liez] [RT(z,q1) O] _[les] —LiR(Z, qi)ez
- 0 1 0 0 0 11 |0 0 ’

ma skretnik (1ys7,—17¢1,0,0,0,1)T. W rezultacie, jakobian geometryczny
w przestrzeni

0 1181

0 —11(31

0 0

I*(a) = |, , (2.132)
0
1

0
0
L 1 -

obliczony przy wykorzystaniu reprezentacji wykladniczej kinematyki po-
dwéjnego wahadla jest taki sam, jak otrzymany w przyktadzie 2.3.16. W
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Przykiad 2.3.29 (Manipulator typu SCARA)
Korzystajac z reprezentacji wykladniczej (2.63), (2.64) kinematyki manipu-
latora SCARA, obliczamy predkos¢ efektora w przestrzeni

Vs =K(q)K '(q) = 191 + exp(&1d1) G+
+ exp(€141) exp(2d2)C3 exp(—C2q2) exp(—C141)d3 + exp(Ci1d1) exp(L242)
exp((393)Cs exp(—C393) exp(—C2q2) exp(—C1d1)ds. (2.133)
Jako kolumny jakobianu geometrycznego w przestrzeni manipulatora SCA-
RA wezmiemy skretniki odpowiadajace macierzom, przez ktére sa mnozone

predkosci przegubéw manipulatora we wzorze (2.133). Po wykonaniu ele-
mentarnych operacji algebraicznych otrzymujemy nastepujace wyniki:

0= [[63] 0] = ec € RS,

0 0 arsq
—aicq
les] —aiR(Z,q1)ex| - 0
eXp(C]q])Czexp(—C]ch) = |: 03] 1 (0 CI1) 2:| ~ O €R6,
0
1

exp(L141) exp(82q2)¢3 exp(—aq2)exp(—L1qr) = {3 = e3 € RS,
exp(C1q1) exp(C2q2) exp(C3q3)Cs exp(—C3q3)exp(—C2q2) exp(—Cid7) =

ais)+ azsqz

azsz —aiC1 — azCi2
_ |les] —R(Z,q1) | —ar—aze2 | | L 0 c RS,
0 0
0 0 0
1
W rezultacie, jakobian geometryczny w przestrzeni
[0 ajs;1 0 aisy+ azsiz ]
0 —aicq 0 —ajcip —azcCiz
0 0 1 0
S _
0 0 0 0
|1 1 0 1 ]

ma postaé identyczna z (2.104). |



2.3 Kinematyka manipulatora 79

2.3.5 Konfiguracje osobliwe

Konfiguracje, jakie przyjmuje manipulator w czasie ruchu dziela sie na
dwie klasy: konfiguracje regularne (nieosobliwe) i konfiguracje osobliwe.
Méwimy, ze konfiguracja manipulatora jest regularna, jezeli jakobian geo-
metryczny (w przestrzeni lub w ciele) ma pelny rzad wierszowy, to zna-
czy rzad jakobianu jest réwny wymiarowi rozmaitodci zadaniowej. Zgodnie
z powyzsza definicja, w konfiguracji regularnej przeksztalcenie

s L. Vg
J°(q): q+— (ws>

jest suriekcjg lintowq. Konfiguracje q manipulatora, w ktérej rzad jako-
bianu geometrycznego jest mniejszy od wymiaru rozmaitosci zadaniowej,

rankJ*(q) < dim Z,

nazywamy konfiguracja osobliwa. Zauwazmy, ze manipulator, ktérego liczba
stopni swobody jest mniejsza od wymiaru rozmaito$ci zadaniowej, ma wy-
tacznie konfiguracje osobliwe. Z definicji jakobianu geometrycznego wynika,
ze w konfiguracji osobliwej istniejg takie wektory predkosci ruchu prze-
gubdéw, ktére nie powoduja ruchu efektora manipulatora. Oznacza to, ze
manipulator traci zrecznosé ruchu. Stopien utraty zrecznosci ruchu w kon-
figuracji osobliwej mierzy sie liczba zwang korzedem tej konfiguracji

corank q = dim Z —rank J*(q). (2.135)

Korzad konfiguracji osobliwej okreéla liczbe niezaleznych kierunkéw ruchu
w przestrzeni stycznej do rozmaitosci zadaniowej w punkcie K(q), ktérych
nie mozna wygenerowa przy pomocy ruchu przegubéw w kierunkach do-
puszczalnych w konfiguracji q.

Niech bedzie dana kinematyka K: @ — Z manipulatora o n stopniach
swobody, wraz z jakobianem geometrycznym J°(q). Stosownie do podanej
definicji, konfiguracje osobliwe manipulatora naleza do zbioru

S ={q € Q| rank]J*(q) < dim Z}. (2.136)

Utozsamiajac konfiguracje ze wspélrzednymi przegubowymi mozemy zale-
znos¢ (2.136) przepisa¢ w réwnowaznej postaci

S ={x € R" rankJ*(x) < dim Z}.
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Poswie¢my nieco uwagi zbadaniu podstawowych wtasnosci zbioru S. Jak
latwo zauwazyé, wyznaczenie zbioru konfiguracji osobliwych wymaga roz-
wigzania pewnego ukladu réwnan nieliniowych, zatem konfiguracje oso-
bliwe moga nie by¢ mozliwe do wyznaczenia w sposéb jawny (symboliczny).
Z ciaglosci jakobianu geometrycznego jako funkcji konfiguracji wynika, ze
zbior S jest domkniety. Co wiecej, poniewaz kinematyka manipulatora jest
funkcja analityczna, zbidér S jest tzw. zbiorem analitycznym, to znaczy
miejscem zerowym pewnej liczby funkcji analitycznych. Jako zbidér anali-
tyczny zbiér konfiguracji osobliwych jest nigdziegesty w przestrzeni prze-
gubowej (o ile tylko manipulator posiada konfiguracje regularne), a wiec
jest zbiorem topologicznie matym®. Generalnie, zbidr S nie jest podrozma-
itoscig przestrzeni przegubowej, jest jednak sumg podrozmaitosci (warstw)
utozonych wzgledem siebie w pewien regularny sposéb’. Wymiar zbioru S
definiuje sie¢ jako najwigkszy wymiar podrozmaitosci sktadajacych sie na
ten zbiér. Zalézmy, ze wymiar rozmaitosci zadaniowej wynosi m. Niech Sy
oznacza zbidr konfiguracji osobliwych korzedu k. Jest oczywiste, ze

m
S = U Sy.
k=1

Jezeli zbiér konfiguracji osobliwych korzedu k jest podrozmaitoscia prze-
strzeni przegubowej, to jego kowymsiar

codim Sy = k(n — m + k).

Czesto w celu wyznaczenia konfiguracji osobliwych manipulatora uzywamy
reprezentacji jego kinematyki we wspoélrzednych oraz jakobianu analitycz-
nego. Uzyskane w ten sposéb wyniki bedg takie same, jak w przypadku
wykorzystywania jakobianu geometrycznego, pod warunkiem ze macierze
przeksztalcajace jakobian analityczny w geometryczny® sa nieosobliwe. Oso-
bliwoéci tych macierzy sa zZrédiem tzw. osobliwosct reprezentacj: kinema-
tyki manipulatora.

Przykiad 2.3.30 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)
Wyznaczymy zbidér konfiguracji osobliwych dla manipulatora typu podwéj-
ne wahadlo. Z definicji konfiguracji osobliwej wynika, ze ten manipulator,

*Tzw. zbiorem I kategorii.
YZwany stratyfikacja Whitneya.
‘Patrz formuta (2.119).
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opisany kinematyka K(q) postaci (2.46) z jakobianem geometrycznym J*(q)
danym zaleznoscia (2.102), ma wylacznie konfiguracje osobliweS. Podobna
sytuacja ma miejsce przy ograniczeniu rozmaitosci zadaniowej manipulatora
do grupy SE(2). Jej wymiar wciaz jest wigkszy od maksymalnego rzedu
jakobianu manipulatora.

Konfiguracje regularne w przestrzeni przegubowej rozpatrywanego ma-
nipulatora pojawiaja si¢ dopiero po redukcji wymiaru przestrzeni zadanio-
wej do dwoch. Z taka sytuacja mamy do czynienia, gdy manipulator jest
opisany kinematyka (2.68) z odpowiadajacym jej jakobianem (2.82), badz
kinematyka (2.69) z jakobianem (2.83). W pierwszym przypadku, wyli-
czajac wyznacznik jakobianu J¢(x) otrzymujemy

det J%x) = 111, sin x5.

Oznacza to, ze dla manipulatora typu podwdéjne wahadlo, opisanego kine-
matyka (2.68), zbiér konfiguracji osobliwych

S = {x=(x1,x2)" € R?| sinx, = 0}. (2.137)

Analogicznie, przy kinematyce (2.69) otrzymujemy zbidér konfiguracji oso-
bliwych
S ={x = (x1,x2)" € R?| sinx; = 0}. (2.138)

Przykiad 2.3.31 (Manipulator typu potréjne wahadlo)

Podobnie jak w poprzednim przykiadzie, manipulator typu potréjne wa-
hadlo z kinematyka (2.47) przyjmujaca wartosci na rozmaitosci zadanio-
wej SE(3) jest zawsze osobliwy. Policzenie wyznacznika jakobianu anali-
tycznego J(x) danego przez (2.84), odpowiadajacego kinematyce (2.70),
prowadzi do wyznaczenia zbioru konfiguracji osobliwych

S = {x = (x1,%x2,x3)7 € Rﬂ sinxp; = O}. (2.139)

W celu znalezienia zbioru konfiguracji osobliwych manipulatora typu
potréjne wahadto z kinematyka (2.71), nalezy okresli¢ zestaw

L1(1zs2 + 13523)
D, = | 13(1s3 + 11523)
1rl3s3

SWymiar rozmaitosci zadaniowej SE(3) wynosi 6; rzad macierzy J*(q) — co najwyzej 2.
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minoréw stopnia 2 jakobianu J“(x) danego zaleznoscia (2.85). Jak widac,
wszystkie minory macierzy (2.85) beda réwne zero jedynie wtedy, gdy s, =
s3 = 0. Poszukiwany zbiér konfiguracji osobliwych mozna wiec zapisa¢ jako

S = {x = (x1,x2,x3)" € R?| sinx, =sinx3 = 0}. (2.140)
|

Przykiad 2.3.32 (Manipulator typu SCARA)

Poniewaz manipulator typu SCARA opisany kinematyka (2.48) ma mniej
niz 6 stopni swobody, przyjmuje on wylacznie konfiguracje osobliwe. Przy
kinematyce (2.72) i ograniczeniach (2.74) konfiguracje osobliwe manipula-
tora tworza zbidr

S = {x = (x1,x2,x3,x4)" € X[ sinx, =0}, (2.141)

co wynika z postaci wyznacznika jakobianu analitycznego (2.86). Wylicze-
nie minoréw macierzy (2.86), z usunietym ostatnim wierszem, prowadzi do
wniosku, ze zbidr konfiguracji manipulatora SCARA opisanego kinema-
tyka (2.73) jest taki sam jak (2.141). [ |

Przykiad 2.3.33 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Manipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym z kinematyka zdefinio-
wang wzorem (2.49) jest jedynym wsréd analizowanych przez nas przykla-
déw manipulatoréw o rozmaitosci zadaniowej SE(3), ktérego rozmaitosé
przegubowa nie sklada sie wylacznie z konfiguracji osobliwych. Wyznacz-
nik jakobianu geometrycznego w przestrzeni J°(q), danego wzorem (2.105),
jest réwny’
det J*(x) = —aza3c2s3 48s5.

Biorgc pod uwage ograniczenia ruchu w przegubach manipulatora wyni-
kajace z jego konstrukcji mechanicznej (2.78), zbiér konfiguracji osobliwych
mozemy zapisaé jako

S* = {x =(x1,...,x6)" € X}xz =+T Vx5 =0Vxs5 :7'(}. (2.142)

Wyznacznik jakobianu J¢(x) postaci (2.87) wynosi

detJ%(x) = —azazcas34. (2.143)

YPo utozsamieniu zmiennych q ze zmiennymi x.
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Prowadzi to, ponownie po uwzglednieniu ograniczeii konstrukcyjnych ma-
nipulatora, do zdefiniowania zbioru konfiguracji osobliwych formutg

S:{x:(x1,...,x6)T€X|x2:i7j‘}. (2.144)

Inkluzja S C S*, §wiadczy o tym, ze S* zawiera nie tylko osobliwo$ci mani-
pulatora, lecz takze osobliwo$ci reprezentacji.

Wyznaczmy jeszcze osobliwo§ci manipulatora IRb-6 zamontowanego na
torze jezdnym, traktowanego jako manipulator redundantny z kinematy-
ka (2.77). Po obliczeniu minoréw rzedu trzeciego jakobianu analitycznego
tego manipulatora stwierdzamy, ze znajduje sie w§réd nich minor posta-
ci araszssz 4(axcs + ascqg + dess), ktéry w calej przestrzeni przegubowej
manipulatora X jest rézny od zera. Oznacza to, ze redundantny mani-
pulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym nie ma w ogdle konfiguracji
osobliwych. |

2.4 Kinematyka robota mobilnego

Po zdefiniowaniu kinematyki manipulatora, bedacego uktadem holonomicz-
nym, zajmiemy sie teraz kinematyka uktadu robotycznego opisanego w uni-
wersum fazowym RN x RN za posrednictwem | niezaleznych ograniczen
nieholonomicznych. Zatézmy, ze uktad nie podlega ograniczeniom konfigu-
racyjnym (k = 0, a wiec liczba stopni swobody n = N). Tak okreslony uktad
robotyczny bedziemy nazywaé nieholonomicznym robotem mobilnym lub,
po prostu, robotem mobilnyml!l. Zadanie, jakie ma realizowaé robot mo-
bilny, polega na poruszaniu si¢ w pewnym otoczeniu. Z formalnego punktu
widzenia, kinematyka robota mobilnego jest scharakteryzowana przez uklad
sterowania, liniowy z uwagi na sterowanie, postaci (2.33)

q=G(qu= Z gi(q)uy, (2.145)
i

w ktéorym @ € R™, uw € R™, m = n — L. Pola wektorowe sterujace
g1(q), ..., gm(q) sa gltadkie (a nawet analityczne). Bedziemy zakiadal, ze
sterowania ukladu (2.145) naleza do przestrzeni Hilberta 1L.2.[0, T] funkcji
catkowalnych z kwadratem, okre§lonych na pewnym przedziale czasu [0, T]

Ihw tej ksigzce terminy: robot nieholonomiczny i robot mobilny sg traktowane jako
synonimy. Nie znaczy to, ze negujemy istnienie holonomicznych robotéw mobilnych.
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i przyjmujacych wartosci w R™ (praktycznie, czesto bedziemy mie¢ na
my$li sterowania odcinkami ciggle lub odcinkami stale, o skoiczonej licz-
bie punktéw nieciggtosci).

Zatézmy, ze dla kazdego stanu poczatkowego qo i zadanego sterowa-
nia u(-) istnieje trajektoria q(t) uktadu (2.145) okreslona na przedziale [0, T].
Zdefiniujmy odwzorowanie przejscia stanéw ukladu (2.145)

q(t) = @<(do,u(-)), (2.146)

ktére stanowi poczatkowemu uktadu qo i sterowaniu u(-) przyporzadkowuje
stan uktadu w chwili t € [0, T]. Oczywiscie, dla t = 0 mamy zawsze
®o(qo,u(:)) = qo. Przy ustalonym stanie poczatkowym qo i zmieniajagcym
sie sterowaniu u(-) odwzorowanie (2.146) opisuje stany osiagalne w uktadzie
sterowania (2.145) ze stanu qo w chwili t. Jezeli dla kazdego qo zbidr stanéw
osiagalnych w chwili t obejmuje calg przestrzen stanu R™, uklad (2.145) na-
zywamy sterowalnym w chwili t**. Uklad sterowalny w dowolnie matlej
chwili czasu t > 0 nazywamy sterowalnym w krétkim czasie. Okazuje
sie, ze nieholonomiczno$¢ ukladu (2.145) jest warunkiem wystarczajacym
sterowalno§ci w krétkim czasie przy pomocy odcinkami stalych sterowail.
Oznacza to, ze dla robota nieholonomicznego odwzorowanie @(qo, ) jest
suriekcja przy kazdym qoit > 0.

Niech zadanie realizowane przez robota mobilnego polega na osiggnie-
ciu zadanego stanu qq w okreslonej chwili t € [0, T] przy ustalonym sta-
nie qo w chwili 0. Traktujac stan qo jako ustalony, mozemy zamiast (2.146)
rozwaza¢ odwzorowanie

Kqo,t: L7[0, 1] — R™, kg, (u(-)) = @i(do,ul-)), (2.147)

ktére nazwiemy kinematyka robota mobilnego w chwili t € [0,T]. Dla
odréznienia, odwzorowanie kg, T zdefiniowane przy pomocy formuty (2.147)
dla t = T bedziemy nazywaé kinematyka robota mobilnego. Kinema-
tyka kq, 7 odwzorowuje oco-wymiarowa przestrzen sterowan w przestrzen
stanu ukladu. Odpowiednikiem jakobianu analitycznego manipulatora jest
w tym przypadku rézniczka odwzorowania kq, 1. W celu jej obliczenia
skorzystamy z kinematyki robota mobilnego w chwili t € [0, T]. Réznicz-
ka'm Dkg, t(u(-)), w punkcie u(-) € L2 [0, t], jest przeksztatceniem liniowym

DKkq, t(u(-)) : LZ[0,t] — R™,

**Scidlej, osiagalnym, ale dla ukladéw postaci (2.145) sterowalno$¢ jest réwnowazna
osiggalnosci.
TTRézniczka Gateaux.
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okreslonym formula

D) g eul) £ yv()). (2.148)

Dkg,,t(u(-))v(-) = Iy
v=0

Nietrudno zauwazy¢, ze dla t = 0 rézniczka znika, tzn. Dkq, o(u(-))v(-) =0.
Aby wyliczy¢ Dkg, ¢(u(-)), zrézniczkujmy obie strony (2.148) wzgledem
czasu

<& Dk a(u()wl) =
d d d d
= didy y:locqo,t(u(-) i =g o ¢ Ko tul) +yv()) =
= di y_oc;itcpt(qO,u(-) +yv()) =
= 3| Sleddoul) +ywl)))ul) +yv()(t) =
Y ly=0

_ 9(G(a(t))u(t))

34 Dkqp,t(u(-))v(-) + G(q(t))v(t).

Jak wida¢, rézniczka Dkgq, ¢(u(-))v(-) kinematyki kq, ¢ jest rozwigzaniem
w chwili t tzw. réwnania wariacyjnego stowarzyszonego z uktadem (2.145).
Réwnanie to przedstawia przyblizenie liniowe ukladu (2.145) wzdiluz pary
(sterowanze, trajektoria) = (u(t), q(t)) przy zalozeniu, ze sterowanie uleglo
malej zmianie (wariacji) w kierunku v(-). Przy oznaczeniach

A(t) = ———————, B(t) =G(q(t)), (2.149)
mozemy je zapisa¢ w nastepujacy sposéb

a(t) = G(q(t)u(t)

d (2.150)
It Dkq,,t(u(-))v(-) = A(t) DKgy, t(u(-))v(-) + B(t)v(t),

z warunkiem poczatkowym q(0) = qo oraz Dkgq, ¢(u(:))v(:)lt=0 = 0. Ko-
rzystajac z ukladu réwnan (2.150) wyliczamy rézniczke Dkg, T(u(-))v(-)
kinematyki w chwili T

T

Dkgq,, 1(u())v(:) = JO O(T, s)B(s)v(s)ds, (2.151)
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ktéra bedziemy nazywacl jakobianem analitycznym robota mobilnego. Ma-
cierz fundamentalna @(t, s) wystepujaca w formule (2.151) spetnia réwnanie

d—id)(t, s) =A(t)D(t,s)

przy warunku @(s,s) = I,,. Moéwimy, ze rézniczka Dkgq, 1(u(-)) ma pelny
rzad w punkcie u(-), jezeli Dkq, t(u(:)) jest suriekcja liniowa™. Wtasnosé
»DKg,,7(u(-)) ma peilny rzad” oznacza, ze jezeli za posrednictwem sterowa-
nia u(-) osiggamy stan q, to kazdy stan q’ z pewnego otoczenia q mozemy
osiagnaé biorac pewne sterowanie w’(-) bliskie u(-). Sterowania u(-), dla
ktérych rzad Dkg, t(u(-)) nie jest pelny, bedziemy nazywaé sterowaniamsi
osobliwyms.

Sterowania osobliwe robota mobilnego bedziemy nazywaé osobliwos-
ctami kinematyki robota mobilnego. Analize osobliwosci kinematyki za-
czniemy od bardzo prostego przykladu. Niech u(-) = 0. Trajektoria u-
ktadu (2.145) odpowiadajaca temu sterowaniu jest, oczywiscie, trajektoria
stala, q(t) = qo. Z definicji (2.150) wynika, ze macierz A(t) = 0, nato-
miast macierz B(t) = G(qo) jest stata. Oznacza to, ze macierz fundamen-
talna @(t,s) = I, za$§ jakobian analityczny

T

Dkg, 1(01v(-) = G(qo) L v(s)ds = G(qow

dla pewnego w € R™. Latwo zauwazy¢, ze jezeli m < n, to
dim DKgq,,1(0) (LZ,0,T]) <m <,

a zatem sterowanie zerowe jest osobliwe w sposéb trywialny.

W ogélnym przypadku warunki konieczne, jakie musi spelniaé sterowa-
nie osobliwe, otrzymujemy z warunkéw osobliwo$ci sterowania w pewnym
zadaniu sterowania optymalnego. Niech bedzie dane zadanie sterowania
optymalnego ukladu (2.145) z lagranzianem L[(q,u). Zgodnie z wymaga-
niami Zasady Maksimum Pontriagina utwérzmy hamiltonian

H(q>p>p0>u’) :pTG(q)u—poL(q,u), (2'152)

w ktérym wspdlczynnik po moze by¢ réwny zero. Sterowanie optymal-
ne u(t) nazywamy osobliwym, jezeli po oraz odpowiadajaca mu ekstremala

#Tzn. wymiar obrazu dimDXkq, T (w(-)(L2,10,T]) = n.
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jest osobliwa’. W tym celu, dla i = 1,2,..., m, musza by¢ spelnione wa-
runki

p'gi(q) = 0. (2.153)

Przypominamy, ze zmienna dolgczona nie znika, tzn. p # 0. Aby uzyskaé
warunki konieczne, jakie musi speinia¢ ekstremala osobliwa (a wigc, a fortio-
ri, takze sterowanie osobliwe), zrézniczkujemy warunek (2.153) wzgledem
czasu

d m

—p'gil@) =p" > lg;,91(a)u; =p Xy, gil(q) =0, (2.154)

dt —

gdzie symbolem [X,Y] oznaczyli§my nawias Liego pél wektorowych, na-

tomiast pole wektorowe Xy(q) = G(q)u. Biorac réwnania (2.154) dla
i=1,2,...,m, otrzymujemy zaleznos¢
M(q,p)u =0, (2-155)

w ktérej macierz M(q,p) o elementach mi;(q,p) =p'lg;,9il(q) jest skosnie
symetryczna. Jezeli ta macierz jest nieosobliwa, jedynym sterowaniem oso-
bliwym jest sterowanie zerowe u(-) = 0. W przeciwnym wypadku, poprzez
wytrwate rézniczkowanie zaleznosci (2.154) wyprowadzamy kolejny warunek
konieczny

M(q,p)u=N(q,p,u),

w ktérym i-ta sktadowa wektora N(q,p,u) wyraza sie¢ wzorem

i(q,p,u) Zp l9v, (95, 9:ll (@) uju.

Kontynuujac rézniczkowanie, mozna wyprowadzi¢ warunki konieczne wyz-
szych rzedéw na sterowanie osobliwe. Do tematu sterowand osobliwych
wrécimy jeszcze raz w podrozdziale 4.1.

Na zakonczenie wywodéw formalnych przedstawimy prosty przyktad wy-
znaczenia sterowan osobliwych przy pomocy wyprowadzonych powyzej wa-
runkéw koniecznych.

tZobacz dodatek A.5.
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Przyklad 2.4.1 (Sterowanie osobliwe)
Niech bedzie dany uktad sterowania

—q2uq —q2 0 0
. . uz . 0 1 0
q=G(qu= " = 4 [wmtolvet]y|us (2.156)
us 0 0 1
gdzie q € R* u € R3. Z warunku (2.153) wynika, ze
P3—pi1q2=0 oraz py=p4=0. (2.157)
Nietrudno wyliczyé macierz
0 —P1 0
M(q>p) = |P1 0 0 :p][e3]:
0 0 O
co pozwala napisa¢ réwnania (2.155)
piux=0 1 pju =0. (2.158)

Zauwazmy, ze ze wzgledu na nieznikanie zmiennej dolaczonej, z zaleznos-
ci (2.157) wynika p; # 0, co w potaczeniu z (2.158) daje u; = uy = 0.
W konsekwencji, warunki konieczne sa spelnione przez sterowanie osobli-
we u(t) = (0,0,usz(t))" przy dowolnym us(t). [ |

2.5 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Podstawowe pojecia kinematyki punktu materialnego i ciala sztywnego mo-
zna znalezé we wstepnych rozdzialach podrecznikéw do mechaniki anali-
tycznej [Gut71, Wit77, RK95] lub robotyki [Pau81, AS86, Cra93, Lat93,
MLS94, Duf96, SS96, SV97|. Konsekwentne, geometryczne ujecie kine-
matyki ciala sztywnego w jezyku teorii grup i algebr Liego zawiera mo-
nografia [MLS94]. Podstawowe pojecia geometryczne stosowane w robo-
tyce zostaly wylozone w sposéb wyczerpujacy w pracy [Sel96]. Parame-
tryzacje i uktady wspéirzednych w specjalnej grupie obrotéw oraz w spe-
cjalnej grupie euklidesowej naleza do klasycznego materialu podreczniko-
wego [GR84, Cra93, Lat93, MLS94, SV97, Ang97]. Oceny rdéznych para-
metryzacji z punktu widzenia dokladnosci §ledzenia trajektorii dokonano
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ostatnio w pracy [C198]. Formule definiujaca wspéhrzedne wykladnicze
w SE(3) zaczerpneliSmy z pracy [TD94]|. Termin , wigezy nieholonomiczne”
zostal wprowadzony przez Hertza, [AKN88]. Posta¢ ograniczen fazowych
zwana postaciag Pfaffa wywodzi sie z teorii réwnan rézniczkowych czastko-
wych [Zhi92]. Dynamiki ukladéw nieholonomicznych dotycza prace [NF71]
oraz [VG94]. Pojecia rozmaitosci rézniczkowej, dystrybucji oraz nawiasu
Liego naleza do geometrii rézniczkowej [Gan87, Spi79]. Narzedzia geometrii
rézniczkowej w zakresie uzywanym do opisu i analizy kinematyki ukltadéw
nieholonomicznych zostaly rozwinigte w obrebie geometrycznej teorii ste-
rowania [Isi89, NS90]. Warunek wystarczajacy nieholonomicznosci wiezéw
przedstawiony w twierdzeniu 2.2.1 oznacza, ze ruch ukladu nie moze by¢
ograniczony do zadnej wlasciwej podrozmaito$ci uniwersum konfiguracyj-
nego i jest réwnowazny warunkowi sterowalnosci ukladu (2.33), znanemu
jako twierdzenie Chow [Cho39, Isi89, NS90]. Warunek holonomicznosci
ograniczenl fazowych wynika z twierdzenia Frobeniusa [Spi79] i orzeka, ze
ruch ukiadu jest ograniczony do pewnej podrozmaitosci uniwersum konfi-
guracyjnego. W przypadku cze$ciowej holonomicznosci kowymiar tej pod-
rozmaitodci moze by¢ mniejszy niz liczba ograniczer fazowych. Wiezy na-
zywane przez nas nieholonomicznymi bywaja w literaturze okres§lane mia-
nem catkowicie nieholonomicznych [MLS94]. Punkty, w ktérych otoczeniu
stopien nieholonomicznosci dystrybucji ulega zmianie, nazywaja sie oso-
bliwosciami dystrybucji. Klasyfikacje osobliwosci dystrybucji robota mo-
bilnego zlozonego z ciggnika i przyczep podaje praca [Jea96]. Ze wazgledu
na to, ze kinematyka manipulatora jest odwzorowaniem rozmaitosci, sta-
ramy sie stosowaé terminy ,rozmaito§¢ przegubowa” i ,rozmaito$¢ zada-
niowa”, w odréznieniu od przestrzeni przegubowej i przestrzeni zadanio-
wej, ktére pojawiaja si¢ po zdefiniowaniu na tych rozmaitosciach uktadéw
wspollrzednych lub parametryzacji. Reprezentacja Denavita-Hartenberga
nalezy do znanych, standardowych narzedzi analizy kinematyki manipu-
latoréw [DH55, Pau81, SV97, Ang97, CD98]. Reprezentacja uzywana przez
nas nosi nazwe standardowej; alternatywa jest tzw. reprezentacja zmodyfi-
kowana. Idea reprezentacji wykladniczej kinematyki manipulatora pochodzi
od Brocketta [Bro84]; zostala ona nastepnie rozwinieta w ksigzce [MLS94].
Przykladem reprezentacji algebraicznej kinematyki manipulatora jest re-
prezentacja kwaternionowa (lub bikwaternionowa) wykorzystujaca wiasnosé
nakrycia grupy SO(3) przez kwaterniony jednostkowe [Sel96, Sic98]. Pojecie
skretnika nalezy do teorii §rub, ktérej podstawy mozna znalezé w pra-
cach [WN92, MLS94]. Termin ,jakobian geometryczny” pochodzi od Si-
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ciliano [SS96] i oznacza transformacje predkosci manipulatora, ktdérej wy-
liczenie nie wymaga wykorzystania uktadéw wspdlrzednych przegubowych
ani zadaniowych. Przez odwotanie sie do formuty predkosci efektora w ukta-
dzie przestrzeni i w ukladzie ciala zdefiniowaliémy jakobian geometryczny
w przestrzeni i jakobian geometryczny w ciele. Obiekt geometryczny zwany
w literaturze jakobianem manipulatora, [Pau8l, SV97], nie jest zadnym
z wymienionych jakobianéw geometrycznych. Zwiazki miedzy jakobianami
analitycznymi a geometrycznymi sa konsekwencja formuly transformacji
predkosci (2.119). Formula ta moze réwniez postuzy¢ do analizy osobli-
wosci reprezentacji manipulatora. O osobliwog§ciach reprezentacji traktuje
praca [Dul96]. Zastosowanie reprezentacji wyktadniczej kinematyki do ob-
liczania jakobianu geometrycznego wydaje sie przekonujace. Do najciekaw-
szych aspektow analizy kinematyki manipulatoréw nalezy zadanie wyzna-
czenia konfiguracji osobliwych [Cra93, MLS94, SV97]. Badania konfigura-
cji osobliwych manipulatoré6w zainicjowat Whitney [Whi72]. Problematyka
osobliwosci kinematycznych jest uprawiana przez autoréow tej ksigzki od
wielu lat [T'ch90, Tch91, TU92, TD93, Tch95, Mus96, MT96, TM97, TM98,
Tch98]. Opis kinematyki robota mobilnego jako odwzorowania osiagalnosci
stanéw pewnego ukladu sterowania pochodzi z prac Wena i wspétpracowni-
kéw [DW94, PW96, DW97a, DW97b, DSW98|, i pozwala uzyska¢ reprezen-
tacje kinematyki robota mobilnego formalnie analogiczng do reprezentacji
kinematyki manipulatora. Wymieniona analogia rozciaga sie¢ na pojecia
jakobianu analitycznego oraz osobliwodci kinematyki. Przy wyprowadze-
niu formuly jakobianu analitycznego (2.151) mozna skorzysta¢ z wynikéw
przedstawionych w ksiazce Sontaga [Son90]. Zadanie sterowania optymal-
nego (2.152) bylo rozwazane w pracy [Mon92| i monografii [MLS94|; tam tez
wyprowadzono warunek (2.155). Wiecej informacji na temat sterowan oso-
bliwych w kontekscie Zasady Maksimum Pontriagina mozna znalezé w ksia-
zce [VGO7]. Przyktadowy ukiad sterowania (2.156) zostat zdefiniowany za
posrednictwem tzw. struktury quasi-kontaktowej w R*.
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Rozdzial 3

Algorytmy kinematyki
odwrotnej manipulatora

Niech bedzie dany manipulator o n stopniach swobody, z rozmaitoscig prze-
gubowa Q i rozmaitoscia zadaniowa Z C SE(3). Zadanie polegajace na
wyznaczeniu kinematyki

K: Q — Z c SE(3).

manipulatora, w postaci reprezentacji Denavita-Hartenberga lub reprezen-
tacji wykladniczej, nazywa sie prostym (bezposrednim) zadaniem kinema-
tyki. W wyniku jego rozwiazania otrzymujemy zalezno§é polozenia i orien-
tacji efektora manipulatora od konfiguracji jego przegubéw. Prostemu zada-
niu kinematyki poswieciliSmy wiele miejsca w poprzednim rozdziale. Z pun-
ktu widzenia sterowania manipulatora wazniejsze jest jednak inne zadanie,
polegajace na wyznaczeniu ruchu przegubdéw manipulatora zapewniajacego
wykonanie okre§lonego ruchu efektora na rozmaitosci zadaniowej. To ostat-
nie zadanie nazywa sie odwrotnym zadaniem kinematyk: i formutuje w na-
stepujacy sposéb:

Majac dang trajektorie ruchu z4 : 7 — Z na rozmaito$ci zada-
niowej, okreslona na pewnym przedziale czasu Z C R, wyznaczy¢
odpowiadajaca jej trajektorie ruchu przegubdw qq: Z — Q,
takgzedlate 7

K(qa(t)) =zqa(t). (3.1)

Sformulowane przez nas odwrotne zadanie kinematyki nazywa sie zadaniem
ciggtym. W szczegdlnym przypadku, zadanie manipulatora moze polegaé

95
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na osiagnieciu jednego, okreslonego polozenia i orientacji efektora zq4 € Z.
Takie zadanie odwrotne nazywamy punktowym. Rozwigzaniem zadania
punktowego jest potozenie przegubdéw qg4, takie ze K(qq) = z4.

Zadanie odwrotne moze by¢ w naturalny sposéb sformutowane we wspoi-
rzednych zadaniowych i przegubowych. Przy sformulowaniu we wspéirzed-
nych, majac dana trajektorie y4(t) w przestrzeni zadaniowej i kinematy-
ke k : R™ — R™, nalezy wyznaczy¢ trajektorie xq(t) w przestrzeni prze-
gubowej, taka ze dlat €7

yalt) = k(xqa(t)). (3-2)

Z matematycznego punktu widzenia, odwrotne zadanie kinematyki polega
na rozwigzaniu ukiadu réwnan nieliniowych (3.2) ze wzgledu na wektor
wspdlrzednych przegubowych x4(t) w kazdej chwili t € Z. Oczywistym
warunkiem koniecznym istnienia rozwigzania jest zadanie, by trajektoria
przeznaczona do realizacji w przestrzeni zadaniowej byla zawarta w zbio-
rze wartosci odwzorowania k. Zbiér ten bedziemy nazywaé przestrzenig
roboczq manipulatora, W = k(R™)*. Jezeli wystepuja ograniczenia ru-
chu przegubdéw, przestrzen robocza jest obrazem dopuszczalnych polozen
przegubéw. Zauwazmy, ze w przypadku gdy wymiar m przestrzeni za-
daniowej jest wiekszy od liczby stopni swobody manipulatora, przestrzen
robocza bedzie stanowié , maly” podzbidér przestrzeni zadaniowej, a zatem
tylko bardzo szczegdlne trajektorie zadaniowe znajda si¢ w przestrzeni ro-
boczej manipulatora i uzyskaja atrybut realizowalnosci. Zalézmy, ze zadana
trajektoria yq4(t) € W jest gltadka funkcja czasu. Wéwczas odwrotne zada-
nie kinematyki posiada rozwiazanie dla kazdej chwili t € 7, ale rozwiazanie
to ani nie musi by¢ jednoznaczne, ani nie musi zalezeé¢ w sposéb gtadki od
czasu. Jezeli manipulator jest nieredundantny, liczba rozwiazan zadania
odwrotnego moze by¢ skoficzona lub nieskoiczona, zaleznie od typu kon-
figuracji osobliwych manipulatora. Dla manipulatora redundantnego zbidr
rozwiazan zadania odwrotnego jest z reguly mocy continuum.

Zgodnie z klasyfikacja przeprowadzong w podrozdziale 2.3.5, wszystkie
konfiguracje, jakie moze przyja¢ manipulator w trakcie ruchu, dziela si¢ na
regularne i osobliwe. Analogiczny podzial mozna wprowadzi¢ w obrebie
odwrotnych zadan kinematyki. Powiemy, ze odwrotne zadanie kinematyki

*Nasza definicja przestrzeni roboczej jest szersza od definicji podrecznikowej, w mysl
ktérej przestrzen robocza sklada sie wylacznie z osiagalnych potozen (nie orientacji) efek-
tora.
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jest regularne, jesli realizacja trajektorii ruchu efektora nie wymaga wpro-
wadzenia manipulatora w konfiguracje osobliwe. W przeciwnym wypadku
odwrotne zadanie kinematyki bedziemy nazywali osobliwym.

3.1 Regularne odwrotne zadanie kinematyki

Przedstawimy teraz metody rozwigzania regularnego odwrotnego zadania
kinematyki. Mozliwe strategie rozwiazania tego zadania sg dwojakie: sym-
boliczne (dajace rozwigzanie w postaci jawnej) i numeryczne. Rozwigzanie
zadania w postaci jawnej uzyskujemy dzieki analizie struktury manipulatora
i opisujacych go réwnan kinematyki, prowadzacej do wyrazenia kinematyki
odwrotnej manipulatora w postaci symbolicznej

qckK'(z) (3-3)

dla kinematyki opisanej przez (2.40), lub jako

x ek (y) (3-4)

dla kinematyki postaci (2.65)T. Wyznaczenie jednego z powyzszych wyrazei
wzdluz zadanej trajektorii ruchu w przestrzeni zadaniowej pozwala na zna-
lezienie odpowiadajacej jej trajektorii ruchu przegubéw. Rozwigzanie od-
wrotnego zadania kinematyki w postaci numerycznej wymaga wprowadze-
nia uktadéw wspéirzednych zadaniowych i przegubowych, i polega na przed-
stawieniu zaleznosci miedzy predkosciami ruchu w przestrzeni zadaniowej
i przegubowej manipulatora w postaci ukladu réwnan rézniczkowych. Przy-
ktadowo, dla manipulatora nieredundantnego bedzie to uktad réwnan

x = (J9 7 (), (35)

gdzie J%(x) oznacza jakobian analityczny manipulatora. Wynikowa trajek-
torie przegubowa wyliczamy przez scatkowanie ukladu (3.5) dla konkretnej
trajektorii zadanej zawartej w przestrzeni roboczej. W podobny sposéb
mozna uzyskaé rozwigzanie odwrotnego zadania kinematyki z wykorzysta-
niem innych niz analityczny jakobianéw manipulatora.

Rozwigzania w postaci symbolicznej, aczkolwiek zazwyczaj trudne do
znalezienia, maja te przewage nad rozwiazaniami numerycznymi, ze nie wy-
magaja wielokrotnego powtarzania obliczerd. Do ich znalezienia wystarcza

Zapisy (3.3), (3.4) oznaczaja, ze otrzymany uktad réwnar kinematyki odwrotnej moze
mie¢ wiele rozwiazan i nalezy dokonaé¢ wyboru jednego z nich.
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bowiem jednorazowe okreslenie odpowiednich wyrazend symbolicznych wyli-
czanych nastepnie wzdluz réznych trajektorii zadanych. W przeciwienstwie
do tego, rozwigzanie w postaci numerycznej wymaga catkowania ukiladu
réwnan rézniczkowych (3.5) dla kazdej z zadanych trajektorii, przy uzyciu
numerycznych metod iteracyjnych.

W dalszym ciggu, w dwéch kolejnych podrozdziatach, przedstawimy
metody rozwigzania regularnego odwrotnego zadania kinematyki manipu-
latora, zaliczane do klasy metod symbolicznych. Trzeci podrozdzial po-
Swiecimy opisowi kilku metod jakobianowych pozwalajacych na numeryczne
rozwiazanie zadania odwrotnego.

3.1.1 Bezposrednie podejscie algebraiczne

Rozwigzanie odwrotnego zadania kinematyki przy zastosowaniu bezpos$re-
dniego podejécia algebraicznego polega na formalnym przeksztalceniu réw-
nan kinematyki manipulatora do postaci zalezno$ci opisujacych odwzoro-
wanie odwrotne do kinematyki. Ze wzgledu na nieliniowo§¢é réwnan oraz
zazwyczaj nieunikniona niejednoznacznos¢ rozwigzan, realizacja takiego po-
dejscia czesto napotyka na trudnosci. Zastosowanie bezposredniego podej-
Scia algebraicznego zilustrujemy na przyktadach.

Przykiad 3.1.1 (Manipulator typu podwéjne wahadtlo)

Rozwazmy kinematyke (2.68) manipulatora typu podwdjne wahadto. Pod-
niesienie do kwadratu sktadowych wektora y i ich dodanie prowadzi do
réwnania

yi+ys =1+ 15+ 2Ly,
z ktérego otrzymujemy

yi+ys—1i -1
241,

c2= (3-6)
Widzimy, ze rozwigzanie zadania istnieje tylko wtedy, gdy prawa strona
réwnosci (3.6) przyjmuje wartosci w przedziale [—1, 1]; w przeciwnym przy-
padku punkt docelowy lezalby poza przestrzenia robocza manipulatora.
Gdy punkt ten znajduje sie wewnatrz przestrzeni roboczej, mozemy sko-

sp=+4/1—c¢3 (3-7)

rzystaé z tozsamosci
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L wyliczy¢ kat x, x2 = atan2(s>, c2). (3-8)
W zaleznosci od wyboru znaku we wzorze (3.7) otrzymujemy dwa rozwia-
zania. Przedstawiony schemat postepowania (znalezienie sinusa i cosinusa
kata, a nastepnie wyliczenie kata przy uzyciu funkcji atan2) jest czesto wy-
korzystywany przy wyznaczaniu symbolicznej postaci odwzorowania opi-
sujacego kinematyke odwrotna.

Zajmiemy sie teraz wyliczeniem sktadowej x; wektora x. Wykorzystujac
wzory na sinus i cosinus sumy katéw i oznaczajac 1y = 17 + Lycp, 1 = 1so,
przeksztalcamy réwnania kinematyki (2.68) do postaci

~(Lier —osy
y= T]S]—l-TzC] ’

przy oznaczeniach r = /12 4+ 13 iy = atan2(1,1y), Iy = rcosy, I, = rsinvy.
Korzystajac z tego otrzymujemy

y= (TCOS’YC] —Tsinys1) B (Tcos(y+x1)>

TCosYst + rsinycy rsin(y + x1)

co w dalszym ciggu pozwala na wyliczenie kata v + x1 w postaci

Y + x1 = atan2 (%, yr—]) = atan2(y2,y1),

a stad x1 = atan2(yz,y1) — atan2(l, 1y). (3-9)

Zauwazmy, ze wybér znaku w (3.7) wplywa za posrednictwem 1; i 1, na
wyliczona wartos¢ x;. Zestawiajac razem wyrazenia (3.9) i (3.8) otrzymamy
symboliczne réwnania kinematyki odwrotnej manipulatora typu podwdéjne
wahadlo w aspekcie wspéirzednych XyYyp, w postaci

_ <atan2(yz,y1) — atan2(1ys2, 11 + lzcz)> (3.10)

atan2(sy, cy)

2 2 2 2
: _ yity—4-b _ 2
gdzie c; = AR yasy==4/1—cs

“Funkcja atan2(x,y) wylicza arctg */, z uwzglednieniem znakéw przy x i y w celu

wyznaczenia ¢wiartki, w ktérej lezy wyliczany kat: przy x, y dodatnich jest to pierwsza
¢wiartka, przy x ujemnym, y dodatnim — druga ¢wiartka, przy x, y ujemnych — trzecia,
a przy x dodatnim, y ujemnym — czwarta.
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Dla kinematyki manipulatora typu podwdjne wahadlo okre§lonej w as-
pekcie wspdlrzednych Xo¢@ réwnaniami (2.69), znalezienie wyrazen symbo-
licznych opisujacych kinematyke odwrotna jest znacznie prostsze. Po pod-
stawieniu drugiego réwnania kinematyki do réwnania pierwszego dostajemy

y1 = Licy + 1z cosy2,

skad obliczamy c¢; = y‘*tzl%“’z Nastepnie, biorac s = £4/1 — c? otrzy-
mujemy

x1 = atan2(sy, c1).

Wykorzystanie drugiej sktadowej kinematyki (2.69) pozwala zapisa¢ réw-
nania kinematyki odwrotnej manipulatora w aspekcie wspéirzednych Xo@

jako
atan2(s1,cq)
X = .
<yz—atan2(s1,c1) (312)
z funkcjami s; i ¢ zdefiniowanymi jak wyzej. |

Przyklad 3.1.2 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Rozpatrzmy kinematyke manipulatora IRb-6 opisang réwnaniami (2.76).
Rozwigzanie trzech ostatnich réwnan ze wzgledu na skladowe wektora x
jest natychmiastowe

X2 = —VY4

X5 =T — Y5 (3.12)

X6 =T — Y.

Pozostate trzy réwnania kinematyki (2.76) moga zostaé przedstawione w po-
staci

ayc3 + ascq = — dgsinys

COS g
azs3 + azsqg = —dgcosys — dy —y2 (313)

X1 =y3 +sinys(arc3 + aszcy + dgsinys).

Przy oznaczeniu wyrazeh niezaleznych od zmiennych przegubowych jako

v : _ R ..
osUs dgsinys oraz wy = —dgcosys — di — Yz, latwo zauwazyé, ze

pierwsze dwa réwnania uktadu (3.13) opisuja kinematyke manipulatora typu

w1 =
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podwdéjne wahadlo w aspekcie wspéirzednych polozenia, ze wspdlrzednymi
przegubowymi (x3, x4 —x3) i zadaniowymi (w1, w,)T. Dla takiej kinematyki
réwnania kinematyki odwrotnej sa dane przez!

{ x3 = atan2(w;y,w1) — atan2(azs4_3, a> + azcs_3) ( )
3-14

x4 = atan2(s4_3,c4-3) +x3,

22
gdzie c4_3 = %, Sq-3 = +4/1— cﬁ%. Réwnania (3.12), (3.13)
i (3.14) daja tacznie nastepujace wyrazenie symboliczne dla kinematyki od-

wrotnej manipulatora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym

ysz+yitanyy

—Y4
x=T(y) = atan2(wjy, wq) —atan2(asss_3, a2 + azcs_3) (3.15)
atan2(s4_3,c4-3) + x3 ’
TT—Ys
TT—Yse

przy oznaczeniach c4_3, S4—3, W1 i W, objasnionych powyzej. Ze wzgledu na
ograniczenia zakresu ruchu w przegubach manipulatora, z dwéch mozliwych
rozwigzan (dostepnych ze wzgledu na znak + w wyrazeniu na s4_3) nalezy
wybra¢ rozwiazanie ze znakiem minus. Rozwiazanie (3.15) jest dobrze
okreslone w calej przestrzeni roboczej manipulatora, poza polozeniami dla
ktérych cosys = 0, co ma miejsce, gdy manipulator przyjmuje konfiguracje
osobliwe. Sposdb rozwigzania zadania odwrotnego w przypadku osobliwym
objasnimy w przykladzie 3.2.6. |

3.1.2 Podejscie geometryczne

Przykladem odmiennego od bezposredniego podejscia algebraicznego spo-
sobu podejscia do odwrotnego zadania kinematyki manipulatora jest po-
dejécie geometryczne. Ceche wyrdzniajaca podejécie geometryczne stanowi
dekompozycja przestrzennej geometrii manipulatora na szereg figur geome-
trii plaskiej. Dla zilustrowania podej$cia geometrycznego postuzymy sie
dwoma przykladami.

TPoréwnaj z (2.68).
tZobacz przyklad 3.1.1.
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Y2 S

© Yi

X

Rysunek 3.1 Plaskie zaleznosci geometryczne w manipulatorze typu podwdéjne
wahadlo.

Przykiad 3.1.3 (Manipulator typu podwdéjne wahadto)

Rozwazmy najpierw manipulator typu podwdéjne wahadlo z kinematyka opi-
sana wzorem (2.68). Na rysunku 3.1 pokazano tréjkat utworzony przez
ramiona wahadla o dtugosciach 1y i 1, oraz odcinek o dlugosci 1l taczacy
poczatek ukltadu podstawowego z efektorem manipulatora. Linig przery-
wang zaznaczono inng mozliwg konfiguracje manipulatora prowadzaca do
tego samego polozenia efektora. Korzystajac z réwnosci 12 = y% + y% oraz
cos(7t — x2) = —cos x2, z twierdzenia cosinuséw obliczamy

2,2 12 12
Yty -1
Cy = e . (3-16)

Zauwazmy, ze rozwiazanie réwnania (3.16) istnieje tylko wtedy, gdy jego

prawa strona ma warto§¢ z przedziatu [—1,1]. Poniewaz s, = £4/1 — c%,
obliczamy
x7 = atan2(sz, cy). (3-17)

Ze wzoru (3.17) otrzymujemy obie wartosci kata x, stanowigce rozwiazanie
zadania.

W celu wyznaczenia kata x; wykorzystamy katy \ i (3, zaznaczone na
rysunku 3.1. Przy danym potozeniu efektora manipulatora (y1,y2), wyli-
czamy natychmiast

B = atan2(yz,y1).
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Kat V¥ znajdujemy stosujac ponownie twierdzenie cosinuséw, ktére po pod-
stawieniu 1% = y? + y3 prowadzi do réwnania

yi+uyi+ -1

24 /y3 + 3

Po wyznaczeniu katéw 3 i P, kat x; obliczamy jako

x1 =B £, (3.18)

gdzie znak plus dotyczy przypadku x; < O (dokladniej 0 < [x2| mod 27 < 7),
a znak minus odnosi si¢ do przypadku x; > 0 (7 < |x2| mod 27t < 27). Zale-
znosci (3.18) i (3.17) sa rozwigzaniem odwrotnego zadania kinematyki dla
manipulatora typu podwdéjne wahadio. |

cos\ =

Przykilad 3.1.4 (Manipulator typu SCARA)
Obecnie zastosujemy podej$cie geometryczne do rozwiazania odwrotnego
zadania kinematyki dla manipulatora przemystowego SCARA traktowanego
jako manipulator redundantny z kinematyka opisang wzorem (2.73).
Zauwazmy, ze po zrzutowaniu szkieletu manipulatora SCARA na pla-
szczyzne XoYop, jego geometria w pelni odpowiada podwdéjnemu wahadiu
pokazanemu na rysunku 3.1. W zwiagzku z tym, dwie pierwsze zmienne
przegubowe (x7 i x2) moga zosta¢ wyliczone w sposéb analogiczny jak w po-
przednim przykladzie.
Z kolei, analiza mozliwosci ruchowych manipulatora wzdluz osi zZy pro-
wadzi do wykrycia zalezno§ci

dy +x3 =y3,

z ktérej mozna wyliczy¢é zmienna przegubowa x3. Poniewaz zmienna prze-
gubowa x4 nie wplywa na polozenie efektora manipulatora, a jedynie na
jego orientacje, jej warto§¢ moze by¢ dowolna. |

3.1.3 Metody jakobianowe
Metoda jakobianu odwrotnego

Zal6ézmy, ze ciagle zadanie odwrotne kinematyki we wspélrzednych posiada
rozwiazanie xq4(t). Woéwczas, poprzez rézniczkowanie wzgledem czasu obu
stron zaleznoéci (3.2), otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych

Yo = o xalka = Jxa)ka (3.10)



104 Algorytmy kinematyk: odwrotne; manipulatora

Przyjmijmy, ze wymiar przestrzeni przegubowej jest réwny wymiarowi prze-
strzeni zadaniowej (= n) i niech wzdiuz trajektorii x4(t) jakobian anali-
tyczny J¢(x4) bedzie nieosobliwy. Algorytm metody jakobianu odwrotnego
rozwiazania odwrotnego zadania kinematyki polega na scatkowaniu ukitadu
nieautonomicznych réwnan rézniczkowych

xa = (J% " (xa)¥q, (3-20)

ktdrego rozwigzanie x4(t) jest poszukiwana trajektoria w przestrzeni prze-
gubowej. Do wyznaczenia tej trajektorii potrzebna jest znajomo$é wa-
runku poczatkowego xo, ktéry wyliczamy rozwiazujac punktowe zadanie
odwrotne yo = yqa(0) = k(xo). Zadanie punktowe mozna rozwiazaé ko-
rzystajac z algorytmu Newtona pozwalajacego wyznaczy¢ xo jako grani-
ce lim¢ o &(t) trajektorii uktadu

£=—a(JY (&) (K(E) —yo) (3.21)

zainicjowanego w dowolnym stanie poczatkowym &y € R™, z paramet-
rem « > 0 okres§lajacym szybkos§¢ zbieznosdci algorytmu. Z polaczenia algo-
rytméw (3.20) i (3.21) mozna otrzymacé asymptotyczny algorytm kinema-
tykt odwrotnej

x = (J9 () (¥q — alk(x) —ya)). (3.22)

Przy dowolnym warunku poczatkowym trajektoria uktadu (3.22) dazy asy-
mptotycznie do x4(t).

Obecnie przejdziemy do zilustrowania metody jakobianu odwrotnego
dwoma przykladami odwrotnego zadania kinematyki dla manipulatoréw
nieredundantnych.

Przykiad 3.1.5 (Manipulator typu podwdéjne wahadtlo)

Dla manipulatora typu podwdjne wahadlo, w przykladach 2.3.7 i 2.3.12,
wyprowadziliSmy réwnania kinematyki we wspoélrzednych i jakobian anali-
tyczny w dwoch aspektach: wspdlrzednych Xo Yo oraz wspodlrzednych XoYo.
Poniewaz w pierwszym przypadku manipulator jest zawsze osobliwy, zaj-
miemy sie rozwigzaniem odwrotnego zadania kinematyki dla przypadku
drugiego, tzn. dla manipulatora z kinematyka opisana réwnaniem (2.68)
i jakobianem analitycznym danym zaleznoscia (2.82). W obliczeniach przyj-
miemy l; =5, 1, = 3.
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Rysunek 3.2 Sciezka ruchu zadana w przestrzeni roboczej manipulatora typu
podwdjne wahadlo.

Zalozmy, ze efektor manipulatora ma podaza¢ wzdiluz trajektorii zada-
niowej majacej postaé okregu

_ (yai(t)\ _ [5+2sin(Et)
Valt) = (ydz(t)> B < Zcos(gtS) )’ (3-23)

w przedziale czasu Z = [0,10]. Rysunek 3.2 przedstawia $ciezke w prze-
strzeni roboczej manipulatora odpowiadajaca zadanej trajektorii. Interesuje
nas znalezienie trajektorii przegubowej manipulatora pozwalajacej na reali-
zacje trajektorii (3.23).

Rozpoczynamy od rozwigzania punktowego zadania odwrotnego dla po-
lozeniayo =yq(0) = (5,2)". W tym celu postuzymy sie algorytmem Newto-
na opisanym przez réwnanie rézniczkowe (3.21), z jakobianem J%(x) i kine-
matyka k(x) danymi odpowiednio przez (2.82) i (2.68). Uklad réwnan (3.21)
zostal zainicjowany w stanie poczatkowym &, = (1,1)T. Na rysunku 3.3
przedstawiono przebieg uzyskanych trajektorii dla réznych wartosci para-
metru o algorytmu. Jak widaé, im wigksza warto§¢ parametru «, tym
szybciej trajektoria ukladu dazy do wartosci ustalonej, ktéra jest warun-
kiem poczatkowym, pozwalajacym na rozwiazanie odwrotnego zadania ki-
nematyki przy pomocy algorytmu jakobianu odwrotnego. Z przeprowa-
dzonych obliczenn wynika, ze warunek poczatkowy xo = (—0.201,1.74)T*,

*Zauwazmy, ze jest to jedno z dwéch mozliwych rozwigzari zadania punktowego. Dru-
gim rozwiazaniem jest (0.962, —1.74)"T. To, ktére z rozwiazai otrzymamy, zalezy od wa-
runku poczatkowego w algorytmie Newtona.
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Rysunek 3.3 Rozwigzanie punktowego zadania odwrotnego uzyskane przy po-
mocy algorytmu Newtona.

Aby rozwigza¢ zadanie odwrotne, caltkujemy ukiad réwnan (3.20) poczy-
najac od xp. Rysunek 3.4 przedstawia polozenia, predkosci i przyspieszenia
w przestrzeni przegubowej pozwalajace na zrealizowanie trajektorii (3.23).
Zauwazmy, ze po zakonczeniu realizacji trajektorii, w chwili t = 10, mani-
pulator wraca do stanu poczatkowego, co oznacza, ze znaleziona trajektoria
przegubowa moze by¢ wielokrotnie powtarzana. Jednak przy interpreta-
cji wynikéw uzyskanych przy pomocy metod numerycznych powinni§my
zachowaé nalezyta ostroznos$é. Bowiem, jedli przyjrzymy sie doktadnie prze-
biegowi bledéw towarzyszacych metodzie (zobacz rysunek 3.5, bledy zdefi-
niowano jako e(t) = yqa(t) — k(x(t)), € = yqlt) — J(x(t))x(t), gdzie x(t)
i x(t) oznaczaja polozenia i predkodci w przegubach manipulatora uzyskane
jako rozwigzanie) zauwazymy, ze po jednokrotnej realizacji trajektorii po-
jawit sie btad polozenia efektora manipulatora. Jest to spowodowane nie-
dokladnoscia metod numerycznych zastosowanych do rozwiazania réwnan
rézniczkowych!. Przy powtarzaniu trajektorii powstajace bledy moga sie
kumulowac.

Uzyjemy teraz do rozwigzania zadania odwrotnego asymptotycznego al-
gorytmu kinematyki odwrotnej opisanego zaleznoscig (3.22). Podobnie jak
w przypadku algorytmu Newtona, uktad (3.22) zostal zainicjowany w punk-
cie xo = (1,1)T. Rysunek 3.6 przedstawia trajektorie uzyskane przy po-
mocy algorytmu asymptotycznego z parametrem o« = 1. Bledy polozenia
i predkoéci efektora, zdefiniowane jak poprzednio, zostaly pokazane na ry-
sunku 3.7. Jak wida¢, bledy, ktérych gléwnym Zrédlem w tym przypadku
jest metoda, maleja asymptotycznie do zera. Widaé¢ takze, ze praktycz-
nie od chwili t = 4 uzyskana trajektoria pokrywa sie¢ z trajektoria wy-

"W przykladach prezentowanych w tym rozdziale symulacje wykonano w §rodowisku
MATHEMATICA®, a do numerycznego rozwiazywania réwnan rézniczkowych zastoso-
wano metode Rungego-Kutty czwartego lub pigtego rzedu.
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Rysunek 3.4 Rozwigzanie zadania odwrotnego dla podwdéjnego wahadta uzyskane
przy pomocy algorytmu jakobianu odwrotnego.
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polozenia i predkosci efektora przy algorytmie jakobianu
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Rysunek 3.6 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla podwdjnego wahadla uzyskane
przy zastosowaniu asymptotycznego algorytmu kinematyki odwrotne;.
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Rysunek 3.7 Bledy polozenia i predkosci efektora przy asymptotycznym algo-

rytmie kinematyki odwrotnej.
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Rysunek 3.8 Bledy polozenia przegubdéw manipulatora wynikajace z zastoso-
wania algorytmu jakobianu odwrotnego przy niedokladnosci wyznaczenia stanu
poczatkowego (X1(0),%2(0)) = (0.05,0.05).

znaczona za posrednictwem algorytmu jakobianu odwrotnego, przedsta-
wiong na rysunku 3.4. Oczywiscie, i tym razem pojawiaja sie bledy nume-
ryczne, ale wielokrotnie mniejsze od bledéw metody. Szybkos¢ zbieznosci
bledu zalezy od wartosci parametru «, jednakze duzym wartosciom «, dla
ktérych biedy szybko daza do zera, towarzysza duze predkosci i przyspie-
szenia w poczatkowym okresie realizacji trajektorii.

Na zakonczenie zbadamy wplyw dokladno$ci wyznaczenia warunku po-
czatkowego na przebieg trajektorii uzyskanej jako rozwigzanie odwrotnego
zadania kinematyki przy uzyciu algorytmu jakobianu odwrotnego. Przyj-
mijmy, ze przy wyznaczaniu stanu poczatkowego kazdego z przegubdéw po-
pelniono biad o wartosci 0.05. Rysunek 3.8 pokazuje, jak blad stanu poczat-
kowego wplywa na odchylenie ¥ przebiegu trajektorii od trajektorii poka-
zanej na rysunku 3.4. Rysunek 3.9 przedstawia bledy polozenia i predkosci
efektora manipulatora towarzyszace takiemu odchyleniu. Z rysunku wynika,
ze dla rozwigzania uzyskanego w wyniku zastosowania algorytmu jakobianu
odwrotnego blad predkosci efektora manipulatora nie zalezy od dokladnosci
wyznaczenia warunkéw poczatkowych, wystepuje natomiast blad potozenia
efektora zalezny od niedokladno$ci wyznaczenia tych warunkdéw. ]

Przykiad 3.1.6 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Zalézmy, ze manipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym, z kine-
matyka zdefiniowang wzorem (2.76), ma za zadanie przemieszczaé efektor
wzdluz linii Srubowej

vai(t) 0.7 4 0.2sin(Ft)
de(t) = —0.7—0.01t , (324)
yas(t) 0.7 + 0.2 cos(5t)
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Rysunek 3.9 Bledy polozenia i predkoséci efektora powstale przy zastoso-
waniu algorytmu jakobianu odwrotnego przy niedokladnosci wyznaczenia stanu
poczatkowego (X1(0),%2(0)) = (0.05,0.05).

przy niezmiennej orientacji efektora danej przez

Yaalt) 0
yas(t) | = | ], (3.25)
Yaelt) Tt

w przedziale Z = [0,10][s]. W celu okreslenia przebiegu trajektorii prze-
gubowej manipulatora rozwigzaliSmy uklad réwnain rézniczkowych (3.20)
z jakobianem analitycznym J¢(x) postaci (2.87), zainicjowany w punkcie
poczatkowym x(0) = (0.9,0.,1.29,—0.529,0.,0.)7 (warto§¢ uzyskana przy
uzyciu algorytmu Newtona (3.21)). Rysunek 3.10 przedstawia przebiegi cza-
sowe zmiennych przegubowych X1, X3, x4 oraz x3 — x4 uzyskane w wyniku
obliczed. Zmienne xp, X5 i X¢, nie pokazane na rysunku, mialy stale wartosci
rowne 0. Jak widaé, uzyskana trajektoria znajduje sie w zbiorze konfigura-
cji dopuszczalnych X okre§lonym przez (2.78), co oznacza, ze moze zostaé
zrealizowana. Chcemy zwréci¢ uwage Czytelnika na fakt, ze czestokroc ta-
kie wyznaczenie trajektorii zadanej w przestrzeni zadaniowej manipulatora,
aby znalazla sie ona wewnatrz jego przestrzeni roboczej, a tym samym, by
zachodzila wymieniona witasnoé¢, jest trudne. Gidéwna tego przyczyna sa
problemy z analitycznym okresleniem granic przestrzeni roboczej manipu-
latora, zwlaszcza gdy wspélrzedne zadaniowe zawieraja czeS¢ okreslajaca
orientacje efektora. Zadanie mozna uprosci¢ przez zmniejszenie wymiaru
przestrzeni zadaniowej manipulatora i potraktowanie go jako redundantny.
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Rysunek 3.10 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu odwrot-
nego.

W przytoczonym przykladzie mozna np. zrezygnowaé z okre§lenia orien-
tacji efektora manipulatora i przyjaé, ze manipulator IRb-6 zamontowany
na torze jezdnym jest manipulatorem redundantnym z kinematyka opisana
réwnaniami (2.77)%. [ |

Metoda jakobianu pseudoodwrotnego

WezZmy teraz pod uwage odwrotne zadanie kinematyki dla manipulatora
redundantnego, ktérego kinematyka jest opisana formula y = k(x) przy
warunku dimx = n > dimy = m. Jezeli istnieje rozwigzanie xq4(t) za-
dania, réwnanie (3.19) obowiazuje. Niech jakobian analityczny J¢(x) ma
wzdluz trajektorii x4(t) pelny rzad (= m). Poniewaz zwykta odwrotnosé
macierzy J¢(x) nie istnieje, w ukladzie (3.20) trzeba uzy¢ (prawostronnej)
pseudoodwrotnosci jakobianu analitycznegoS. Przypominamy, ze pseudo-
odwrotno§¢ macierzy A opisuje rozwiazanie uktadu réwnan liniowych

w=Av

spelniajace warunek minimalizacji formy kwadratowej

Vv) = %VTW\)

1Zobacz przyklady 3.1.8-3.1.11.
SZobacz dodatek A.1.
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z symetryczng, dodatnio okre§lona macierza W. Wyznaczenie pseudood-
wrotno$ci sprowadza sie zatem do rozwigzania zadania optymalizacji kwa-
dratowej z ograniczeniami réwno$ciowymi. Po rozwigzaniu tego zadania
dla A =J%(x) otrzymujemy nastepujaca zaleznosc¢

Jui (6) = WTTTx) (oW 1T T(x)) (3.26)

Macierz (3.26), zwana pseudoodwrotnosciqg jakobianu analitycznego jest
macierza rozmiaru n x m o tej wlasnosci, ze

TG (%) = L. (3.27)

Pseudoodwrotno$é¢ jakobianu jest podstawowym skladnikiem metody ja-
kobianu pseudoodwrotnego, wedtug ktdérej rozwiazanie zadania odwrot-
nego otrzymuje si¢ przez scatkowanie (nieautonomicznego) uktadu réwnan
rézniczkowych

%a =y (xa)0a, (3.28)

zainicjowanego w punkcie xo, takim ze yo = yq(0) = k(xo). Analogicznie
do zaleznosci (3.21), warunek poczatkowy xo mozna obliczy¢ przy pomocy
algorytmu Newtona, biorac granice lim, o, &(t) trajektorii uktadu

E=—aJy (£)(K(E) —yo). (3-29)

Odpowiednikiem algorytmu (3.22) jest w przypadku redundantnym naste-
pujacy algorytm asymptotyczny

* =Ty (X)W 4 — a(k(x) —ya)). (3-30)

Ponizej, na przykiadach manipulatora typu potréjne wahadlo i manipu-
latora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym, przedstawimy rozwiazanie
odwrotnego zadania kinematyki przy zastosowaniu pseudoodwrotnosci ja-
kobianu Iﬁ (x) z macierza W = I,,.

Przykiad 3.1.7 (Manipulator typu potréjne wahadlo)

Rozpatrzmy manipulator redundantny typu potréjne wahadlo z kinema-
tyka opisang wzorem (2.71) i jakobianem analitycznym (2.85). Przyjmijmy
dlugoéci ramion manipulatora réwne 1; = 5, 1, = 3, I3 = 2. Zadaniem
manipulatora jest wykonanie ruchu wzdluz trajektorii w postaci okregu

o réwnaniach
~ (yar(t)\ _ [5+2sin(Et)
valt) = <Ud2(t)) B ( ZCos(gts) >’ (3-31)
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Rysunek 3.11 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla potréjnego wahadla uzyskane

-03

przy pomocy algorytmu jakobianu pseudoodwrotnego.

w przedziale czasu Z = [0,20]. Zwréémy uwage na fakt, ze podczas reali-
zacji trajektorii efektor manipulatora powinien wykonaé dwa obiegi okregu
w przestrzeni roboczej.

Po scatkowaniu ukladu réwnan rézniczkowych (3.29), zainicjowanego
w punkcie & = (1,1,1)7, otrzymujemy rozwigzanie xo = (—0.325,1.23,1.57)7
punktowego zadania odwrotnego dla yqo = ya(0) = (5,2)"Y. Punkt xo
postuzy jako warunek poczatkowy przy rozwiagzaniu uktadu réwnan (3.28),
pozwalajacych na znalezienie rozwiazania postawionego zadania. Trajek-
toria uzyskana przez scalkowanie uktadu (3.28) zostala przedstawiona na
rysunku 3.11. Zauwazmy, ze kolejnym obiegom efektora po okregu towa-
rzysza rézne sekwencje polozei przegubdw manipulatora. Przy wielokrot-
nym powtarzaniu trajektorii daje sie zauwazy¢ tendencja do poruszania
przede wszystkim poczatkowymi przegubami manipulatora. Analiza prze-
biegu bleddéw polozenia i predkosci efektora pokazanych na rysunku 3.12
wskazuje, ze, podobnie jak w przypadku metody jakobianu odwrotnego (zo-

YZobacz przyklad 3.1.12.
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Rysunek 3.12 Bledy polozenia i predkosci efektora przy algorytmie jakobianu
pseudoodwrotnego.

bacz rysunek 3.5), sg to btedy numeryczne.

Obecnie, do rozwiazania zadania uzyjemy algorytmu asymptotyczne-
go (3.30), wynikajacego z polaczenia algorytmu jakobianu pseudoodwrot-
nego i algorytmu Newtona. Rozwigzanie otrzymane w wyniku scatkowania
réwnan (3.30) przy parametrze o« = 5 przedstawia rysunek 3.13. Podobnie
jak w poprzednim przypadku, uklad réwnan zostal zainicjowany w punk-
ciex = (1,1,1)". Z rysunku widaé, ze uzyskane rozwiazanie dazy asympto-
tycznie do rozwiazania uzyskanego przy uzyciu algorytmu jakobianu pseudo-
odwrotnego (zobacz rysunek 3.11), czemu w poczatkowej fazie ruchu towa-
rzysza duze predkosci w przegubach. Oczywiscie, tak samo jak w przypadku
nieredundantnym, predkosci te zaleza od wartosci parametru «. |

Przykiad 3.1.8 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

W tym przyktadzie manipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym po-
traktujemy jako manipulator redundantny z kinematyka (2.77). Zadamy,
aby efektor manipulatora poruszal si¢ wzdtuz trajektoriiy4(t) postaci (3.24)
dla czasu t € 7 = [0,10][s]. Jak widaé, w tym przyktadzie okregliliSmy je-
dynie sposéb zmian polozenia efektora manipulatora, nie precyzujac jak
ma sie¢ zmieniaé jego orientacja. Poniewaz rozpatrywany manipulator jest
redundantny, do rozwigzania odwrotnego zadania kinematyki uzyjemy me-
tody jakobianu pseudoodwrotnego zdefiniowanej wzorem (3.28). Przebieg
trajektorii przegubowej manipulatora dla konfiguracji poczatkowej x(0) =
(0.9,0.,1.29,-0.529,0.,0.) T (warto$¢ uzyskana za pomoca algorytmu New-
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Rysunek 3.13 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla potréjnego wahadla uzyskane
przy pomocy algorytmu asymptotycznego z pseudoodwrotnoscia jakobianu.

tona (3.29)) przedstawia rysunek 3.14. Nie pokazany na rysunku kat xg
przyjmowat stale warto§¢ 0. Dokonajmy krétkiego poréwnania tej trajek-
torii z trajektoria uzyskana w przykladzie 3.1.6 w wyniku zastosowania
metody jakobianu odwrotnego, pokazang na rysunku 3.10. Oczywiscie,
réwniez ta ostatnia trajektoria jest jednym z rozwiazan zadania odwrot-
nego. Jednakze, w przypadku nieredundantnym ustalenie orientacji, z jaka
mial zosta¢ wykonany ruch po linii srubowej spowodowalo, ze ruch efektora
zostal zrealizowany przez poruszanie jedynie pierwszego, trzeciego i czwar-
tego przegubu manipulatora. W rozwiazaniu uzyskanym metoda jakobianu
pseudoodwrotnego nie porusza sie jedynie szésty przegub manipulatora.
Dopiero po wielokrotnym powtdrzeniu ruchu po linii Srubowej otrzymujemy
ta metoda rozwiazanie, w ktérym ruch jest praktycznie efektem porusza-
nia jedynie dwéch pierwszych przegubéw manipulatora. Przyklad takiego
rozwiazania przedstawiono na rysunku 3.15. Rozwigzanie to uzyskano przez
scatkowanie ukladu réwnan rézniczkowych (3.28) zainicjowanych w punk-
cie x(0) = (1.8,—0.91,0.091,0.076,0.27,0.)" wyliczonym przy pomocy al-
gorytmu (3.29). Zauwazmy, ze otrzymana trajektoria nie lezy w granicach
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Rysunek 3.14 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu pseudo-
odwrotnego.

przestrzeni przegubowej manipulatora opisanej zaleznoscia (2.78), przez co
jej realizacja nie jest mozliwa. Unikniecie takich sytuacji umozliwi przedsta-
wiona nizej modyfikacja metody jakobianu pseudoodwrotnego, zilustrowana
przyktadem 3.1.9. n

Okazuje sig, ze trajektoria x4(t) spelniajaca uktad réwnaii (3.28) stanowi
szczegdlne rozwigzanie odwrotnego zadania kinematyki dla manipulatora
redundantnego. Jak bowiem latwo zauwazy¢, zaleznos§¢ (3.27) prowadzi do
spostrzezenia

Jo(x) (In — T (0)]°(x)) =0,
z ktérego wynika, ze odwzorowanie

vi— (In =Ty (0)]°(x)) v (3.32)

stanowi projekcje przestrzeni R™ na przestrzeni zerowa Ker J¢(x) jakobianu
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Rysunek 3.15 Alternatywne rozwigzanie zadania odwrotnego dla manipulatora
IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jako-
bianu pseudoodwrotnego.

analitycznego. Korzystajac z tej wlasnosci, mozemy do prawej strony uktadu
réwnan (3.28) doda¢ dowolny wektor nalezacy do Ker J¢(x), bedacy obrazem
pewnego wektora v € R™ przez odwzorowanie (3.32). W efekcie, otrzymu-
jemy metode jakobianu pseudoodwrotnego z projekcjq, zgodnie z ktdéra
rozwiazanie ogélne zadania odwrotnego dla manipulatora redundantnego
spelnia nastepujacy uktad réwnan rézniczkowych

%a =T (xaia+ (Tn = I3 (xa)J *(xa) v, (3-33)

v € R"™, z warunkiem poczatkowym x wyliczonym przy pomocy algorytmu
Newtona z projekcjq

E=—al i (B)(K(E) —yo) + (In T3 (B°(B))v.  (3.34)

Oba algorytmy (3.34), (3-33) mozna polaczyé w jeden algorytm asympto-
tyczny kinematyk: odwrotnej, dla ktérego warunek poczatkowy xo moze
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by¢ wybrany w sposéb arbitralny,

% = Iy () q — ki) —ya) + (In T3 0J°X) v, (3.35)

Przy t — +oo rozwigzanie ukladu (3.35) dazy do trajektorii ukltadu (3.28).
Wybdr wektora v zalezy od dodatkowych kryteridw, jakie powinna spelniaé
trajektoria przegubowa x(t). Jezeli przeguby manipulatora sa ograniczone,
naturalnym kryterium jest wymaganie, by polozenia przyjmowane przez
przeguby byly mozliwie bliskie §rodka zakresu ruchu przegubdéw (dalekie
od mechanicznych ograniczeri ruchu przegub6éw). Funkcja odleglo§ci moze

mie¢ postaé n xe O\

i 0= 53 (2 (335)

i iM — Xim

gdzie Xi, XimM, Xim Ozhaczaja, odpowiednio, wspélrzedne srodka zakresu ru-
chu oraz gérnego i dolnego ograniczenia ruchu w i-tym przegubie manipula-
tora. Aby uzyska¢ rozwiazanie odwrotnego zadania kinematyki respektujace
wymaganie unikania granicznych poltozen przegubéw manipulatora, w algo-
rytmie (3.33) lub (3.35) nalezy zdefiniowa wektor v = —f3 ag:‘), 3 > 0. Inne
wybory wektora v moga mieé na celu maksymalizacje manipulowalno$ci ma-

nipulatora. Przedstawimy je w podrozdziale 3.1.5.

Przykiad 3.1.9 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Zalézmy, ze efektor manipulatora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym,
opisanego kinematyka (2.77), ma wykonywaé ruch wzdtuz trajektorii yq(t)
opisanej wzorem (3.24) dla chwil czasu t € Z = [0,10][s]. Interesuje nas
znalezienie trajektorii przegubowej manipulatora odpowiadajacej trajekto-
rii okreslonej w przestrzeni zadaniowej. Jedno z rozwigzan takiego zadania,
uzyskane w wyniku scatkowania ukladu (3.28) z macierza W = [, przed-
stawiono na rysunku 3.16 (dwa inne rozwigzania mozna znalezé w przy-
ktadzie 3.1.8). W przedstawionym przypadku jako punkt startowy wy-
brali$my punkt x(0) = (1.13,—0.31,1.23,—0.51,0.014,0.) T znaleziony w wy-
niku rozwiazania réwnan (3.29). Wartos¢ nie pokazanego na rysunku 3.16
kata x¢ jest stale réwna 0. Jak widaé z rysunku, otrzymane rozwigzanie nie
lezy w dopuszczalnym zakresie zmian zmiennych przegubowych okre§lonym
przez (2.78) (linig przerywana pokazano minimalng warto§¢ kata x3). Aby
zapobiec tej sytuacji, nalezy w miejsce algorytmu (3.28) zastosowaé algo-
rytm (3.33) z wektorem v wybranym jako antygradient odleglosci (3.36).
Rozwiazanie uzyskane w ten sposob (z macierza W = I) przedstawia rysu-
nek 3.17. |
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Rysunek 3.16 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu pseudo-
odwrotnego.

Metoda jakobianu rozszerzonego

Problem, jaki si¢ pojawia przy przejsciu od ukladu (3.19) do ukladu (3.20)
przy rozpatrywaniu kinematyki manipulatoréw redundantnych, bywa roz-
wiazywany inaczej niz poprzez zastosowanie pseudoodwrotnosci jakobianu.
Naturalna alternatywe stanowi wprowadzenie tzw. rozszerzonego jakobia-
nu analitycznego, bedacego macierza kwadratowa i nieosobliwg. Zatézmy,
ze dany jest jakobian analityczny J%(x) = g—‘;(x) rozmiaru mxn. Wybierzmy
zestaw n — m gladkich (analitycznych) funkcji f = (f1,f2,...,fn_m)"
R™ — R™ ™ i wprowadZmy n — m ograniczen réwnosciowych (typu ogra-
niczen konfiguracyjnych)

f] (X) = fZ(x) == fn—m(x) =0. (3-37)
Zadamy, by dodatkowe ograniczenia byly niezalezne,

rank a—f(x) =n—m,
0x
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Rysunek 3.17 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu pseudo-
odwrotnego z projekcja.

i tworzymy rozszerzony jakobian analityczny

of
ox

ok
Je(x) = [ax] (%), (3-38)

ktéry jest macierza kwadratowa. Ograniczenia f(x) musza by¢ dobrane w ta-
ki sposéb, by rozszerzony jakobian byl nieosobliwy, przynajmniej wzdiuz
poszukiwanej trajektorii x4(t). Zaktadajac, ze rozwigzanie zadania odwrot-
nego przy ograniczeniach (3.37) istnieje, zrézniczkujemy zaleznosci

y =k(x)
0 =f(x)
wzgledem czasu otrzymujac

(g) =Jx)x. (3-39)
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Stosownie do metody jakobianu rozszerzomego, rozwigzanie odwrotnego
zadania kinematyki uzyskujemy przez scalkowanie ukladu réwnan réznicz-
kowych

ka= 0 'ixa) (), (3.40)

przy warunku poczatkowym xo = lim, 1 &(t), gdzie &(t) jest trajektoria
uktadu

(3-41)

E— (99 (E) ("(‘E) _y").

0

Potlaczenie wyrazen (3.40) i (3.41) daje asymptotyczny algorytm kinema-
tykr odwrotnej

= (1) 1w (Mo K Tl (3.42)

zbiezny do rozwigzania zadania odwrotnego przy t — +ooc.

Przykiad 3.1.10 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Przyjmijmy ponownie, ze zadanie manipulatora IRb-6 zamontowanego na
torze jezdnym polega na wykonaniu ruchu efektora wzdtuz trajektorii yq(t)
zadanej wzorem (3.24) dla chwil czasu t € Z = [0, 10][s]. Dodatkowo zaza-
dajmy, aby ruch ten zostal zrealizowany bez poruszania pierwszym, pigtym
i sz6stym przegubem manipulatora, co mozna zapisa¢ w formie ograniczen
konfiguracyjnych (3.37) jako

X1 =%X10, X5 =X50, X6 = X60,

gdzie xip oznacza i-tg sktadowa konfiguracji poczatkowej manipulatora. Do-
laczajac powyzsze réwnania do réwnan kinematyki manipulatora (2.77)
i rézniczkujac cato$é otrzymujemy jakobian rozszerzony manipulatora J*€(x)
odpowiadajacy wybranym ograniczeniom. Rozwiazanie uktadu réwna ré-
zniczkowych (3.40), z tak wyliczonym jakobianem, zainicjowanego w punk-
cie poczatkowym x(0) = (0.9,0.,1.29,—0.529,0.,0.), przedstawiono na ry-
sunku 3.18 (nie pokazany kat x¢ byt stale réwny 0). Jak widaé z rysunku,
otrzymana trajektoria spelnia nalozone ograniczenia. |
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Rysunek 3.18 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane przy wykorzystaniu algorytmu jakobianu roz-
SZErzZOnego.

Metoda jakobianu transponowanego

Niech teraz bedzie dane punktowe zadanie odwrotne, polegajace na ob-
liczeniu konfiguracji przegubéw x4 odpowiadajacej umieszczeniu efektora
w okre§lonym punkcie y4 przestrzeni zadaniowej. Zauwazmy, ze do osia-
gniecia tego celu dobrze nadaja si¢ algorytmy (3.21), (3.29) i (3.41) zaini-
cjowane przy dowolnym &o € R™ Co wiecej, przy zatozeniu, ze jakobian
analityczny jest pelnego rzedu, tzn. rank J(x) = m, algorytm

x = —oJ *T(x) (k(x) —ya), (3-43)

przy « > 0, jest algorytmem mnajszybszego spadku zapewniajacym ruch
w przestrzeni przegubowej w kierunku przeciwnym do gradientu funkcji
kwadratu bledu

Vix) = 5 (kix) - ya)' (k(x) —ya).

Algorytm (3.43) jest algorytmem metody jakobianu transponowanego.
Trajektoria ukladu (3.43) zmierza w kierunku punktéw réwnowagi spel-
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Rysunek 3.19 Rozwigzanie punktowego zadania odwrotnego dla manipulatora
IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym uzyskane przy wykorzystaniu algorytmu
jakobianu transponowanego.

niajacych zaleznos¢ JT(x)(k(x) —yq) = 0. Latwo zauwazy¢, ze o ile tylko
rank J¢(x) = m, punktami x réwnowagi uktadu (3.43) sa rozwigzania za-
dania odwrotnego k(x) = yq4. Jest rzecza oczywista, ze z obliczeniowego
punktu widzenia algorytm najszybszego spadku (3.43) jest znacznie mniej
zlozony niz algorytm (3.29).

Przykiad 3.1.11 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
W celu zilustrowania dzialania algorytmu (3.43) zalézmy, ze naszym zada-
niem jest znalezienie punktu startowego xo dla trajektorii (3.24) (tzn. ta-
kiego xo, ze k(xo) =y(0) przy kinematyce k(x) opisanej réwnaniem (2.77)).
W tym celu rozwigzemy uklad réwnan rézniczkowych (3.43) zainicjowany
w punkcie x(0) = (1,1,1,1,1,1)T. Wyniki, przy réznych wartosciach para-
metru «, przedstawia rysunek 3.19.

Analogicznych obliczen dokonaliSmy postugujac si¢ algorytmem (3.29)
wykorzystujacym pseudoodwrotno$¢ jakobianu analitycznego manipulatora
(macierz W = [). Rezultat jest pokazany na rysunku 3.20. Po poréwnaniu
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Rysunek 3.20 Rozwigzanie punktowego zadania odwrotnego dla manipulatora
IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym uzyskane przy wykorzystaniu pseudood-
wrotnosci jakobianu.

obu rysunkéw latwo zauwazyé, ze algorytm z pseudoodwrotnos$cig jakobianu
charakteryzuje sie szybsza zbieznoscia. Cena, jaka trzeba za to zaplacié, jest
czas obliczen. Czas znajdowania rozwiazania z uzyciem jakobianu transpo-
nowanego byt prawie o trzy rzedy krétszy od czasu potrzebnego na uzyskanie
rozwigzania przy pomocy algorytmu (3.29) przy takich samych wartosciach
parametréw. |

Geometryczne metody jakobianowe

Algorytmy kinematyki odwrotnej we wspdlrzednych, przedstawione formu-
tami (3.20), (3.28), (3-33) i (3-40), mozna zaadaptowac do rozwiazania zada-
nia odwrotnego postawionego w sposéb ogélny, bez odwotania do uktadéw
wspélrzednych. W tym celu zalézmy, ze jest dana trajektoria zq4(t) €
Z C SE(3) na rozmaitosci zadaniowej, okre§lona w chwilach t € 7 C R.
Aby znalez¢ odpowiednia trajektorie ruchu przegubdéw qq(t), wyliczamy
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predkosé¢ w ukladzie przestrzeni

vz: I:[wosd] V(s)d:| :id(t)lgl(t)

i wyznaczamy wektory wgq, Vsq- Zwiazek miedzy predkoscia q ruchu prze-
gubéw a wektorem predkosci (vz,wg)T jest okreslony przez jakobian geo-
metryczny w przestrzeni

("S) = J*(a)d. (3.44)

W

Odpowiednikiem algorytmu (3.33) jest w tym przypadku algorytm

ao=Tftaa) (20) + (1R @aPlaa)v. (39

Analogicznie, dodajac do kinematyki K(q) manipulatora n—m niezaleznych
ograniczen, jak w formule (3.37), otrzymujemy rozszerzony jakobian geome-
tryczny w przestrzeni

se(y | J3(d)

i formulujemy odpowiednik algorytmu (3.40) w postaci

Vsad
qa=0°9""(qa) | wsa]- (3-47)
0

3.1.4 Metoda mnoznikéw Lagrange’a

Rozwazmy kinematyke manipulatora redundantnego wyrazona we wspét-
rzednych
y =k(x),

gdziex € R™,y € R™, m < n, i zaldézmy, ze punktowe zadanie odwrotne po-
lega na znalezieniu konfiguracji przegubéw odpowiadajacej osiggnigeciu przez
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efektor ustalonych wspélrzednych zadaniowych y4. Metoda mnoznikéw La-
grange’a polega na wprowadzeniu pewnej funkcji oceny jakoSci zachowania
manipulatora H(x), okreslonej na przestrzeni przegubowej, i sprowadzeniu
zadania odwrotnego do zadania optymalizacji warunkowej funkcji H(x) przy
ograniczeniu réwnosciowym

F(x) =k(x) —yq =0. (3-48)

Standardowa metoda rozwiazania takiego zadania wymaga zdefiniowania
lagranzianu
L(x,A) = H(x) +ATF(x)

zawierajacego wektor mnoznikéw Lagrange’a A € R™. Warunki konieczne
optymalnosci maja postac

JeT(x)A =h(x), (3-49)
przy oznaczeniach J¢(x) = g—::(x), h(x) = —%—':(x). Zaldzmy, ze pierwsze

m kolumn jakobianu analitycznego J¢(x) jest niezaleznych. W celu wyeli-
minowania z ukladu réwnai (3.49) wektora A podzielimy te réwnania na
dwie grupy zlozone, odpowiednio, z m pierwszych réwnan oraz z pozosta-
lych n — m réwnan, w nastepujacy sposéb

IaT(X)A — |: Im(x) ):| A— ( hm(x) >

Jnom(x hi m(x)

Do wyliczenia mnoznikéw Lagrange’a wykorzystamy pierwsza grupe réwnan
otrzymujac

A =Tl () hm(x). (3-50)

Podstawienie (3.50) do drugiej grupy réwnain pozwala uzyskaé nastepujaca
zaleznosé

[_Infm(x)linl (x) ]Infm] h(x) =0. (3-51)

Rozwigzanie odwrotnego zadania kinematyki jest teraz réwnowazne rozwia-
zaniu ukladu n réwnan zlozonego z (3.48) oraz (3.51).

Przyklad 3.1.12 (Potréjne wahadlo)
Szukamy rozwiazania xo punktowego zadania odwrotnego dla potréjnego
wahadla z przykladu 3.1.7, dla punktu ygqo = (5,2)", ktéry jest punktem
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Rysunek 3.21 Rozwiazanie punktowego zadania odwrotnego dla potrdjnego wa-
hadla uzyskane przy wykorzystaniu pseudoodwrotnosci jakobianu.

startowym trajektorii (3.31). Zadanie to mozna rozwigza¢ tak samo jak
w przyktadzie 3.1.7, wykorzystujac uklad réwnan rézniczkowych (3.29).
Przebieg trajektorii ukitadu (3.29) dla @« = 5, W = I3 oraz warunku po-
czatkowego & = (1,1,1)7 przedstawia rysunek 3.21. Na rysunku poka-
zali§my takze przebieg funkcji manipulowalno§ci manipulatora m(x(t))*
wzdluz otrzymanej trajektorii. Jako rozwiazanie zadania punktowego otrzy-
mujemy w ten sposéb konfiguracje xo = (—0.325,1.23,1.57)7, dla ktérej
manipulowalno$¢ wynosi m(xg) = 20.7.

Podany wyzej sposéb pozwala na znalezienie jednego z wielu rozwigzan
zadania odwrotnego. Jezeli interesuje nas rozwigzanie spelniajace dodat-
kowe kryteria, do jego okre§lenia mozemy postuzy¢ sie metoda mnoznikéw
Lagrange'a z odpowiednio dobrang funkcja oceny jako$ci zachowania mani-
pulatora H(x). Zalézmy, ze zalezy nam na znalezieniu rozwigzania potozo-
nego mozliwie daleko od konfiguracji osobliwych. W tym celu funkcje H(x)
przyjmiemy w postaci kwadratu funkcji manipulowalnosci m(x). Po doko-
naniu takiego wyboru, w wyniku rozwiazania ukladu réwnan (3.48), (3.51)
za pomoca algorytmu Newtona otrzymujemy przebiegi polozenia przegubdw
manipulatora i manipulowalno$ci przedstawione na rysunku 3.22. Rozwia-
zaniem zadania punktowego jest wektor polozenia przegubdéw manipula-
tora xo = (—0.525,2.29,—0.869)", dla ktérego manipulowalno$¢ osiaga war-
tosé m(xg) = 22.3. [ |

*Zdefiniowanej w nastepnym podrozdziale.
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Rysunek 3.22 Rozwiazanie punktowego zadania odwrotnego dla potréjnego wa-
hadla uzyskane metoda mnoznikéw Lagrange’a.

3.1.5 Elipsoida manipulowalnosci

Z definicji jakobianu analitycznego lub geometrycznego manipulatora wy-
nika, ze obydwa typy jakobiandéw mozna traktowaé jako zalezne od biezacej
konfiguracji przeksztalcenia liniowe predkosci ruchu w przegubach w pred-
ko§¢ ruchu efektora. Dla ustalenia uwagi rozwazmy jakobian analitycz-
ny J%(x) jako przeksztalcenie predkosci

y =J%x)x.
Zdefiniujmy sfere jednostkowa w przestrzeni predkosci przegubowych
S = {x|[x||* =1}

i wyznaczmy jej obraz w przestrzeni predkodci zadaniowych korzystajac
z zaleznosci (3.28) przy zalozeniu, ze macierz W = [,. W wyniku otrzymu-
jemy elipsoide

Em(x) = {y |47 (°x)<Tx) "y =1}, (3-52)
zwang elipsoidqg manipulowalnosci. Macierz
M(x) =] x)]*T(x)

rozmiaru m X m nazywamy macierzqg manipulowalnosci. Z definicji ma-
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cierzy manipulowalnosci i twierdzenia Rayleigha-Ritza* wynika nastepujace
oszacowanie

Ao IVIIF SVIMX)V < Apmp VI,

gdzie Apm(x), XM(X) oznaczaja, odpowiednio, najmniejsza i najwieksza war-
tos¢ wiasng macierzy M(x). W konsekwencji, elipsoida (3.52) zawiera sig
w pierScieniu sferycznym ograniczonym dwiema sferami

[U[1* =Amp)  oraz  [[9]|* = Amu

o promieniach , /Apx), XM(X]. Elipsoida manipulowalno$ci obrazuje zdol-
noéci manipulacyjne manipulatora zwane zreczno§ciag manipulatora; w szcze-
gblnodci to, na ile elipsoida odbiega od sfery wskazuje na stopieri anizotro-
p1 dzialania manipulatora w danej konfiguracji. W konfiguracji izotropo-
wej, tzn. gdy Amx) = XM(X), elipsoida manipulowalnos$ci staje sie sfera.
Miarg liczbowa manipulowalnosci w danej konfiguracji jest objetosé elipso-
idy manipulowalnoscif

m(x) = \/det M(x), (3-53)
ktéra w przypadku manipulatora nieredundantnego jest réwna

m(x) = |det J(x)I. (3-54)
Funkcja m(x) nazywa sie funkcjg manipulowalnosct manipulatora. Jak
wynika z definicji (3.53), manipulowalno$§¢ w konfiguracji x jest réwna pier-

wiastkowi kwadratowemu z iloczynu wartosci wlasnych macierzy manipulo-
walnosci,

(3-55)

Zgodnie z oczekiwaniem, manipulowalno$§é maleje do zera w konfiguracjach
osobliwych.

*Zobacz dodatek A.1.
tScisle, objetosé elipsoidy manipulowalnoéci = m(x)V(Smf] ), gdzie V(qu) oznacza
objetosé sfery jednostkowej w R™.
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Rysunek 3.23 Przykladowa elipsoida manipulowalnosci dla manipulatora typu
podwdjne wahadlo oraz wplyw odleglosci od konfiguracji osobliwej na ksztalt elip-
soidy.

Wartoéci wlasne macierzy manipulowalnosci moga postuzy¢ do zdefinio-
wania innych miar zrecznosci manipulatora. Do wazniejszych miar nalezy
tzw. stopien uwarunkowania konfiguracji x,

K(x) = ) (3.56)

ktérego duze warto§ci wskazuja na znaczny stopien anizotropii konfigura-
cji x. Dla konfiguracji bliskich osobliwym stopied uwarunkowania ro$nie
nieograniczenie. Funkcje m(x), k(x) moga by¢ wykorzystywane w algoryt-
mach kinematyki odwrotnej typu (3.33) do uzyskania trajektorii x(t) za-
pewniajacej duza manipulowalno§¢ lub izotropowo§¢ manipulatora. W tym
celu za wektor v w wyrazeniu (3.33) nalezy podstawi¢ odpowiednio

ok(x)
ox '

om(x)
ox

v=_; lub v=—-p > 0.

Przykiad 3.1.13 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)

Rysunek 3.23 przedstawia przykladowa elipsoide! manipulowalnosci dla ma-
nipulatora typu podwdjne wahadlo (wykres po lewej stronie), oraz wplyw
odleglosci od konfiguracji osobliwej na ksztalt tej elipsoidy (wykres po pra-
wej stronie). Jak wida¢, w miare zblizania si¢ do osobliwosci, powierzchnia
ograniczona elipsa maleje, by w konfiguracji osobliwej spas¢ do zera (elipsa
degeneruje si¢ do odcinka). |

W istocie — elipse.
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3.2 Osobliwe odwrotne zadanie kinematyki

We wszystkich rozwazanych dotad algorytmach kinematyki odwrotnej wy-
magana byla nieosobliwo§¢ jakobianu manipulatora, czyli pelny rzad wier-
szowy macierzy J¢(x), J*(q), J°(q), J™(q). Wystepowanie konfiguracji oso-
bliwych manipulatora ma wplyw na istnienie i jednoznaczno$§é rozwigzania
odwrotnego zadania kinematyki. Ze wzgledu na zle uwarunkowanie ope-
racji wyznaczania odwrotnosci (pseudoodwrotnodci) jakobianu manipula-
tora w poblizu konfiguracji osobliwych, co moze prowadzi¢ do nieograniczo-
nego wzrostu predkodci ruchu przegubéw manipulatora, osobliwe zadanie
odwrotne kinematyki wymaga zastosowania specjalnych algorytméw.

3.2.1 Unikanie osobliwosci

Pojecia podstawowe

Istnienie konfiguracji osobliwych manipulatoréw posiadajacych nieograni-
czone przeguby obrotowe ma zrédlo w odmiennej geometrii rozmaitosci
konfiguracyjnej i rozmaito$ci zadaniowej manipulatora. Ta przyczyna oso-
bliwosci kinematyki ma charakter fundamentalny i nie moze by¢ usunieta
poprzez przekonstruowanie manipulatora (z wyjatkiem mechanicznego ogra-
niczenia zakresu ruchu w przegubach obrotowych). W szczegélnosci, zwig-
kszenie liczby stopni swobody manipulatora (wprowadzenie redundancji)
nie eliminuje konfiguracji osobliwych, chociaz powoduje, ze ich obecnos¢
staje si¢ mniej ucigzliwa. Okazuje sie bowiem, ze redundancja manipu-
latora moze zosta¢ wykorzystana do unikniecia pewnych konfiguracji oso-
bliwych przy realizacji zadania manipulatora. Aby przedstawié zagadnie-
nie unikania konfiguracji osobliwych w sposéb precyzyjny, zalézmy, ze jest
dana reprezentacja kinematyki manipulatora redundantnego (n > m) we
wspotrzednych (2.65),

k: R — R™ y=k(x). (3:57)

Konfiguracje osobliwe kinematyki, traktowanej jako odwzorowanie, naleza

do zbioru
rank (I“(x) = ak(x)) < m}.

S = R™
fxe o

Powiadamy, ze konfiguracja osobliwa x € S jest mozliwa do unikniecia, je-
zeli istnieje nieosobliwa konfiguracja x’ manipulatora, taka ze k(x) = k(x’).
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W przeciwnym razie, konfiguracja x jest niemozliwa do unikniecia. Wia-
sno$¢ ,,mozliwa do unikniecia” oznacza, ze polozenie i orientacja efektora
w przestrzeni zadaniowej, osiagalne w konfiguracji osobliwej, moga by¢ zre-
alizowane w innej, nieosobliwej konfiguracji manipulatora. Jezeli ta kon-
figuracja nieosobliwa lezy w pewnym (malym) otoczeniu konfiguracji oso-
bliwej x, méwimy ze konfiguracja x jest lokalnie mozliwa do unikniecia.
Jak latwo zauwazyé¢, wlasnos¢ ,lokalnie mozliwa do unikniecia” jest moc-
niejsza od wlasnosci ,,mozliwa do unikniecia”. Jezeli w pewnym otoczeniu
konfiguracji x nie ma nieosobliwej konfiguracji x’, takiej ze k(x) = k(x'),
to x nazywamy konfiguracja lokalnie niemozliwg do unikniecia. Ta ostat-
nia wlasno$¢ jest w oczywisty sposéb stabsza od wlasnosci ,,niemozliwa do
unikniecia”.

Kinematyka o stopniu redundancji 1

Kryteria wlasnosci ,konfiguracja osobliwa mozliwa do unikniecia” przed-
stawimy najpierw przy zalozeniu, ze stopien redundancji kinematyki (3.57)
wynosi 1, tzn. gdy n = m+ 1. W tym celu stowarzyszymy z kinematyka
pewien uklad dynamiczny

x = X(x), (3.58)

zwany uktadem dynamicznym ruchu wtasnego, w ktérym poszczegdlne
sktadowe pola wektorowego X(x) = (X1(x), ..., Xn(x))" definiuje sie formula

Xi(x) = (=1)"" det J(x), (3-59)

a symbol J¢Y(x) oznacza jakobian analityczny J¢(x) z usunieta i-tg kolumna.

Mozna pokazaé, ze uklad dynamiczny ruchu wtasnego zostat zdefinio-
wany w taki sposdb, ze X(x) € KerJ9(x), pole X ma zerowa dywergencje,

divX(x) = tr %(x) =0,
ox

a jego punkty réwnowagi X(x) = 0 znajduja si¢ w konfiguracjach osobliwych.
Wynika stad, ze trajektoria ukladu (3.58), rézna od punktu réwnowagi,
sktada sie z konfiguracji nieosobliwych. Co wiecej, wzdluz trajektorii tego
uktadu kinematyka k(x) przyjmuje stata warto$¢. Oznacza to, ze trajektorie
leza na tzw. rozmaitosci ruchu wiasnego kinematyki. Jezeli pewna trajek-
toria zbliza sie asymptotycznie przy t — £oo do punktu réwnowagi ukladu
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dynamicznego ruchu wilasnego, oznacza to, ze wartosci wspélrzednych zada-
niowych przyjmowane przez kinematyke manipulatora w punkcie réwnowagi
i na trajektorii sg takie same. W konsekwencji, konfiguracja osobliwa od-
powiadajaca punktowi réwnowagi ukitadu dynamicznego ruchu wiasnego
jest mozliwa do unikniecia. Jezeli natomiast punkt réwnowagi nie posiada
dazacych do/od niego trajektorii uktadu (3.58), to odpowiadajaca mu konfi-
guracja osobliwa jest niemozliwa do uniknigcia. Wyrazajac to spostrzezenie
w sposéb formalny powiemy, ze konfiguracja osobliwa x jest mozliwa do
unikniecia, jezeli punkt x jest asymptotycznie stabilnym lub niestabilnym
punktem réwnowagi uktadu (3.58). Konfiguracja x jest niemozliwa do unik-
niecia, jezeli x jest punktem réwnowagi ukladu (3.58), stabilnym w sensie
Lapunowa. Dzieki takiemu sformulowaniu, rozstrzyganie czy dana konfi-
guracja osobliwa manipulatora jest mozliwa czy niemozliwa do unikniecia
zostalo sprowadzone do badania stabilnodci ukladu dynamicznego ruchu
wlasnego. Elementarnym warunkiem wystarczajacym na to, aby konfigu-
racja osobliwa x byla lokalnie mozliwa do uniknigecia (a wigc mozliwa do
uniknigcia) jest, by macierz przyblizenia liniowego ukladu (3.58) w punkcie
réwnowagi posiadata warto§¢ wlasna o réznej od zera czesci rzeczywistej.

Badanie stabilnosci ukladu (3.58) upraszcza si¢ znacznie przy odpowied-
nim wyborze wspdirzednych przegubowych. Niech xo = (Xo1,-..,X0om_1,
Xom, Xon) | Oznacza konfiguracje osobliwa kinematyki (3.57) korzedu 1, co
oznacza, ze jakobian analityczny J¢(xo) = g—';(xo) ma rzad m—1. Bez utraty
ogdblnosci mozemy zalozyé, ze w konfiguracji x( jakobian analityczny speinia
nastepujacy warunek

ol ... 9k
0x; OXm 1
rank : : (xo) =m—1. (3.60)
Okm-1 .. Okm-1
0% OXm 1

Korzystajac z wlasnosci (3.60) zdefiniujemy w pewnym otoczeniu xo nowy
uklad wspéirzednych

E=@(x) = (ki(x), ..., km_1(x),xm, Xn)T- (3-61)

Nietrudno sprawdzié, ze rank %"E (xo) = m, zatem, na mocy twierdzenia
o funkcji odwrotnej*, (3.61) jest odwzorowaniem lokalnie wzajemnie jed-
noznacznym i gtadkim (tzn. lokalnym dyfeomorfizmem). W nowych wspét-

*Zobacz dodatek A.2.
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rzednych kinematyka y = k(x) przyjmuje postac
y=koo (&) =h(&) = (&1,..., Em 1, hm(E)],

w ktérej funkcja h,, spelnia warunek h.,o@(x) = ki (x). Uktad dynamiczny
ruchu wlasnego upraszcza si¢ w nowych wspéirzednych do postaci (n =
m+1)

é] =0 -- érm—] =0
Ohm(E&)
m+1
Ohm (&)
— m+2~tmiS) )
En=(-1) e
Co wiecej, poniewaz wspétrzedne &1 = kq(xo),. .., Em—1 = kim_1(x0) sa stale

na trajektoriach ukladu, dynamika ukladu (3.62) redukuje sie do dynamiki
uktadu hamiltonowskiego w R?

o) oo s
z hamiltonianem H(q,p) = (—=1)™ Thm(k1(x0), . . ., km_1(X0), g, ).

Punktem réwnowagi ukladu (3.63) jest qo = Xom, Po = Xon. Ze wzgledu
na to, ze punkty réwnowagi uktadu hamiltonowskiego sg punktami krytycz-
nymi hamiltonianu H(q,p), stabilne w sensie Lapunowa beda te punkty,
w ktérych hamiltonian osigga minimum badZ maksimum, natomiast niesta-
bilne sa punkty, w ktérych hamiltonian ma punkt siodtowy. Wynika stad
nastepujace kryterium.

Twierdzenie 3.2.1 Niech xo = (Xo1,...,Xom Xon)' € R" oznacza konfi-
guracje osobliwg korzedu 1 kinematyki k(x) = (k1(x), k2(x), ..., km(x))T
o stopniu redundancyi 1 spetniajgce] warunek (3.60). Zdefiniuymy wy-
roznik A konfiguracji osobliwe)

62121 ?H
A(xg) = det [gqu %ggp] (xom, Xon)-
dpdq  op?
Wowczas, jezeli wyroznik
A(Xo) > 0,

tZobacz dodatek A.3.
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to konfiguracja xo jest lokalnie niemozliwa do unikniecia. W przypadku,
gdy wyrdznik
A(Xo) < O,

konfiguracja xo jest lokalnie mozliwa do unikniecta. W oryginalnych
wspotrzednych w przestrzeni przegubowej

A(xg) = AB — C?,

przy czym wyrazenia A, B, C sq okreslone przez nastepujgce zaleznosci:

aka akm—1 T akm—l akm—1 aka—1
A= ox2,  \ ox P ox - 2R ox -T oxz '
m m m m m
B aka B akm—1 TPakm—1 2 akm—l _Tazkm—1
- ox2 OXn OXn OXn g’
_ Ok (ORMTNok™ okm!
X OXn 0Xny 0Xm 0Xm

m—1 21 m—1
R ok T 0“k ,
0Xny 0XmO0Xn

natomiast macierz P 1 wektory wierszowe R, S, T spetniajg réwnania

ok™! 0km
oxm—1 = oxm—1’
aka71
akm=T\" ok T R .
oxm—1 oxm—1 az;cm—1 T oxm—Tgxm—1"’
OXm_10xm—1

akmfl akafl akmfl T akmfl B azkm

oxm—1 Xy OX ™ X oxm—1  Oxpoxm—1’
S akm71 T azkmf1 akmfl T akmf1 B azkm

oxm—1 Oxp 0xm—1 Oxn ox™1  Oxnoxm 1’

W powyzszych wzorach k™' = (k1,... . km-1)T, x™ " = (x1,..., Xm_1)",

n =m+ 1, a wszystkie pochodne czgstkowe nalezy obliczyé w konfigu-
racji osobliwej xo.
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Kinematyka o stopniu redundancji > 1

Obecnie zajmiemy sie kinematyka y = k(x) o dowolnym stopniu redundan-
cjit=m—m > 1. Niech x( oznacza, jak poprzednio, konfiguracje osobliwg.
Jakobian analityczny J%(x) = g—];(x) ma obecnie rozmiar m x n. Ustalmy

zbiér wskaznikéw 1 <1y < --- < img1 < ni zdefiniujmy ukltad dynamiczny

X = Xi; . inys (%), (3.64)
ktérego pole wektorowe Xi, i ., (%) = (Xi; .40 1(%)s -, Xiy iy nx)T
ma skladowe

Xiy iy k(%) =

B {o, jezeli k £ 11, ..., imi1,

6
(1) det ] (365)

g (x), jezeli k =i, dla pewnego .

W wyrazeniu (3.65) Ii‘?.‘“imﬂ (x) oznacza macierz rozmiaru m x m zlozona
z kolumn jakobianu analitycznego J¢(x) o numerach 1iy,..., i;n11, 2 usunieta
kolumna numer k. Biorac wszystkie kombinacje wskaznikéw 1ii,..., tm+1
uzyskujemy rodzing ukladéw dynamicznych postaci (3.64), zwanych ukta-
dami hamiltonowskim: stowarzyszonymi z kinematyka k. Pola Xy, i, .,
nosza nazwe¢ hamiltonowskich. Podobnie, jak w przypadku stopnia redun-
dancji r = 1, pola hamiltonowskie Xy, ., ., (x) € Ker J¢(x)?, ich dywergen-
cjadivXjy, .., (x) =0, a konfiguracja osobliwa x¢ jest punktem réwnowagi
kazdego ukladu hamiltonowskiego. Mozliwo§¢ lub niemozliwos§¢ unikniecia
konfiguracji xo bedzie zalezna od przebiegu trajektorii uktadéw hamilto-
nowskich w poblizu punktu réwnowagi. Pocigga to za soba nastepujacy
warunek wystarczajacy na to, aby konfiguracja osobliwa byla mozliwa do
uniknigcia: jest tak, jezeli istnieje taki uklad hamiltonowski Xi, i ,,(x),
ktérego macierz przyblizenia liniowego w punkcie xy posiada warto§¢ wiasna
0 niezerowej czesci rzeczywiste;j.

Skoncentrujemy teraz naszg uwage na konfiguracjach osobliwych korze-
du 1. Dla kazdej konfiguracji korzedu 1 istniejg takie wspéirzedne w prze-
strzeni przegubowej, okre§lone w pewnym otoczeniu konfiguracji osobli-
wej, ze uklady hamiltonowskie (3.64) przyjmuja szczegdlnie prosta postac.

{Zauwazmy, ze pola hamiltonowskie naleza do dystrybucji rozpietej przez kolumny
macierzy ]&,#]a —I,..
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Zalézmy, ze w konfiguracji osobliwej xo jakobian analityczny manipulato-

ra J%(xo) = %(xo) spelnia warunek

ok 0k
0% OXm 1
rank : : (xo) =m—1. (3.66)
Okm—1 . Okm1
0x1 OXm 1

Korzystajac z (3.66), zdefiniujemy wokét xo uktad wspéirzednych
E= (k%) kmo1(%), Xm, -, xn) T
Kinematyke y = k(x) w nowych wspélrzednych mozna zapisaé jako
y=ko@ (&) =h(&) = (&1,...,&m1, hm(E),

przy czym funkcja h,, (&) spelnia warunek h,, o @(x) = (x). W no-
wych wspdlrzednych tylko pola Xi2. mmi(E), 1 =1,2,.. — m, nie s3
tozsamosciowo réwne zeru, przy czym

X12.. mmi, mé&)
(3-67)
X12.. . mmt, mpil&) = (1)

natomiast pozostale sktadowe pola X2, m mi(&) znikaja. Z definicji (3.67)
wynika istnienie zbioru niezmienniczego

—{E=(&1,..., &) €RM & =Kj(x0), j=1,..., m— 1},

wspollnego dla wszystkich pél hamiltonowskich. Oznaczmy wspéirzedne na
zbiorze M = R™™1 jako © = (8p,...,0n_m)" i niech XM mmi bedzie
ograniczeniem pola X12.. mmi, + = 1,2,...,mn —m, do zbioru niezmienni-
czego M. Zdefiniujmy funkcje

H(G) = hm(k] (Xo), . ,km,1 (Xo), 90, 91, ey en_m). (3.68)

Nietrudno pokazaé, ze

oH(O
X% mnﬂti,O(e) :( ])m+1 ae()’

oMo, A - aeo .
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Co wigcej, funkcja H(@) jest catka pierwsza (stala ruchu)’ kazdego z pdl
wektorowych (3.69), co oznacza, ze

dHX. o mi(8) = 0.

Bezposrednia konsekwencja istnienia statej ruchu jest nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 3.2.2 Niech Xo = (X01,X02, - - - » X0m_1, X0m, - - - » Xon) . € R™
bedzie konfiguracjg osobliwg korzedu 1 kinematyk: manipulatora k(x) =
(k1(x),k2(x), ..., km(x))T o stopniu redundancji > 1 spetniajgcej waru-
nek (3.66). Zatdzmy, Ze macierz Hessego statej ruchu

92H
H(xo) = W(Xmm XOm4T -« - Xom) (3.70)

ma niezerowe warto$ci wtasne 1 okreslmy indeks I'(xp) macierzy H(xo)
jako liczbe ujemnych wartosct wtasnych H(xo). Wdwczas, jezels

MNxog) =0 b T(xg)=m—m+1,
to xo jest konfiguracjg lokalnie niemozliwg do unikniecia. Jezel
1<T(xp) <N —m,

to konfiguracja xo jest lokalnie mozliwa do unikniecia. W oryginal-
nych wspdtrzednych w przestrzeni przegubowej, macierz (3.70) mozna
wyrazié w nastepujace; formie

H(xo) = —MT(X —P)M — <MT(Y Q)+
+(MT(Y - Q))T) +(W=5),

gdzie
m—1\"T qpm—1 2
M — ok ok ’ X — 0%km ’
oxm—1 0Xm o(xm—1)2
_ %k W 3%km
oxm10x,,’ ox2 '’
-1
Ok [ Ok™! 92km-1
P:: — L,j<m-—1,
U= gxm- (axm1> axi0%; IS m

SZobacz dodatek A.3.
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—1
Okm [ Ok™! o2%km!
Qij: axmf] (axm‘|> aXian ’ 1<m_1; mg] <n)
-1
Okm [ Ok™! o2km!
S" — < .; j g ]
U~ gxm— (axm—1) xoxg ! S IST
przy oznaczeniach x™ ' = (x1, ..., Xm-1)", Xm = (Xm, ..., Xn) ", k™! =
(K1,..., km_1)T oraz przy zatozeniu, ze wszystkie pochodne czgstkowe

zostaty obliczone w konfiguracji osobliwej xo¥.

Przykiad 3.2.1 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Dla ilustracji warunkéw unikania konfiguracji osobliwych podanych w twier-
dzeniu 3.2.2 rozwazymy kinematyke manipulatora IRb-6 zamontowanego na
torze jezdnym w aspekcie wspdirzednych polozenia,

Y1 cot + e(cacs5c6 + 5286)
y=|v2| =k(x) = X1 + 821 + e(s2¢5C6 — C256) ) (3.71)
Y3 —dj + decs — az83 — a3sq — €ceSs

z efektorem przesunigtym o pewna odlegtos¢ e. W réwnaniu (3.71) para-
metr v = ajc3 + ascq + dgss. Wspdlrzedne przegubowe i zadaniowe zostaty
ponumerowane w taki sposéb, zeby byt spelniony warunek (3.66). Wy-
bierzmy konfiguracje osobliwa xo = (x1,X2, V5, 75,0, 7,)T. Po wykonaniu
odpowiednich obliczen stwierdzamy, ze macierz H(xo) w tej konfiguracji ma
postac

ag 0 0 O
0 a 0 0

Hixo) = | 0 0 g el (372)
0 0 e 0

Latwo sprawdzi¢, ze macierz H(xo) ma jedna ujemna warto§¢ wlasna, zatem
jej indeks IM(xp) = 1. Wynika stad, na mocy twierdzenia 3.2.2, ze wybrana
konfiguracja osobliwa jest mozliwa do unikniecia. |

YW przypadku, gdy stopieri redundancji r = 1, wyznacznik macierzy H(xo) jest réwny
wyrdznikowi A(xo). Wyrdznik A(xo) > 0 oznacza, ze H(xo) ma obie wartoéci wlasne jed-
nakowego znaku, A(xo) < 0 — ze wartosci wlasne sg przeciwnych znakéw. W rezultacie,
twierdzenie 3.2.1 staje sie szczegdlnym przypadkiem twierdzenia 3.2.2.
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3.2.2 Metoda postaci normalnych
Pojecia podstawowe

Zasada unikania konfiguracji osobliwych przy rozwiazywaniu odwrotnego
zadania kinematyki moze by¢ zastosowana do manipulatoréw redundant-
nych wylacznie w odniesieniu do tych konfiguracji osobliwych, ktdre sa
mozliwe do unikniecia. Wszelako jednak, dla manipulatoréw nieredun-
dantnych lub dla niemozliwych do unikniecia konfiguracji osobliwych ma-
nipulatoréw redundantnych, potrzebne sa specjalne algorytmy kinematyki
odwrotnej, zdolne do wyznaczenia trajektorii ruchu przegubéw przechodza-
cych przez konfiguracje osobliwe. Takie algorytmy bedziemy nazywaé algo-
rytmamae osobliwe; kinematyk:t odwrotnej. Przypomnijmy sformulowanie
odwrotnego zadania kinematyki manipulatora we wspdirzednych:

Majac dang kinematyke manipulatora y = k(x) i trajektorie za-
daniowa yq(t), t € Z, wyznaczy¢ trajektorie przegubowa x4(t),
taka ze yq(t) = k(xa(t)).

Przy rozwiazywaniu osobliwego odwrotnego zadania kinematyki dopusz-
czamy, aby trajektoria przegubowa przechodzila przez lub w poblizu kon-
figuracji osobliwych manipulatora. Do metod pozwalajacych na uzyska-
nie rozwiagzania tego zadania w postaci jawnej nalezy metoda postaci nor-
malnych. Jej gléwna idea polega na przeksztalceniu odwrotnego zadania
kinematyki dla kinematyki oryginalnej do zadania dla reprezentujacej ja
réwnowaznej postaci normalnej, rozwigzaniu zadania dla postaci normal-
nej i przeksztalceniu uzyskanego rozwigzania z powrotem do wspélrzednych
kinematyki oryginalne;j.

Zdefiniowanie postaci normalnej kinematyki wymaga wprowadzenia po-
jecia réwnowaznosci odwzorowan, zgodnie z ktérym dwa odwzorowania sa
rownowazne, jezeli staja sie identyczne w odpowiednio dobranych uktadach
wspdlrzednych. Bardziej formalnie, gtadkie odwzorowania f,g : R™ — R™
nazywamy réwnowaznymi, jezeli istnieja uktady wspéirzednych (dyfeomor-
fizmy) @ : R* — R™ iy : R™ — R™, takie ze diagram

rr T gm

ml H
R —9 gm

jest przemienny, tzn. P of = g o @. Rdéwnowaznos$é odwzorowan jest lo-
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kalna, jezeli uklady wspdirzednych @, 1 sa okreslone lokalnie. Uzywana
przez nas réwnowaznos$¢ wywodzi sie z teorii osobliwosci odwzorowan i nosi
nazwe RL-réwnowaznosci (right-left). Klasa odwzorowan réwnowaznych
danemu odwzorowaniu f moze by¢ reprezentowana przez odpowiednio wy-
branego przedstawiciela tej klasy, nazywanego postacig normalng odwzo-
rowania f. Zwykle wymaga sig¢, aby posta¢ normalna byla , prosta” z este-
tycznego punktu widzenia*. W zagadnieniach kinematyki manipulatoréw
posta¢ normalna powinna przede wszystkim umozliwiaé rozwigzanie od-
wrotnego zadania kinematyki.

Niech k : R™ — R™, y = k(x), n > m oznacza kinematyke mani-
pulatora. Zaldzmy, ze xo € R™ jest konfiguracja regularna, tzn. taka ze
rank g—:(xo) = m. Zdefiniujmy lokalne uklady wspétrzednych

& =@(x) = (k(x) —k(x0), Xm+1, -+, xXn) T,

7
N =) =y — kixo). (373)

Zgodnie z twierdzeniem o funkcji odwrotnej, odwzorowanie ¢ jest lokal-
nym dyfeomorfizmem przeksztalcajacym pewne otoczenie konfiguracji xg
na pewne otoczenie 0 € R™. Analogicznie, VP jest lokalnym dyfeomorfi-
zmem odwzorowujacym otoczenie yo = k(xo) na otoczenie 0 € R™. Latwo
zauwazy¢, ze dyfeomorfizmy (3.73) przeksztalcaja kinematyke k(x) do po-
staci

n=ko(&) =woko@ (&) = (&1,...,&m). (3.74)

Jak widzimy, przy uzyciu dyfeomorfizméw (3.73) jesteSmy w stanie spro-
wadzi¢ kinematyke nieosobliwa do postaci liniowej projekcji R™ na R™f
bedacej postacig normalng kinematyki nieosobliwej. Poniewaz powyzsza
elementarna obserwacja jest istotna z punktu widzenia odwrotnego zadania
kinematyki i zadania §ledzenia trajektorii, sformulujemy ja formalnie.

Whniosek 3.2.1 Zatézmy, Ze x¢o jest konfiguracjqg regularng kinematy-
ki k: R — R™ y = k(x). Wdwczas, kinematyka ta jest lokalnie

*Jak zaznaczyliémy we Wprowadzeniu, za patrona metody postaci normalnych obie-
ramy W. Ockhama.

"W rozumieniu teorii osobliwosci kinematyka k(x) jest lokalnie RL-réwnowazna po-
staci (3.74). W dalszej czedci niniejszego podrozdziatu bedziemy méwié, ze kinematyka
jest lokalnie réwnowazna pewnej postaci normalnej lub ze mozna ja przeksztalci¢ do pew-
nej postaci normalne;j.
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rownowazna lintowej projekcyi

T

kO(Xh- .. »Xn) = (Xh v »Xm) . (3'75)

Uzywajac jezyka postaci normalnych powiemy, ze algorytmy kinematyki
odwrotnej manipulatoréw opisane w podrozdziale 3.1 moga by¢ stosowane
jedynie do kinematyki majacej posta¢ normalna typu liniowej projekcji.
W tym miejscu pojawia sie pytanie: W jaki sposdb rozwiazaé odwrotne
zadanie kinematyki w przypadku kinematyki, ktéra nie jest réwnowazna
postaci (3.75)7

Algorytm

Metoda pozwalajaca na rozwiazanie tak postawionego zadania jest metoda
postact normalnych. Zgodnie z przestaniem metody, rozwigzanie odwrot-
nego zadania kinematyki sformutowanego dla kinematyki oryginalnej spro-
wadzone zostaje do rozwiazania odwrotnego zadania kinematyki dla postaci
normalnej kinematyki. Przy zalozeniu, ze trajektoria zadana przecina oso-
bliwosci w dyskretnych chwilach czasu, dyrektywy postepowania wynikajace
z metody postaci normalnych mozna sformutowaé w postaci nastepujacej
procedury.

Krok 1. Dla kinematyki okres§lonej we wspdtrzednych k : R™ — R™,
y = k(x) i trajektorii zadanej yq(t), t € Z = [tp, tx] znalez
zbidér konfiguracji osobliwych S i wyznaczy¢ uporzadkowany zbidr
chwil {ts;} =T, i > 0, w ktérych trajektoria yq(t) przecina zbidr
wartosci osobliwych k(S) kinematyki k. Przyja¢ to = tp, i = 1.
Jesli chwila ty nalezy do otoczenia tgq przejs¢ do kroku 3.

Krok 2. Zastosowa¢ do rozwigzania zadania kinematyki odwrotnej dla cza-
sow t € [ti_1,tsi — €i, przy wybranym ¢; > 0, jedna z me-
tod pozwalajacych na rozwigzanie regularnego odwrotnego za-
dania kinematyki, opisanych w podrozdziale 3.1, z warunkiem
poczatkowym xq(t; 1), takim ze yqa(ti1) = k(xq(ti_1)).

Krok 3. Okre§li¢ konfiguracje osobliwg x5; = X(tsi), wyznaczy¢ postaé nor-
malng ko kinematyki k w otoczeniu tej konfiguracji oraz znalezé
uktady wspétrzednych @ : U — @(U), & = @(x)iPp: V —
P(V), n = P(y) okreslone na otwartych otoczeniach U > xg;
iV > k(xsi), takie ze

koo @(x) = ok(x). (3.76)
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Krok 4. Wyrazi¢ trajektori¢ zadana yq(t) € V (dla t € [tsi — €4, tsi + €il)
we wspodlrzednych 1, zgodnie z zaleznoscia

na(t) =d(ya(t)).

Krok 5. Rozwiazaé¢ odwrotne zadanie kinematyki dla postaci normalnej ko
i trajektorii zadanej ng(t), tzn. znalezé £4(t) € @(U), ktére spel-
nia réwnanie

nalt) =ko(&a(t)).

Krok 6. Przeksztalci¢ uzyskane rozwigzanie &4(t) z powrotem do oryginal-
nych wspéirzednych przegubowych obliczajac

xa(t) = @ ' (Ea(t)) € U.

Krok 7. Przyjaé t; = tgi+¢€4, a nastepnie i «— i+1. Jesli tg; € T powtorzyé
kroki 2-6. W przeciwnym razie, jesli t; 1 < ty, wykonaé krok 2
dla chwil czasu t € [t;_1,ti]. W wyniku polaczenia rozwigzania
regularnego (otrzymanego w kroku 2) i osobliwego (z kroku 6)
uzyskujemy kompletne rozwigzanie odwrotnego zadania kinema-
tyki w postaci trajektorii x4(t), t € [tp,tx] okreslonej w prze-
strzeni przegubowej manipulatora.

Jak widaé, algorytm metody postaci normalnych sktada si¢ z dwéch za-
sadniczych czeéci: pierwszej, pozwalajacej na wyznaczenie odcinkéw trajek-
torii przebiegajacych w otoczeniu konfiguracji regularnych (krok 2), i dru-
giej, w ktdrej sa okreslane odcinki trajektorii polozone w otoczeniu konfi-
guracji osobliwych (kroki 3-6). Rozwiazanie osobliwego odwrotnego zada-
nia kinematyki polega wigc na sukcesywnym wyznaczaniu nieosobliwych i
osobliwych fragmentéw trajektorii przegubowej, a nastepnie ich polaczeniu
w fazie koncowej (krok 7). O dlugosci fragmentéw osobliwych, okreslonej
parametrami €i, a co za tym idzie o doborze wartosci tych parametréw,
decyduja mozliwoSci metody rozwigzania regularnego zadania kinematyki
odwrotnej, zastosowanej w kroku 2 algorytmu, oraz wielko§¢ dziedziny dy-
feomorfizmdéw ¢ i P wyznaczonych w kroku 3. W skrajnych przypad-
kach, cala poszukiwana trajektoria moze byé wyznaczona wylacznie z wy-
korzystaniem albo osobliwej (patrz przykiad 3.2.3), albo nieosobliwej (patrz
przyktady 3.2.4 i 3.2.6) czesci algorytmu.
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Analiza algorytmu metody postaci normalnych prowadzi do wniosku,
ze najtrudniejsze do realizacji sa kroki 3 i 5. W kroku 3 musimy okresli¢
posta¢ normalng kinematyki w konfiguracji osobliwej oraz znalezé postacie
dyfeomorfizméw transformujacych kinematyke do postaci normalnej. Prak-
tyczny sposdb znajdowania dyfeomorfizméw zostanie przedstawiony nieco
dalej, na przyktadzie manipulatora typu podwdjne wahadto (przyktad 3.2.3)1.
Drugim trudnym do przejscia etapem algorytmu jest krok 5. Postaé nor-
malna kinematyki musi by¢ wystarczajaco prosta, aby byto dla niej mozliwe
rozwiazanie odwrotnego zadania kinematyki. Dyskusja tego zagadnienia
zajmiemy sie w dalszej czesci niniejszego podrozdziatu, po wyznaczeniu ty-
powych postaci normalnych kinematyki.

Obecnie przedstawimy sposoby okre§lania postaci normalnych kinema-
tyki. Zgodnie z rozwazaniami przeprowadzonymi w rozdziale 2.3.5, konfigu-
racje korzedu 1, nalezace do zbioru S;, tworza najwiekszy podzbiér konfi-
guracji osobliwych, czesto niemozliwych do unikniecia podczas planowania
i §ledzenia trajektorii. Z tego wzgledu skupimy uwage na analizie kinema-
tyki manipulatoré6w w otoczeniu konfiguracji nalezacych do S;. Naszym
celem bedzie podanie warunkéw, ktére pozwola na zdefiniowanie postaci
normalnych kinematyki w otoczeniu konfiguracji osobliwych korzedu 1.

Postacie normalne

Rozpatrzmy reprezentacje kinematyki we wspélrzednych, w formie odwzo-
rowania analitycznego

k: R —R™ y=k(x)=(ki(x),...,km(x))". (3.77)
Oznaczmy przez xo € St konfiguracje osobliwa korzedu 1 kinematyki. Dla xg

mamy

ok
rank &(xo) =rankJ%xo) =m—1, (3.78)
gdzie J%(x) oznacza jakobian analityczny manipulatora. Zauwazmy, ze dla
kinematyki y = k(x) i konfiguracji osobliwej xo € S;, po zastosowaniu
odpowiedniej permutacji wspétrzednych (x1,...,%xn) i (y1,...,Ym), warun-

tPokrétce, wykorzystuje sie w tym celu wilasnosé, ze dyfeomorfizmy ¢ i 1 sa anali-
tyczne, moga wiec by¢ reprezentowane przez ich rozwinigcia w szereg Taylora. JesteSmy
w ten sposéb w stanie wyznaczy¢ je z dowolnie duza dokladnoscia.
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kowi (3.78) mozna nada¢ postac

ok, 0k
aX] axm,1
rank | P (X)) =m—1. (3-79)
Okm-1 .. Okm_1
0xq OXm 1

Zdefiniujmy dla macierzy J%(x) zbiér n —m + 1 podmacierzy J%i(x), i =
m, m~+1,...,n rozmiaru m x m ztozonych z m— 1 pierwszych kolumn J%(x)
oraz kolumny i-tej tej macierzy. Oznaczmy przez Vi, Vmil,. .., Vn baze
przestrzeni Ker J%(xo). Warunek réwnowaznosci kinematyki kwadratowej
postact normalnej przedstawia nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.3 Niech x¢ bedzie konfiguracjq osobliwg korzedu 1 ki-
nematyki k(x) spetniajgce; warunek (3.79). Wdwczas, jezel

d(detJe™)
d(det ]aer])

rank : (x0)Vm: vl =n—m-+1, (3.80)
d(det Jo™)

to w pewnym otoczeniu konfiguracji xo kinematyka k(x) jest réwnowaz-
na kwadratowej postact normalnej

k()(X) = (X1)X2) <oy Xm—1, q(Xm, s »XTL))T; (381)
gdzie q(xm, ..., xn) = —X& — - — XA 4+ X%+ + X3, dla pewne-

gos=0,....n—m+1,

Nietrudno sprawdzi¢, ze warunek rzedu (3.80) nie zalezy od przyjetych
uktadéw wspdirzednych przegubowych i zadaniowych.

Dla kinematyki nieredundantnej, z podanego twierdzenia mozna wycia-
gna¢ nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.2.2 Niech xo bedzie konfiguracjg osobliwg korzedu 1 kine-
matyks nieredundantne; k : R™ — R™ speiniajgce; warunek (3.79)

przy m=n. Jezeli
d(det J%)(xo)v # 0, (3.82)

gdzie wektor v jest rozwigzaniem réwnania J%(xo)v = 0, to w pewnym
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otoczeniu konfiguracji xo kinematyka k(x) jest réwnowazna kwadrato-
wej (parabolicznej) postaci normalnej

.
ko(x) = (x1,%2,...,%Xn_1,%3) . (3-83)

Przeprowadzone dotad badania konfiguracji osobliwych kinematyki mani-
pulatoréw wykazuja, ze kwadratowa posta¢ normalna jest najpowszech-
niejsza postacia normalng kinematyki w otoczeniu konfiguracji osobliwych
korzedu 1. Mniej rozpowszechnionym typem postaci normalnej jest hiper-
boliczna postaé normalna. W celu okreslenia warunkéw jej wystepowania,
dla kinematyki (3.77) spelniajacej warunek (3.79) zdefiniujmy w otoczeniu
konfiguracji osobliwej x( lokalny uklad wspdlrzednych

E=0(x)=(ki(x),..., km-1(X),Xm, .-, Xn) ', (3-84)

przeksztalcajacy otoczenie U punktu xo w otoczenie V punktu &y = @(xo).
Nazwijmy przekrojem otoczenia V zbidr

Vi ={&=(&1,82,....E0)T € V| &, =&y,
‘ilz = a()lz)'--) alr == EOLT}'

Utwérzmy zbiér n — m + 1 podmacierzy J¢4x), i = m, m + 1,...,n, okre-
§lonych tak samo, jak poprzednim twierdzeniu. Warunki istnienia hiperbo-
licznej postaci normalnej kinematyki podaje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.4 Niech xo bedzie konfiguracjg osobliwg korzedu 1 ki-
nematyk: k(x) spetniajgce; warunek (3.79) © niech @(x) bedzie zdefinio-
wane przez (3.84). Jezeli istniejq wskazniki iy,...,i, € {m,m+1,... n},
T =mn—m+ 1, wraz z odpowiadajgcymt im wskazZnikamsi ji,...,jr €
{1,2,...,m —1}, takie ze

detJ4 o (p’]‘ —detJ®| #£0 A det]*Moe | =0
Vv u i
detJ 20" #0 A det]*2o@! =0
Vi, i1z
detJ*" o @ £0 A det]*og! =0,
ip.oip g i1 i qir
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oraz dlas=1,2,...,r

. d —1
d(det <) (xo) (a“’(xo)) £0,
X js kol
to w pewnym otoczeniu konfiguracji xo kinematyka k(x) jest réwnowaz-
na hiperbolicznej postact normalne;

ko(X) = (X1,X2, -+ o, X1, X4, X5, + -+ 4 X0,%5,) . (3.85)

Podobnie jak w przypadku kwadratowej postaci normalnej, na podsta-
wie powyzszego twierdzenia jesteSmy w stanie sformulowaé wniosek do-
tyczacy wystepowania hiperbolicznej postaci normalnej kinematyki niere-
dundantne;j.

Whniosek 3.2.3 Niech xo bedzie konfiguracjg osobliwg korzedu 1 kine-
matykr nieredundantne; k : R™ — R"™, speiniajgce; warunek (3.79)
przy m = n, 1 niech @(x) bedzie zdefintowane wzorem (3.84) réwniez
dla m =n. Oznaczmy przez S1 zbidr konfiguracji osobliwych korzedu 1
kinematyk: k(x). Zatdimy, Ze

det ]9y = detJ®o @], 0.

Jezeli istnieje wskaznik j € {1,2,...,n— 1}, tak: Ze
e (V) cSinu (3.86)
oraz ]
a e )
d(detJ)(xo0) | == (x0) #0, (3-87)
ox jkol

to w pewnym otoczeniu konfiguracji xo kinematyka k(x) jest réwnowaz-
na hiperbolicznej postact normalne;

kO(x) = (X1 y X2y e et >XTL—1>X]'XT1)T' (388)

Przed pokazaniem przykladéw zastosowania metody postaci normal-
nych przedyskutujemy rozwiazanie odwrotnego zadania kinematyki dla pa-
rabolicznej i hiperbolicznej postaci normalnej kinematyki nieredundantnejS.
W przypadku pierwszej z nich, zdefiniowanej jako

Yy =ko(x) = (Xth,---,an,Xﬁ)T,

SZasygnalizowane w kroku 5 algorytmu przedstawionego na stronie 142.
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dla trajektorii zadaniowej ya(t) = (yai(t),...,yan(t))" zaleznej w sposéb
gladki od czasu i przechodzacej w chwili t; przez konfiguracje osobliwg
(tzn. takiej, ze yan(ts) = 0), otrzymujemy nastepujace cztery rozwigzania
odwrotnego zadania kinematyki

.
xq(t) = (ydl(t)) o Ydana(t), £ Udn(t)> : (3-89)

xq(t) = (Ud](t)a ., Yan-1(t), £sgn(t — tg) ydn(t)>T, (3-90)

z ktérych jedynie dwa ostatnie sq zawsze gltadkie. Widzimy, ze warunkiem
koniecznym istnienia rozwiazania jest spelnienie nieréwnosci yqn(t) > 0.
Dla hiperbolicznej postaci normalnej

Y= kO(X) = (X])XZ) e »XTL—1)X)'XT1)T1
j = 1,...,n— 1, przy zalozeniu gladkiej trajektorii zadaniowej yq(t) =

(yai(t),...,yan(t))" przechodzacej przez konfiguracje osobliwa w chwili t, ¥,
otrzymujemy rozwigzanie odwrotnego zadania kinematyki

xa(t) =To(Yalt)) = (Yai(t), ..., yan1(t),mo(t) ", (3-91)
gdzie ro(t) = %‘;ﬁ‘((tt)) dla t # tg oraz 1o(t) jest nieokreslone dla t = t;. Za-
)

uwazmy, ze warunkiem koniecznym istnienia rozwiazania zadania odwrot-
nego jest yan(ts) = 0. Aby uzyskana wowczas trajektoria x4(t) byta ciagta,
Ydn (T)

spoéréd mozliwych wartosci vo(ts) nalezy wybraé ro(ts) = lin:t FHCIE
T—ts

Obecnie zilustrujemy na przykladach sposéb okre§lenia postaci normal-
nych kinematyki w otoczeniu konfiguracji osobliwych oraz zastosowanie me-
tody postaci normalnych do rozwigzania osobliwego odwrotnego zadania
kinematyki.

Przykiad 3.2.2 (Manipulator typu podwéjne wahadtlo)

Manipulator typu podwdéjne wahadto moze zostaé opisany kinematyka po-
staci (2.68), ze zbiorem konfiguracji osobliwych (2.137). Okreslmy postacie
normalne kinematyki podwdéjnego wahadla. Oczywiscie, w otoczeniu konfi-
guracji regularnych kinematyka jest réwnowazna liniowej postaci normalnej

ko(x) = (x1,x2)",

IT2n. takiej, ze yaj(ts) = 0.
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na mocy wniosku 3.2.1. Manipulator przyjmuje konfiguracje osobliwa, gdy
jego drugie ramieg jest w peini wyprostowane (x, mod 27t = 0) lub catkowicie
zlozone (xp;mod 27t = 7). Na podstawie analizy jakobianu analitycznego
manipulatora (2.82) latwo zauwazy¢, ze wszystkie konfiguracje osobliwe ki-
nematyki (2.68) sa korzedu 1. Zmiana kolejnosci wspdirzednych przegubo-
wych zgodnie z zaleznoScig

(%1,%2) = (x2,%1),
prowadzi do zdefiniowania kinematyki
Y1 _ 11 cosxy + 1y cos(X1 + X2)
= =k = .
Y <y2> (x) <l1 sinx, + 1y sin(x7 + %2) /' (3.92)
ktérej jakobian analityczny

Jx) = [

—Lysin(X1 +%2) —lysink,; — 1psin(kq + X2)
Lycos(X1 +%2) lycosxy+ lrcos(Xy +%2) |

a zbiér konfiguracji osobliwych S; = {% = (%1,%2)" € R?| sink; =0}. Ki-
nematyka (3.92) spetlnia warunek (3.79), jesli sinXp, # 0. Rozwigzanie
réwnania J¢(Xo)v = 0 dla %o = (X01,%02)" € S7 mozna wybraé jako

v (11 +15,—1,)T, dla %91 mod 27t = 0,
(11 —15,1,)7,  dla Xo;mod 27 = 7.

Rézniczka wyznacznika jakobianu analitycznego ma postaé

L1,,0),  dla Xo;mod 27 =0,
d(det]a)(’—co):{( 112,0) a X01mModa 27

(—li1,,0), dla Xo;mod2mr =T
W konsekwencji, lewa strona nieréwnosci (3.82) jest réwna

Lila(l + 1), dla Xg1mod 27t = 0,
1112(1, — 1), dla Xo1mod 27t = 7,

i dla Xo1mod 27t = 0 jest zawsze rézna od zera”, a dla Xp1mod 27t = 7t jest
niezerowa wtedy i tylko wtedy, gdy 1 # l,. Przeprowadzenie podobnej
analizy po dodatkowej zmianie kolejnosci wspéirzednych zadaniowych kine-
matyki (wéwczas warunek (3.79) jest spetniony, jesli cosXo2 # 0) prowadzi
na podstawie wniosku 3.2.2 do nastepujacego stwierdzenia.

IPrzyjmujemy, ze 11,12 > 0.
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Whniosek 3.2.4 Kinematyka manipulatora typu podwdine wahadto po-
siada paraboliczng postaé normalng

kKo(x) = (x1,%3)",

w otoczeniu konfiguracyr osobliwych xoomod 2m =0, a przy L1 # 1, takze
w otoczeniu konfiguracjyi osobliwych xppmod 27 = 7.

Widzimy, ze jedynymi konfiguracjami manipulatora, dla ktérych nie okresli-
lismy dotychczas postaci normalnej sa konfiguracje osobliwe xp, mod 27t = 7t
przy l; = 1. Przyjmijmy xo2 = 7, co przy kinematyce (3.92) odpowiada
konfiguracji osobliwej X9 = (71, %02)". Do okreslenia postaci normalnej w tej
sytuacji postuzymy sie wnioskiem 3.2.3. Zgodnie z zaleznoscia (3.84), zde-
finiujmy w otoczeniu tej konfiguracji osobliwej uklad wspéirzednych

& _ licosx 4+ 1y cos(X1 + X
£ = (;) = Q%) = < 1cosXa L cos(X, 2)>- (3.93)
2 X2
Odwzorowanie (3.93) jest wzajemnie jednoznaczne dla otoczenia punktu
osobliwego X0 = (Xo1,%02) ' postaci
U= (340 F—a) x (F- a5+
przy 0 < o < T/,. Dla takiego otoczenia Uy NSy = {71} x (% -, 5+ cx),
a zatem
e(UxNSq) = {(11 cos X2 + lycos(Xq + iz),iz)T‘ X1=m §F—a<
<x2<F+af={((li—l)cos& &) T —a <& < T+ al
7 drugiej strony, otoczenie V4 punktu &y = @(Xo) = ((11 — 12) cos X2, X02) "
przyjmuje postaé
Vo=0(Uys) = {(&1,&2)7] & =licosxz + l2cos(X1 + X2),
£2 =%, (%1,%2)" € Ud,

skad otrzymujemy
Var = {((l =) cos Xz £2)T| T —ax < &2 < 5 + ot

Widaé wiec, ze dla 1y = 1, jest prawdziwa zalezno$é @ (U, N Sy) = Vg, co
oznacza spelnienie warunku (3.86).
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Dla dlugo$ci ramion 1y = 1, rézniczka wyznacznika jakobianu analitycz-
nego w punkcie Xo = (71, %02)" ma postaé

d(detJ4)(x0) = (—14,0),

a(p v 71_ 11 SiIlX()z O
(O)Z(XO)> —[ 0 11

Wida¢ stad, ze warunek (3.87) jest spelniony, gdyz

a macierz

ae o (00 N L
alaet) ) 5o) (G iR0) = o
W ten sposdb ustaliliSmy posta¢ normalna kinematyki manipulatora ty-
pu podwdéjne wahadlo dla konfiguracji osobliwej xp2 = m, przy 1 = 1,
isinxgt # 0. Po przeprowadzeniu podobnej analizy, przy dodatkowej zamia-
nie miejscami wspéirzednych zadaniowych y1 i y, kinematyki, dochodzimy
do nastepujacej konkluzji.

Whniosek 3.2.5 W otoczeniu konfiguracji osobliwych xo>mod 27t = 7t ki-
nematyka manipulatora typu podwdjne wahadto, ktérego ramiona majq
jednakowe dtugosci (11 = 12), jest réwnowazna hiperbolicznej postact
normalnej
-
ko(x) = (x1,x1%2) . -
Przykiad 3.2.3 (Manipulator typu podwdéjne wahadto)
W tym przykladzie opiszemy pierwszy, przyblizony sposéb rozwiazania od-
wrotnego zadania kinematyki z wykorzystaniem metody postaci normal-
nych. Drugi sposéb, w ktérym korzystamy z rozwigzania regularnego od-
wrotnego zadania kinematyki w postaci jawnej (przyktad 3.1.1) i wnioskéw
plynacych z metody postaci normalnych, przedstawia przykiad nastepny.
W obliczeniach przyjmiemy 11 =5, 1, = 3.
Niech zadaniem manipulatora bedzie przemieszczenie efektora wzdiuz
trajektorii zadaniowej majacej postaé okregu

yalt) = <y‘”(t)> = <6+Zsm(§t)>, (3.94)

Yaz(t) 2cos(3t)

w przedziale czasu Z = [0, 10]**. Rysunek 3.24 przedstawia §ciezke w prze-

**Poréwnaj z trajektoria z przyktadu 3.1.5.
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<75 -5 -25 125 5 7.
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Rysunek 3.24 Sciezka zadana w przestrzeni roboczej manipulatora typu podwéj-
ne wahadlo.

strzeni roboczej manipulatora (obszar zakropkowany) odpowiadajaca zada-
nej trajektorii. Naszym celem jest znalezienie trajektorii przegubowej ma-
nipulatora pozwalajacej na realizacje trajektorii (3.94). Zauwazmy, ze tra-
jektoria ta zostala tak dobrana, aby jej realizacja wymagala wprowadzenia
manipulatora w konfiguracje osobliwa, co powoduje, ze préba rozwigzania
zadania metoda jakobianu odwrotnego konczy sie niepowodzeniem.

Zgodnie z pierwszym krokiem algorytmu metody postaci normalnych,
musimy wyznaczy¢ zbiér chwil, w ktérych trajektoria (3.94) przecina obraz
zbioru konfiguracji osobliwych k(S) przy S zdefiniowanym wzorem (2.137).
Latwo pokaza¢, ze dla manipulatora typu podwdéjne wahadlo dzieje si¢ tak
wtedy i tylko wtedy, gdy

yii(t) +uda(t) = (1 £ )4

co w analizowanym przyktadzie sprowadza si¢ do jednego z dwéch wa-
runkéw: 40 + 24sin(7/st) = 64, albo 40 + 24sin(7Y/st) = 4. Pierwszy
warunek jest spelniony dla tgs; = 2.5, gdy manipulator osiaga konfigura-
cje xs = (0,0)7. Zblizanie sie trajektorii przegubowej do konfiguracji oso-
bliwej potwierdza préba rozwigzania zadania odwrotnego metoda jakobianu
odwrotnego; podczas numerycznego rozwigzywania uktadu réwnan (3.20)
otrzymujemy komunikat o ztym uwarunkowaniu ukiadu spowodowanym
wystapieniem osobliwosci, co uniemozliwia jego rozwigzanie (w przepro-
wadzonych symulacjach komunikat taki otrzymaliSmy w chwili t = 2.496).

Zajmiemy sie obecnie wyznaczeniem osobliwego fragmentu poszukiwa-
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nej trajektorii, zgodnie z algorytmem metody postaci normalnych. Krok 3
algorytmu wymaga wyznaczenia postaci normalnej kinematyki. Na pod-
stawie wniosku 3.2.4 wiemy, ze w konfiguracji osobliwej xs = (0,0)" ki-
nematyka badanego manipulatora jest réwnowazna parabolicznej postaci
normalnej. Naszym zadaniem jest zatem znalezienie ukladéw wspdirzed-
nych & = @(x), n = P(y), w ktérych bedzie spelniona zaleznosé¢ (3.76).
Odwzorowan ¢, VP bedziemy szuka¢ w postaci rozwinie¢ w szereg Taylora.
Cala operacje przeprowadzimy w dwdch etapach. W pierwszym etapie znaj-
dziemy uktady wspéirzednych X = @(x), § = P(y), ktére sprowadzaja roz-
patrywana kinematyke do postaci k(%) = (X1, (X)), w drugim — uklady
wspéirzednych & = @(x), n = $(g) redukujace kinematyke k(X) do para-
bolicznej postaci normalnej ko(&) = (51,£%)T. Odwzorowania ¢(x), P(y)
znajdziemy jako zilozenia

. (3-95)

{a—m(x) =@Qod(x)
n=VYy) =Pody).

Po zmianie kolejnosci wspéirzednych zadaniowych kinematyki (2.68)
majacej na celu spelnienie warunku (3.79), kinematyka manipulatora przyj-
muje postac

(3-96)

B B 581+ 35712
Yy =k(x) = (5C1 +3C12)'

Po rozwinieciu kinematyki (3.96) w szereg Taylora w otoczeniu punktu oso-
bliwego xs = (xs1,%s2) T = (0,0)7 otrzymujemy

4.3 3,2 3,42 1.3 4

8x1 — 3x7 + 3x2 — 3X7x2 — 3X1%5 — 3%5 + 07(x)

bl
8 — 4X% —3x1x2 — %x% + 0*(x)

gdzie o™(x) oznacza matla funkcje rzedu n-tego ze wzgledu na sktadowe we-
ktora x'f. Wybér odwzorowari @(x) i P(y) w postaci

% =@(x) = (k1(x —%s),x2 —xs2) "
7 ="Py) =y —k(xs),

W ogélnosci, dla kinematyki nieredundantnej o liczbie stopni swobody n, do posta-
cik(X)=(X1,...,%n_1,7(X))", zwanej prenormalng.
#Tzn. w rozwinieciu Taylora o™ (x) najnizsza potega X wynosi n.
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czyli

4.3 3.2 3,02 1.3, -4
- <8x1 — 3X7 +3%2 — 5X9X2 — 5X1X5 — 3%X5 + 0 (x))

X2
= Y1
v <U2—8>’

prowadzi do uzyskania kinematyki k(X) opisanej wyrazeniem

Bedziemy teraz szukaé¢ pary odwzorowan & = @(X) = (§1(X), §2(x))7
in=$@) = ($1®), $2(5))" spetniajacych réwnanie (3.76) dla kix) = k(x)
i parabolicznej postaci normalnej ko(&) = (5,1,5%)T. Na wstepie zauwazmy,
ze dla pierwszych wspdlrzednych poszukiwanych przeksztalced mamy &; =
¢1(%) = %1, 11 = $1(§) = U1. Aby znalezé §(X) i (2(f), zalézmy ze
rozwiniecie w szereg Taylora odwzorowania @(X) ma postaé

(& ey [ X
&= (az) =)= (@(fc))’

gdzie ®2(X) = a1X1 + axx, + 0_37_(% + agX1X2 + a5>'c% +03(%X), a; ~ a5 — pa-
rametry rozwiniecia. Wéwczas, zlozenie kinematyki ko(&) z @(X) prowadzi

do wyrazenia
(M) v oex) — X1

gdzie @%(7_() = 0.%7_(% + 2ajas%1X2 + (1%)_(% 4+ 2a;4 037_(‘? + 2(azasz + a; 04))_(%)_(2 +
2(axas+a; a5)>'q>'<%—|—2aza5>'<%—l—o4(i). Z drugiej strony, rozwinigcie w szereg
Taylora odwzorowania 1T:(g) postaci

(MY sy U1
n= (ﬂz) —vi = (@2(@))’
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gdzie $2(G) = big2 + bagr + bglj% + b41]? + 0*(§j1) zawiera wspdiczyn-
nik b; = +1 i nieznane parametry b,~b4', po zlozeniu z k(X) daje

(MY B ok(x%) — X1
= <n2> =1 ok(x) <1b2(k(i))>, (3-99)

gdzie P (k(X)) = bax; —%Gbp'c%—i—bgi%-i—bﬁc? b1x2+o (X). Poréwnanie
wspotczynnikéw przy odpowiednich potegach w (3.98) i (3.99) pozwala
stwierdzi¢, ze kinematyka (3.97) przyjmuje paraboliczng posta¢ normalng
we wspolrzednych

oy U1
n=9%y) =< _ ~ _ >
Uy — 7595+ 0*(T1)
Analogicznie, na podstawie zaleznosci (3.95), mozemy stwierdzi¢ to samo
o kinematyce (2.68) wyrazonej we wspdlrzednych

8x1 +3X2+O3(X)
E,:(P(X): ﬁ)Q—{-O()

_ _ Y2
n=bly) = (8 —y1— 1'6y%+o4(yz)>'

Jak wynika z kroku 6 algorytmu metody postaci normalnych, do rozwigzania

zadania odwrotnego bedziemy potrzebowaé odwzorowania @', ktére ma
postaé
1 V3 3
_ &1 — ==& +0°(8)
x=¢@ (§) = (8 4 V20 . . (3.100)
7552 +0°(&)

Wiyliczone przeksztalcenia umoszliwiajg rozwigzanie zadania w otocze-
niu konfiguracji osobliwych. Analiza przebiegu trajektorii zadanej pozwala
przyjaé, ze cala trajektoria lezy w tym otoczeniu, dzigki czemu rozwiazanie
zadania bedzie sie skladaé jedynie z czesci osobliwej. Zgodnie z krokiem 4 al-
gorytmu metody postaci normalnych, nalozenie odwzorowania P (y) danego

Szczegblowa analiza dyfeomorfizmu IT)(Q) prowadzi do wniosku, ze dla dowolnego n
jeSt on danY jako Ib(g) = (g] Yy ngl*T ) :l:gn + f(g1 Yy vgﬂ*1 ))Tl gdZie f(g] Yy 791171 )]
jest pewna funkcja analityczna, taka ze f(0) = 0.
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przez (3.2.3) na trajektori¢ zadana (3.94) pozwala na wyliczenie trajektorii
zadaniowej Nng(t) dla parabolicznej postaci normalnej. Rozwigzanie oso-
bliwego odwrotnego zadania kinematyki dla tej postaci normalnej wedlug
zaleznosci (3.90) (krok 5 algorytmu), a nastepnie wyliczenie odwzorowa-
nia (3.100) wzdluz otrzymanego rozwiazania (krok 6), prowadzi do trajek-
torii pokazanych na rysunku 3.25. Przedstawione rozwiazanie uzyskano przy
rozwinieciu odwzorowan (3.2.3) w szereg Taylora z dokladnoscia do wyrazéw
rzedu siédmego. W wyrazeniu (3.90) przyjeto znak plus. Biedy potozenia
i predkosci efektora manipulatora przy tak uzyskanej trajektorii ilustruje ry-
sunek 3.26. Rysunek 3.27 pokazuje §ciezke rzeczywista (linia ciagla) w prze-
strzeni roboczej uzyskana w wyniku rozwigzania zadania, przedstawiona
na tle Sciezki zadanej (linia przerywana). Modut bledu potozenia efektora
osiagga maksymalng warto§¢ 0.122 dla chwili t = 7.88. Dodajmy, ze dla
czaséw t € [1,4] maksymalna warto$é btedu spada do poziomu 4 x 107 (dla
czaséw t € [2,3]F jest to juz tylko 2 x 10~7, to znaczy duzo ponizej poziomu
bledéw numerycznych towarzyszacych metodom jakobianowym). W celu
zmniejszenia bledéw nalezaloby wykorzystaé jedynie fragment przedstawio-
nego rozwiazania osobliwego, a pozostala czes¢ trajektorii znalezé zgodnie
z krokiem 2 algorytmu metody postaci normalnych lub okresli¢ dyfeomor-
fizmy @, VP z wicksza dokladnos$cia. Mozna tez skorzysta¢ z metody postaci
normalnych w sposéb zilustrowany nastepnym przykladem. |

Przykiad 3.2.4 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)

W tym przykladzie przedstawimy rozwigzanie osobliwego odwrotnego za-
dania kinematyki otrzymane metoda postaci normalnych polaczona z bez-
posrednia metoda algebraiczna’.

Jak wynika z wyrazed (3.89), (3.90) opisujacych rozwiazania osobli-
wego odwrotnego zadania kinematyki dla parabolicznej postaci normalnej,
w otoczeniu konfiguracji osobliwych tego typu mozliwe sa cztery rézne tra-
jektorie przegubowe realizujace zadany ruch. Krétka analiza rozwigzania
odwrotnego zadania kinematyki dla manipulatora typu podwdéjne wahadto
przy uzyciu bezposredniego podejscia algebraicznego, opisanego za pomoca
wzoru (3.10), prowadzi do wniosku, ze w otoczeniu konfiguracji osobli-
wych rozwiazanie to opisuje jedynie dwie trajektorie realizujace zadany
ruch. Sa to trajektorie typu (3.89). Aby uzyska¢ w postaci jawnej dwa
pozostale rozwiazania (typu (3.90)), nalezy zmodyfikowac postaé funkcji s,

1Wiec wciaz w duzej odleglosci od konfiguracji osobliwej.
SZobacz przyktad 3.1.1.
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Rysunek 3.25 Przyblizone rozwigzanie osobliwego zadania odwrotnego dla
podwdjnego wahadla uzyskane metoda postaci normalnych.
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Rysunek 3.26 Bledy polozenia i predkosci efektora przy metodzie postaci nor-

malnych w wersji przyblizone;.
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W2

Y

Rysunek 3.27 Sciezka zadana i $ciezka rzeczywista efektora manipulatora typu
podwdjne wahadlo.

wystepujacej w réwnaniach (3.10) definiujac ja jako

sy =+ H sgn(t — tgi)y/1 —c%,

tsi €T

gdzie T jest zbiorem chwil opisanym w kroku 1 algorytmu na stronie 142.

Jesli trajektoria zadaniowa wymaga jednokrotnego wprowadzenia manipu-

latora w konfiguracje osobliwa, wowczas funkcja s, = £sgn(t—t5)y/1 — c3,

gdzie ts oznacza chwile osiaggniecia przez manipulator konfiguracji osobliwej.

Zal6ézmy, ze zadaniem manipulatora jest ponownie realizacja trajektorii
zadanej wyrazeniem (3.94). Rozwiazanie tego zadania bezposrednia me-
toda algebraiczna (zaleznosé¢ (3.10) z funkcja s, dang przez (3.7)) przedsta-
wiliémy na rysunku 3.28. Rozwiazanie uzyskane po uwzglednieniu oméwio-
nych wyzej modyfikacji przedstawiono na rysunku 3.29. Poréwnanie tych
rozwiazan wykazuje, ze, w przeciwienstwie do pierwszego, drugie z nich
jest gladkie w calej swojej dziedzinie. W chwili ty = 2.5, gdy manipu-
lator osigga konfiguracje osobliwa, pojawia sie skok predkosci trajekto-
rii przegubowej (ktéremu teoretycznie towarzysza nieskonczone przyspie-
szenia w przegubach), powodujacy szarpniecie przegubéw manipulatora.
Na zakonczenie dodajmy, ze obu przedstawionym rozwigzaniom towarzy-
szyly bledy polozenia efektora na poziomie dokladnosci prowadzonych obli-
czeri (1077). [ |
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Rysunek 3.28 Rozwiazanie osobliwego zadania odwrotnego dla podwdjnego wa-

hadla uzyskane bezposrednia metoda algebraiczna.
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Rysunek 3.29 Dokladne rozwigzanie osobliwego zadania odwrotnego dla podwdj-
nego wahadla uzyskane metoda postaci normalnych.
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Przykiad 3.2.5 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Rozpatrzmy manipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym, opisany
kinematyka (2.76), ktérego zbidr konfiguracji osobliwych jest zdefiniowany
przez (2.144). Po zmianie kolejnosci wspéirzednych

{ (X1,X2,X3,X4,X5,X6) = (X6,%2,X3,X4,X5,X1)

(g1 y g2> g3) g4) QS) g6) = (UG) Y2,Y3,Y4,Ys5, Y1 )
otrzymujemy kinematyke manipulatora w postaci

T—Xq
—d1 + dgcs — ars3 — azss
X6+ s2(azxcs + azcq + dgss)
—X5
T — X5
c2(azcs + azcy + dgss)

§ =k =

?

gdzie sj, cq oznacza odpowiednio sinX; i cosX;. Zauwazmy, ze dokonana
zmiana wspéirzednych nie zmienia zbioru konfiguracji osobliwych (2.144),
zlozonego jedynie z osobliwosci korzedu 1. Dla tak okreslonej kinematyki
lewa strona warunku (3.79) przyjmuje warto§¢ a,azsin X, sin(X3—Xx4), ktéra,
po uwzglednieniu ograniczen konstrukcyjnych manipulatora, w konfigura-
cjach osobliwych jest zawsze rézna od zera. W otoczeniu

s = 5 = =T - - 17

U = {(X1,%2,%3, X4, X5, X¢) ‘—ng 1<, 0 < X2 < 7357,
5 1 2 5 5 - 1
T87T<X3<]f§7't, 97T<X4<376’ TST[ X3 — 4<T§7T,

punktu osobliwego Xo = (X1, V5, X3, X4, X5, >‘<6)T zdefiniujemy, zgodnie z réw-
naniem (3.84), lokalny uktad wspdirzednych

T—Xq
£ —dy + dgcs — azs3 — azss
) - X6+ s2(azc3 + azcs + dess)
&= . =@(x) = _
&6 T — X5
X6

W nowych wspélrzednych &y = @(Xo) = (71 — Xo1, —d1 + dgCos — a2803 —
— . — — T .
a3504, Xo6+ a2€03+ a3coa+ desos, ~ 7Y, T—Xos, Xo6) ', gdzie soi, Coi 0OzZnacza
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sinXpi i cosXpi. Otoczenie V = @(U) punktu &, jest réwne

V= {(7‘[ —X1,—dq + decs — azs3 — a3s4, X6 + s2(axc3 + azcy + dgss),

X 1
— %2, —%5,%6) " |- <Xy <71, 0<%z < ]871, ]58n<x3<ﬁ§71,
2 < 13 —
—§N<X4<?6, T87[<X3—X4< ]87'[ O j O X6<].5}

Wybierajac zbiér V4 = Va3 x {7/} x V4o otrzymujemy @~ '(V4) =
V41 x {7} x V44 i stwierdzamy, ze @ '(V4) € S; N U co oznacza, ze jest
speliony warunek (3.86) z wniosku 3.2.3. Rézniczka wyznacznika jakobianu
analitycznego (2.143) wynosi

d(detJ“)(xo) = (0, azazsin(xp3 — x04),0,0,0,0).

Poniewaz element (%‘f(xo)); jest réwny —1, warunek (3.87) jest takze

spelniony. W rezultacie, z wniosku 3.2.3 wynika nastepujaca konkluzja.

Whniosek 3.2.6 W otoczeniu konfiguracji osobliwych kinematyka ma-
nipulatora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym jest réwnowazna
hiperbolicznej postaci normalnej

ko(x) = (x1,...,%5,xex4) . (3.101)
[ |

Przyklad 3.2.6 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Zalézmy, ze zadaniem manipulatora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym
jest przemieszczenie efektora wzdtuz trajektorii zadaniowej, okreslonej w as-
pekcie wspdélrzednych XoYoZop6, gdzie ¢, 0 i1 sa katami Eulera Y-Z-Y,
wyrazeniem

0.2sin (5t)
arlt) —0.7 - 001t
() = ) 1+0.2cos (5t) (3.102)
yati = —7 1 0.3sin (%) |’ 3
Yaslt) -

Tt

dla przedziatu czasu t € Z = [0,10][s]. Analiza kinematyki manipulatora,
okreslonej w aspekcie tych wspdlrzednych zaleznoscia (2.76), prowadzi do

WV, e RY — zbiory otwarte.
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wniosku, ze realizacja trajektorii zadanej wymaga wprowadzenia manipula-
tora w konfiguracje osobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy

yg (ts) =0,

w chwili tg, takiej ze yq,(ts) = + 7/, Dla trajektorii (3.102) warunek
ten jest spetniony dla ts € T ={0,2,4,6,8,10}[s] i powoduje, ze zadanie nie
moze zostaé rozwigzane ani korzystajac z regularnych metod jakobianowych,
ani przy uzyciu podejscia algebraicznego™**.

Wida¢, ze zgodnie z algorytmem metody postaci normalnych powinnis-
my powtdrzy¢ jego kroki 2-6 sze$¢ razy, otrzymujac tym samym trajektorie
przegubowa zlozona z jedenastu fragmentéw, poczawszy od fragmentu oso-
bliwego. Zgodnie z wcze§niejsza zapowiedzia postapimy jednak inaczej. Jak
pokazano w poprzednim przykladzie, w konfiguracjach osobliwych rozpatry-
wana kinematyka jest réwnowazna hiperbolicznej postaci normalnej (3.101).
Aby przy takiej postaci normalnej uzyskane rozwiazanie bylo ciggle, nalezy
do jego okreslenia skorzysta¢ z zaleznosci (3.91), co oznacza, ze w konfigu-
racjach osobliwych rozwigzanie bedzie miato postaé

Tt

Xa(ts) = (P_]< lim fo(il)(yd(T)))>~ (3-103)

Ze wzgledu na gladko$é¢ odwzorowania @ '(£), wyrazenie (3.103) mozna
przeksztalci¢ do postaci
xalts) = lim @~ (ro(W(ya(T)))).
Tt

Poniewaz @ ' (to(W(ya(T)))) jest rozwiazaniem odwrotnego zadania kine-
matyki uzyskanym przy uzyciu bezposredniego podejécia algebraicznego,
dochodzimy do konkluzji, ze w przypadku osobliwym rozwigzanie odwrot-
nego zadania kinematyki moze by¢ okreslone jako

xa(ts) = lim (ya(T)), (3.104)

T—ts

gdzie r(y) jest dane przez (3.15). Trajektorie przegubowe uzyskane przy
uzyciu formuly (3.104), odpowiadajace trajektorii zadaniowej (3.102), prze-
dstawia rysunek 3.30. Nie pokazane na rysunku skladowe trajektorii sa

IJesli dla takiego ts skladowa yq, (ts) trajektorii nie jest rtéwna O to znaczy, ze trajek-
toria lezy poza przestrzenia robocza manipulatora.
**W tym drugim przypadku, w wyrazeniach opisujacych kinematyke odwrotna w oso-
bliwosciach pojawia sie dzielenie przez zero.
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Rysunek 3.30 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane metoda postaci normalnych.

stale réwne 0. Bledy popelnione podczas obliczen zawieralty si¢ w granicach
doktadnosci prowadzonych obliczeri numerycznych (107'°). |

3.2.3 Metoda jakobianu dolaczonego

W przypadku punktowego zadania odwrotnego algorytm osobliwej kinema-
tyki odwrotnej powinien by¢ w stanie wyznaczy¢ konfiguracje osobliwe reali-
zujace okres§lone potozenie i orientacje w przestrzeni zadaniowej. W tym celu
rozwazymy najpierw punktowe zadanie odwrotne przy okreslonym yg4, dla
kinematyki nieredundantnej y = k(x) o n stopniach swobody. Przy braku
konfiguracji osobliwych do rozwigzania tego zadania stosowali§my algorytm
Newtona (3.21). Obecnie przedstawimy pewne uogélnienie algorytmu New-
tona, zwane algorytmem Newtona-Smale’a. Wybierzmy konfiguracje po-
czatkowa xo. Jezeli k(xgo) = ygq, to zadanie odwrotne jest rozwiazane.
W przeciwnym wypadku zalézmy, ze w kazdej konfiguracji jest spelniony
warunek transwersalnosci

rank [J%(x) k(xo) —ya] =n. (3-105)

Warunek ten jest w oczywisty sposéb spelniony w konfiguracjach regular-
nych. Natomiast, jezeli x oznacza konfiguracje osobliwa, to warunek trans-
wersalnosci wymaga, by wektor k(xp) — yq uzupeiniat przestrzei genero-
wang przez kolumny jakobianu analitycznego J¢(x) do przestrzeni zadanio-
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wej R™, zatem byt transwersalny do podprzestrzeni rozpietej przez kolumny
tej macierzy w konfiguracji x. W konfiguracji osobliwej spelnienie warunku
transwersalnosci pocigga za soba wymaganie, aby korzad konfiguracji byt
rowny 1. Dla takich konfiguracji warunek transwersalnosci jest mozliwy
do spelnienia dzigki odpowiedniemu doborowi konfiguracji poczatkowej lub
docelowych wspéirzednych zadaniowych. Przy spelnionym warunku (3.105)
algorytm Newtona-Smale’a jest zdefiniowany za posrednictwem ukladu réw-
nan rézniczkowych

x = —axadjJ%(x)(k(x) —ya), (3.106)

z warunkiem poczatkowym xo, w ktérym adjJ%(x) oznacza macierz dola-
czong jakobianu analitycznego J¢(x)*. Przypominamy, ze macierz dolaczona
posiada nastepujaca wiasnosé

(adjJ4)J* =T%adjJ* = det J°I,..

Znak wspoélczynnika o w algorytmie (3.106) jest taki jak znak wyznacznika
jakobianu w punkcie startowym algorytmu, sgn « = sgndet J%(xp). Algo-
rytm Newtona-Smale’a zapewnia asymptotyczne rozwigzanie punktowego
zadania odwrotnego w tym sensie, ze lim{, 1o, X(t) = x4 oraz yq = k(xq).
Algorytm ten mozna rozszerzy¢ na punktowe zadanie odwrotne dla kine-
matyki redundantnej y = k(x), m > n. Wybierzmy konfiguracje poczat-
kowa x¢ i niech yq4 oznacza docelowe wspéirzedne zadaniowe. Przyjmijmy
warunek transwersalnosci postaci

rank []a(x)]aT(x) k(xo) —yd] =m. (3.107)

Biorac to pod uwage, rozwigzanie zadania odwrotnego otrzymuje sie¢ jako
granice przy t — +oo trajektorii x(t) uktadu

x = —oJ *T(x) adj (J¢(x)]*"(x)) (k(x) —ya), (3.108)

zainicjowanego w xo. We wzorze (3.108) adj ponownie oznacza macierz dola-
czonga, natomiast znak wspoélczynnika o jest taki jak sgn det (]a(xo)I“T(xo)).
Analiza dzialania algorytmu Newtona-Smale’'a pokazuje, ze w wyniku re-
alizacji trajektorii bedacej rozwigzaniem ukladu (3.106) lub (3.108), ruch
w przestrzeni zadaniowej odbywa si¢ wzdtuz linii prostej y =yo+s(ya—VYo),
przy czym rozwiazanie zadania odwrotnego odpowiada warto§ci parame-
tru s = 1. W efekcie, w przestrzeni zadaniowej zostaje zdefiniowany pewien

*Zobacz dodatek A.1.
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Rysunek 3.31 Trajektorie przegubowe uzyskane przy zastosowaniu algorytmu
Newtona-Smale’a.
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Rysunek 3.32 Trajektorie przegubowe uzyskane przy zastosowaniu algorytmu
Newtona.

prostoliniowy tor ($ciezka) ruchu, a celem algorytmu kinematyki odwrotnej
jest zapewnienie ruchu wzdluz tego toru. Dynamika ruchu wzdiuz toru ma
znaczenie drugorzedne.

Przykilad 3.2.7 (Manipulator typu podwdéjne wahadto)

Rozpatrzmy manipulator typu podwoéjne wahadlo, ktérego ramiona maja
dlugos¢ 11 = 5, 1, = 3, opisany kinematyka (2.68). Niech naszym zada-
niem bedzie okreslenie konfiguracji manipulatora, przy ktérej jego efektor
osigga punkt yq = (8,0)7 trajektorii (3.94) dla t = 2.5. Jak wiemy z po-
przednich przykiladéw, w tym celu manipulator musi przyja¢ konfiguracje
osobliwg. Efekt zastosowania algorytmu Newtona-Smale’a (3.106) zainicjo-
wanego w punkcie xo = (1,1)T, przy réznych wartosciach parametru «,
przedstawia rysunek 3.31.

Nieco zaskakujacym wydaje sie spostrzezenie, ze postawione wyzej za-
danie mozna takze rozwigzaé stosujac algorytm Newtona (3.21), pomimo
#le uwarunkowanego ukladu réwnai opisujacych ten algorytm (osobliwa
macierz J¢(§)). Komplet wynikéw analogicznych do przedstawionych na
rysunku 3.31, uzyskany przy pomocy algorytmu Newtona, pokazuje rysu-
nek 3.32. |
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3.2.4 Metoda przestrzeni zerowej

Gdyby péjs¢ dalej za tokiem rozumowania przedstawionym w poprzednim
podrozdziale i dopusci¢ jako rozwigzanie odwrotnego zadania kinematyki
kazdy ruch w przestrzeni zadaniowej wzdtuz zadanego toru ygq(s), bez okre-
§lania dynamiki tego ruchu, to mozliwosci rozwigzania osobliwego zada-
nia odwrotnego wzrosna. Niech zatem bedzie dany manipulator nieredun-
dantny z kinematyka y = k(x). Sformulujmy odwrotne zadanie kinematyki
w nastepujacy sposéb:

Dana jest krzywa yq(s) w przestrzeni zadaniowej, znalezé tra-

jektorie ruchu przegubéw x4(t) i dobraé¢ dynamike ruchu wzdtuz
krzywej yq(s) (tzn. zalezno§¢ parametru od czasu), tak aby

Yals(t)) = k(xa(t)). (3.109)

Aby rozwiazaé tak rozszerzone zadanie, potraktujemy s jako dodatkowa
wspOlrzedna przegubows i zdefiniujemy odwzorowanie

F(x,s) =k(x) —yal(s). (3-110)

Zaktadajac, ze istnieje rozwigzanie (x4(t),s(t)) zadania odwrotnego, obli-
czamy pochodna lewej strony wyrazenia (3.110) wzgledem czasu. Na mocy

zaleznosci (3.109)
[aF(x,s) aF(x,s)} <x> o
ox ds $ '

skad wynika, ze trajektoria (xq(t),s(t)) stanowi krzywa caltkowa ukladu
dynamicznego ruchu wiasnego dla kinematyki (3.110)

<7§d> =X(xgq,s). (3.111)

Pole wektorowe ruchu wiasnego X(x,s) € Ker [g{ g—g definiuje sie w spo-

séb kanoniczny formula (3.59), a zatem

OF(x,s) OF(x,s)]"

, 112
0x 0s (3 )

Xi(x,s) = (—=1)"" det [
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gdzie wyznacznik jest obliczany po usunieciu i-tej kolumny z macierzy Ja-
cobiego odwzorowania F(x,s). Zauwazmy, ze ostatnia sktadowa pola wek-
torowego ruchu wtasnego, X,,11(x,s) = det J¢(x), co oznacza, ze dynamika
ruchu wzdtuz krzywej yq(s) jest zdefiniowana przez uklad

$=detJ%xq). (3-113)

Widzimy, ze efektor zatrzymuje sie¢ w obrazach konfiguracji osobliwych.
Jezeli dodatkowo przyjaé warunek transwersalnosci

dyd(S)} o,

11
s (3.112)

rank []a(x)
to w kazdym punkcie X(x, s) # 0, a zatem trajektoria w przestrzeni przegu-
bowej przechodzi przez konfiguracje osobliwe bez zatrzymania.

Przyklad 3.2.8 (Manipulator typu podwdéjne wahadto)

Jak wiemy, metoda przestrzeni zerowej pozwala na rozwigzanie osobliwego
odwrotnego zadania kinematyki przy danej Sciezce w przestrzeni zadanio-
wej. Przyjmijmy wiec, ze zadanie manipulatora polega na wykonaniu ruchu
efektora wzdluz Sciezki w ksztalcie okregu*

yals) = <y‘”(‘°‘)) _ <6+25i“(§3)>. (3.115)

ya2(s) 2cos(%s)

Ponownie, §ciezke dobrano tak, aby zawierata konfiguracje osobliwe (tutaj
dla smod 10 = 2.5). W rezultacie zastosowania metody przestrzeni zerowej
otrzymujemy parametryzacje czasowa s(t) zadanej §ciezki oraz trajektorie
przegubowa x4(t) odpowiadajace trajektorii zadaniowej yq4(s(t)). Przebiegi
te, wynikajace z rozwigzania uktadu réwnan (3.111) zainicjowanych w punk-
cie xo = (0.805,—1.37)7, so = 0, przedstawiaja rysunki 3.33 i 3.34.

Jak widaé z rysunkéw, w przedziale czasu Z = [0, 10] efektor mani-
pulatora wykonal niemal pieé obrotéw. Kazdorazowo, gdy manipulator
zblizat sie do konfiguracji osobliwej, zatrzymywat sie. Symulacje pokazuja,
ze w metodzie nie mamy wplywu ani na to, czy manipulator przejdzie przez
konfiguracje osobliwg (czemu na skutek zmiany wyznacznika jakobianu ma-
nipulatora zawsze towarzyszy zmiana kierunku realizacji Sciezki — zobacz
réwnanie (3.113)), czy tylko ulegnie odbiciu od niej, ani na to, w ktéra strone
zachodzi ruch (funkcja s(t) nie musi by¢ monotoniczna). W przedstawionym

*Ktérej odpowiada miedzy innymi trajektoria (3.94).
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Rysunek 3.33 Parametryzacja czasowa §ciezki uzyskana metoda przestrzeni ze-
Towej.

przypadku trajektoria przegubowa najpierw przechodzi przez osobliwo§é
w chwili t = 1.24, nastepnie doznaje odbicia (w dwdch chwilach t = 3.35,
t = 5.47) i przechodzi ponownie (przy t = 7.60). Zauwazmy, ze z dala
od konfiguracji osobliwych uzyskane rozwigzania charakteryzuja sie duzymi
predkosciami i bardzo duzymi przyspieszeniami (poréwnaj rozwigzania me-
toda postaci normalnych — przyklady 3.2.3 i 3.2.4, oraz metoda jakobianu
odpornego — przyktad 3.2.9). Bledy towarzyszace rozwigzaniu metoda
przestrzeni zerowej pokazuje rysunek 3.35. |

3.2.5 Metoda jakobianu odpornego

W praktyce czesto wystarczajace jest uzyskanie przyblizonego rozwiazania
zadania odwrotnego. Dominujaca metoda przyblizong jest metoda naj-
mniejszych kwadratéw pozwalajaca na otrzymanie algorytméw analogicz-
nych do (3.20), (3.28), (3.33), dobrze okreslonych takze w poblizu konfigu-
racji osobliwych. Istota metody najmniejszych kwadratéw jest zastapienie
odwrotnosci lub pseudoodwrotno$ci jakobianu analitycznego, zZle uwarunko-
wanego w konfiguracjach osobliwych, odwrotno$cia przyblizona, lecz uod-
porniona na obecnos¢ osobliwosci. Odwrotnosé przyblizong wyznacza sie
przez minimalizacje kwadratowej funkcji jakosci

VIv) = WM+ 3w T ) Tlw — T,

bedacej suma wazong energii ruchu w przegubach oraz kwadratu biedu
predkosci, w ktérej A > O jest waga sktadnika energii. Po wykonaniu odpo-
wiednich przeksztalcen wyliczamy

JOMx) = (AL + J9T(x)J9(x)) ' JT(x) =
= J97(x) (NI 4+ T2 T(x)) . (3.116)
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Rysunek 3.34 Trajektorie polozenia, predkosci i przyspieszenia przegubdw uzy-
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Rysunek 3.35 Biledy polozenia i predkosci efektora przy metodzie przestrzeni
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Zauwazmy, ze druga z formul w wyrazeniu (3.116) przy A = 0O staje si¢
prawostronna pseudoodwrotnoscia J%#(x) jakobianu analitycznego (zdefi-
niowanego dla macierzy W = I,,). W ogdlnosci, rola parametru A polega na
zapewnieniu istnienia macierzy odwrotnych definiujacych JNx) w konfigu-
racjach osobliwych manipulatora. Poniewaz przy A > 0

JE)TNX) # I oraz JOAx)J4(x) # Iy,

rozwiazanie zadania odwrotnego przy zastosowaniu odwrotnosci JoN(x) jest
przyblizone. Zastepujac w formutach (3.20), (3.28) (J¢)~'(x) lub J%#(x)
przez J*N\x) otrzymujemy nastepujacy algorytm jakobianu odpornego

xa = J M xa)lq- (3-117)

Przy zalozeniu, ze konfiguracja poczatkowa x¢ tego algorytmu jest nieoso-
bliwa, mozemy do jej wyznaczenia postuzy¢ sie algorytmem (3.21) lub (3.29).
Uodporniona na osobliwo$ci wersja algorytmu (3.33) ma postaé

xa =JMxa)¥q + (In —J*xa)]*(xa)) v- (3-118)

Przykiad 3.2.9 (Manipulator typu podwéjne wahadtlo)

Aby przekonac sig, jakie sg skutki uodpornienia na osobliwo§ci metody jako-
bianu odwrotnego, rozwigzemy najpierw metoda jakobianu odpornego zada-
nie postawione w przykladzie 3.1.5. Niech efektor manipulatora ma podazac
wzdluz trajektorii zadaniowej (3.23). Rozwiazanie tak postawionego za-
dania uzyskane po scatkowaniu réwnan (3.117) z parametrem A = 0.001,
zainicjowanych w punkcie xo = (—0.201,1.74)", wyglada podobnie do roz-
wigzania przedstawionego na rysunku 3.4. Réznica pojawia si¢ natomiast
w przebiegach bledéw polozenia i predkosci efektora. W tym przypadku,
oprocz bledéw numerycznych, wystepuja bledy metody, co wyraznie widaé
na rysunku 3.36 (poréwnaj z rysunkiem 3.5). Prowadzi to do zwigkszenia
sumarycznych bledéw o ponad jeden rzad wielko§ci. Dodajmy, ze czas ob-
liczen wzrdst w podobnym stosunku.

Przejdzmy teraz do rozwigzania odwrotnego zadania kinematyki metoda
jakobianu odpornego w sytuacji, gdy trajektoria zadana wymaga osiggniecia
konfiguracji osobliwej. W tym celu zazadajmy, aby efektor manipulatora
podazal wzdtuz trajektorii zadaniowej (3.94). Rozwiazujac to zadanie z wy-
korzystaniem réwnan (3.117) z parametrem A = 0.001, zainicjowanych w pu-
nkcie xo = (0.805,—1.37)7, otrzymujemy trajektorie przedstawione na ry-
sunku 3.37. Poréwnanie tych trajektorii z rozwigzaniami zadania uzyska-
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Rysunek 3.37 Rozwiazanie osobliwego zadania odwrotnego dla podwdjnego wa-
hadla uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu odpornego.
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Rysunek 3.38 Bledy polozenia 1 predkosci efektora towarzyszace trajektorii oso-
bliwej przy algorytmie jakobianu odpornego.

nymi dotychczas (zobacz rysunki 3.28 i 3.29) prowadzi do wniosku, ze sa
one podobne do rozwigzania otrzymanego bezposrednig metoda algebra-
iczna. Roéznice miedzy tymi rozwigzaniami dotycza wartosci przyspieszei
w przegubach manipulatora i wielkosci btedéw. Duziegki zastosowaniu me-
tody jakobianu odpornego, przyspieszenia zostaly zredukowane z wartosci
teoretycznie nieskoriczonej do poziomu pojedynczych rad/2 (jest to na-
dal znaczna warto§¢ w pordwnaniu z przyspieszeniami wzdluz analogicz-
nych trajektorii wynikajacymi z metody postaci normalnych). Redukcja
ta zostala okupiona wielkoscig powstalych bledéw, przedstawionych na ry-
sunku 3.38, ktére w tym przypadku przyjmuja znaczace wartosci (o dwa
rzedy wieksze od bledéw podstawowej metody jakobianowej). Cecha charak-
terystyczna uzyskanego rozwigzania jest to, ze maksymalne wartosci bledéw
pojawiaja sie w chwilach, gdy trajektoria zadana osigga konfiguracje oso-
bliwe. Oczywiscie, bledy te mozna zmniejszy¢ przez zmniejszenie wartosci
parametru A, ale towarzyszy¢ temu bedzie wzrost przyspieszen w przegu-
bach manipulatora w poblizu konfiguracji osobliwych. |

Przykiad 3.2.10 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

W tym przykladzie ponownie przyjmiemy, ze zadaniem manipulatora IRb-6
zamontowanego na torze jezdnym jest przemieszczenie efektora wzdtuz tra-
jektorii (3.102). Rozwiazanie tego zadania metoda jakobianu odpornego
przedstawia rysunek 3.39. Uzyskane rozwiazanie jest bardzo podobne do
rozwiazania mozliwego do osiggniecia metoda postaci normalnych. Réznice
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Rysunek 3.39 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu odpornego.

dotycza dwdch szczegétdéw. Po pierwsze, bledy metody jakobianu odpornego
ksztaltuja sie na poziomie 1073, podczas gdy metodzie postaci normalnych
towarzysza jedynie bledy numeryczne rzedu 107'6. Po drugie, znalezienie
rozwiagzania metoda jakobianu odpornego byto ponad 1000-krotnie bardziej
czasochlonne niz rozwigzanie zadania metoda postaci normalnych. Na do-
miar zlego, przy wielokrotnym powtarzaniu trajektorii zadanej bledy w me-
todzie jakobianu odpornego kumuluja sie. |

3.3 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Klasyczna definicje przestrzeni roboczej manipulatora podaja na przyklad
prace [Lat93, SS96]. Odwrotne zadanie kinematyki manipulatora nalezy do
podstawowych zadai robotyki [MLS94, SV97, SS96, Ang97, CD98]. Z re-
gularnym zadaniem odwrotnym mamy do czynienia wtedy, gdy w celu
jego rozwiazania nie ma potrzeby wprowadzania manipulatora w konfigu-
racje osobliwe. Jak zaznaczyliSmy, wystepowanie konfiguracji osobliwych
jest konsekwencja odmiennej geometrii rozmaitodci przegubowej i rozma-
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itosci zadaniowej [Got86, BW88]. Systematyczna technike rozwiagzania od-
wrotnego zadania kinematyki w postaci jawnej, bazujaca na wykladniczej
reprezentacji kinematyki, stanowi dekompozycja zadania odwrotnego na
tzw. podproblemy Padena-Kahana, [MLS94]. Przy omawianiu algorytméw
kinematyki odwrotnej kladziemy szczegdlny nacisk na metody jakobiano-
we [MLS94, SV97, SS96]. Wykorzystanie pseudoodwrotnosci jakobianu ana-
litycznego do rozwiazania zadania odwrotnego w przypadku kinematyki re-
dundantnej omdéwiono szczegdlowo w monografii [Nak91]. Koncepcje wyko-
rzystania formuty (3.33) do ksztaltowania przebiegu trajektorii przegubdéw
stosownie do zalozonych kryteriéw sformutowal Liégeois [Lié77]. Funkcja
odleglosci przedstawiona wzorem (3.36) zostala zaczerpnigta z ksiazki [SS96].
Algorytm kinematyki odwrotnej wykorzystujacy pojecie jakobianu rozsze-
rzonego podat Bailleul [Bai85|. Algorytm (3.43) pochodzi od Siciliano [SS96].
Wada algorytméw redundantnej kinematyki odwrotnej wykorzystujacych
pseudoodwrotnosé jakobianu jest brak powtarzalnosci [KH83], ktéra polega
na tym, ze zamknietym trajektoriom (torom) w przestrzeni zadaniowej od-
powiadaja zamkniete trajektorie (tory) w przestrzeni przegubowej. Kryteria
powtarzalnosci zostaty sformutowane przez Brocketta [Bro84|, a nastepnie
rozwiniete przez Shamira i Yomdina [SY88]. Powtarzalnymi algorytmami
kinematyki odwrotnej zajmowat sie¢ Maciejewski [RM94]. Od wady braku
powtarzalnosci jest wolny algorytm kinematyki odwrotnej oparty na za-
stosowaniu mnoznikéw Lagrange’a, zaproponowany przez Changa [Cha87].
Elipsoida manipulowalnosci i miara manipulowalnosci (3.53) sa autorstwa
Yoshikawy [Yos84, Yos91]. Manipulowalno$¢ nalezy do podstawowych miar
zrecznosci manipulatora. Zagadnieniu miar zrecznoéci i fundamentom pro-
jektowania zrecznych manipulatoréw poswiecono prace [KB87, PB94, SB96|.
Na mozliwo$§¢ unikania konfiguracji osobliwych przy sterowaniu ruchem
manipulatoréw redundantnych zwrdcili uwage Bailleul, Hollerbach i Broc-
kett [BHB84|. Zagadnienia unikania osobliwosci dotycza prace [Bed9l,
BF91] i [Sha90, Bei97, SOC97]. Wtasnosci , konfiguracja lokalnie mozliwa do
unikniecia” i , konfiguracja lokalnie niemozliwa do unikniecia” wraz z kry-
teriami tych wlasnosci zakorzenionymi w teorii hamiltonowskich ukladéw
dynamicznych i w postaciach normalnych kinematyki zostaly wprowadzone
w pracach [TM95, Tch95b, Tch97, Tch98]. Twierdzenie 3.2.1 pochodzi
z pracy [TM95]. Pojecie rozmaitosci ruchu wiasnego zostato wprowadzone
przez Burdicka [Bur89, Bur91]. Hamiltonowskie pola wektorowe zdefinio-
wano w ksigzce [AGLV93]. Twierdzenie 3.2.2 zostalo wykazane w arty-
kule [T'ch95b]. Do automatycznej analizy osobliwosci kinematyki wediug
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kryteriéw przedstawionych w podrozdziale 3.2.1 stuzy program KOSMA,
opisany w pracy [Piw98|. Idea klasyfikacji kinematyki manipulatoréw przy
pomocy prostych modeli matematycznych zwanych postaciami normalnymi
nalezy do standardowych narzedzi teorii osobliwosci odwzorowan, [GGT73,
AVGZ85, Arn93]. Pierwsze préby takiej klasyfikacji mozna znalezé w pra-
cach [Tch90, Tch91]. Uzyskane pdzniej wyniki dotycza gldwnie warunkow
transformacji kinematyki nieredundantnej i redundantnej do kwadratowej
(parabolicznej) i hiperbolicznej postaci normalnej [Tch95a, MT96, Tch98].
Twierdzenie 3.2.3 pochodzi z pracy [Tch98|. Twierdzenie 3.2.4 prezentu-
jemy po raz pierwszy w niniejszej ksiazce. Jest ono naturalnag konsekwencja
wczesniejszych wynikéw czastkowych [Mus96, TMZ97, Tch99]. Podstawy
metody postaci normalnych, polegajacej na rozwiazaniu osobliwego odwrot-
nego zadania kinematyki przez jego redukcje do réwnowaznego zadania
dla postaci normalnej kinematyki przedstawiono w pracach [Mus96, TM97,
TM98]. Metoda postaci normalnych zostata poddana weryfikacji ekspe-
rymentalnej na manipulatorze AdeptOne*, [TM98|, oraz na manipulato-
rze IRb-6 zamontowanym na torze jezdnym [MT98|. Wykorzystanie idei
geometrii i topologii rézniczkowej do badania kinematyki manipulatoréw,
bliskie podejsciu zastosowanemu w metodzie postaci normalnych, zawieraja
m. in. prace Kieffera [Kie92, Kie94|, Pai i Leu [PL92], Shankara i Sara-
fa [SS95] oraz Chena, O’Neila i Senga [CSO97, OCS97, SOC97]. Podstawy
metody rozwiazania zadania kinematyki odwrotnej, znanej obecnie jako
metoda jakobianu dotgczonego, zostaly podane w pracy [TD93], w ktérej
zaproponowano zastosowanie do osobliwego odwrotnego zadania kinema-
tyki manipulatora tzw. uogélnionego algorytmu Newtona, pochodzacego od
Smale’a, [Sma76] i nazwanego w podrozdziale 3.2.3 algorytmem Newtona-
Smale’a. Metoda zostala rozwinieta przez Nencheva i wspélpracownikéw
w pracach [NU97, T*97, NTU98]. Metoda przestrzeni zerowej pochodzi od
Nencheva [Nen95|; metoda nawigzuje do pewnych idei sformutowanych przez
Sampei i Furute [SF88] oraz Kieffera [Kie92, Kie94]. Zastosowanie metody
najmniejszych kwadratéw do uzyskania przyblizonego algorytmu kinema-
tyki odwrotnej zaproponowali Nakamura i Hanafusa [NH86, Nak91] oraz
Wampler II [Wam86]. Szczegdlowa analiza tego sposobu podejscia zostata
przeprowadzona w pracy [CSE94]|. Problematyka osobliwosci kinematyki
manipulatoréw i algorytméw osobliwej kinematyki odwrotnej stanowi ob-

*Za umozliwienie przeprowadzenia tych badan jeste§my zobowigzani Prof. W. Jacako-
wi, Uniwersytet Johannesa Keplera, Linz, Austria.
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szar znacznej aktywnosci badawczej. Jej celem jest opracowanie algorytméw
zapewniajacych duza dokladnoéé przejscia przez konfiguracje osobliwe i za-
razem nieskomplikowanych pojeciowo i obliczeniowo. W tym kontekscie nie-
dostatkiem metody postaci normalnych jest koniecznos§é rozpoznania typu
osobliwosci przed zastosowaniem algorytmu.
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Rozdzial 5

Algorytmy sterowania
manipulatoréw sztywnych
w przestrzeni zadaniowe]j

Rozdzial ten jest po§wiecony zagadnieniom sterowania manipulatoréw szty-
wnych, a wiec uktadéw robotycznych o nieruchomej podstawie (bazie) zbu-
dowanych z lancucha ramion bedacych cialami sztywnymi, polaczonych
sztywnymi przegubami. Manipulator moze by¢ czeécig robota manipulacyj-
nego lub by¢ umieszczony na platformie mobilnej*. Zgodnie z klasycznym
paradygmatem automatyki, najwczesniejsze algorytmy sterowania uzywane
w robotach traktowaly dynamike manipulatora jako zbidér nie sprzezonych
ze soba liniowych obiektéw sterowania rzedu drugiego, opisujacych poje-
dyncze stopnie swobody. Do kazdego z tych obiektéw stosowano regula-
tor typu PD lub PID. To tradycyjne podejscie dominuje nadal w robotach
przemystowych, nie jest ono jednak w stanie zagwarantowaé odpowiedniej
jakosci sterowania wymaganej we wspdlczesnych zastosowaniach robotéw.
Wiadomo bowiem, ze podczas realizacji ruchéw o duzym zakresie zmian
polozenia i predkosci, istotna role zaczynaja odgrywaé nieliniowo$ci dyna-
miki oraz sprzezenia dynamiczne miedzy ogniwami. Wysokie wymagania
dotyczace stabilnosci i dokladnos$ci stawiane obecnie ukladom sterowania
manipulatoréw moga by¢ spelnione wtedy, gdy algorytmy sterowania opie-
raja sie na kompletnych, nieliniowych réwnaniach dynamiki manipulatora.
Gdy model dynamiki manipulatora nie jest w pelni znany, uzywane sa al-
gorytmy sterowania adaptacyjnego lub odpornego. Algorytmy sterowania

*Taki uktad robotyczny nazywa sie manipulatorem mobilnym.
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wykorzystujace model dynamiki manipulatora zaczynaja obecnie by¢ sto-
sowane przez czolowych producentéw w robotach przemystowych.

Zadania sterowania manipulatora mozna sklasyfikowaé w zalezno$ci od
pozadanego zachowania efektora. Najczestszym celem sterowania jest prze-
prowadzenie efektora od okreslonego punktu poczatkowego do punktu kon-
cowego przestrzeni zadaniowej. W nowoczesnych robotach pojawia sie jed-
nak potrzeba zapewnienia ruchu efektora wzdiuz zadanej, zaleznej od czasu
trajektorii. Taki ruch jest niezbedny w przypadku, gdy zadaniem robota jest
spawanie, malowanie, skrawanie, ciecie lub operacje montazowe, a w nieda-
lekiej przyszlosci precyzyjne operacje chirurgiczne, itp.

W naszych rozwazaniach skoncentrujemy si¢ na algorytmach sterowa-
nia zapewniajacych §ledzenie zadanej trajektorii (zadaniowej lub przegubo-
wej). Przyjmiemy zalozenie o regularnosci trajektorii zadanej, a mianowicie
zalozymy, ze zadana trajektoria jest gladka i ograniczona wraz z dwiema
(dla manipulatora sztywnego) lub czterema (w przypadku manipulatora
o elastycznych przegubach) pierwszymi pochodnymi wzgledem czasu.

W dalszej czesci tego rozdzialu przedstawimy zagadnienie sterowania
w przestrzeni zadaniowej manipulatora, a wiec w przypadku, gdy zostala za-
dana trajektoria efektora. W rozdziale 6 opiszemy algorytmy sterowania ma-
nipulatoréw sztywnych, dla ktérych jest mozliwe przeksztalcenie trajektorii
okre§lonej w przestrzeni zadaniowej w trajektorie zadana w przestrzeni prze-
gubowej. Osobnym zadaniem jest uzyskanie algorytmoéw sterowania dla ma-
nipulatoréw elastycznych. W praktyce moga wystapi¢ dwa rodzaje zjawisk
elastycznych, a mianowicie elastycznos§¢ przegubdéw lub elastycznos¢ ramion
manipulatora. Uwzglednienie efektéw elastycznych powoduje rozszerzenie
modelu matematycznego opisujacego zachowanie manipulatora (modelu dy-
namiki) i wymaga zastosowania specyficznych algorytméw sterowania, in-
nych niz w przypadku manipulatoréw sztywnych. Algorytmy sterowania
manipulatoréw z elastycznymi przegubami zostana oméwione w rozdziale 7.

5.1 Dynamika ukladu robotycznego

Dla uktadu robotycznego z uniwersum fazowym RN xRN, nie podlegajacemu
ograniczeniom konfiguracyjnym ani fazowym, a wiec o liczbie stopni swo-
body n = N, definiujemy gtadka (analityczna) funkcje Lagrange’a L(q,q),
zwana lagranzianem, rozumiang jako réznica energit kinetycznej i poten-
cjalnej uktadu, L(q,q) =K(q,q)—V(q). Na mocy Zasady Najmniejszego
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Dziatania Hamiltona, réwnania dynamak: uktadu robotycznego przyjmuja
postaé¢ réwnan Eulera-Lagrange’al

ddLg,q) dL(q,d)
dt o0q 0q

=F, (5.1)

gdzie wektor F symbolizuje uogdlnione sity niepotencjalne dzialtajace na

uktad (tarcie, opory ruchu, sity wiezéw, oddziatywania sterujace itp.). U-

kiad (5.1) jest ukladem réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu,
0’L(q,4).  0°L(q,q). 0L(q,q)

+ - — =F. .2
25 a+—500q ¢ oq (5-2)

Zwazywszy, ze energia kinetyczna ukitadu robotycznego ma postaé formy
kwadratowej predkosci uogélnionej z symetryczng i dodatnio okre§long ma-
cierza formy zalezna od wspélrzednych uogélnionych, tzn.

K(a,4) = 74"Qla)é,

uzyskujemy na podstawie (5.2) nastepujaca ogélna postaé¢ réwnan dynamiki
uktadu robotycznego

Q(a)q +C(q,4)q +D(q) =F. (5-3)

W powyzszym réwnaniu macierz formy energii kinetycznej Q(q) peini role
macierzy wnercjt ukladu, wektor C(q,q)q opisuje wplyw sit (momen-
tow sit) Coriolisa i od$rodkowych, a wektor D(q) = avq jest wekto-
rem sit grawitacyt. Elementy macierzy sit Coriolisa i odérodkowych C(q, q)

mozna wyrazi¢ przez elementy macierzy inercji w nastepujacy sposéb

Cij(q,4) ch) q)d, (5-4)

gdzie wspdlczynniki

1 (aQij(Q) n 0Qik(q) aQik(q)) (5.5)

i) 2\ 9qxk 0q; 04

nazywaja sie symbolami Christoffela I rodzaju macierzy inercji.

tZobacz dodatek A.6.
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Bezposrednio z definicji wynikaja nastepujace wlasnosci modelu dyna-
miki (5.3):

e macierz inercji Q(q) jest symetryczna i dodatnio okreslona (a wiec
nieosobliwa),

e pochodna macierzy inercji wzdtuz trajektorii przegubowej jest wyzna-
czona przez macierz sit Coriolisa i od§rodkowych

—Q( ) =C(q,q4) +C'(q,q). (5.6)

Zakladajac, ze na i-ta wspélrzedna uogdélniona uktadu dziala sterowanie u;,
oraz ze wszelkie inne niepotencjalne sity uogélnione (np. sity tarcia) mozna
opisa¢ pewna funkcja —((q,q,t), model dynamiki (5.3) uktadu robotycz-
nego bez ograniczen przyjmuje postaé

Q(d)d +C(q,q)q +D(q) +C(q,q,t) =u, (5.7)

gdzie w = (u1,...,un)’. W nastepnym podrozdziale wyznaczymy po-
szczegllne sktadniki modelu dynamiki uktadu robotycznego, jakim jest ma-
nipulator o sztywnych ramionach i sztywnych przegubach, zwany w skrécie
manipulatorem sztywnym.

5.2 Dynamika manipulatora sztywnego

Energia kinetyczna i potencjalna manipulatora sztywnego o n stopniach
swobody sklada sie z energii kinetycznej i energii potencjalnej kazdego z ra-
mion manipulatora wraz z jego ukladem napedowym. Dwa kolejne ramiona
i uktad napedowy przedstawia schematycznie rysunek 5.1.

Rozwazmy najpierw energie kinetyczng elementu masy dm ramienia
o numerze i, ktérego polozenie wzgledem ukladu X;Y;Z; zwigzanego z tym
ramieniem jest okre§lone przy pomocy wspéirzednych jednorodnych r; =
(xi,Yi,2i,1)T. Zakladajac, ze transformacja kinematyczna

Ab(al) = Hk— K_1(aw),

gdzie q* = (q1,...,qi)", ukladu podstawowego XoYoZo w uklad X;YiZ;
jest znana, obliczymy wspélrzedne elementu dm w ukladzie podstawowym
jako A}) (qi) Ti. Predko$é¢ elementu dm wzgledem ukladu podstawowego
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Yo

Zy
Rysunek 5.1 Ogniwo manipulatora wraz z ukladem napedowym.
wynosi v = A}, (qi) Ti. W konsekwencji, energia kinetyczna elementu dm
i-tego ramienia

dKp, = %dmv v = %dmtr (w') = %dmtr <A}) (qY) ririTA})T(qi)).

Calkujac energie kinetyczne wszystkich elementéw ramienia nr i, wyliczamy
energie kinetyczna ramienia

KLi(qi,qi)Z%tr< ba) TLAN () =

Z (aa/:) 1(2?@)))%% (5:8)

j, k=1

W powyzszym wzorze Ji, = framig iT‘iT‘I dm oznacza macierz inercji i-tego
ramienia. W celu obliczenia energii kinetycznej ukladu napedowego ramie-
nia i-tego bedziemy zakladaé, ze ramie i-te jest napedzane przez silnik elek-
tryczny zamocowany na ramieniu (i — 1)-szym, w przegubie i-tym, w taki
sposdb, ze stojan silnika stanowi cze§é ramienia (i — 1)-szego, natomiast
wirnik silnika obraca sie wokdét osi Z; 1 ukladu X 1Yi 1Zi1. Z wirni-
kiem i-tego silnika zwiazemy uklad wspdirzednych X{ Y/ ;z{ ;, ktérego
poczatek pokrywa sie z poczatkiem ukladu Xiq\/i,]Zl,], obracajacy sie
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wraz z wirnikiem wokét osi Z; 1. Niech ¥; oznacza potozenie wirnika. Wow-
czas, przeksztalcenie uktadéw Xi_1Yi_1Zi_1 — X/ ;Y{ ,Z! , jest opisane
macierza Rot(z,9;). Transformacja ukltadu podstawowego XoYoZo w uktad
wirnika X/ ;Y/ ;z! ; ma postaé

A5 (g ,9:) = AL (") Rot(z, 94).
W celu obliczenia energii kinetycznej wirnika wybierzemy element masy
wirnika dm o wspdtrzednych jednorodnych s; = (xi,yi,zi,1)" wzgledem
uktadu X{ ;VY{ ,z{ ;. Wspélrzedne tego elementu w uktadzie podstawowym
sa okreslone wzorem A§'(q*") Rot(Z,9i)s, a predkosé wynosi
v = A})—] (qi_1) Rot(z,di)si + A})—](qi_]) Rbt(Z, Bi)si.

Energia kinetyczna elementu dm moze byé przedstawiona w nastepujacej
formie

1 1

A | i RS
- %dmtr <A5_1(q1_1) Rot(z,9;)sis{Rot(z,9;) (A})—‘) (q1—1)> L

+ %dm tr (A}f (") Rot(z,9:)sis]Rot"(z,9;) (A})—1)T(qi—])> n

i : . .. T .
+gdmts <A5“(q1“) Rot(Z, du)sis[Rot (2,9 (A" (q1—1)> +

+ 3 amir (A (@) Rot(z,0)sisRot(2,9:) (A5 ) (a4)).

Energie kinetyczna wirnika silnika nr 1 obliczymy catkujac elementarne ener-
gie dKny, w obrebie wirnika,

KMi(qF]»f}i,qi_],Si) :J dKm, =
wirnik i
1

= Str <A},1(qil) Rot(Z,9;)Jm,Rot (2, 9;) (A(i)])T(q”)) N

+ tr <A})1 (av") Rot(z,9:)Jm;RotT(Z,9;) H)eﬂ g] (A )T(q“)) i+
1 i-1( 4i— les] O
+ 2 tr <AO ](q 1) |:eo3, O:| RO't(Z,‘Bi)]]\/L.L

Rot!(2,5:) “)63] g} (AB])T(Q”)> 9. (5.9)
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. . _ i T . . .o . .
W powyzszej formule Jpm, = fwimik 1 8i8;{ dm oznacza macierz inercji wirnika
nr i. Korzystajac z wlasnodci operacji §ladu macierzy i biorac pod uwage
postaé macierzy

AFl(gi 1) = [Rl 1(: ) T3>1(1qi1)},

przeksztalcamy ostatni skladnik wyrazenia (5.9) w nastepujacy sposéb

e (A0 ) [15) ] Rotz ouma Rot(z,00 [0 O] (A6 la ) -

i (]MiRotT(Z,ﬁi) [‘[(‘;3] g} (AF) (@) AL (g ) F 5 g} Rot(Z, 9 ))

—[e3]? 0

gdzie [; oznacza moment bezwladno§ci wirnika silnika wzgledem osi Z; 1
ukltadu X; 1Yi_1Zi_1. Pokazaliémy, ze trzeci sktadnik energii kinetycznej
wirnika ma postaé
1 .
Elis%.
Wykonujac rézniczkowanie wzgledem czasu w wyrazeniu (5.9), otrzymu-
jemy ostatecznie

i1 g, 4ic1 &) _

KMi(q , 91,4 aﬁl) =
n Al 1 aAi—] . T
Z ( q- ") ROt(Z>Si)]MiROtT(Z>Si)(O(ql1)) >ijIk+

aq) oqxk
+ Ztr( 60
j=1

La ) Rot(Z, 04 Rot (2,00)| 07 0(AF ) (@) Jasbi+

1 .
-I—Elﬂ‘}iz. (5.10)

W manipulatorze sztywnym transmisja napedu do przegubu jest opisana
przez przelozenie przekladni, kiq; = ¥i. Biorac to pod uwage oraz wprowa-
dzajac oznaczenie

]”.I(\/[,-L - ROt(Z) Si)IMiROtT(Z» 81))
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zapisujemy energie kinetyczna (5.10) w postaci
KMi (qi) ql) =
n 1 i—1 T
6)/1\l 0A .
1 T\ 1* 0 i—1 LI
Z: )JMi(aqk (a )) Gsdict

k aq,
+ Ztr <

1 * |:_ [63] 0
Mi

0 o] (AF)T(q“)) <id5dit

1 )
+ EKiZquiz' (5.11)

Sumaryczna energia kinetyczna wszystkich ramion i uktadéw napedowych
manipulatora sztywnego jest opisana formuta

Kia, ) = 74"Qla)d, (512)

z symetryczng, dodatnio okre§long macierza Q(q), ktérej elementy maja
posta¢ wynikajaca z wyrazei (5.8), (5.11), mianowicie

n—1 i i T
Qjx(a Z (aA (]L ]’fvlm> <g/;\s (qi)> ) +

—
0AY oAy Y
+tr <6qj(q)h“<aqk (‘ﬂ) > +

aAk71 * _[ 0
+tr (a((:)l) (qkf]) M. |: 53] 0:| (A](§71)T(qkf1) Kk + K)zl)éjk (513)

We wzorze (5.13) di; oznacza funkcje zwana deltg Kroneckera, okreslona

formuig
1, jezeli i =3,
bij = S
0, jezelii=#j.

Dla i = 0 macierz Aé definiujemy jako macierz jednostkowa I4.

Energia potencjalna manipulatora pochodzi od oddzialywania pola gra-
witacyjnego Ziemi. W celu obliczenia energii potencjalnej ramienia nr i
(wraz z ukiladem napedowym), mozna je potraktowaé jako mase¢ punk-
towa m; skupiong w $rodku masy ramienia. Zakladajac, ze R; oznacza
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wspolrzedne jednorodne $rodka masy w ukladzie X;Y;Z;, obliczamy energie
potencjalng i-tego ramienia jako

Vi =-—mig'A} (q') Ry, (5.14)

gdzie g = (g1,92,93,0)" jest wektorem przyspieszenia ziemskiego w ukla-
dzie podstawowym. Calkowita energia potencjalna manipulatora

V(ig) =—) mig'Aj(q") Ri. (5-15)
i=1

Forma energii kinetycznej definiuje dwa pierwsze elementy modelu dy-
namiki (5.7) (macierz inercji Q(q) i macierz sit odsrodkowych i sit Co-
riolisa C(q,q)), natomiast gradient energii potencjalnej % (q) wyznacza
wektor sit grawitacji D(q). Okreslenie sktadnika niepotencjalnego ((q,q,t)
wymaga specjalnych badan. Jezeli skladnik ten nie wystepuje, réwnania

dynamiki manipulatora sztywnego uzyskuja postaé

Q(q)§ +C(a,d)d +Dl(a) =u. (5.16)

Mozna pokazal, ze poszczegélne elementy modelu dynamiki (5.16), oprécz
wiasnosci ogdlnych (5.6), maja nastepujace wlasnosci

1Q(a)[| < Qm, (5-17)
C(q,x)y = C(q,y)x, (5.18)
IC(a,x)]| < Cmllx[], (5.19)

ID(q)]| < Dm, (5.20)

przy czym Qnq, Cap, Dap > 0 sg pewnymi statymi, a wiasno$¢ (5.20) zacho-
dzi dla manipulatoréw o przegubach obrotowych lub ograniczonych przegu-
bach przesuwnych. W powyzszych zaleznosciach norma wektora powinna
by¢ rozumiana jako norma euklidesowa, natomiast jako norme macierzy
bierzemy norme indukowanga przez norme euklidesowa

1Al = \/Aara,

gdzie Apm oznacza najwieksza warto$é wiasna symetrycznej macierzy M*.

1Zobacz dodatek A.1.
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Przykiad 5.2.1 (Manipulator EDDA)

Rozpatrzmy manipulator EDDA, ktérego model kinematyki zostal opisany
w przykladzie 2.3.8. Dynamika tego manipulatora moze by¢ wyrazona
réwnaniem (5.16), przy czym macierz inercji, macierz sit Coriolisa i wektor
grawitacji maja postaé

_ |81 +0.604cosqy 03+ 0.304c08q>2
Qla) = [93+0.394cos 4@ 03 ’ (5.21)
S [-ar (@t :
C(q,q) = [ q? (q10 qZ)] 0.304sin q>, (5.22)
02cos q1 + 04cos(q1 + q2)
D(q) = ) )
(@ =g < 04c0s(q; + q2) (5-23)

Parametry modelu dynamiki przyjmuja nastepujace wartoSci nominalne

01 =11 + I + myl? = 3.1[kg -m?],
0 =mip; + Myl = 9.5[kg -m],

03 = I = 0.24[kg -m?), (5:24)
04 = myp2 = 0.77[kg - m],
przy oznaczeniach
mi — masa i-tego ogniwa,
pi — polozenie §rodka masy i-tego ogniwa w i-tym uktadzie
wspéirzednych,
l; — diugos¢ i-tego ogniwa,
[; — moment bezwladnosci i-tego ogniwa (wzgledem osi Z u-
kladu X;Yiz),
g — warto$¢ przyspieszenia ziemskiego. u

5.3 Sterowanie w przestrzeni zadaniowej manipu-
latora

W niniejszym rozdziale rozwazymy zadanie polegajace na $§ledzeniu trajek-
torii przez manipulator sztywny przy zalozeniu, ze zadana jest trajekto-
ria w przestrzeni zadaniowej manipulatora y4(t) € Z € R™ co oznacza,
ze efektor manipulatora ma si¢ poruszaé wzdluz zadanej krzywej w prze-
strzeni, zachowujac okreslona orientacje. Przyjmujemy, ze model manipu-
latora obejmuje zaréwno réwnania dynamiki, jak i réwnania kinematyki
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(odwzorowanie stan-wyjscie), i ma postaé

Q(q)d +C(q,9)g +D(q) =u
(5-25)

y =k(q).

5.3.1 Linearyzacja i odsprzeganie wejSciowo-wyjsciowe

WprowadZmy w ukladzie (5.25) nowe wspéirzedne

x=q
£:q:

i wyrazmy réwnania ukladu w tych wspélrzednych w postaci afinicznego
ukladu sterowania z funkcja wyjscia

x=§
E=F(x,&) +Gxu (5-26)
y =k(x),

gdzie F(x,£) = —Q'(x) (C(x,£)& + D(x)), G(x) = Q~'(x). Przyjmijmy
dodatkowo, ze manipulator jest nieredundantny, a zatem liczba stopni swo-
body manipulatora (i liczba wejs¢ sterujacych) jest réwna wymiarowi wek-
tora wspéirzednych polozenia i orientacji efektora, czyli liczbie wyjs¢ (tzn.
n = m). Idea algorytmu sterowania przedstawionego ponizej opiera si¢ na
dwoch elementach. Pierwszym jest odsprzezenie i linearyzacja modelu
manipulatora, czyli uzyskanie takiego nieliniowego sprzezenia zwrotnego,
ktére po zastosowaniu do modelu manipulatora spowoduje, ze i-te sterowa-
nie bedzie oddzialywalo wylacznie na i-tg skladowa wektora wyjsciowego,
natomiast odwzorowanie wejscie-wyjécie stanie sie¢ liniowe. Drugi element
algorytmu sterowania jest standardowy i sprowadza si¢ do zastosowania
w odsprzezonym modelu manipulatora liniowego regulatora PD z korekcja.

Konstrukcje odsprzegajacego i linearyzujacego sprzezenia zwrotnego dla
modelu (5.26) rozpoczniemy od wyliczenia kolejnych pochodnych czasowych
wyj§é yi wzdluz trajektorii uktadu. Dla wyjscia y; otrzymujemy

yilt) = ki(x(t)),
. aki(x) . aki(x)
T Tox ©T ox

vilt) Z.
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Zauwazmy, ze yi nie zalezy bezposrednio od sterowania. Policzymy pocho-
dna rzedu drugiego

R s

T x| ox 0x
9%ki(x) oki(x)
—_zT 1 1 _
—£TE e+ S (Flx, £) + G o) =
92k (x) oki(x) oki(x)
T i i i
=& 2 &+ ™ F(x,&) + ™ G(x)u.
Zapisujac analogiczne réwnania dla i = 1,...,n otrzymujemy nastepujacy
uklad réwnan
y =P(x,&) +H(x)u, (5-27)
w ktérym
9%ki(x) ki (x)
. _ T i i
Pl(x) Er) E, axz E, + ax F(X, Er))
Hix) = X gy,
ox

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy zalozenie, ze macierz H(x) jest nie-
osobliwa dla kazdego x. Jest ono spelnione wtedy, gdy jakobian analitycz-
ny J%(x) = g—';(x) jest pelnego rzedu, a wiec gdy manipulator nie przyjmuje
konfiguracji osobliwych (przy realizacji zadanej trajektoriiyq(t)). Poniewaz
macierz G(x) jest zawsze odwracalna, przyjete zatozenie pozwala zastosowad

do ukiadu (5.27) sprzezenie zwrotne
u=-H"(x)P(x,&) +H ' (x)v (5.28)
i przeksztalci¢ go do postaci

Ui = vy, i=1,...,n, (5.29)

co oznacza pelne odsprzezenie wejs¢ i wyj§é oraz liniowo§é odwzorowania
wejscie-wyjscie.

Po uzyskaniu liniowego i odsprzezonego modelu manipulatora bedziemy
szukaé sterowania v(t) generujacego trajektorie y(t) efektora w taki sposéb,
aby blad §ledzenia

e(t) =y(t) —yalt) (5.30)
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Rysunek 5.2 Przebieg bledéw $ledzenia przy zastosowaniu algorytmu od-
sprzegania wejsciowo-wyjéciowego ze wzmocnieniami K, = diag{10000} i Kq =
diag{1000}.

dazyl asymptotycznie do zera. W celu osiaggniecia zadanego zachowania
manipulatora, do kazdego wejscia v; dolaczymy lokalny regulator typu PD
z korekcja co oznacza, ze sygnal podawany na wejscie uktadu (5.29) bedzie
mial postaé

v=14—Kay —9a) —Kpy —ya). (5.31)
Macierze Kq = diag{kqi} > 0 i K, = diag{kpi} > 0,1 = 1,...,n, s3 dia-
gonalnymi macierzami wzmocniesl lokalnych regulatoréw PD. Taki wybdr
macierzy wzmocniei gwarantuje, ze blad regulacji okreSlony réwnaniem
rézniczkowym

e+Kqge+Kpe=0

zanika do zera eksponencjalnie, gdy t dazy do +oo0.

Przykiad 5.3.1 (Manipulator EDDA)

Dzialanie algorytmu odsprzegania wejsciowo-wyjsciowego zilustrujemy na
przykladzie manipulatora EDDA. Niech zadanie sterowania polega na §le-
dzeniu trajektorii cyklicznej wyrazonej w przestrzeni zadaniowej manipula-
tora (w aspekcie wspétrzednych XpY() réwnaniem

(t) = yai(t)) [ 04+0.1cost
Y = yaat)) ~ \ 0.6 +0.1sint )’
Rysunek 5.2 przedstawia wykresy biedu (5.30) Sledzenia wspéirzednych

polozenia efektora®. Symbol e; oznacza blad $ledzenia wspéirzednej yq,
natomiast symbol e, — blad §ledzenia wspéirzednej y». |

Z przeprowadzonych symulacji wynika, ze przystepujac do implementa-
cji algorytmu odsprzegania, nalezy zwrdcié szczegdlna uwage na zapewnienie

*Symulacje wykonano w srodowisku MATLAB® + SIMULINK®.
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odwracalno$ci jakobianu analitycznego manipulatora. Praktycznie oznacza
to nie tylko, ze przy realizacji trajektorii zadanej manipulator nie prazyj-
muje konfiguracji osobliwych, lecz takze nie zbliza sie do nich. Algorytm
odsprzegania jest trudny do implementacji ze wzgledu na duza wrazliwo§é
na warunki poczatkowe, wybdér metody calkowania, a takze na wartosci
wzmocnied K, Kg.

5.3.2 Transformacja do zadania sterowania w przestrzeni
przegubowej

Wigkszos¢ algorytméw sterowania manipulatoréw sztywnych dotyczy stero-
wania w przestrzeni przegubowej. Aby zastosowaé takie algorytmy do stero-
wania w przestrzeni zadaniowej manipulatora, niezbedne jest przeniesienie
trajektorii zadanej, okre§lonej w naturalny sposéb w przestrzeni zadaniowej,
do przestrzeni przegubowej. Polega ono na rozwiazaniu odwrotnego zada-
nia kinematyki i wyliczeniu n-wymiarowego wektora trajektorii zadanych
zdefiniowanych dla kazdego przegubu manipulatora. Potrzebne algorytmy
kinematyki odwrotnej manipulatora zostalty oméwione w rozdziale 3.

5.4 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Klasyczne uklady sterowania manipulatorow mozna znalezé w wigkszoSci
podrecznikéw [Pau8l, Cra93, SV97]. Doniesienie o wdrozeniu algorytméw
sterowania opartych na modelu dynamiki manipulatora przez firme¢ KUKA
pochodzi od Hirzingera [H"98]. Formalizm lagranzowski i hamiltonowski
mechaniki analitycznej stanowi przedmiot klasycznego wykladu mecha-
niki [RK95, AM78, Arn78]. Wyprowadzenie réwnan dynamiki manipula-
tora przedstawione w podrozdziale 5.2 jest réwniez klasyczne [Pau81, AS86,
SV97]. Identyfikacja parametréw modeli kinematyki (zwana kalibracja kine-
matyki) i dynamiki manipulatoréw nalezy do podstawowych zadan robotyki
[SS96, Koz98, MRD91|. Bardziej wnikliwe potraktowanie dynamiki uktadéw
napedowych okaze si¢ przydatne w rozdziale po§wieconym modelowi dy-
namiki manipulatora o elastycznych przegubach. Idea sterowania w prze-
strzeni zewnetrznej z odsprzezeniem modelu pochodzi od Freunda [Fre82].
Metoda ta jest znana w geometrycznej teorii sterowania pod nazwa metody
odsprzegania wejsciowo-wyjsciowego [Isi89, NS90]|. Okreslenia interakcji dy-
namicznych i odsprzezenia manipulatora IRb-6 dokonano w pracy [GW86].
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Rozdzial 6

Algorytmy sterowania
manipulatoréw sztywnych
w przestrzeni przegubowe]

W niniejszym rozdziale przedstawimy algorytmy sterowania manipulatoréw
sztywnych wykorzystujace rézny stopien znajomogci matematycznego opisu
zachowania manipulatora. W przypadku, gdy znany jest model dynamiki
manipulatora, przy syntezie algorytméw sterowania stosuje sie dwa podej-
Scia. Pierwsze podejécie polega na wykorzystaniu odwracalnosci macie-
rzy bezwitadnos§ci manipulatora i prowadzi do algorytméw typu oblicza-
nego momentu. Z punktu widzenia geometrycznej teorii sterowania, me-
toda obliczanego momentu stanowi przyklad linearyzacji dynamiki ukladu
przez statyczne sprzezenie zwrotne. W zasadzie, procedura linearyzacji
modelu manipulatora przy pomocy sprzezenia zwrotnego pozwala usunaé
z dynamiki manipulatora wszystkie sktadniki nieliniowe, ale z praktycznego
punktu widzenia posiada ona istotne ograniczenia polegajace na wymaga-
niu pelnej znajomosci modelu dynamiki oraz koniecznosci obliczania modelu
w trybie on-line.

Drugie podejscie prowadzi do algorytméw sterowania typu dysypatyw-
nego. W przeciwiefistwie do algorytméw typu obliczanego momentu, al-
gorytmy typu dysypatywnego nie wymagaja sprzezenia linearyzujacego.
Drzialanie tych algorytméw polega na rozpraszaniu energii ukladu w taki
spos6b, aby dla ukladu sterowania z zamknieta petla sprzezenia zwrot-
nego blad $ledzenia polozenia i predkosci przegubédw manipulatora zmierzat
asymptotycznie do zera.

209
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Zal6ézmy, ze model dynamiki manipulatora ma postaé

Q(q)d +C(a,d)d +D(q) +&(d,d,t) = . (6.1)

Model (6.1) rézni sie¢ od modelu (5.16) obecnoscia wektora ((q, q,t), ktéry
oznacza réznego rodzaju sily niepotencjalne, wlaczajac efekty wynikajace
z niedokladno$ci modelowania. Algorytmy typu obliczanego momentu i ty-
pu dysypatywnego wymagaja pelnej znajomosci modelu manipulatora. O-
czywiscie, w praktyce model dynamiki manipulatora jest zawsze obarczony
niepewnoscig. Nieznajomo§é modelu mozna podzielié na dwa rodzaje: nie-
znajomo$¢ parametryczng i nieznajomos¢ strukturalng. Nieznajomos¢ pa-
rametryczna polega na tym, ze znane sa wszystkie sktadniki réwnan modelu
(znana jest ich posta¢ funkcyjna), natomiast nie sa znane pewne parametry
tych réwnan. Model manipulatora zawiera wiele parametréw, ktére zaleza
od wtasnosci fizycznych manipulatora, takich jak ditugosci ramion oraz masy
i momenty bezwladnosci ramion, a takze od wlasnosci przenoszonego 1a-
dunku, itp. Zauwazmy, ze zmienna masa i moment bezwladnosci przeno-
szonego ladunku powoduje zmiany parametréw modelu dynamiki w trakcie
pracy manipulatora.

Innego rodzaju nieznajomo§¢ modelu stanowi nieznajomo$é struktu-
ralna, ktéra polega na tym, ze nie jest znana zalezno$§é funkcyjna miedzy
pewnymi zmiennymi modelu. Nieznajomo$¢ strukturalna modelu jest cze-
sto skutkiem niedokladno$ci modelowania dynamiki manipulatora. W mo-
delu (6.1) wszystkie nieznane oddziatywania, ktérym podlega manipulator,
mieszcza sie w sktadniku {(q, q,t). Oddzialywania te zostana potraktowane
jako zaburzenia modelu podstawowego (5.3).

Poniewaz z reguly model dynamiki manipulatora nie jest dokladnie zna-
ny, szczegblne zainteresowanie robotykéw budza algorytmy sterowania za-
pewniajace §ledzenie trajektorii pomimo nieznajomosci modelu. W teorii
sterowania sa znane dwa rozwiazania tego problemu: algorytmy sterowa-
nia adaptacyjnego i algorytmy sterowania odpornego. Sterowanie adap-
tacyjne polega na zaprojektowaniu ukladu sterowania, ktéry dostosowuje
swoje dzialanie do zmian obiektu sterowania w taki sposéb, aby cel ste-
rowania zostal osiagniety. Typowy adaptacyjny algorytm sterowania wy-
korzystuje uklad estymujacy nieznane parametry modelu i generuje sygnat
sterujacy w oparciu o otrzymane estymaty parametréw. Z tego wzgledu,
uklady adaptacyjne sa najczesciej wykorzystywane w sytuacji, gdy mo-
del jest obarczony nieznajomoscia parametryczna. Uklady adaptacyjne sa
skomplikowane, zwlaszcza w przypadku, gdy zawieraja uklad estymacji. Sa
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one skuteczne, lecz kosztowne i trudne do realizacji. Opracowano wiele
algorytméw sterowania manipulatora, ktére sa adaptacyjnymi wersjami al-
gorytméw typu obliczanego momentu i algorytméw typu dysypatywnego.

Konkurencyjne rozwiazanie problemu sterowania przy niepelnej zna-
jomo$ci modelu stanowia algorytmy sterowania odpornego*. Algorytmy
odporne wykorzystuja pewne aprioryczne oszacowania parametréw modelu
i w oparciu o taka informacje zapewniaja poprawne sterowanie dla wszyst-
kich dopuszczalnych zaburzed modelu. Ze wzgledu na brak ukladu estyma-
cji odporne uklady sterowania sa znacznie prostsze niz adaptacyjne, cechuja
sie jednak strukturalng nadczynnoscia (np. nadmiernym wzmocnieniem) dla
wartosci parametréw innych niz ekstremalne.

W polowie lat osiemdziesigtych w dziedzinie sterowania adaptacyjnego
pojawil sie nowy paradygmat, ktéry umozliwil opracowanie prostych al-
gorytméw sterowania zapewniajacych osiggniecie celu sterowania dla catej
klasy obiektéw na podstawie znajomosci sygnaléw wyjsciowych obiektu.
Dla ukiaddéw liniowych minimalnofazowych odpowiednie uklady sterowa-
nia zostaly nazwane uniwersalnym: adaptacyjnym: uktadams sterowania
(w skrécie UAUS). Uklady uniwersalne sg adaptacyjne w tym sensie, ze reali-
zuja zadanie sterowania korzystajac z ograniczonej informacji o obiekcie (je-
dyne informacje, jakie posiada uklad sterowania, to informacje strukturalne
na temat liniowosci i minimalnofazowosci obiektu sterowania), nie zawieraja
jednak ukladu estymacji parametréw. Uwaza sie, ze sposéb dzialania uni-
wersalnych ukladéw sterowania imituje postepowanie czlowieka, ktéry ma
sterowaé obiektem o nieznanych parametrach. Wyobrazmy sobie czlowieka,
ktéry prébuje balansowaé tyczka ustawiona na dioni. Na poczatku jego ru-
chy, majace na celu utrzymanie tyczki w pozycji pionowej, s3 przesadnie ob-
szerne, lecz po krétkim okresie préb i bledéw ich amplituda i czestotliwosé
maleje i tyczka jest trwale utrzymywana w poblizu polozenia réwnowagi.
Po zmianie tyczki na inng wynik do§wiadczenia jest podobny. Uniwersalne
adaptacyjne uklady sterowania charakteryzuja sie prosta budowa, brakiem
ukladu estymacji i skutecznoscia dziatania.

Dziatanie uniwersalnego adaptacyjnego ukitadu sterowania mozna zilu-
strowaé na przykladzie zadania stabilizacji obiektu liniowego. Kazdy uklad
nalezacy do klasy minimalnofazowych uktadéw liniowych, jednowej$ciowych

*Zastosowany tu termin ,odporny” odpowiada, przyjetemu w $rodowisku automa-
tykéw tlumaczeniu angielskiego przymiotnika ,robust”. Sposréd alternatywnych jego
przekiladéw, zaproponowanych przez robotykdéw, najbardziej przypadia nam do gustu
propozycja ,chedogi”, autorstwa dra hab. A. Kasinskiego.
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i jednowyjsciowych, o stopniu wzglednym réwnym 1, postaci

q(t) = Aq(t) +bu(t)

T (6.2)
y(t) =c'q(t),

gdzie A € R™™ b € R™, ¢ € R™, ¢'b > 0, daje sie ustabilizowaé za pomoca
dynamicznego sprzezenia zwrotnego od wyjscia

u(t) = —k(t)y(t)

k(t) = y2(t).
Mozna by oczekiwaé, ze znajomos$¢ znaku wyrazenia cd jest warunkiem
koniecznym zbieznosci kazdego adaptacyjnego algorytmu stabilizacji. Jed-
nak, dzieki wprowadzeniu pojecia funkcji przetaczajacej, okazato sie mozliwe
zaproponowanie adaptacyjnego ukladu stabilizacji, pomimo ze znak wyra-

zenia c¢'b jest nieznany. W rezultacie, jezeli tylko ¢™b # 0, uklady po-
staci (6.2) mozna ustabilizowaé¢ przy uzyciu uniwersalnego adaptacyjnego

{u(t) N(k(t))y(t)
k(t) = y2(t),

gdzie N(-) jest tzw. funkcjq Nussbauma, to znaczy funkcja odcinkami
prawostronnie ciagla, spelniajaca warunki

uktadu sterowania

1 k
inf J N(s)ds = —o0,

Przykladowymi funkcjami Nussbauma sg funkcje N(k) = k?cosk i N(k) =
cos(k“/z)ekz. Mechanizm sterowania jest nastepujacy: uklad adaptacji opi-
sany réwnaniem k = y? monotonicznie zwieksza k(t), a funkcja przela-
czajaca N(k) przyjmuje na przemian wartosci dodatnie i ujemne o rosnacej
amplitudzie i czasie trwania. Je§li poprawny znak funkcji N jest stalty w cza-
sie dostatecznie dlugim na to, aby sygnal wyjsciowy y obiektu z zamknieta
petla sprzezenia zwrotnego zmniejszyt sie do zera, to adaptacja wzmocnienia
dynamicznego k zatrzyma sie na pewnej skoriczonej wartosci.
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6.1 Algorytmy wymagajace pelnej znajomosci mo-
delu

6.1.1 Algorytmy typu obliczanego momentu

Dokladna linearyzacja

Najbardziej znany algorytm typu obliczanego momentu korzysta z lineary-
zacji modelu dynamiki manipulatora przy pomocy statycznego sprzezenia
zwrotnego. Aby przedstawié idee tego algorytmu, rozwazmy model dyna-
miki manipulatora sztywnego

Q(q)qg+C(q,4)q +D(q) =u. (6-3)
Na wejécie uktadu podajmy sygnat sterujacy
u=Q(av +Cla,4)d +D(q), (6.4)

gdzie v jest nowym wektorem sterowan. Po podstawieniu sterowania (6.4)
do modelu dynamiki manipulatora (6.3) otrzymujemy réwnanie uktadu z za-
mknieta petla sprzezenia zwrotnego postaci

Q(aq)g = Q(a)v,

lub réwnowazne mu réwnanie liniowe

q=v, (6.5)

uzyskane dzieki odwracalno$ci macierzy bezwtadnosci Q(q).
W celu zapewnienia §ledzenia trajektorii q4(t) w uktadzie zlinearyzowa-
nym, wystarczy podaé na wejécie v sygnatl z regulatora PD z korekcja

v=4q44—Kgqe —Kgpe, (6.6)

gdzie e(t) = q(t) — qq(t) oznacza biad Sledzenia polozenia, a diagonalne
macierze Kq > 0 oraz K, > 0 opisuja wzmocnienia czesci rézniczkujacej
oraz proporcjonalnej regulatora PD. Réwnanie bledu w zamknietej petli
sprzezenia zwrotnego jest nastepujace

é+Kge+Kpe =0,

a zaproponowany wybdér macierzy Kq i K, zapewnia eksponencjalng zbiez-
no$¢ bledu §ledzenia do zera.
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Rysunek 6.1 Przebieg bledéw sledzenia przy zastosowaniu algorytmu linearyzacji
przez sprzezenie zwrotne ze wzmocnieniami K, = diag{300} i K4 = diag{50}.

Przykiad 6.1.1 (Manipulator EDDA)

Zalézmy, ze zadanie sterowania manipulatora EDDA o modelu dynamiki
zdefiniowanym przez (5.16), (5.21)—(5.23) polega na §ledzeniu trajektorii
zadanej w przestrzeni przegubowej

dra(t) cos (3t)
Y= = - 6.
dalt (qzd(t)) (sin(Zt) (6.7)
Bledy sledzenia powyzszej trajektorii manipulatora zostaly przedstawione
na rysunku 6.1%. »

Algorytm Wena-Bayarda

Drugim przedstawicielem algorytmoéw typu obliczanego momentu jest algo-
rytm zaproponowany przez Wena i Bayarda

u=0Q(qa)dq+C(qa,d4)d4 + D(da) —Kae — Kype. (6.8)

Latwo zauwazy¢, ze algorytm (6.8) sklada si¢ z dwdch sktadnikéw. Pierwszy
z nich, o charakterze korekcyjnym, wymaga znajomosci modelu manipula-
tora wzdluz zadanej trajektorii przegubowej. Drugi skladnik, za pomoca
regulatora PD o stalym wzmocnieniu, generuje poprawke zalezna od bledu
ledzenia e(t) = q(t) — qq(t) i jego pochodnej wzgledem czasu. W celu
wykazania zbieznosci algorytmu sterowania manipulatora opisanego réwna-
niem (6.8) rozwazmy funkcje Lapunowa

Ve, e, t) = %éTQ(q)é -+ %eT(Kp +eKgle +ee'Q(q)e, (6.9)

*Symulacje zamieszczone w tym i nastepnym rozdziale wykonano w srodowisku MAT'-
LAB® + SIMULINK®.
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gdzie ¢ = qq + e, a ¢ jest pewna stala dodatnia. Z wlasnosci form kwa-
dratowych' otrzymujemy warunek na e zapewniajacy dodatnig okreslonosé

funkcji Lapunowa
AKd + Y, Aid + 4AQAKP

<
0<e< Mg ,

przy czym AQ = ming AQ(q), AQ = maxgq AQ(q), za$§ Aypq Ozhacza najmniejsza

warto$¢ wlasna symetrycznej macierzy M. Zauwazmy, ze istnienie Ag wy-

nika z wlasnosci (5.17). Przed oszacowaniem pochodnej funkcji Lapunowa V

zapiszmy réwnania manipulatora z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego
Q(q)é = —AQd, — C(q,d)é — ACd4, — AD — Kpe — Kgé
q=qq+te (6.10)
q= qd + é)

gdzie AQ = Q(q) —Q(qa), AC =C(q,q) —C(qq,q4), AD =D(q) —D(qa).

Korzystajac z twierdzenia o wartosci sredniej' mozna pokazaé, ze pochodna

po czasie funkcji Lapunowa opisanej wzorem (6.9) wzdluz trajektorii uktadu
zamknietego (6.10) da si¢ oszacowaé w nastepujacy sposéb

V < —Ble||* = (A—Slle|)lle]%,
gdzie A, B, S s3 pewnymi liczbami dodatnimi. Warto§¢ parametru S wynika
z oszacowania modelu dynamiki wzdluz trajektorii zadanej i dla konkretnej
trajektorii zadanej jest ustalona. Parametr B mozna dowolnie powigkszac
poprzez wybdr coraz wigkszych wartosci wzmocnienn Kp, natomiast para-
metr A roénie wraz ze wzrostem wzmocnien Kg.
Zdefiniujmy parametr &; = J (AKp +edg, — EZAQ). Jesli zachodzi
B>0, A>S,/L,
1
gdzie Vo = V(e(0),€é(0),0), to mozna udowodnié, ze dla Ay, A, spetniajacych
0<A1<B, 0<A<A-S %f,

jest prawdziwa nieréwnos§é

V < —Allell? = Azllel . (6.11)

tZobacz dodatek A.1.
1Zobacz dodatek A.2.
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Rysunek 6.2 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu algorytmu Wena-
Bayarda ze wzmocnieniami K, = diag{300} i K4 = diag{50}.

Algorytm Wena-Bayarda zapewnia tzw. péiglobalna stabilno§¢ zamknigtego
ukladu sterowania. Oznacza to, ze dla kazdego warunku poczatkowego ist-
nieja wzmocnienia Kq i K, zapewniajace eksponencjalng zbieznos¢ biedu
§ledzenia do zeraS.

Przyklad 6.1.2 (Manipulator EDDA)

Podobnie jak w algorytmie linearyzacji statycznej, celem sterowania jest
$ledzenie trajektorii przegubowej opisanej réwnaniem (6.7). Bledy powstate
przy zastosowaniu algorytmu Wena-Bayarda do §ledzenia trajektorii zadanej
przedstawiono na rysunku 6.2. |

6.1.2 Algorytmy typu dysypatywnego
Algorytm Slotine’a-Li

Najbardziej znanym algorytmem sterowania manipulatoréw typu dysypa-
tywnego jest algorytm Slotine’a-Li

w=Q(a)d, +C(a,d)d, + D(a) — Kas, (6.12)

w ktérym funkcja q.(t) jest tzw. trajektorig odniesienia zdefiniowana na-
stepujaco
4, =qq—Ae, (6.13)
natomiast zmienna
S:q_qr:é+Ae) (614)

nosi nazwe zmiennej §lizgu.

S Zauwazmy, ze im wickszy jest poczatkowy blad $ledzenia, tym wzmocnienia te musza
by¢ wieksze.
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Diagonalne macierze A > 01Ky > 0 sg parametrami algorytmu sterowa-
nia. Latwo pokazaé, ze réwnania manipulatora z zamknieta petla sprzezenia
zwrotnego sa nastepujace

Q(q)s +C(q,q)s + Kas =0

q=e+dqq (6.15)
e=s—Ae.

Dla dowodu stabilnosci algorytmu Slotine’a-Li mozna wykorzystaé¢ naste-
pujaca funkcje Lapunowa

1
Vie,s, t) = ZSTQ(q)s. (6.16)
Pochodna wzgledem czasu funkcji V(e,s,t) jest réwna
) R
V=5s'Q(q)s + 3s'Qla)s.

Policzymy pochodna funkcji Lapunowa wzdluz trajektorii uktadu zamknie-
tego (6.15)

V=T (~Cla,d)s —Kas) + 35" Qla)s =
= —5'C(q,q)s —s"Kgs + %STQ(q)s.

Z wtasnosci (5.6) i z wlasnosci form kwadratowych otrzymujemy

V =—s"Kgs < —Ak, IIs||%. (6.17)
Korzystajac z oszacowania

V(e,s,t) < %XQHSHZ

i z nier6wnosci (6.17) mozna pokazaé eksponencjalng zbiezno§¢ algorytmu*

s =0, gdy t— +oo.

Poniewaz s = eé + Ae — 0, to przy odpowiednim wyborze elementéw ma-
cierzy A blad §ledzenia e(t) réwniez zanika do zera eksponencjalnie.
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Rysunek 6.3 Przebieg bledéw §ledzenia przy algorytmie Slotine’a-Li z parame-
trami A = diag{4} i Kq = diag{75}.

Przyklad 6.1.3 (Manipulator EDDA)

W celu zilustrowania zachowania manipulatora przy sterowaniu wedlug al-
gorytmu Slotine’a-Li, przeprowadziliSmy symulacje komputerowe przebiegu
$ledzenia trajektorii przegubowej (6.7) manipulatora EDDA. Wykresy bte-
déw zostaly przedstawione na rysunku 6.3. |

Zwroémy uwage na fakt, ze sktadnik Kgs algorytmu Slotine’a-Li ttumia-
cy bledy jest rownowazny regulatorowi PD o wzmocnieniach KgA i Kg.
Widaé, ze elementy macierzy A, bedac skltadnikiem wzmocnienia czesci pro-
porcjonalnej P regulatora, wplywaja na szybko§¢ dazenia bledu $ledzenia
trajektorii e(t) do zera.

Algorytm Sadegha-Horowitza

Innym algorytmem wykorzystujacym pojecie §lizgu jest algorytm sterowa-
nia Sadegha-Horowitza

w=Q(q)d, +C(a,d)d, + D(q) — Kas — Re, (6.18)

w ktorym wszystkie zmienne zostaly zdefiniowane tak samo jak w algo-
rytmie Slotine’a-Li. Jedynym elementem réznigcym oba wspomniane algo-
rytmy jest wyraz proporcjonalny do bledu Re wystepujacy we wzorze (6.18),
z diagonalna macierza wzmocnien R > 0.

Algorytm sterowania Sadegha-Horowitza jest pewna modyfikacja algo-
rytmu Slotine’a-Li. Mozna pokazaé za pomoca drugiej metody Lapunowa,
ze algorytm Sadegha-Horowitza jest eksponencjalnie stabilny. Dowdd eks-
ponencjalnej stabilnosci algorytmu Sadegha-Horowitza zostal umieszczony
w dodatku C.

*Zobacz dodatek C, wzér (C.9).
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Rysunek 6.4 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu algorytmu Sadegha-
-Horowitza z parametrami K4 = diag{75}, A = diag{2} i R = diag{150}.

Przykiad 6.1.4 (Manipulator EDDA)
Przyktadowe przebiegi bledéw §ledzenia trajektorii przegubowej (6.7) ma-
nipulatora EDDA zostaly zamieszczone na rysunku 6.4. |

Analogicznie jak w przypadku algorytmu Slotine’a-Li, drugi skladnik
algorytmu Sadegha-Horowitza, rowny Kgs + Re, jest réwnowazny regulato-
rowi PD o wzmocnieniach P =K4A + R i D =K.

Uniwersalny adaptacyjny algorytm sterowania

Znajomos$ci modelu manipulatora wzdiuz zadanej trajektorii przegubowej
wymaga uniwersalny adaptacyjny algorytm sterowania postaci

w=Q(qa)da+ Clda, da)da+D(aa) —k(t)Pre—k(t)P2e.  (6.19)

State P, P, sa dodatnie, natomiast e(t) oznacza blad §ledzenia polozenia
zdefiniowany nastepujaco

e(t) = (e1(t),...,ei(t),...,en(t) = q(t) — qalt).

Macierz k(t) = diag{ki(t)}, i = 1,...,n, reprezentuje wzmocnienia lokal-
nych uniwersalnych ukladéw Sledzenia. Lokalny uklad uniwersalny dla i-te-
go przegubu manipulatora ma wzmocnienie zmieniane wedlug regutly

ki(t) = (Prei +P2e)%,  i=1,...,n. (6.20)

Czesto przyjmuje si¢ zatozenie, ze ki(0) > 0, co zapewnia dodatnio§¢ wzmoc-
nien ki(t) w kazdej chwili czasu t > 0.

Z postaci réwnania (6.19) widac, ze sterowanie manipulatora jest suma
dwoch skladnikéw

U =uUq + Uypiw-
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Skladnik uq ma charakter korekcyjny i jest liczony w oparciu o znajomosc
modelu manipulatora wzdluz zadanej trajektorii. Drugi skladnik sterowania
jest regulatorem PD o dynamicznym wzmocnieniu k(t) generowanym przez
uktad uniwersalny

Wuniw = —k(t)Pre — k(t)Pse. (6.21)

Aby dowie$é stabilno$ci algorytmu sterowania, wybierzmy nastepujaca fun-
kcje Lapunowa

. 1, .o
V(e e k,t) = ieTQ(q)e +5e'k(P1 +ePa)e+ee'Q(q)e,  (6.22)
gdzie @ = qq+e, € >0, a k =k(t) jest macierza dynamicznych wzmocnien
lokalnych uniwersalnych ukitadéw §ledzenia. Podobnie jak w algorytmie
Wena-Bayarda, warunkiem dodatniej okre§lonosci funkcji Lapunowa jest

P2Ay(0) + \/ PIA%(0) T AP 1k (o)

<
O<e 2/\Q

Przed przystapieniem do oszacowania pochodnej funkcji Lapunowa V, Za-
piszmy réwnania manipulatora z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (6.19)

Q(q)é = —-AQd4 — C(q,9)é — ACqq — AD —kPre —kP2e
k = diag{P1e; + P2}

q=dqq+e

q=4qq+e,

(6.23)

przy oznaczeniach AQ = Q(q) — Q(qq), AC = C(q,q) — C(qa,44), AD =
D(q) — D(qq). Twierdzenie o wartosci $redniej pozwala pokazaé, ze po-
chodna wzgledem czasu funkcji Lapunowa opisanej wzorem (6.22) wzdluz
trajektorii uktadu zamknigtego (6.23) da sig oszacowaé w nastepujacy sposéb

V< —(B—Ele|*—DJel)]le]* — (A —S]elle]*.

Parametry A, B, D, E, S sa pewnymi liczbami dodatnimi. Warto§é para-
metru S wynika z oszacowania modelu dynamiki wzdtuz trajektorii zadanej
i dla konkretnej trajektorii zadanej jest ustalona. Parametry A, B, D, E
mozna dowolnie powigkszaé poprzez odpowiedni wybdr wartosci Py i Py.
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Zdefiniujmy wyrazenia

1
1= 5 (Pduo) + eP2kio) — o),
Agéi

&2 = .
P1Ak0) T €P2Ax(0)

Jesli spelnione sg nieréwnosci

Vo Vo Vo
B>E-C1Dy/0, A>S -,
&1 &2 &1

gdzie Vo = V(e(0),€(0),0), Aq = maxqAq(d) oraz Aq = mingAq(q), to
mozna pokazaé, ze dla A1, A, spelniajacych

O<?\1<B—EE—D E, O<A<A-=-S E,
&1 &2 &1

prawdziwa jest nieréwnosé
V< —Mllell? = Azlle])”. (6.24)

Przedstawiony uniwersalny algorytm sterowania jest pélglobalnie asympto-
tycznie stabilny, przy czym btad §ledzenia trajektorii e(t) oraz btad $ledzenia
predkosci e(t) zanikaja do zera eksponencjalnie. Zaleta algorytmu uniwer-
salnego w poréwnaniu z algorytmami o statycznym wzmocnieniu w petli
sprzezenia zwrotnego jest mniejsza wartos¢ sit i momentéw sterujacych u
potrzebnych do uzyskania pozadanego zachowania manipulatora.

Przykiad 6.1.5 (Manipulator EDDA)

Przyktadowe przebiegi bledéw §ledzenia trajektorii przegubowej (6.7) ma-
nipulatora EDDA przy wykorzystaniu uniwersalnego adaptacyjnego algo-
rytmu sterowania zostaly zamieszczone na rysunku 6.5. W trakcie symu-
lacji wzmocnienia lokalnych ukladéw uniwersalnych ustalily sie na warto-
sciach kiyse = 17 1 Kpyst = 6.5. |

Symulacje pokazuja, ze wszystkie algorytmy przedstawione w podroz-
dzialach 6.1.1 i 6.1.2 zapewniaja poréwnywalna jako§¢ §ledzenia trajekto-
rii, natomiast réznia si¢ pod wzgledem latwosci implementacji komputero-
wej. W praktyce najlatwiej jest zaimplementowaé algorytm Wena-Bayarda.
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Rysunek 6.5 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu uniwersalnego adap-
tacyjnego algorytmu sterowania z parametrami P; = 20, P, =41 k;(0) =0.1.

W tym algorytmie skladowa korekcyjna ug sterowania moze zostaé obli-
czona w trybie off-line, co zmniejsza zaréwno zajeto§é pamieci kompu-
tera, jak i czas trwania biezacych oblicze. Uniwersalny adaptacyjny algo-
rytm sterowania moze byé traktowany jako dynamiczna wersja algorytmu
Wena-Bayarda. Skladowa ug sterowania réwniez wylicza sie w tym przy-
padku off-line, jednak konieczno$§¢ wyznaczania dynamicznego wzmocnie-
nia zwigksza wymagania co do wielko§ci potrzebnych zasobdéw obliczenio-
wych. Pozostale algorytmy wymagaja obliczania dodatkowych zmiennych,
a przez to sa jeszcze trudniejsze do implementacji.

6.2 Algorytmy sterowania przy parametrycznej
nieznajomosci modelu

Jak powiedzieli§my na wstepie, nieznajomogcia parametryczng modelu na-
zywa sie sytuacje, gdy znane sg wszystkie elementy modelu dynamiki mani-
pulatora (znana jest posta¢ funkcyjna wszystkich zaleznosci migdzy zmien-
nymi opisujacymi zachowanie), natomiast nie sa znane parametry wystepu-
jace w tych réwnaniach. Z postaci modelu dynamiki manipulatora przedsta-
wionej w podrozdziale 5.2 wynika, ze kazde ramie jest opisane przy pomocy
dziesigciu parametréw dynamiki (elementéw macierzy inercji ramienia), za-
tem model manipulatora o n stopniach swobody zawiera 10n parametréw
dynamiki, ktére zaleza od jego wlasnosci fizycznych. Na ogdl parametry
dynamiki sa nieznane lub znane tylko w przyblizeniu. Najczestsza przy-
czyna zmiany tych parametréw jest zmienna masa i moment bezwladnosci
tadunku przenoszonego przez manipulator. W dalszych rozwazaniach przyj-
miemy zalozenie, ze w trakcie §ledzenia konkretnej trajektorii przegubowej
parametry dynamiki pozostajg ustalone, aczkolwiek moga by¢ nieznane.
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W przedstawionych nizej adaptacyjnych algorytmach sterowania bedzie-
my sie postugiwaé modelem manipulatora, ktéry jest liniowy ze wzgledu na
nieznane parametry 6

Q(a,0)d +C(a,d,6)d +D(q,8) = Y(q,d,d,d)0 =, (6.25)

gdzie ® € RP, za$ Y(q,q,d,q) jest macierza rozmiaru n x p zwana ma-
cierzq regresji. Parametry 0 wystepujace w réownaniu (6.25) sa parame-
trami zastepczymi modelu, bedacymi pewnymi funkcjami parametréw fi-
zycznych, a nie bezposrednio parametrami fizycznymi. W zapisie macierzy
regresji przyjmujemy, ze trzeci argument odnosi si¢ do predkosci q, ktéra
jest mnozona przez macierz C(q,q). Nietrudno zauwazy¢, ze macierz regre-
sjiY(q,q,q,q) zalezy w sposéb liniowy od trzeciego i czwartego argumentu.

Przyklad 6.2.1 (Manipulator EDDA)
Manipulator EDDA opisany réwnaniami macierzowo-wektorowymi (5.16)
z macierzami Q, C i wektorem D zdefiniowanymi przez (5.21)—(5.23) posiada
nastepujacy réwnowazny opis w postaci (6.25):
S Yi1 Y12 Yiz Yig
Y 0= 0. 6.26
(4,4,4,4) 0 0 Y Y (6.26)

Elementy Y;; macierzy w réwnaniu (6.26) sa nastepujace:

Y11 =41,
Yi12=gcosqq,
Y13 =d2,

Y14=0.3(241 + G2) cos 2 + gcos(q1 + q2)+
—0.3(d7 + d1d2+ q3) sin a2,

Y23=d1+ 4z,

Y24=0.341cosq2+ gcos(qr + q2) + O.Sq%sin qz,

natomiast wektor @ = (01,...,04)" jest wektorem nieznanych parametréw
zastepczych modelu, ktérych warto§ci nominalne podaje formuta (5.24).
Model manipulatora EDDA opisany réwnaniami (6.26) zostanie uzyty do
symulacji komputerowych adaptacyjnych algorytméw sterowania. |

Przy projektowaniu adaptacyjnego algorytmu sterowania zapewniajace-
go §ledzenie zadanej trajektorii q4(t) w uktadzie (6.25) nalezy postepowac
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w nastepujacy sposéb:
e zalozyé, ze w kazdej chwili dysponujemy pewna ocena, czyli esty-
mata (t) wektora nieznanych parametréw 0,

e znalez¢ algorytm sterowania u wykorzystujacy biezaca wartosé esty-
maty wektora nieznanych parametréw,

e znale7¢ algorytm estymacji nieznanych parametréw generujacy w ka-
zdej chwili kolejng ocene @(t),

e udowodni¢ asymptotyczna stabilno§é¢ adaptacyjnego ukiadu sterowa-
nia ztozonego z podsystemu sterowania i podsystemu estymacji.

6.2.1 Algorytmy adaptacyjne typu obliczanego momentu
Adaptacyjny algorytm linearyzacji

Adaptacyiny algorytm linearyzacji otrzymuje sie wprost z algorytmu ste-
rowania zaprojektowanego dla przypadku nieadaptacyjnego (6.4). W tym
celu, zamiast rzeczywistych wartosci nieznanych parametréw, nalezy wyko-
rzystacé ich biezace estymaty

u= Q(q,é)v+c(q,q,§) q +D(q,§)

v=qq—Kgqée—Kpe.

(6.27)

Wstawiajac sterowanie (6.27) do modelu dynamiki manipulatora (6.25) o-
trzymujemy réwnanie ukladu z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego

Q(a,8) (& +Kae +Kpe) = Y(q,4,4, )8, (6.28)

w ktérym 0(t) = 0(t)—0 jest bledem estymacji parametréw. Przy zalozeniu,

ze macierz Q(q,@ jest nieosobliwa, réwnanie (6.28) przyjmuje postac

é+Kae+Kpe =Q'(a,0) Y(a,4,4,8)8,
lub réwnowazna posta¢ wyrazona za pomoca zmiennych stanu
:=Az+BQ '(q,0)Y(a,4,6,4)8, z=(e",e"),  (6.29)

gdzie
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Algorytm estymacji parametréw jest nastepujacy
% A L. —1 A
6(t) =0(t) = —TY"(q,d,d,d) (Q")'(q,6) BTPz. (6.30)

Macierz I' = T'T > 0 jest macierza wzmocnien algorytmu estymacji, nato-
miast macierz P =PT > 0 jest rozwiazaniem réwnania Lapunowa

AP +PA =M, (6.31)

dla pewnej macierzy M = MT > 0, ktéra bedzie odpowiadaé za szybkosé
zbieznosci zmiennej z do zera.
Wybierzmy nastepujaca funkcje Lapunowa dla ukladu (6.29)—(6.30)

1T Tatp-15
72 Pz + 26 r—e. (6.32)

V(z,0) =
Pochodna wzgledem czasu funkcji V(z,é,t), wyliczona wzdluz trajektorii
uktadu zamknigtego (6.29)—(6.30), jest réwna

o 1. 1 R % 1
V(z,0) = EzTPz + zzTPz +0'r 6= —zzTMz (6.33)
i zawiera macierz M wprowadzona w réwnaniu (6.31). Z réwnosci (6.33)
wynika, ze adaptacyjny algorytm linearyzacji jest globalnie asymptotycznie
stabilny.

Przyklad 6.2.2 (Manipulator EDDA)

Aby zilustrowa¢ dzialanie adaptacyjnego algorytmu linearyzacji, ponownie
rozwazymy zadanie §ledzenia trajektorii (6.7) manipulatora EDDA. Wy-
kresy bledéw $ledzenia w poszczegdlnych przegubach manipulatora zostaty
przedstawione na rysunku 6.6. |

Prezentowany algorytm jest uogélnieniem algorytmu linearyzacji przez
statyczne sprzezenie zwrotne na przypadek parametrycznej nieznajomosci
modelu dynamiki manipulatora. Algorytm posiada kilka wlasnosci utrud-
niajacych jego implementacje. Po pierwsze, algorytm estymacji wymaga
pomiaru przyspieszen w przegubach. W praktyce jest to bardzo utrud-
nione, poniewaz wiekszo§¢ robotéw nie posiada czujnikéw przyspieszenia, a
wyliczanie sygnalu przyspieszenia poprzez rézniczkowanie sygnatu polozenia
wprowadza znaczne zaszumienie sygnalu przyspieszenia. Druga istotng wada
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Rysunek 6.6 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu adaptacyjnego algo-
rytmu linearyzacji z parametrami K, = diag{300}, K4 = diag{50}, I' = diag{20}.

adaptacyjnego algorytmu linearyzacji jest konieczno§é odwracania estymo-

wanej macierzy bezwladnosci Qg;],@)’. Odwracanie macierzy ng,ﬁ dla
manipulatoréw o wielu stopniach swobody jest nie tylko czasochlonne i

skomplikowane numerycznie ale réwniez czesto niemozliwe. Wynika stad,
ze chociaz macierz bezwladnosci manipulatora z parametrami nominalnymi
jest zawsze dodatnio okreslona, to estymowana macierz Q(q, @) nie posiada
tej wlasnosci i przy pewnych wartosciach 0 moze sta¢ sie osobliwa. Nalezy
rowniez podkresli¢ fakt, ze algorytm estymacji nie gwarantuje zbieznosci
estymat parametréw dynamiki do ich rzeczywistych wartosci.

Algorytm adaptacyjny Bayarda-Wena

Bayard i Wen zaproponowali rodzine adaptacyjnych algorytméw sterowa-
nia wykorzystujacych stopniowo coraz mniejsza wiedze o modelu dynamiki
manipulatora. W obrebie tej rodziny najmniejszej wiedzy o dynamice ma-
nipulatora wymaga nastepujacy algorytm sterowania

u= Q(qd,ﬁ) Qg+ C(qd,dd,@) dd+D<qd,@) —Kaé —Kpe =
=Y(qa,d4,d4,6a)0 —Kaé —Kpe, (6.34)
z algorytmem estymacji parametréw
0(t) = —TY"(qa,dq, g, da) (€ + ce). (6.35)

Zaklada sie, ze Kq = Kg >0, Ky, = Kg >0il =TT > 0. Przed przystapie-
niem do badania stabilnosci algorytmu przedstawimy réwnania dynamiki
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manipulatora z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (6.34), (6.35)

Q(q)é = -AQq, —C(q,q)e — ACq4 — AD+
_er_Kdé+Y(qdqu>qd)dd)e

A

0(t) =-TY'(qq,q44,d4,G4)(& + ce) (6.36)
q=dqq+e
q :qd+é)

gdzie AQ = Q(q) —Q(qq), AC =C(q,q) —C(qq,44), AD =D(q) —D(qa).
Dla uktadu opisanego réwnaniami (6.36) wybieramy funkcje Lapunowa

v<e,e,é,t) = VO %éTr*‘é, (6.37)

zawierajaca funkcje Lapunowa V° dla nieadaptacyjnego algorytmu Wena-
-Bayarda zdefiniowang wzorem (6.9). Mozna pokaza¢, ze pochodna funk-
cji V obliczona wzdtuz trajektorii uktadu (6.36) wynosi

v = \'/O + éTY(qd> qd) qd» qd)é + 53TY(Qd> qd) qd> qd)é + éTF_]é, (638)

Wida¢, ze po wstawieniu réwnania (6.35) opisujacego algorytm estymacji
parametréw do wzoru (6.38), prawdziwe jest oszacowanie

V < —Ble|? — (A —Slel)]e]l?,

z parametrami A, B, S identycznymi jak w przypadku algorytmu Wena-
-Bayarda. Oznacza to, ze dla A1, A, spelniajacych zalezno$ci

Y
0<A<B, 0<A<A-S ?"
1

prawdziwa jest nieréwnosé
V< —Mlell? = Azlle]l”. (6.39)

Wszystkie wystepujace tu zmienne i parametry zostaly zdefiniowane w roz-
dziale omawiajacym algorytm Wena-Bayarda*. Algorytm (6.34), (6.35) jest

“Kolejno$é nazwisk w algorytmach Wena-Bayarda i Bayarda-Wena nie jest przypad-
kowa, lecz wynika z kolejnosci nazwisk autoréw artykuléw, w ktérych te algorytmy zostaty
opublikowane.
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Rysunek 6.7 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu adaptacyjnego algo-
rytmu Bayarda-Wena z parametrami K, = diag{300}, Kq = diag{50} i " = diag{20}.

polglobalnie asymptotycznie stabilny. Oznacza to, ze dla dowolnych wa-
runkéw poczatkowych istnieja wzmocnienia regulatora PD (czyli wartosci
elementéw macierzy Kq i K;,), ktére zapewniaja zbieznos¢ bledu $ledzenia
trajektorii e(t) = q(t) — qq(t) do zera. Zaleta algorytmu Bayarda-Wena
jest duza odporno$é na zakiécenia, natomiast istotna wada sg bardzo duze
wartodci wzmocniert K4 i K, konieczne do zapewnienia stabilnodci algo-
rytmu. Réwniez ten algorytm nie gwarantuje zbiezno$ci estymat do nomi-
nalnych wartosci parametréw.

Przyklad 6.2.3 (Manipulator EDDA)

Aby zilustrowaé dzialanie powyzszego algorytmu, pokazemy przykitadowe
wykresy bledéw $ledzenia trajektorii dla manipulatora typu EDDA. Po-
dobnie jak w przypadku nieadaptacyjnym, trajektoria zadana jest opisana
réwnaniem (6.7). Wykresy bledéw $ledzenia trajektorii przegubowej zostaly
przedstawione na rysunku 6.7. |

6.2.2 Algorytmy adaptacyjne typu dysypatywnego
Algorytm adaptacyjny Slotine’a-Li

Adaptacyjny algorytm Slotine’a-Li wywodzi sie z algorytmu (6.12) uzywa-
nego przy peinej znajomosci modelu manipulatora, z ta réznica, ze zawarte
w nim prawo sterowania zamiast rzeczywistych wartosci wektora nieznanych

parametréw modelu 0 wykorzystuje ich biezace estymaty 0

u= Q(q,é) g, + c(q,q,é) q, +D(q,§) Ky =
=Y(q,4,4,,d,)0 —Kas.  (6.40)
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Rysunek 6.8 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu adaptacyjnego algo-
rytmu Slotine’a-Li z parametrami Kq = diag{75}, A = diag{4} i ' = diag{20}.

Wszystkie sygnaly wystepujace we wzorze (6.40) sa takie same jak sygnaly
dla algorytmu nieadaptacyjnego i zostaly zdefiniowane nastepujaco:

€e=dq—(q,
qr = qd_Ae) (641)
s—q4—q,—é+Ae.

Jako algorytm estymacji przyjmiemy nastepujacy algorytm

8(t)=-TY"(q,4,4,d,)s, (6.42)

gdzie I jest symetryczna, dodatnio okreslona macierza wzmocnieni adapta-
cyjnych rozmiaru p X p, za$§ p jest liczba parametréw zastepczych.

Adaptacyjny algorytm Slotine’a-Li cechuje sie eksponencjalng zbiezno-
Scig bledu $ledzenia trajektorii e do zera. Dowdd jego stabilnosci znajduje
sie w dodatku C. Algorytm ten nie gwarantuje zbieznosci estymat niezna-
nych parametréw do ich warto$ci nominalnych.

Przyklad 6.2.4 (Manipulator EDDA)

W celu zaprezentowania dzialania powyzszego algorytmu, na rysunku 6.8
przedstawimy wykresy bledéw $ledzenia trajektorii (6.7) dla manipulatora
eksperymentalnego EDDA. |

Algorytm adaptacyjny Sadegha-Horowitza

Podobnie jak Bayard i Wen, Sadegh i Horowitz zaproponowali rodzing ada-
ptacyjnych algorytméw sterowania wykorzystujacych rézny stopierd zna-
jomo$ci modelu dynamiki manipulatora. Spoéréd adaptacyjnych algoryt-
moéw sterowania z tej rodziny rozwazymy algorytm wykorzystujacy prawo
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sterowania

u= Q(Qdﬁ) dq+ C(ﬂdﬂdﬁ) qd+D(Qd,§) —Kas —Re —K¢|le|’s =
=Y(da,84,d4,4)0 — Kas —Re — K¢lle||’s (6.43)

oraz algorytm estymacji parametréw

0(t) =—TY'(qq,dg, 44, d4)s. (6.44)
W algorytmie e = q — qq jest bledem §ledzenia trajektorii, s = e + Ae
oznacza zmienng §lizgu, analogicznie do wersji nieadaptacyjnej, wspdtczyn-
nik K¢ > 0, za§ macierze wzmocnien speilniaja warunki Kgq = Kg > 0,
R=R">0,T=TT">0iA =AT > 0. Do przeprowadzenia analizy
stabilnodci powyzszego algorytmu wykorzystamy réwnania dynamiki mani-
pulatora z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego

Q(q)$ = —C(q,4q)s —Re —Kas — K¢lle[|’s + Y(qa, 44, 4a, da)8 + AY
0(t) =-TY(qa, 44,44, d4a)s

q=dqq+e
s=q—4q, =¢eé+ Ae,

(6.45)

gdZie AY = (Y(Qd> qd) qd> qd) - Y(q) qm qr) qr))e Dla uktadu (645) WYbie-
ramy funkcje Lapunowa

Vie,s,0,t) = VO(e,s,t) + %éTr—‘é + %Mf\eTe, (6.46)

w ktérej sktadnik VO oznacza funkcje Lapunowa nieadaptacyjnego algo-
rytmu Sadegha-Horowitza zdefiniowana wzorem (C.4), a A = 3 (A +2q)*
Pochodna funkcji Lapunowa V wzdtuz trajektorii uktadu (6.45) mozna osza-
cowaé nastepujaco

\./(e,é,é,t> < _0-1HSHZ_A/\O—2||6H2) (64:7)

gdzie o4, 02 sa pewnymi stalymi dodatnimi. Algorytm (6.43)—(6.44) zo-
stal wybrany z rodziny adaptacyjnych algorytméw Sadegha-Horowitza ze
wzgledu na to, ze jest globalnie asymptotycznie stabilny. Inna wazna zaleta
tego algorytmu jest zaleznos¢ sktadnika korekcyjnego w prawie sterowania’
jedynie od zadanej trajektorii przegubowej. Algorytm ten nie gwarantuje
zbieznosci bledu estymacji parametréw dynamiki 8(t) do zera.

*Zobacz dodatek C.
TCzyli czeéci algorytmu sterowania wymagajacej znajomosci modelu dynamiki.
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Rysunek 6.9 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu adaptacyjnego al-
gorytmu Sadegha-Horowitza z parametrami Kq = diag{75}, A = diag{2}, R =
diag{150}, I' = diag{20} i K¢ =12.

Przyklad 6.2.5 (Manipulator EDDA)

Aby zilustrowaé dzialanie algorytmu pokazemy, podobnie jak w przypadku
nieadaptacyjnym, bledy $ledzenia trajektorii przegubowej (6.7) manipula-
tora EDDA. Wykresy bledéw potozenia przegubdéw zostaly przedstawione
na rysunku 6.9. |

Z przeprowadzonych badaid wynika, ze sposréd prezentowanych algo-
rytméw adaptacyjnych najtrudniejszy do implementacji komputerowe;j jest
adaptacyjny algorytm linearyzacji. Wymaga on pomiaru przyspieszen prze-
gubéw manipulatora oraz odwracania estymowanej macierzy bezwladnosci.
Najprostsze do praktycznego zastosowania sg adaptacyjne algorytmy Bayar-
da-Wena i Sadegha-Horowitza, ktére wykorzystuja do estymacji parametréw
i do prawa sterowania model robota obliczany wzdluz zadanej trajektorii.

6.3 Algorytmy sterowania przy strukturalnej nie-
znajomosci modelu

Nieznajomo$¢ strukturalna modelu dynamiki manipulatora pojawia sig, gdy
nie jest znana postaé funkcyjna zalezno$ci miedzy zmiennymi stanu manipu-
latora. Przykladem takich trudnych do wyznaczenia zaleznosci jest funkcja
opisujaca tarcie i opory ruchu.

W dalszych rozwazaniach zalozymy, ze dynamika manipulatora o n stop-
niach swobody jest opisana nastepujacym modelem

Q(q,0)d + C(q,d,0)d +D(q,0) + &(t) =
~Y(q,d,d,§)0+ ) =u,  (6.48)

gdzie @ € R™ oznacza wektor polozen przegubdéw, q € R™ jest wektorem
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predkosci przegubdéw, Q(q,0) jest symetryczna, dodatnio okreslona ma-
cierza bezwtadnosci, C(q, q,0) opisuje sity odérodkowe i Coriolisa, za$ wek-
tor D(q,0) reprezentuje oddziatywania grawitacyjne. W modelu wszystkie
oddzialywania wplywajace na manipulator, majace nieznana postaé, zostaty
potraktowane jako zaburzenia i oznaczone symbolem ((t).

6.3.1 Algorytm sterowania slizgowego

W celu przedstawienia algorytmu sterowania sSlizgowego przyjmiemy, ze
dynamika manipulatora jest opisana réwnaniem (6.48). Zalézmy, ze para-
metry 0 wystepujace w modelu sg nieznane i dopu$émy oddzialywanie na
wspéirzedne przegubowe manipulatora nieznanych zaburzen*. Zaburzenia
dziatajace na wspélrzedna i moga byé opisane pewna nieznang funkcja
czasu (i(t), gdzie i = 1,...,n. Zadanie sterowania bedzie polega¢ na
$ledzeniu zadanej trajektorii q4(t) w przestrzeni przegubowej manipulatora,
pomimo nieznajomosci parametréw i w obecnosci nieznanych zaburzen.

Aby mozliwe bylo znalezienie sterowania §lizgowego zapewniajacego §le-
dzenie trajektorii, niezbedne jest posiadanie pewnej apriorycznej informa-
cji na temat nieznanych elementéw modelu. W dalszych rozwazaniach
bedziemy zakladali, ze zaréwno nieznane parametry jak i zaburzenia sa
ograniczone, tzn.

a wartos$ci ograniczen 07 i (i sg znane. Oznacza to, ze uzycie algorytmu
lizgowego do sterowania manipulatora jest mozliwe jedynie wtedy, gdy
mozna przewidzie¢ zakres zmian nieznanych parametréw i zaburzen.

Algorytm sterowania §lizgowego przypomina pod wzgledem formalnym
adaptacyjny algorytm sterowania Slotine’a-Li, rézni si¢ jednak brakiem
ukladu estymacji parametréw. Do sterowania jest wprawdzie wykorzy-
stywana pewna ocena wektora nieznanych parametréw é, jednak jest ona
wybierana w sposéb arbitralny przed rozpoczeciem procesu regulacji jako
staly wektor spelniajacy zalozenie (6.49). Prawo sterowania w algorytmie
§lizgowym ma postaé

u=Y(q,q,d,,d,)0 — Kas — Ksgn(s), (6.50)

przy czym sygnaly g, i s spelniaja zalezno$¢ (6.41). Symetryczna i dodatnio
okre§lona macierz K4 ma zapewniaé zbiezno§é algorytmu sterowania.

*Jest to przypadek nieznajomosci strukturalnej modelu.
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W poréwnaniu z algorytmem Slotine’a-Li, nowym elementem prawa
sterowania (6.50) jest skitadnik o charakterze przelaczajacym Ksgn(s) =
(k1sgn(s1),...,knsgn(sn))", ktéry ma za zadanie tlumi¢ bledy wynikle
z nieznajomos$ci modelu. Zauwazmy, ze obecno§¢ sktadnika przetaczajacego
w réwnaniu (6.50) powoduje niecigglos¢ wzgledem czasu proponowanego al-
gorytmu sterowania. Najwieksza trudnos$cig przy implementacji algorytmu
sterowania $lizgowego jest dobdr wspdélczynnikéw wzmocnienia ki w taki
sposéb, aby algorytm statl sie zbiezny.

Zastosujmy teraz sterowanie (6.50) do modelu (6.48) wyrazonego w postaci
zaleznej liniowo od nieznanych parametréw

Y(q,4,9,d)0 +¢(t) =Y(q,4,4d,,d,)0 —Kas — Ksgn(s)
s=e+Ae=4q—q,.

Po prostych przeksztalceniach i podstawieniu 6 = -0 uzyskujemy réwna-
nie dynamiki ukladu z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego

Q(q,0)$ +C(q,q,0)s = Y(q,4d,d,,d,)0 — Kas+
—Ksgn(s) —¢(t),  (6.52)

gdzie
q=e+dqa.

Aby udowodnié zbieznos¢ algorytmu sterowania §lizgowego, zastosujemy
metode funkcji Lapunowa. Rozwazmy nastepujaca funkcje

V(s, e t) = 13

5 'Ql(q,0)s, (6.53)

zawierajaca symetryczna i dodatnio okreslong macierz bezwladnosci mani-
pulatora Q(q,0). Policzmy pochodna wzgledem czasu funkcji (6.53) wzdluz
trajektorii ukladu (6.52), skorzystajmy z warunku sko$nej symetrii (5.6)
i podstawmy wyrazenie Q(q,0)s uzyskane z réwnania (6.52). W rezultacie,
po prostych przeksztalceniach, otrzymamy

V =—s"Kas —s"(Ksgals) + {(t) — Y(a,4, d,,,)8). (6.54)
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Drugi sktadnik pochodnej (6.54) jest suma nastepujacych elementéw

Si (k sgn(si) + Gi — 2_; Y;56; ) = kilsil + Cisi — 2_; Y0581 =

= |sy (k + Cisgn(si) — 3 Yi;0;sgn(s ))
Zdefiniujmy teraz wspélczynniki k; jako

ki = Z Zijo45 + i + My, (6.55)
j

gdz1e \Yl)l Zi; Wyraza ograniczenia modelu wzdtuz trajektorii odniesienia,
= 18, + 07 > 16;] jest oszacowaniem maksymalnego btedu popelnionego

podczas wyboru estymaty parametréw, za$ n; jest pewna liczba dodatnia.
Przy przyjetej definicji wspdlczynnikdéw ki uzyskujemy nastepujace osza-

cowanie pochodnej funkcji Lapunowa wzdtuz trajektorii uktadu (6.52)

n
V < —STKdS — Zm\sil < 0. (6.56)

i=1

Z twierdzenia La Salle’a-Yoshizawy wynika, ze trajektorie uktadu (6.52)
daza do O przy t — +oo. Oznacza to, ze blad $ledzenia e spelnia réwna-
nie ¢ = —Ae. Poprzez wybér macierzy A w taki sposéb, aby jej wartosci
wlasne lezaly w prawej péiplaszczyznie zmiennej zespolonej, zagwaranto-
wana jest asymptotyczna stabilno§¢ Sledzenia. Algorytm sterowania $li-
zgowego wyrdznia sie prostota i niewrazliwo$cia na zmiany parametréw
manipulatora oraz zewnetrzne zakldcenia, np. efekty tarcia w przegubach,
jednakze pod warunkiem, ze mozliwe jest oszacowanie zakresu zmian nie-
znanych wielko§ci. Algorytm sterowania §lizgowego moze byé zastosowany
takze woéwczas, gdy oszacowanie zaklécen zewnetrznych jest zalezne od
czasu, tj. [Gi(t)] < CG(t); otrzymuje sie wéwczas wspdiczynniki wzmocnie-
nia ki zalezne w sposdb jawny od czasu.

Nalezy jednakze pamietaé¢ o pewnej wadzie powyzszego algorytmu po-
legajacej na tym, ze aby oszacowal wartoSci wspdlczynnikéw ki gwaran-
tujace stabilno§é algorytmu §lizgowego, niezbedna jest znajomo§¢ maksy-
malnej predkosci ruchu w przegubach. W przypadku, gdy predkos§¢ ta nie
jest znana, nie mozna uzyskac oszacowan Z;; elementéw macierzy Yi;. W ta-
kim wypadku wartosci wspdlczynnikéw ki mozna dobraé wylacznie metoda
symulacyjna lub eksperymentalng.
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Rysunek 6.10 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu algorytmu §lizgowego
z parametrami Kq = diag{75}, A = diag{4}, K = diag{100} i 6=0.

Przykiad 6.3.1 (Manipulator EDDA)

Dla zilustrowania dziatania powyzszego algorytmu, pokazemy przebiegi ble-
déw Sledzenia trajektorii zadanej (6.7) dla manipulatora EDDA. Wykresy
bledéw polozenia przegubdédw zostaly przedstawione na rysunku 6.10. |

6.3.2 Algorytm Qu-Dorseya — regulator PD o stalym wzmo-
cnieniu

W poprzednich podrozdziatach dokonali§my przegladu uktadéw sterowania
zapewniajacych §ledzenie zadanej trajektorii i dopuszczajacych kolejno co-
raz wiekszy stopien nieznajomogci modelu dynamiki manipulatora. W kon-
sekwencji, pojawia sie pytanie, czy jest mozliwe sprowadzenie bledu sledze-
nia trajektorii do zera, jesli model manipulatora jest calkowicie nieznany
(nawet wzdtuz trajektorii odniesienia). Odpowiedz na tak postawione pyta-
nie jest negatywna. Mozna pokazaé, ze zastosowanie do modelu manipula-
tora (6.25) klasycznego regulatora PD* z diagonalnymi macierzami wzmoc-
niedt Kq >01iK, >0

u=-Kgse—Kye (6.57)

powoduje, ze w ukladzie z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego
Q(q)a +C(q,4)q +D(q) + Kqé + Kpe =0,
przy t — +oo blad §ledzenia trajektorii

e(t) = q(t) — qa(t) = BA(0).

“Bez generowania sterowania odniesienia uq4, ktére wymaga chociaz czeiciowej zna-
jomos$ci modelu dynamiki.
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Rysunek 6.11 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu algorytmu Qu-
-Dorseya ze wzmocnieniami K, = diag{1500} i K4 = diag{50}.

Symbol B,(0) oznacza kule domknieta o pewnym promieniu A > 0 i §rodku
w punkcie 0 € R™. Innymi stowy, blad §ledzenia polozenia w procesie re-
gulacji moze nie zanika¢ do zera, ale z uplywem czasu dazy¢ do pewnej
niezerowej wartosci ustalonej. Wynika stad, ze jezeli do kazdego przegubu
manipulatora dotaczymy lokalny regulator PD, to biad $ledzenia trajektorii
bedzie dazyt do pewnego przedziatu zawierajacego 0. Wyznaczenie wartosci
ustalonej bledéw sledzenia polozenia w poszczegdlnych przegubach wymaga
znajomosci funkcji szacujacych model dynamiki manipulatora. Istotna za-
leta algorytmu sterowania (6.57) jest jego prostota, tatwos¢ implementacji
oraz mozliwo$¢ kontrolowania obszaru, do ktérego dazy blad e(t), poprzez
wybér odpowiednio duzych wzmocnied Kq i K.

Przykiad 6.3.2 (Manipulator EDDA)

Aby zobrazowaé dziatanie algorytmu Qu-Dorseya, pokazemy przebiegi ble-
dow powstalych podczas $ledzenia trajektorii przez manipulator EDDA,
opisanej wzorem (6.7). Wykresy bledéw potozenia przegubéw zostaty przed-
stawione na rysunku 6.11. |

6.3.3 Algorytm A-$ledzenia — regulator PD o dynamicznym
wzmochnieniu

Jak pokazali§my, zastosowanie regulatora PD o stalym wzmocnieniu za-
pewnia dazenie btedu §ledzenia trajektorii e(t) do kuli domknietej o pro-
mieniu A i §rodku w punkcie 0 € R™. Takie dzialanie algorytmu sterowania
bedziemy nazywali A-S§ledzeniem trajektorii*, przy czym A > 0. Obecnie
zaproponujemy specjalny A-Sledzqcy uniwersalny algorytm sterowania

*Sledzeniem trajektorii z bledem nie wiekszym niz A.
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z tzw. martwa strefa, zapewniajacy nastepujaca wlasnosé
Pie(t) + P2é(t) = BA(0), O0<P,P2€R, gdy t— +oo,

gdzie e(t) = q(t) —qq(t), e(t) = q(t) —qq4(t). Latwo pokazaé, ze zbieznosé
kombinacji liniowej bledéw e i € do kuli o promieniu A i §rodku w zerze
implikuje zbieznosé¢ btedu e(t) do kuli o promieniu A/P] )

W celu wyprowadzenia algorytmu A-§ledzenia trajektorii rozwazymy mo-
del dynamiki manipulatora postaci (6.25). Zalézmy, ze A > 0 i podajmy na
wejscie u manipulatora opisanego réwnaniem (6.25) sterowanie

u(t) = —k(t)E(t), (6.58)

gdzie
E(t) = Pre(t) + Pe(t). (6.59)

Wzmocnienie k(t) sterowania bedziemy adaptowaé zgodnie z regula

(B =AEN,  jezeli [[E] > A,

(6.60)
0, jezeli ||E|| < A,

k= dx(E)|[E] = {

przy zalozeniu, ze k(0) > 0. Uktad z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego
jest opisany nastepujacymi réwnaniami

Q(q)e = —C(q,q)e — kPie(t) — kP2e(t) — Q(q)dq — C(q,q)a4 — D(q)
k = d\(E) | (6.61)
q=dqq+e.

W dalszych rozwazaniach pokazemy, ze uklad (6.61) posiada nastgpujace
wlasno$ci:

E(t) = Pre(t) + Pe(t) — BA(0) przy t— +oo,
lim k(t) < oo.

t— 400

(6.62)

W tym celu rozpatrzmy funkcje Lapunowa postaci

b1\ 1 b+ 1\
V(E,k)ZVA(E)Jr;(k— Z>=2di(ﬁ)+§< —j) (6.63)
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przy czym

(6.64)

1oy - JUEI=A2 jedeli [E] > A,
SERIE) = 1 2

VA(E) = -d
* » jezeli |[E|| <A,

za§ a i b s3g pewnymi znanymi liczbami dodatnimi. Dowdd zbieznosci al-
gorytmu A-§ledzenia wymaga przyjecia zatozenia o ograniczonej predkosci
manipulatora. Przy takim zalozeniu mozna pokazaé, ze prawdziwa jest
nastepujaca nieréwnosé

V< —k<O. (6.65)

Z (6.65), (6.63) i (6.64) wynika, ze trajektorie e(t), k(t) sa ograniczone.
Co wiecej, z twierdzenia La Salle’a-Yoshizawy wnioskujemy, ze trajektorie
ukladu z zamknietg petla sprzezenia zwrotnego daza do zbioru

[E] <A, (6.66)

co jest réwnowazne wlasnosci (6.62). Po prostych przeksztalceniach mozna
pokazacl, ze jesli zachodzi (6.66), to dla kazdego przegubu mamy

ei(t) — [—)\, }\} przy t— 4oo

Py’ Py '
czyli kazda sktadowa biedu e(t) dazy do znanego przedziatu domknietego.
Algorytm A-§ledzenia jest odporny na zakldécenia. Wystepujacy w nim
parametr A > 0, czyli szerokos$¢ martwej strefy (strefy nieczutosci), ustalamy
przed przystapieniem do regulacji na podstawie przewidywanej wielko§ci
zaktocen. Je§li tylko warto§¢ wzmocnienia P; bedzie dostatecznie duza,
mozna zagwarantowaé zbiezno§é bledu ei(t) do malego, wybranego przez
nas otoczenia punktu 0, dla kazdego i = 1,...,n. Nalezy podkresli¢, ze
szerokos¢ przedzialu, w ktérym znajduje si¢ blad §ledzenia polozenia, zalezy
jedynie od doboru wartos§ci parametréw A i Py algorytmu sterowania, a nie

zalezy od stopnia znajomo$ci dynamiki manipulatora.

Przyklad 6.3.3 (Manipulator EDDA)

Dziatanie algorytmu A-§ledzenia zilustrujemy na przykladzie zadania §le-
dzenia trajektorii opisanej wzorem (6.7) dla manipulatora EDDA. Wy-
kresy bledéw polozenia przegubdéw zostaly przedstawione na rysunku 6.12.
W czasie trwania symulacji wzmocnienie ukladu uniwersalnego ustalilo sie
na wartosci ks = 57. |
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Rysunek 6.12 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu algorytmu A-§ledze-
nia z parametrami P; =30, P, =11 A =0.5.

Sposréd algorytméw sterowania przedstawionych w tym rozdziale, naj-
prostszym i najczeSciej wykorzystywanym w praktyce jest algorytm Qu-
-Dorseya, a wiec statyczny regulator PD. Algorytm A-§ledzenia jest nieco
bardziej skomplikowany, bowiem wymaga obliczania wzmocnienia dyna-
micznego, ale za to daje mozliwo§¢ kontrolowania doktadno$ci $ledzenia.
Algorytm §lizgowy jest najtrudniejszy do praktycznej implementacji, poza
tym prowadzi czesto do wzbudzenia w ukladzie sterowania drgan granicz-
nych, polegajacych na przelgczaniu sterowania z duzg czestotliwoscig w po-
blizu powierzchni §lizgu.

6.4 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Ukladem dysypatywnym nazywa si¢ uklad, w ktérym przyrost energii wew-
netrznej jest mniejszy od energii dostarczonej do uktadu. Znaczenie wia-
snosci pasywnosci i dysypatywnos$ci dla badania stabilno$ci ukladéw, w tym
uktadéw sterowania robotéw, zostato objasnione w pracach [SL88, Spo98].
Koncepcja adaptacyjnych ukladéw sterowania nie wykorzystujacych iden-
tyfikacji parametréw zostata sformulowana przez Mareelsa [Mar84], Mar-
tenssona [Mar85] oraz Morse’a [Mor83]. W pracy [Mor83] Morse postawit
hipoteze, ze znajomos§é znaku wyrazenia ¢ 'bf jest warunkiem koniecznym
zbieznosci algorytméw adaptacyjnej stabilizacji. Hipoteze Morse’a sfalsyfi-
kowat Nussbaum [Nus83], ktéry wprowadzit pojecie funkcji przetaczajacej
i zdefiniowatl adaptacyjny ukiad stabilizacji dla systemdw liniowych pierw-
szego rzedu, jednowejsciowych i jednowyjsciowych, przy czym znak c'b byt
nieznany. Pomyst ten rozwingli Byrnes i Willems [BW84]. W przypadku
uktadéw (6.2) o wielu wejsciach i wielu wyjsciach (wéwczas m =p > 1,

Zobacz wzér (6.2).
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a wektory b, ¢ zastepujemy macierzami B, C), Ilchmann i Townley [IT93]
oraz Schmid [Sch91] pokazali, ze przy zatozeniu, ze widmo macierzy CB lezy
w dodatniej pdlplaszczyznie plaszczyzny zespolonej, ukiad sterowania

u(t) = —k(t)y(t), k(t)=|yt)|?

jest uniwersalnym adaptacyjnym ukladem stabilizacji. Najogélniejsze roz-
wigzanie problemu syntezy uniwersalnego ukladu sterowania, nie wyma-
gajace zalozenia na temat minimalnofazowosci ani stopnia wzglednego o-
biektu podano w pracach [Mar85, MP96]. Od poczatku lat dziewigédzie-
siatych nasilily si¢ badania majace na celu rozszerzenie klasy obiektéw, dla
ktérych uniwersalne uklady sterowania dzialaja poprawnie. Ilchmann [I1c93,
IT93] rozszerzyt klase obiektéw stabilizowalnych przy pomocy uniwersal-
nych ukladéw sterowania o uktady o wielu wejsciach i wyjsciach, a takze
o uklady o stopniu wzglednym 2 oraz o ukitady z nieliniowym zaburze-
niem. Praetzel-Wolters [PW93] oraz Schmid [Sch91] zdefiniowali uniwer-
salne uklady sterowania dla obiektéw liniowych, niestacjonarnych, oddzia-
lujacych na siebie poprzez interakcje. Dalsze prace nad uniwersalnymi ada-
ptacyjnymi ukladami sterowania zmierzaja w kierunku rozszerzenia klasy
obiektéw sterowania o uklady nieliniowe, jak réwniez uklady o wyzszych
stopniach wzglednych i uklady z wektorowym wzmocnieniem w petli sprze-
zenia zwrotnego. Udana préba zastosowania uniwersalnych ukladéw stero-
wania do sterowania obiektami nieliniowymi bylo uzycie tych ukladéw do
sterowania manipulatoréw [Maz96a, Maz96b], robotéw mobilnych [MH97,
Maz98] i proceséw chemicznych [AI95]. Algorytm linearyzacji statycznej
w wersji adaptacyjnej i nieadaptacyjnej mozna znalezé w pracy [Ber93].
Dynamika silnikéw napedzajacych przeguby zostala uwzgledniona w arty-
kule [T191]. Klasa nieadaptacyjnych algorytméw Wena-Bayarda zostala
przedstawiona w artykule [WBB88|, zas ich wersje adaptacyjne przedsta-
wiono w [BW88|. Dowody stabilnosci wszystkich algorytméw podanych
przez Wena i Bayarda oraz uniwersalnego adaptacyjnego algorytmu stero-
wania opieraja si¢ na lemacie Wena-Bayarda (patrz dodatek B), ktéry jest
w rzeczywistosci twierdzeniem o lokalnej stabilnosci. Pojecie stabilnosci
pdlglobalnej zostalo wprowadzone w [TP94]. Wsréd adaptacyjnych algo-
rytméw obliczanego momentu nalezy wymieni¢ algorytm Middletona-Good-
wina [MG88|, w ktérym poprzez zastosowanie odpowiedniego filtru udato si¢
uniknaé¢ pomiaru przyspieszenia manipulatora, oraz algorytm Sponga-Or-
tegi [SO90] zapewniajacy odwracalno$¢ estymowanej macierzy bezwladnosci
manipulatora. Sposréd algorytméw wykorzystujacych pojecie zmiennej §li-
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zgu, algorytm Slotine’a-Li w wersji nieadaptacyjnej i adaptacyjnej oraz
algorytm §lizgowy mozna znalezé w [SL87, SL88]. Algorytm sterowania
§lizgowego robota IRb-6 zaproponowali Gosiewski i Szynkiewicz w refera-
cie [GS88]. W pracy [SL89] wprowadzono zmodyfikowane algorytmy esty-
macji parametrow, ktore zapewniaja zbieznos¢ estymacji, o ile jest spelniony
warunek trwalego wzbudzenia. Z kolei, klasa algorytméw sterowania wpro-
wadzona przez Sadegha-Horowitza, w tym oba algorytmy przedstawione
w tym rozdziale, znajduje si¢ w pracy [SH90]. Algorytm Qu-Dorseya wraz
z dowodem zostal przedstawiony w [QD91]. Przyktadem zastosowania ukla-
déw uniwersalnych do sterowania manipulatora jest algorytm A-§ledzenia
trajektorii [Maz96b]. Dowdd zbieznosci tego algorytmu bazuje na twier-
dzeniu La Salle’a-Yoshizawy, ktore zostalo przedstawione w dodatku B.
Mozliwo$¢ liniowej parametryzacji modelu dynamiki manipulatora ma zna-
czenie fundamentalne [SV97, Koz98]. W celu przeanalizowania dzialania
algorytméw sterowania opisanych w tym rozdziale wykonaliémy badania
eksperymentalne na manipulatorze EDDA. Badania pokazaly, ze zaden
z algorytméw nie gwarantowal redukcji do zera bledu §ledzenia, a jedy-
nie zapewnial ustalenie sie bledu §ledzenia na pewnej nieznacznej wartosci.
Wynikato to prawdopodobnie z nieliniowo$ci uktadéw napedowych manipu-
latora EDDA, odgrywajacej role nieliniowego zaburzenia przyjetego modelu
dynamiki. Algorytmy uniwersalne bez strefy nieczulosci okazaly sie najbar-
dziej wrazliwe na obecnos¢ tego zaburzenia, co objawilo sie utrata przez nie
stabilnodci. Jedynymi algorytmami, ktére umozliwily istotne ograniczenie
ustalonej wartosci bledu $ledzenia byly: algorytm Qu-Dorsey’a i algorytm
A-§ledzenia, przy czym ten ostatni algorytm w przeprowadzonych ekspery-
mentach zapewnial najwieksza dokladnos¢ §ledzenia.
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Rozdzial 7

Algorytmy sterowania
manipulatorow
o elastycznych przegubach

W manipulatorze moga wystapi¢ dwa rodzaje sit elastycznosci powoduja-
cych powstanie niedokladnosci §ledzenia trajektorii: elastyczno§é¢ ramion
i elastyczno$¢ przegubdéw. Wlasciwe rozpoznanie typu elastycznosci i jej
uwzglednienie w modelu dynamiki umozliwia istotna poprawe jakosci ste-
rowania.

Elastycznos§é ramion pojawia sie w przypadku manipulatoréw o ramio-
nach zbudowanych z lekkich materialéw oraz wtedy, gdy ramiona mani-
pulatora sg znacznej dlugosci. Taka konstrukcja manipulatora powoduje
uginanie sie ramion podczas pracy i powstanie niedoktadnos$ci pozycjonowa-
nia. Uwzglednienie elastycznosci ramion prowadzi do skomplikowanych mo-
deli dynamiki opisanych réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Oprécz
elastycznosci ramion moze wystapi¢ elastyczno$¢ przegubdéw manipulatora,
zwlaszcza w przypadku manipulatoréw o napedzie niebezposrednim. Skut-
kiem elastycznos$ci przegubdéw jest pojawienie sie réznicy miedzy polozeniem
uktadu napedowego (watu silnika) a potozeniem napedzanego przegubu. Za
bledy powstajace przy przekazywaniu napedu odpowiadaja takie zjawiska
fizyczne jak tarcie, poslizg i luzy w przekladniach, efekty histerezy oraz sity
sprezystosci. Model manipulatora o elastycznych przegubach jest wprawdzie
skonczenie wymiarowy®, ale znacznie bardziej zlozony od modelu manipu-
latora sztywnego. W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do sytuaciji,

*W przeciwienistwie do modelu manipulatora z elastycznymi ramionami.

245
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w ktérych przyczyna elastycznosci przegubdéw sa wylacznie sity sprezysto-
$ci. Przy ograniczeniu uwagi do malych, sprezystych deformacji przegubdéw,
uzasadnione jest zalozenie, ze silty sprezystosci zaleza od tych deformacji
w sposéb liniowy.

W poréwnaniu ze sztywnym manipulatorem, model manipulatora o ela-
stycznych przegubach wymaga do kompletnego opisu stanu manipulatora
dwukrotnie wiekszej liczby wspdlrzednych uogélnionych. W modelu mani-
pulatora z elastycznymi przegubami liczba wej$é sterujacych jest mniejsza
niz liczba mechanicznych stopni swobody. Z tych powoddéw, zadanie ste-
rowania staje sie znacznie trudniejsze niz zadanie sterowania dla manipu-
latoréw sztywnych. W szczegdélnosci, implementacja algorytmu sterowania
opartego na statycznym sprzezeniu zwrotnym wymaga instalacji sensoréw
mierzacych zaréwno potozenie watdéw silnikéw, jak i polozenie przegubdw.

Niniejszy rozdzial przedstawia wybrane algorytmy sterowania zapew-
niajace §ledzenie trajektorii przegubowej manipulatoréw o sztywnych ra-
mionach i elastycznych przegubach. Sposréd algorytméw sterowania ma-
nipulatoréw o elastycznych przegubach oméwimy wylacznie algorytmy nie-
adaptacyjne, a ich dzialanie zilustrujemy na przykiadach.

7.1 Dynamika manipulatora o elastycznych prze-
gubach

Podobnie jak w przypadku manipulatora sztywnego, réwnania dynamiki
manipulatora o elastycznych przegubach uzyskamy przy pomocy formali-
zmu Lagrange'a przedstawionego w podrozdziale 2.2. Zalézmy, ze mani-
pulator posiada n stopni swobody i ze z kazdym stopniem swobody jest
zwiazany uklad napedowy. W takiej sytuacji, do opisu dynamiki manipu-
latora beda potrzebne wspélrzedne uogdlnione q' = (q],.. .,qlL)T € R™
okreslajace polozenia przegubéw, oraz ¢ = (q3,..., qﬁ)T € R, ktére de-
finiuja polozenia waldw silnikéw napedzajacych. Odpowiednie predkosci
uogdlnione oznaczymy symbolami q',4? € R™ Elastycznoéé transmisji
napedu od ukladu napedowego do przegubu bedziemy modelowaé przy po-
mocy liniowej sprezyny poddanej sitom skrecajacym. Przyjmiemy, ze ukla-
dem napedowym ramienia nr i manipulatora jest silnik elektryczny, ktérego
stojan stanowi cze$¢ (i—1)-szego ramienia, a wirnik obraca sie razem z i-tym
ogniwem wokét osi Z;_1 ukladu wspéirzednych X;_1Yi_1Z;i_ (zobacz rysu-
nek 7.1).
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Yo

Zy

Rysunek 7.1 Schemat polaczenia elastycznego pomiedzy dwoma ramionami ma-
nipulatora o elastycznych przegubach.

Rozwazania analogiczne do tych, ktére przeprowadziliSmy w podroz-
dziale 5.2, pozwalaja uzyska¢ nastepujace wyrazenia na energie kinetyczna
i-tego ramienia i i-tego uktadu napedowego

KLi(qH,(']”) — iy (A})(q”) ILiA(i)T(qH)) _

1 dAL(qli dAL (a1 \"
—- Y & ol )1L1< olg )> did (1)

oq] dq}

i i . NN T,
Kam (@', 02,152, ¢2) = %tr (A})_](q“—]) Tt (AB—I) (q11—1))+

rir (A5 )T o7 O] S @) e (r2)

W powyzszych wzorach Ji, oznacza macierz inercji i-tego ramienia, Jam,, Ii

sa, odpowiednio, macierza inercji i momentem bezwladnosci i-tego wirnika

wzgledem osi Z; 1 uktadu Xi 1Yi 1Zi 1, Im, = Rot(z,q?) JmRot™(z, q?),

natomiast A}) oznacza macierz transformacji uktadu podstawowego XoYpZo
w uklad X;Y;iZi, q” = (q}, RN qE)T

Oznaczmy pierwszy i drugi sktadnik prawej strony wyrazenia (7.2) ja-

ko Km;1 1 Kz 2. Przy zatozeniu, ze wirnik i-tego silnika ma postac walcal

fOgélniej — wykazuje symetrie obrotowa wzgledem osi Z.
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obracajacego si¢ wokdét osi Z;_1 ukladu X;_1Yi_1Zi_1, ktérego Srodek masy
pokrywa sie z poczatkiem tego ukladu, nietrudno pokazaé, ze macierz iner-
cji Jm, jest diagonalna i ma postac

Jm, = diag{o, aq, By, Vil

Dla macierzy Jm, zachodzi zwigzek TMi =Jm,, a zatem
1 o CoNT
KMil _ Etr <A(1) 1(q11 1)IM~L (A(l) 1) (qh 1)) =

. . . . T

1 n aAB—](th1) aA5—1(q1171) L

=5 E tr aq] Im o Qj]q11<- (7-3)
i, k=T j k

)

Podobnie

Kz =tr (A3 (@) | g G AF @)

n aAl gl 1_ 4.
—Z ((q)[ oc(l)[es] g] (Aéq)T(qu—])) q)‘ql (7.4)

Calkowita energia kinetyczna manipulatora z uktadami napedowymi jest
suma energii (7.1) i (7.2) i ma postaé formy kwadratowej

oL @) o

Elementy macierzy Q(q') sa zdefiniowane przez wzory (7.1), (7.3) W naste-
pujacy sposéb (poréwnaj z (5.13))

l aAl
Qjx(a Ztr g(?)(ILi‘I’IMH])<a(?)> +
J Ax

.
0AZ(a'), (9AG(a")
t . .6

Do obliczenia elementéw macierzy S(q'™ ') wykorzystamy wyrazenie (7.4),
z ktérego otrzymujemy

aAk—1 Tk—1 .
Sik(q'™ ") =tr <° a$ ) [ “(‘)[63] g] (A§1)T(q1k1)>. (7.7)

)
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Co wiecej, poniewaz

aAlgfl (qlk—1)

oq]

—0 dla j=kk+1,...,n,

macierz S(q'™") jest gérno-tréjkatna, tzn.

0 Si2(a7) Siz(ai,az) - Sin(di,--- dn_q)
Y Sa3(az) -+ San(dd,---,dnq)
S@™ =1 : : . (r8)
o 0 0 o Saom(al )
0 0 0 0

Macierz I wystepujaca w formie kwadratowej (7.5) sktada si¢ z momentéw
bezwladnosci wirnikéw,

I= diag{h y Iz, ey In}.

Energia potencjalna manipulatora o elastycznych przegubach skiada sie
z energii potencjalnej ramion wraz z uktadami napedowymi oraz z energii
potencjalnej elastycznosci przegubéw. Zakladajac, ze energia elastycznosci

Ve(a',q?) Z%(q‘—qZ)TK(q‘ - %), (7.9)

gdzie K = diag{ky, ..., kn} jest macierza wspdlczynnikéw elastycznosci prze-
gubdw, i korzystajac z zaleznosci (5.15), zapiszemy energie potencjalng ma-
nipulatora w postaci

n
V(a',q?) =—) mig"A5(q")Ri+ Ve(a',q?). (7.10)

i=T
Z réwnan Eulera-Lagrange’a dla lagranzianu
L(q1)q2»q1)q2) = K(q1>q2aq])q2) - V(q1)q2))
gdzie K jest dane przez (7.5), a V przez (7.10) otrzymujemy rdéwnania
dynamiki manipulatora o elastycznych przegubach

) I Y RS
Q(q1)q1 _|_S(q1n 1)q2 +S(q1 1)q27§W(q1s(q1 1)q2)+

+C(q',4")q"' +D(a") +K(q' —q?)=0 (7:11)
I":'IZ +ST(q1n71) d1 +S'T(q1n71) q1 *K(q1 7q2):u
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W drugim z réwnan ukladu (7.11) symbolem u oznaczyliSmy sity (mo-
menty) sterujace wywierane przez ukitady napedowe. Model (7.11) nosi
nazwe¢ pelnego modelu dynamiki manipulatora o elastycznych przegubach.
Jezeli przyjaé, ze macierz S(q'™ ') formy energii kinetycznej (7.5) jest stata,
model (7.11) upraszcza sie¢ do postaci

{Q(q‘)«?ﬂ +S84§2+C(q",q")q'+D(q") +K(q' —q?) =0 (7.12)

162 +S74' —K(q' — q?) =,

ktéra posiada wlasnosé¢ linearyzowalnosci przez dynamiczne sprzezenie zwro-
tne. Najczesciej spotykany w literaturze jest model (7.12) z macierza S =0,
nazywany zredukowanym modelem dynamiki manipulatora o elastycznych
przegubach. Model zredukowany

Q(q')d'+B(q',q4") +K(q' —q?) =0
(7-13)

142 +K(g°—q') =,

wktérymB(q',q')=C(q',q") 4'+D(q'), bedziemy traktowaé w dalszych
rozwazaniach jako obiekt sterowania, dla ktérego przedstawimy zestaw al-
gorytméw sterowania.

Przykiad 7.1.1 (Manipulator EDDA)

Do badania wtasnosci prezentowanych algorytméw sterowania wykorzysta-
my model manipulatora EDDA z uwzglednieniem oddzialywan elastycznych
w przegubach. Macierzowo-wektorowe réwnania dynamiki tego manipula-
tora maja postaé (7.13), a elementy modelu dynamiki sa dane jako*

Qa") = 2,833 +0.462cos q}  0.24 +0.231cos q
)= 0.24+0.231cos q} 0.2325 ’

cla,a") =

[—0.231¢)sinq) —0.231 (4} + ¢}) sinq)
| 0.231¢1sinq! 0 ’

tMacierz Q (ql) jest macierza bezwladnosci manipulatora bez uwzglednienia bezwla-
dnoéci wirnikéw. Macierz I opisuje bezwladno$é samych wirnikéw. Zauwazmy, ze suma
obu macierzy daje macierz bezwladnosci Q (q) manipulatora sztywnego opisana wzo-
rem (5.21).
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7.55cos (q] + q)

o@)

S

93.2 cos q} + 7.55cos (q} + q}))

0 ks 0 75x103

Wektor q' =
za§ q° = (q ,q%)T € R? oznacza polozenia silnikéw napedzajacych po-
szczegdlne ogniwa manipulatora. |

(q}, q })TG R? opisuje polozenia ramion manipulatora EDDA,
2
1

7.2 Algorytmy sterowania

Sposréd algorytmdéw zapewniajacych §ledzenie trajektorii w przypadku pel-
nej znajomo$ci modelu manipulatora przedstawimy trzy algorytmy: algo-
rytm linearyzacji za pomoca statycznego sprzezenia zwrotnego, algorytm
catkowania wstecznego oraz algorytm Ortegi-Lorii.

7.2.1 Algorytm linearyzacji statycznej

Dla modelu manipulatora o elastycznych przegubach (7.13) zdefiniujmy
wspoéirzedne stanu

X =X

¥ =-Q '(x")B(x",x?) +Q '(x") K (x> —x')

I (7.14)
' =-TK (P —x") + T u

Przy oznaczeniach

F(x',x?) =—Q '(x")B(x",x%) —Q'(x") Kx',
G(x',x3) =-I"K (x> —x'),
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uktad réwnaii (7.14) zapiszemy jako

i =2

** =F(x',x?) +Q'(x") Kx?
x> =x*

X :G( ) +1u

Zastosujemy teraz transformacje wspodlrzednych stanu
T
E=(8E28 Y = o(x) =@ (x',x,x xY),

taka ze

£3 —F(x' %) + Q'(x') Kx?
oF(x',x?) , 9F(x 2
- (ax1 )x + (axz a)( ( )
+Q(x!) K?) + o 5 (Q(x") Kn?)x+
+Q'(x') Kx* —H1(x x2,%3) +QT(x") Kx*.

Ze wzgledu na nieosobliwo$¢ macierzy Q(x1) oraz K, @(x) jest globalnym
dyfeomorfizmem przestrzeni stanu. Ostatecznie, réwnania dynamiki mani-
pulatora w nowych wspoélrzednych zapiszemy w nastepujacej formie

E'.] _ E,Z
g2 =83
E"a _ £'4 (715)
g4 =Hy(x",x%x3x%) + Q '(x") KI ",
przy oznaczeniu
oH; (x',x%,x3 oH; (x!,x2,x3
Hz(x] x2,%3, 4) 1(ax1 )x2+ 1(ax2 )(F(xl,XZ) +

OH; (x!,x?,x3) )

11 3 X 4 —T(y 1 4) 42
+Q (X)KX)‘FTX +67X1(Q (X)KX)X
Widaé, ze przy pomocy dyfeomorfizmu ¢(x) dynamika uktadu zostala cze-
Sciowo zlinearyzowana. Aby uzyska¢ calkowita linearyzacje, niezbedne jest
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zastosowanie statycznego sprzezenia zwrotnego

u =n(x) +d(x)v, (7.16)

gdzie v oznacza nowe sterowanie ukladu, za$

n(x) = —IK'Q(x") Ha(x,x2,x3,x%) (7.17)
717
P(x) =IK'Q(x").
Nietrudno sprawdzié, ze sprzezenie zwrotne (7.16), (7.17)
u=—-IKTQ(x") Hy(x",x?x3,x*) + IK'Q(x") v (7.18)
przeksztalca uktad (7.15) do postaci liniowej
é'] — E,Z
£2 — 5,3
£ _ g (7.19)
£ —v.

Po przeprowadzeniu linearyzacji modelu dynamiki manipulatora zadanie
Sledzenia zadanej trajektorii sprowadza sie do §ledzenia zadanej trajektorii
przegubowej E,ll(t) w ukladzie liniowym (7.19). Sterowanie v, ktére zasto-
sowane do ukladu (7.19) zapewni $ledzenie zadanej trajektorii E,]i(t), tzn.
doprowadzi do tego, ze trajektoria przegubowa &'(t) bedzie dazyé asymp-
totycznie do &} (t), uzyskujemy metodami liniowej teorii regulacji. W tym
celu zatézmy, ze

v = 2,11(4] —Rze® —Rye? — Riell) — Roe, (7.20)

gdzie e(t) = &'(t) — E,ll(t) oznacza blad §ledzenia trajektorii wyrazony we
wspotrzednych &. Blad Sledzenia w ukladzie (7.19) ze sterowaniem (7.20)
jest opisany réwnaniem

e + R3e(3) + Rze(z) + R1e(” + Roe =0, (7.21)

za§ warunek $ledzenia e(t) — O przy t — +oo mozna zapewni¢ poprzez
taki dobér macierzy wzmocnieni R3, Rz, Ry, Rp, aby uklad (7.21) byt ekspo-
nencjalnie stabilny. Wiasciwy dobdr tych macierzy moze zapewnié, oprécz
eksponencjalnej stabilnosci, takze pozadany przebieg bledu Sledzenia (tiu-
mienie krytyczne, minimalne przeregulowanie, itp.).
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€ €
1 1
0.5 0.5
0 0
—0.5/ -0.5
_ t _ t
]O 1 2 3 4 5 ]0 1 2 3 4 5

Rysunek 7.2 Przebieg bledéw sledzenia przy zastosowaniu algorytmu linearyzacji
statycznej.

Przykiad 7.2.1 (Manipulator EDDA)

Dzialanie algorytmu linearyzacji statycznej zilustrujemy na przykladzie mo-
delu manipulatora EDDA opisanego w przykladzie 7.1.1. Do obliczes przy-
jeliémy, ze wspdlczynniki elastycznosci przegubdw sa réwne k1 = ky = 1000,
co pozwolito zaobserwowaé efekty zwigzane z obecnoscia sit elastycznosci.
Trajektoria przegubowa q}i(t) zostala zadana jako skok jednostkowy. Na ry-
sunku 7.2 przedstawiono przykladowe przebiegi bledéw $ledzenia trajekto-
rii dla parametréw ukladu sterowania réwnych odpowiednio Ry = diag{10},
R; = diag{10}, R, = diag{50}, R3 = diag{50}. Poprzez wybdr réznych warto-
$ci parametréw Ry mozna ksztaltowaé charakter przebiegu bledéw §ledzenia
trajektorii w poszczegdlnych przegubach. |

7.2.2 Algorytm catkowania wstecznego

Rozwazmy model manipulatora o elastycznych przegubach opisany réwna-
niami (7.13). Zadaniem algorytmu sterowania jest zapewnienie $ledzenia
zadanej trajektorii przegubowej manipulatora. Zauwazmy, ze o ile zadana
trajektoria przegubowa manipulatora (q]i(t)) jest dowolna, to zadana tra-
jektoria silnikéw (qﬁ(t)) wynika bezposrednio z pierwszego réwnania (7.13)

dg=da+K(Q(ag) g +B(agdq))- (7.22)

Zdefiniujmy wspélrzedne

w taki sposdb, ze

1 T 02 1 U3 2 U4 2
Xqa=4dgq Xa=4da Xa=4da Xq=4dg,
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i przepiszmy réwnania (7.13) jako

x! =x?
x*=F(x!,x?) + Gy (x") x>
B (7-23)

xt = Fz(x1,X3) + Gou,

gdzie Fy(x',x?) = —Q7'(x") B(x!,x?) —Q'(x") Kx', G; (x'") = Q7 '(x") K,

Fo(x",x3) = -I"'/K (x* —x'), G, = I"!. Réwnania standardowe (7.23)
przedstawimy w postaci zaleznej od btedéw e' = x* —x}i, i=1,...,4
el =e?
éz :F12(t)e1>e2) + G] (t’e1) 63
3 4 (7.24)
e =e

é4 = Fzz(‘t, e! , 63) + Gou,

przy czym F12(t,e1,e2) =F (t,e],ez) + G1(t,e1)xf’1 —7'(%1, G1(t,e]) =
Q '(t,e") K, Fax(t,e',e?) = Fa(t,e',e3) —x%, G2 = I"!. Zauwazmy, ze
réwnania (7.24) maja strukture kaskadowa, ktéra pozwala na zastosowanie
algorytmu sterowania typu catkowania wstecznego™.
Rozpocznijmy od rozwazenia réwnania pierwszego podsystemu, a mia-
nowicie
e =e”. (7.25)

Powyzszy uklad jest ukladem liniowym, w ktérym e?

jako sterowanie. Wybierzmy funkcje Lapunowa postaci

mozna potraktowaé

Vi(e!) = %e]Te1. (7.26)

Skoro zmienna e’ jest sterowaniem ukladu (7.25), zastosujmy sprzezenie
zwrotne
eZ = _Roe1) (727)

z macierza Ry = Rg > 0. Woweczas, pochodna funkcji Lapunowa wzdluz
trajektorii uktadu (7.25)

V] = —errRoe] = —W1 (e]) < 0. (728)

*Termin ten proponujemy jako odpowiednik angielskiego zwrotu integrator backstep-
ping.
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7 teorii Lapunowa wynika, ze wybdér e? w taki sposéb, aby spetnione byto
réwnanie (7.27), gwarantuje zbieznosé¢ bledu $ledzenia e'(t) do 0. Latwo
mozna zauwazyé, ze btad e' dazy do 0 eksponencjalnie.

Nastepny krok catkowania wstecznego polega na rozwazeniu drugiego,
wigkszego podsystemu uktadu (7.24), zawierajacego dwa réwnania

el — o2
{ (7-29)

e? =Fi(t,e',e?) +Gi(te') e’

W tym podsystemie role sterowania bedzie spetnia¢ zmienna e3. Dla ukla-
du (7.29) wybierzmy funkcje Lapunowa

1
Vs (e' e?) = Vi(e!) + 5 (e?+ Roe])T(e2 +Roe'), (7-30)

ktérej pochodna wzdtuz trajektorii ukltadu (7.29) jest réwna
Vo=Vi+ (e + Roe‘)T(é2 +Roe') =
=Vi+ (e?+ Roe1)T(F1z(t,e‘,e2) +Gi(t,e') e3> +Roe?). (7-31)
Zazadamy teraz, aby
Fi2+ Gie® + Roe? = —Ry (e? + Roe'),
gdzie Ry = R] > 0, skad wyliczamy sterowanie
e3=—G;'(Fi2+ (Ry +Ro)e? + RiRoe') = —H3(t, e’ e?).  (7.32)

Widaé, ze dla tak wybranego sterowania funkcja Lapunowa ma pochodnga
réwna

Vo =—W;(e') — (e2+Roe") Ry (62 + Ree') =
=—W, (e e?) 0. (7.33)

Na podstawie twierdzenia La Salle’a-Yoshizawy' mozna latwo wywniosko-

waé, ze e> = —Hj3(t,e', e?) zapewnia §ledzenie trajektorii zadanych x [, x3

przez podsystem (7.29).

tZobacz dodatek B.
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W trzecim kroku algorytmu catkowania wstecznego rozwazmy podsys-
tem

é] _ eZ
e’ =Fia(t,e',e?) + Gy (t,e') e (7-34)
e’ =e’

przy czym zmienna e* spelnia role sterowania. Sterowanie stabilizujace dla
uktadu (7.34) otrzymamy wybierajac zalezna od czasu funkcje Lapunowa

Vs(t,e',e?,e3) = V(e e?)+

1
+ = (e3

2( ~|—H3(t,e],ez))T(e3—|—H3(t,e1,e2)). (7.35)

Pochodna V; funkcji Lapunowa wzdtuz trajektorii uktadu (7.34) jest réwna
V3=V, + (e3+Hs (t,e‘,ez))T (e4 +Hs (t,e‘,ez)). (7.36)
Aby powyzsza pochodna byla niedodatnia, zastosujmy podstawienie
e* + Hs(t,e',e?) = —R; (3 + Hi(t,e',e?))
z macierza R, symetryczna i dodatnio okres§long. Stad
e* = —H;(t,e',e?) — R, (e3> + Hs(t,e’,e?)) = —Ha(t,e’,e?,e3). (7.37)
Z definicji (7.37) oraz (7.36) mamy
V3 = —W; (e, e?) — (&2 +H3(t e! ez))TRZ
(e3+Hs(t,e' e?)) =—Ws(tel e?e3) <0.  (7.38)

Ostatecznie, rozwazmy caly ukiad (7.24) ze sterowaniem u. Analogicznie
do poprzednich krokéw, sterowanie u wyznaczymy poprzez analize funkcji
Lapunowa, w tym przypadku

Va(t,e' e e3 e?) = V3(t,e! e? e3) +
1
+5 (e* + Ha(t,e', e, e3))T (e* +Ha(t,e' e?e%). (739

2

Pochodna wzgledem czasu funkcji Vy (t,e1,e ,e3,e4) opisanej powyzszym
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réwnaniem, liczona wzdluz trajektorii uktadu (7.24), jest réwna

Vi=-Ws(t,e' e?e’) + (e* + Hy(t, €', e?, e3))
(Fzz(t,e ,e3) + Gou + Hy(t, e’ ,ez,e3)). (7.40)

Aby byla ona niedodatnia, wystarczy spelnienie zalezno$ci

Fzz(t, e! , 23) +Gu+ H4(t,e1 , 62, 63) =
= —R3 (e’ + Ha(t,e' e e3))

dla pewnej macierzy R3 symetrycznej i dodatnio okreslonej. Z ostatniej za-
leznosci otrzymujemy algorytm sterowania u zapewniajacy asymptotyczna
stabilno§é¢ uktadu (7.24), a mianowicie

u=-G,' <F22(t,e1,e3) +Ha(t e e?e3) +

+R3 (e4+H4(t,e‘,e2,e3))). (7.41)
Po podstawieniu (7.41) do (7.40) dostaniemy

Vi = —Ws(t,el e? %) — (e4+H4(t,e],e2,e3))TR3
(e* +Ha(t,e' €% e3)) = —Wy(t,e! e’ e3e!) <0.  (7.42)

Dowdéd stabilnosci algorytmu sterowania (7.41) zastosowanego do ukiadu
sterowania (7.24) opiera si¢ na twierdzeniu La Salle’a-Yoshizawy lub na
lemacie Barbalata.

Przykiad 7.2.2 (Manipulator EDDA)

Zastosujemy teraz algorytm catkowania wstecznego do modelu manipulatora
EDDA. Do obliczen przyjeto wartosci k1 = ky = 1000 wspolczynnikéw ela-
stycznosci przegubdw, co pozwolilo zaobserwowac efekty zwigzane z obecnoscia
sit elastycznosci. Zadana trajektorie przegubowa q}i(t) okregliliSmy jako
skok jednostkowy. Na rysunku 7.3 przedstawiono przykladowe przebiegi
bledéw §ledzenia trajektorii w obu przegubach dla parametréw uktadu ste-
rowania Ry = diag{10}, Ry = diag{10}, R, = diag{50}, R3 = diag{50}.
Wybér innych parametrow R; pozwala uzyskaé wieksze tlumienie bledéw
oraz szybsza zbieznosé, ale powoduje wystapienie przeregulowan. |
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Rysunek 7.3 Przebieg btedéw §ledzenia przy zastosowaniu algorytmu calkowania
wstecznego.

7.2.3 Algorytm Ortegi-Lorii

Rozwazmy teraz model manipulatora o elastycznych przegubach opisany
réwnaniami (7.13), z algorytmem sterowania Ortegi-Lorii

{u =143 +K (a3 —a}) — Kpoe” —Kad’ (r43)

S +Mdt =N, 1=12,
ktérego elementy skladowe sa zdefiniowane jak nastepuje:

ai=K'(Q(a")dy+B(a',a}) —Kpie' —Kaid') +aq,
K, = diag{kpi), Kai=diag{kai),  Kkpi kai >0,
M; = diag{m;}, i=12, j=1,...,n,

. A . .
Ni:d1ag{ni]~}, Tlij>%, O<B2<1, 1:1,2, ]:1,...,1’1,

1

e :qi_qh) i:]>2)
1

A Q 0

0= (a')

Elementy macierzy K, i, Kai, My, Ny, i = 1,2, nalezy dobra¢ w taki sposéb,
aby zapewni¢ zbiezno$§é¢ algorytmu. W tym celu standardowo definiuje-
my Ay = maxqAg(qp Ao = MingAgq). Zauwazmy, ze algorytm Ortegi-
Lorii nie wymaga bezposredniego pomiaru predkosci przegubdéw ani sil-
nikéw. Algorytm ten przypomina regulator PD, w ktérym sygnat 9 poda-
wany na wejscie cztonu rézniczkujacego nie jest sygnatem bledu predkosci
uzyskiwanym z bezpo$redniego pomiaru, lecz przefiltrowanym sygnatem
bledu polozenia. Symbolem &' oznaczyliémy estymowana predkosé prze-
gubéw manipulatora, natomiast §2 oznacza estymowana predkosé silnikéw
napedzajacych poszczegdlne przeguby.
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Roéwnania ukladu zamknigtego zlozonego z modelu (7.13) i algorytmu
sterowania (7.43) mozna przedstawi¢ w postaci

{Qé+(C+Cd)é+er+Kda:o

& = —M® + Ne, (744

. T T
przy oznaczeniach e = (e'T,e?T)’, 8 = (87 92T) oraz

_[C(a',a") © _[C(a',ay) O

€= 0 0]’ Ca= 0 0]’
. _Kp1—|—K —K . _Kd] 0

Kp = | K sz+K]’ Ka= 0 Kdz]’
My o0 [Ny 0

M= 0 Mj’ N= 0 Nj'

Funkcja Lapunowa dla ukladu zamknietego jest

1.1~ 1 1 . .
V(x,t) = ieTQe + zeTer + zf)TKdN 19 +eeQe—e8'Qe, (7.45)
gdzie x = (eT,éT,'BT)T, a stala e zostala wybrana w taki sposéb, by za-
pewni¢ dodatnia okre§lono$¢ V. Obszar przyciagania trajektorii x(t) uktadu
zamknietego moze by¢ zdefiniowany jako

A ={xeR" [jx| <c2(An)},

pIzy czym

lim cy(Ay) =
ANl_)n}rOOZ(,N) +00,

co oznacza pdlglobalng stabilno§¢ algorytmu Ortegi-Lorii.

Przyklad 7.2.3 (Manipulator EDDA)

Podobnie jak w przypadku poprzednich algorytméw, dziatanie algorytmu
Ortegi-Lorii prze§ledzimy na przykladzie zadania §ledzenia trajektorii prze-
gubowej manipulatora EDDA majacej postaé skoku jednostkowego. Po-
nownie przyjmiemy wartosci wspdlczynnikéw elastycznosci k1 = ky = 1000.
Na rysunku 7.4 przedstawiono przykladowe przebiegi bledéw §ledzenia tra-
jektorii dla parametréw uktadu sterowania réwnych M; = diag{100}, N; =
diag{400}, K,i = diag{300}, Kqi = diag{10}, i = 1,2. Badania symulacyjne
wykazaly, ze dla kazdej wartosci wzmocnienia regulatora K ; istnieje opty-
malna warto$¢ K4; zapewniajaca najwieksze ttumienie btedéw §ledzenia i nie
powodujaca przeregulowan. |



7.3 Komentarze 1 uwagt bibliograficzne 261

€ €
1, 1
0.5 0.5
0 0
-0.5 -0.5
_ t _ t
]o 1 2 3 4 5 J0 1 2 3 4 5

Rysunek 7.4 Wykres bledéw §ledzenia przy zastosowaniu algorytmu Ortegi-Lorii.

Przeprowadzone symulacje pokazuja, ze wszystkie algorytmy przedsta-
wione w tym rozdziale zapewniaja praktycznie jednakowa jako$é §ledzenia.
Réznice miedzy algorytmami sg zwiagzane z ich warunkami implementa-
cji. Najwiekszym stopniem skomplikowania cechuje si¢ algorytm catkowania
wstecznego, ktéry dodatkowo wymaga pomiaru trzeciej pochodnej rzeczywi-
stej trajektorii manipulatora. Najprostszy do implementacji jest algorytm
Ortegi-Lorii, w kt6rym dzieki zastosowaniu odpowiednich filtréw wymagany
jest jedynie pomiar polozenia przegubéw i silnikéw napedzajacych manipu-
lator.

7.3 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Model zredukowany dynamiki manipulatora o elastycznych przegubach mo-
zna znalezé w [CSB96]. Linearyzacje przez dynamiczne sprzezenie zwrotne
modelu dynamiki manipulatora o elastycznych przegubach przy stalej ma-
cierzy S przeprowadzili De Luca i Lucibello [LL98]. Algorytm statycznej
linearyzacji manipulatora o elastycznych przegubach zostal zaczerpniety
z [Vid92]. Idea calkowania wstecznego pochodzi z monografii [KKK95],
natomiast zastosowanie algorytmu catkowania wstecznego do zadania stero-
wania manipulatorem o elastycznych przegubach przedstawiono w [TM98].
Algorytm Ortegi-Lorii pochodzi z pracy [LO95]. Algorytmy adaptacyjne
dla manipulatora o elastycznych przegubach otrzymane poprzez zastosowa-
nie metody osobliwych zaburzeii mozna znalezé u Khorasaniego [Kho92].
Problemem otwartym pozostaje znalezienie algorytmu sterowania, gdy ma-
cierz S(q'™ ") nie jest stata, a takze modeli dynamiki i algorytméw stero-
wania dla przypadku, gdy elastyczno$§¢ przegubdéw nie pochodzi wylacznie
od sil sprezystosci. Uwzglednienie elastycznosci ramion powoduje znaczng
komplikacje modelu dynamiki manipulatora. Praktyczne aspekty mode-
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lowania manipulatora o elastycznych ramionach za pomoca metody ele-
mentéw skonczonych mozna znalezé w [BS95].

Literatura

[BS95]

[CSBY6]

[Kho92]

[KKKO5]

[LLOS8]

[LOYS]

[TMO8]

[Vid92]

W. Beres i1 J. Sasiadek, Finite elements dynamic model of multilink
flexible manipulators. Appl. Mathematics and Computer Science,
5(2):231-262, 1995.

C. Canudas de Wit, B. Siciliano i G. Bastin, Theory of Robot Control.
Springer-Verlag, New York, 1996.

K. Khorasani, Adaptive control of flexible-joint robots. IEEE Trans.
Robotics Automat., 8(2):250-267, 1992.

M. Krstié, I. Kanellakopoulos i P. Kokotovié¢, Nonlinear and Adaptive
Control Design. J. Wiley and Sons, New York, 1995.

A. De Luca i P. Lucibello, A general algorithm for dynamic feedback
linearization of robots with elastic joints. W: Proc. IEEE Int. Conf.
Robotics Automat., vol. 1, strony 504-510, Leuven, 1998.

A. LoriaiR. Ortega, On tracking control of rigid and flexible joint robots.
Appl. Mathematics and Computer Science, 5(2):329-342, 1995.

K. Tchoi i A. Mazur, A backstepping control algorithm for flexible joint
robotic manipulators. W: Proc. MMAR Symposium, vol. 3, strony
891-896, Miedzyzdroje, 1998.

M. Vidyasagar, Nonlinear Systems Analysis. Prentice Hall, New Jer-
sey, 1992.



Czescé 111

Algorytmy planowania ruchu
i sterowania robotow
mobilnych






Rozdzial 11

Modele i algorytmy
sterowania kolowych
robotéw mobilnych

Roboty mobilne poruszajace sie¢ na kotach nazywamy kotowyms robotamsi
mobilnymi. Przyjmiemy, ze kotowy robot mobilny sktada sie z wozka na-
pedzanego (traktora) ciagnacego nienapedzane przyczepy. Traktor jest
wyposazony w silniki, ktére wprowadzaja w ruch caly uklad. Robota po-
siadajacego przyczepy nazywamy ztozonym — kolowy robot mobilny bez
przyczep bedzie nazywany prostym. Zakladamy, ze ruch kotowego robota
mobilnego odbywa si¢ bez poflizgu két. Wymaganie to definiuje nieho-
lonomiczne ograniczenia fazowe ruchu ukladu. Intensywne prace badaw-
cze prowadzone w ostatnich kilku latach zaowocowaly powstaniem nowych
i specyficznych algorytméw sterowania kotowych robotéw mobilnych.

W tym rozdziale ksigzki zajmiemy sie metodami modelowania i algoryt-
mami sterowania kotowych robotéw mobilnych. Rozpoczniemy od przed-
stawienia modeli kinematyki i dynamiki prostych i zlozonych kotowych
robotéw mobilnych. Nastepnie oméwimy wybrane algorytmy sterowania.
Pierwszym z nich jest algorytm Corona-Pometa, wykorzystujacy statyczne
sprzezenie zwrotne zalezne od czasu. Po nim oméwimy algorytm linearyza-
cji dynamicznej. Kolejnym algorytmem bedzie algorytm opracowany przez
Walsha, Tilbury’ego, Sastry’ego, Murraya i Laumonda, oparty na przybli-
zeniu liniowym dynamiki robota w otoczeniu trajektorii zadanej. W dwdch
nastepnych podrozdzialach zajmiemy sie idea sterowania we wspéirzednych
linearyzujacych, realizowana zaréwno w postaci algorytméw nieadaptacy;j-
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nych, jak i adaptacyjnych. Ostatnim z omawianych algorytméw bedzie
uniwersalny adaptacyjny A-§ledzacy algorytm sterowania.

11.1 Dynamika ukladu robotycznego z ogranicze-
niami

W podrozdziale 2.2 ustaliliSmy, ze kinematyka ukladu robotycznego okre-
§lonego na uniwersum fazowym R2N, podlegajacego | niezaleznym ograni-
czeniom fazowym typu Pfaffa

Alq)g =0, (11.1)

jest zdefiniowana za posrednictwem bezdryfowego ukladu sterowania

d=Glam. (11.2)

Przy zalozeniu, ze uklad robotyczny nie podlega ograniczeniom konfigu-
racyjnym (liczba ograniczen konfiguracyjnych k = 0), wymiar przestrzeni
stanu uktadu (11.2) wynosi n = N. Macierz G(q), ktérej kolumny rozpinaja
przestrzen zerowa macierzy A(q) jest rozmiaru n x m, gdzie m = n — L
Jak pokazaliSmy w podrozdziale 2.2, wektor n € R™ reprezentuje czesé
sktadowych wektora predkosci . Aby polaczyé model dynamiki ukladu
robotycznego (5.2) z zaleznodcig (11.2), zrézniczkujemy (11.2) wzgledem
czasu

i =Glan +Glan (11.3)

i skorzystamy z Zasady d’Alemberta, w my$l ktdrej sity uogélnione F za-
pewniajace spelnienie ograniczenl fazowych (11.1) nie wykonuja pracy na
dopuszczalnych przemieszczeniach. Z Zasady d’Alemberta wynika réwnosé

ktéra wobec zalozonej niezaleznosci ograniczen fazowych prowadzi do wnio-
sku, ze istnieje wektor mnoznikéw Lagrange’a A € R, taki ze

FT =ATA(q). (11.4)

Po wzigciu pod uwage zaleznosci (11.4) i (5.3) oraz przy zalozeniu, ze od-
dzialywania sterujace wplywaja na m stopni swobody ukiadu za posrednic-
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twem pewnej macierzy sterowari B(q), réwnania dynamiki uktadu robo-
tycznego z ograniczeniami mozna zapisa¢ w postaci

0’L(a,4), 0°L(a,d), dL(a,d) _
2¢2 1" Toqoq ¢ oq
=Q(q)d+C(q,4)4+D(q) =AT(@A+B(qu.  (11.5)

Macierz sterowan B(q) wystepujaca w powyzszym wzorze ma rozmiar n x m
i sklada si¢ z elementéw bij(q), takich ze

1, jezeli sterowanie u; dziala
bij(q) = bezposrednio na wspdlrzedna qi,
0, w przeciwnym przypadku.

W celu wyeliminowania mnoznikéw A skorzystamy z wiasnosci
A(q)G(q) =0 < G'(q)AT(q)=0.

Konsekwencja ostatniej wiasnosci oraz réwnosci (11.2) i (11.3) jest naste-
pujace sformulowanie réwnan dynamiki (11.5)

q=G(qmn

G'(q)Q(q)G(qn + G'(q) (C(q, G(q)n)G(q) + Q(q)G(q)
+G'(q)D(q)

Dysponujac trajektoria q(t) uktadu robotycznego, obliczona jako rozwia-
zanie uktadu réwnan (11.6) przy okre§lonym sterowaniu u(t) i warunkach
poczatkowych q(0), q(0), jestedmy w stanie wyznaczyé wektor mnoznikéw
Lagrange’a A, a co za tym idzie, sity uogdlnione F zapewniajace spelnienie
ograniczen fazowych

A= (A(qQAT(q))
F=AT(q)A.

Nt (116)
G'(q)B(q)u.

N—"

1

A(q)(Q(q)d +C(q,4)q9 +D(q) —B(q)u)
(11.7)

11.2 Modele kolowych roboté6w mobilnych

Zalézmy, ze ruch koltowego robota mobilnego podlega ograniczeniom fazo-
wym (11.1). Podstawowe zadanie modelowania robota mobilnego polega na
wyznaczeniu modelu kinematyki (2.36), w formie ukladu sterowania

q=G(qu=>) gilqh, (11.8)
i=1
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Rysunek 11.1 Schemat kinematyczny pojedynczego kota w uktadzie XoYoZo.

oraz modelu dynamiki (11.6). W rdéwnaniu (11.8) macierz G(q) speinia
warunek A(q)G(q) =0, natomiast u € R™ oznacza wektor sterowan®.

Celem tego podrozdzialu bedzie wyznaczenie specyficznej postaci mode-
lu matematycznego kinematyki i dynamiki kolowego robota mobilnego.

11.2.1 Ograniczenia fazowe

Niech uklad XoYpZo bedzie podstawowym ukladem odniesienia, ktérego
0§ Zo pokrywa sig z kierunkiem wektora grawitacji. Rozwazmy kolowy robot
mobilny zlozony z traktora ciagnacego p przyczep. Przyjmujemy, ze kazdy
element sktadowy robota posiada jednorodne i niedeformowalne kota' i ze
porusza si¢ po plaszczyznie XoYo bez poslizgu. Po umieszczeniu lokalnego
ukladu wspélrzednych X;Y1Z1 na traktorze, do okreslenia polozenia i orien-
tacji traktora bedziemy uzywaé wspéirzednych & = (x,y,e)T, gdzie x i y
oznaczaja polozenie poczatku ukladu lokalnego w ukladzie XoYpZp, zas 0
jest katem miedzy osiami Xp i Xj.

W celu wyprowadzenia ograniczen fazowych dla kotowego robota mo-
bilnego rozpatrzmy uklad zawieszenia pojedynczego kota, zlozony z s ele-
mentéw polaczonych przegubami obrotowymi (zobacz rysunek 11.1). Uktad
ten potraktujemy jako manipulator planarny o s przegubach z efektorem
w postaci kota, co pozwoli na wykorzystanie algorytmu Denavita-Harten-

*Zauwazmy, ze wektor sterowan w ukladzie (11.8) jest inny niz w uktadzie (11.6).
YOznacza to, ze kontakt kola z podiozem ogranicza sie do pojedynczego punktu.
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berga opisanego w podrozdziale 2.3.1. W rezultacie, wspdlrzedne jedno-
rodne p = (p1,p2,P3,1)" pewnego punktu na obwodzie kola wzgledem
uktadu XpYpZo mozna wyrazi¢ wzorem

p =A3(E, 1L, a)py, (11.9)

gdzie

p2=(0,rcos P, rsin, 1 )T — wspéirzedne jednorodne wybra-
nego punktu na obwodzie kota w ukladzie lokalnym xzvzzﬁ

T — promien kotla,

&= (x,vy, G)T — potlozenie i orientacja traktora wzgledem ukia-
du XoYoZop,

® — kat obrotu kola wokét osi X, ukladu lokalnego X;Y>Z3,

A%(E,,l, «) = Trans(X, x)Trans (Y, y)Trans(z,z)Rot(Z,0)

(IT5 Rot(z, ) Trans(x, 1)) Rot(z,v),

(1,) — charakterystyka geometryczna kota, czyli parametry
okre§lajace polozenie i orientacje kola w ukladzie X;Y7Zq,
]' = (11»12a e )LS)T) X = ((X]»(XZ)' . '»OCS)Y)T'

Przyjmiemy, ze kat vy jest staly w czasie. W celu wyznaczenia warunkéw
toczenia sig kota bez poslizgu zrézniczkujemy zalezno$¢ (11.9) wzgledem
czasu. Warunki te s3 zwiazane z punktem B (w tym punkcie ¢ = —7/)
0 wspOlrzednych b = Aé(&, 1, a)by, w ktérym ma miejsce kontakt kota z pod-
lozem i sprowadzaja sie do wymagania, aby predkos$¢ punktu B wzgledem
uktadu XoYoZo byla réwna 0, a wiec b = 0. Zatem, zalozenie o toczeniu
sie kola bez poslizgu po plaszczyznie poziomej pociaga za soba nastepujace

zaleznosci

d .
A& L aby + AG(E, L aby =0.

Wyrazenie warunku braku poflizgu w ukladzie X;Y>Z5,

: -1 d,>
b+ (Ad) (&1, oc)aAo(E,L a)by =0,

pozwala zdekomponowaé toczenie sie kota bez poslizgu na toczenie sie bez

{Uklad ten jest nieruchomo zwiazany z osia kota w taki sposéb, ze plaszczyzna Xz Y2
jest réwnolegla do plaszczyzny Xo Yo, a 0§ X, jest prostopadla do plaszczyzny kola.
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poslizgu bocznego i wzdluznego. Ostatecznie, biorac pod uwage poloze-

nie ¢ = —7/, punktu kontaktu kola z podlozem, wyliczamy
0 0 0 0
b, — rcosp| | O b, — —rosind|  |rd
27 lrsind| — =]’ 27 [ vdcosp | “ |0
1 1 0 0

Wymaganie toczenia sie bez po$lizgu przybiera zatem forme nastepujacych
ograniczen fazowych

0 0

' _ d 0
= -ad) e L0 ARE L | ], (11.10)
0 1

z ktérych, po uwzglednieniu postaci macierzy A%(E., 1, &), otrzymujemy réw-
nania opisujace:

e toczenie sig kota bez poslizgu bocznego
S . S
(cos &1,sin &1, Z 1; sin &i+l> R(—0)& + &y (Z 1; sin 6(1+]> +
i=1 i=1
S
+ &2 <Z 1; sin 6ci+1> + -+ &slgsiny =0, (11.11)
i=2
e toczenie sig kota bez poslizgu wzdiuzinego
S A S
(— sin &1, cos &1, Z i cos 5‘1+1> R(—0)& + & <Z i cos &i+1> +
i=1 i=1

S
+ &2 (Z 1; cos 5(-1+1> + ...+ &slscosy + rcb =0, (11.12)
i=2

e toczenie sie kota po ptaszczyinie

z=0. (11.13)

W réwnaniach (11.11)-(11.13) & = v + ) ;_; &k, a R(—6) = R(z,—6)
oznacza macierz obrotu o kat —0 wokét osi Zz uktadu X;Y72Z;.

Warunki braku poslizgu bocznego i wzdluznego két wyprowadzone przy
pomocy formalizmu Denavita-Hartenberga umozliwiaja wyznaczenie ogra-
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niczen fazowych dla prostych i zlozonych kolowych robotéw mobilnych po-
ruszajacych sie po plaszczyznie poziome;j.

Przykiad 11.2.1 (Jednokolowy robot mobilny)
Na podstawie analizy ukladéw zawieszenia két kolowych robotéw mobil-

nych okazalo sie, ze charakterystyka geometryczna kota postaci 1 = (11,1,)"
oraz & = (&1 = const,xy = var,y = const)T opisuje wszystkie spotykane
w praktyce rozwigzania. Na tej podstawie, korzystajac z ogdlnych zalezno-
Sci (11.11)—(11.13) przedstawiajacych ograniczenia fazowe dla pojedynczego
kola, otrzymujemy warunki:

e toczenia sie kola bez poslizgu bocznego
(cos &, sin o, Lo siny + 1y sin(aq +v)) R(—0)&+
+ lyoizsiny =0,
e toczenia sie kola bez poslizgu wzdluznego
(—sin &, cos &, L cosy + 1y cos(oxg +7v)) R(—0)&+

+ Lo cosy + rci) =0,

gdzie &« = a1 + a2 + v. Przedstawione w postaci Pfaffa ograniczenia te
wygladaja nastepujaco®:

X
cos(ox+0) sin(x+0) lysiny + lysin(x; +vy) lysiny 0 g o
—sin(c+0) cos(x+0) lrcosy+ lycos(x; +v) lrcosy r i R

2

¢

Korzystajac z twierdzenia 2.2.1 nietrudno wykazaé, ze ograniczenia fazowe
dla jednokotowego robota mobilnego o charakterystyce geometrycznej (1, &)
s3 nieholonomiczne. |

Dla kolowego robota mobilnego zlozonego z traktora ciaggnacego p przy-
czep wymaganie toczenia sie wszystkich kél bez poélizgu prowadszi, po u-

SPrzy podstawieniach 11 =1, = 0, &1 = az = 0, Yy = —7Y/, pierwsze z ponizszych
réwnan przechodzi w réwnanie (8.2).
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wzglednieniu zaleznosci (11.11) i (11.12), do ograniczen fazowych postaci

Ao(qo)do =0
A10(do,d1)d0 +A11(q1)4; =0

.
ZAri(qi;qi+l,--->qr)qi:0 (11.14)
i=0

P
ZApi(qi» ity qp)qi = 0)
i=0

przy oznaczeniach
qo — wspélrzedne uogdlnione traktora,
Ao(do)dy =0 — ograniczenia fazowe zwigzane z traktorem,
qi, i=1,2,...,p — wspdlrzedne uogdlnione i-tej przyczepy,
Y i 0A+ildi, qit1, ..., dr)q; = 0 — ograniczenia fazowe zwiaza-
ne z r-ta przyczepa.

Nietrudno zauwazy¢, ze réwnania ograniczern fazowych (11.14) dla wie-
locztonowego kolowego robota mobilnego daja sie zapisaé w postaci Pfa-
ffa (11.1).

11.2.2 Modele kinematyki prostych kolowych robotéw mo-
bilnych

Przyjmijmy, ze prosty kolowy robot mobilny (traktor) posiada k két, z kté-
rych kazde ma promien r; i jest opisane przez charakterystyke geometry-
cznyg (L, i) = (1i1, liz, i1 = const, aio, vi = const)T, i=1,2,..., k. Wa-
runki ruchu bez poslizgu postaci (11.11) i (11.12) prowadza do nastepuja-
cych ograniczen fazowych:

e ruch traktora bez poslizgu bocznego
T
C1(e2R(=0) (%,9,6) + Case2 =0, (11.15)

gdzie macierze Ci, C, sa zdefiniowane jako
— Ciity wierss = (€os(oti1 + ai2 +vi), sin(a1 + o2 + vi), Lizsinyi+
+lﬂ sin(oqz—l—yi)), i= ],2, . ,k,
— C, =diag{lizsinyi}, i=1,2,... Kk,
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Rysunek 11.2 Schemat kinematyczny traktora z kolem swobodnym.

e ruch traktora bez poslizgu wzdtuznego
N .
Z1(0)R(—6) (xy e) +Zyby + Z3b =0, (11.16)

gdzie macierze Z1, Z,, Z3 sa zdefiniowane przez

— Ziity wierss (@2) = (—sin(o1 + g2 + Vi), cos(ai1 + ai2 + Vi),
lizcosyi + Lizcos(axiz +vi)), i=1,2,... Kk,
— Z; =diagf{lizcosvyi}, 1=1,2,...,k,
- 23 = diag{ri}, i= ],2,... ,k.
W zalezno$ciach (11.15) i (11.16) wektor oy = (012, 022,..., xk2) ", a i-ty
wiersz jest réwnaniem ograniczen dla i-tego kola rozpatrywanego kolowego
robota mobilnego.

Przykiad 11.2.2 (Traktor tréjkolowy)

Rozpatrzmy przypadek traktora, ktérego ukiad jezdny skiada si¢ z dwoéch
sztywnych két tylnych oraz z kola swobodnego (wolnego) umieszczonego
z przodu (zobacz rysunek 11.2). Lokalny ukilad wspélrzednych X;Y1Z;
Zwiazany z poruszajacym sie robotem jest ulokowany w $§rodku odcinka
laczacego kota tylne (11 2). Orientacja (3 kota przedniego (3) wzgledem lokal-
nego uktadu odniesienia ulega zmianie podczas ruchu traktora, podczas gdy
orientacje két tylnych pozostaja state. Traktor tréjkotowy jest wprowadzany
w ruch przy pomocy dwdch silnikéw napedzajacych kola tylne. Ogranicze-
nia fazowe dla traktora z kolem swobodnym wyznaczamy w nastepujacy
sposéb.
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Krok 1. Okre§lamy charakterystyke geometryczna két traktora:
koto 1 — 111 :1, x11 :0, 11220, OC]ZZO, Y1 :O,
koto 2 — 121 = l, X271 =T, 122 = 0, X222 = 0, Y2 = O,
koto 3 — 131 =1, az1 = 3/,m, lzo=d, a32= B, v3 = >
Krok 2. W oparciu o charakterystyke geometryczng két oraz ogdlne zale-
znosci (11.15) i (11.16) wyznaczamy ograniczenia fazowe:

e dla ruchu robota bez poslizgu bocznego

1 0 0 ‘ 0
—1 0 0 R(—0)E+ |0 |p=
cosfp} sinf3 d-+lcosfp d

= C1(B)R(—0)E + C26 =0, (11.17)

e dla ruchu robota bez poslizgu wzdluznego

0 1 ! o [r o 07/d
0 —1 1 R(—0)E+ |01 0| 2| =0. (11.18)
—sin 3 cos 3 —Lsin 3 003 ci)g

Specyficzna posta¢ ograniczen kinematycznych (11.15) i (11.16) wyko-
rzystuje sie w algorytmie wyznaczania modelu kinematyki prostych koto-
wych robotéw mobilnych. Algorytm ten sktada sie z nastepujacych krokéw.

Krok 1. Jezeli macierz C, jest nieosobliwa (tzn. dla kazdego kola robota
mobilnego zachodzi warunek 1,;siny; # 0), to model kinematyki
robota przyjmujemy w postaci

3 R(6)
qo = |&2| = —C;'Cy(az) u = Go(qo)u,
¢ ~Z3"(Z1(x2) — Z5C5'Cr(ex2)) (11.19)

gdzie u jest wektorem sterowan. W przypadku przeciwnym prze-
chodzimy do kroku 2.

Krok 2. Dzielimy ograniczenia zwiazane z ruchem robota bez poslizgu
bocznego (11.15) na dwie grupy
{ C1v(“2v)R(*e)£‘- + CZdeZV =0

; (11.20)
Crulou, 02¢)R(—0)E =0,
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gdzie

C,, — diagonalna macierz nieosobliwa,

02 = (&2, G2u, 2g)

oy, — wektor zawierajacy zmienne w czasie wspoirze-
dne wektora o, dla ktérych zachodzi 1,isiny; # 0,

oy, — wektor zawierajacy zmienne w czasie wspéirze-
dne wektora a;, dla ktérych zachodzi 1,isiny; =0,

o, — wektor zlozony ze stalych w czasie wspdlrze-
dnych wektora o).

Krok 3. Szukamy macierzy P(a2, &24), ktérej kolumny rozpinaja prze-
strzen zerowa macierzy (jadro) Cqyu(&oy, ®24)

Cruloy, 02 g)P(otzy, &24) = 0. (11.21)

Przy wyznaczaniu postaci macierzy P (o2, &24) korzystamy z na-
stepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 11.2.1 Zdefiniuymy stopien mobilnosci 8., koto-
wego robota mobilnego réwny wymiarow:r dystrybucjr rozpiete)
przez kolumny macierzy R(0)P(az,, x24) oraz stopied stero-
walnodci 6s jako liczbe sterowanych két robota, ktorych orien-
tacja moze byé ustalona w sposéb niezalezny, tak ze istnie-
je chwilowy $rodek obrotu robota. Istnieje 5 podstawowych
typow kotowych robotéw mobilnych poruszajgcych sie po pta-
szczyimie, z ktorych kazdy moze byé w petni scharakteryzo-
wany przez pare liczb (6., ds). Dla kazdego typu robota mozna
znalezZé taki punkt (w obrebie uktadu jezdnego lub nadwo-
zia robota), zwany punktem charakterystycznym, Ze umiesz-
czajgc w nim odpowiednio zorientowany lokalny uktad od-
niestenta otrzymamy jedng z nastepujgcych postact macie-
rzy Py, ®2g):

3,0
* tp (3,0) Py, &2q) =13, (11.22)
e typ (2,0) 0 0
Ploa, 24) = |1 0, (11.23)

0 1
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* tp (21) sin & 0
- 2ul
P(atay, &x2q) = | cosaur  Of, (11.24)
0 1
e typ (1,1) 0
Platzy, @2g) = |lsin xoy1, (11.25)
COS X211
o typ (1,2)

—21sin ¢, 1810 X242
P(otoy, 2q) = | lsin (xpu1+ a2u2) |- (11.26)
sin (2u2— X211)

Parametr | oznacza odlegto$é punktu charakterystycznego ro-
bota do pewnego punktu zwigzanego z uktadem napedowym.

Odpowiedni wybdér polozenia lokalnego ukladu odniesienia zwia-
zanego z punktem charakterystycznym kolowego robota mobil-
nego umozliwia opis kazdego z k6t przy pomocy charakterystyki
geometrycznej postaci (1, ).

Z drugiego z réwnan (11.20) i réwnania (11.21) wynika zalezno§¢
£ =R(0)P oz, @2q)u, (11.27)

gdzie uy jest wektorem sterowan. Praktyczny sposéb wyznacza-
nia macierzy P(a;,, ®24) polega na sprawdzeniu, ktéra z macie-
rzy (11.23)—(11.26) spelnia warunek opisany przez (11.21). Jeze-
li przy poprawnym wyborze punktu charakterystycznego zadna
z proponowanych postaci macierzy P(a;,,®>4) nie spelnia tego
warunku, oznacza to, ze ruch rozpatrywanego ukladu moze sie
odbywaé przy dodatkowych ograniczeniach konfiguracyjnych*, lub
ze robot mobilny moze poruszac sie po plaszczyznie XoYo wzdiuz
pewnego kierunku okre§lonego przez warunki poczatkowe. W przy-
padku, gdy jedna z macierzy postaci (11.23)—(11.26) spetnia wa-
runek (11.21), przechodzimy do kroku 4.

*Zwiazki otrzymywane z warunku det C; (o2, x24) = 0.
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Krok 4. Z pierwszej z zaleznosci (11.20) oraz z (11.27) obliczamy

&2,=—C5 ) C1(0t2)R(—0)E=—C5"C1(0t20)P (020, %24 1. (11.28)

Krok 5. Wykorzystujac dekompozycje wektora o«,, ograniczenia zwigzane
z ruchem robota bez poslizgu wzdluznego dane przez (11.16) mo-
zemy przedstawi¢ w formie

Z1(02)R(—0)E + Zay(a2,) 62y + Z3uh,, =0
Z1 (02 )R(—0)E + Zay(ar) &y + Z3uby, =0
Z14(02q)R(—0)E + Z34b, =0,

gdzie d)v, d)u i (i)q oznaczaja predkosci obrotu kél robota mobil-
nego okreslone stosownie do podzialu wektora ). Z kolei, z uwagi
na nieosobliwo$§¢ macierzy Z3,, Z3, i Z34 oraz réwnania (11.27)
i (11.28), otrzymujemy

b, = —Z3) (Z1v(o2y) — Z2u(02)C5) Crvletay)) Plotan, &2 )u
b =23} (Z1uw(oau)P(02w, 2 qhur + Zoy(eo)u2)
bq = —Z30Z14(0t2)P(X20, 2 U1

é(zu =Uuj.

(11.29)

Reasumujac, zaleznodci (11.27), (11.28) i (11.29) wyznaczaja na-
stepujacy model kinematyki robota

do = Golqou, (11.30)

gdzie [ P2, 024) 0 ]

—C2.Crv(ay)Pa2y, x24) 0

0 I

G = “
o(do) S v(20) 0 :
~Z3)Z1u(0)P (020, @2g)  Zou(e2y)
_—Zgézlq(“zq)P(OCZu,an) 0 |

T

oraz qo = (év)aZV» (X'Zu» ‘bvv‘bu»d’q W = (u-{»u‘}_)—r; SCI)V(“ZV) =
~Z3) (Z1(azy) — Zay(a2)C5 ) Cruleay)) Plotaw, &2q)-
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Przedstawiony algorytm wyznaczania modelu kinematyki prostych kolo-
wych robotéw mobilnych generuje model w postaci (11.19) lub (11.30),
zaleznie od osobliwodci lub nieosobliwosci macierzy C,.

Przykiad 11.2.3 (Traktor tréjkotowy)

Rozwazmy teraz zadanie okre§lenia modelu kinematyki traktora tréjkotowe-
go z kolem swobodnym. Opis robota oraz wyprowadzenie ograniczen fazo-
wych przedstawiliSmy w przykladzie 11.2.2. Macierz C; w réwnaniu (11.17)
nie jest pelnego rzedu, zatem dokonujemy dekompozycji ograniczen fazo-
wych zwigzanych z ruchem uktadu bez poslizgu bocznego na dwie czesci:

1 : .
[_1 : g] R(-0)& = C1.R(—0)E =0, (11.32)
(cos B,sin B, d + Lcos B)R(—0)& + pd = 0. (11.32)

Korzystajac z twierdzenia 11.2.1, szukamy macierzy P, ktérej kolumny roz-
pinaja przestrzen Ker Cy,, tzn. takiej, ze

Ci.P=0.

Nietrudno zauwazy¢, ze rozpatrywany traktor jest typu (2,0), a zatem ma-
cierz P ma postaé

00
P=1|1 0f.
0 1
Whnioskujemy stad, ze
‘ X —uqsin®
E=[y] =ROPu=| ujcosd |, (11.33)
0 uz

gdzie u; jest predkoscia liniowa traktora z kolem swobodnym w ukladzie
podstawowym, natomiast u, predko$cia zmian orientacji traktora. Z zale-
znosci (11.32) wyznaczamy zmienng f3

B:—u1;sinf5—u2<1 —l—écos [3), (11.34)

natomiast z warunkéw na ruch traktora bez poslizgu wzdiuznego (11.18)
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zmienne ci)1, Ci)z i ci)g

. 1 1
¢1=—wr—- —uy-
T T
. 1 l
b2 =uw1- —uz- (11.35)
T T
. l
$3 =—uj—cosfp —u,—sinf.
T3 T3

Ostatecznie, korzystajac z réwnan (11.33), (11.34) i (11.35), otrzymujemy
model kinematyki traktora z kolem swobodnym w postaci

X [ —sin® 0

U cos© 0

0 0 1

g=|p | =|—gsinp —(1+ Fcosp) (u‘):G(B,e)u. (11.36)

(i)] _1 _1 uz

. T T

o | ¥

¢s3 | —+; cos o sinf

Przykiad 11.2.4 (Robot mobilny Ulisses)

Przykladem traktora tréjkotowego z kotem swobodnym jest kotowy robot
mobilny Ulisses!. Model kinematyki robota Ulisses wynika z modelu (11.36)
(po pominigciu wspétrzednych 3 i ¢3, na co pozwalaja mate rozmiary kola
swobodnego) i przyjmuje postaé

X [—sin® 0 |
Y cos 0 0 ”
a=|6=] o 1 <‘>=G(e)u. (11.37)
i 1 1] \u2
b1 -
&) [T -

Parametry geometryczne wystepujace w przedstawionym modelu wyno-
sza: v = 0.05[m], 1 = 0.23[m]. [ |

TRobot mobilny Ulisses zostal zbudowany w Zaktadzie Podstaw Cybernetyki i Robo-

tyki Instytutu Cybernetyki Technicznej Politechniki Wroclawskiej przez dra A. Wolczow-
skiego.
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11.2.3 Modele kinematyki zlozonych kotowych robotéw mo-
bilnych

Przedstawiony w poprzednim podrozdziale algorytm tworzenia modeli ki-
nematyki prostych koltowych robotéw mobilnych moze by¢ uogdlniony na
przypadek zlozonych kolowych robotéw mobilnych. Punktem wyjscia jest
w tym przypadku ogdlna posta¢ ograniczen kinematycznych (11.14). Pro-
ponowane rozwigzanie zadania wyznaczenia modeli kinematyki zlozonych
kotowych robotéw mobilnych wykorzystuje specyficzna postaé ograniczen
fazowych i jest oparte na spostrzezeniu, ze w przypadku ogdélnym (ztozony
uktad jezdny) model kinematyki daje si¢ zapisa¢ w postaci

do Go(qo)
) G1ldo.

I B Y P
q‘p Gp(QO»Qh---,Qp)

W rezultacie, na mocy warunku A(q)G(q) = 0, z (11.14) otrzymujemy
nastepujace zaleznosci

Ao(q0)Go(qo) =0
A10(d0,91)Go(q0) + A11(d1)G1(q0,91) =0
: (11.39)

P
ZApi(qi.) qit1,.-- ,Qp)Gi(QO» qi1,... )Qi) =0.
i=0

Struktura réwnania (11.39) wskazuje na mozliwo§é¢ dekompozycji problemu
wyznaczania macierzy G(q) na p + 1 kolejnych zadan polegajacych na obli-
czeniu podmacierzy Gi(qo,91,...,qi) dlai=0,1,2,...,p, co w efekcie po-
zwala skonstruowaé algorytm wyznaczania modeli kinematyki dla zlozonych
kotowych robotéw mobilnych. Algorytm ten skiada sie z nastepujacych
krokéw.

Krok 1. Obliczamy macierz Go(qo) spetniajaca zaleznosc

A(q0)Go(qo) =0.

W tym celu mozemy wykorzystaé algorytm zamieszczony w pod-
rozdziale 11.2.2, na stronie 360.
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Krok 2. Uwzgledniajac pozostale warunki (11.39), z ukladu réwnai ma-

cierzowych (11.39) wyznaczamy podmacierze Gi(qo,q1,.-.,di),
i=1,2,...,p i otrzymujemy
Gi(qo,...,qi) = .
=—-A;{'(@) ) Auwddk, ..., 41Gi(do, -, qw).
k=0

Przedstawiony algorytm wyznaczania modelu kinematyki zlozonych koto-
wych robotéw mobilnych dziala poprawnie przy zalozeniu nieosobliwo$ci
macierzy Aii(qi). Warunek ten nie jest spelniony dla robotéw zdegenerowa-
nych, czyli takich, w ktérych obecnos¢ przyczep jest przyczyna zmniejszenia
stopnia mobilnosci.

11.2.4 Modele dynamiki

Po szczegbélowym omdwieniu zagadnien dotyczacych modelowania kinema-
tyki kolowych robotéw mobilnych zajmiemy si¢ wyznaczeniem zaleznosci
opisujacych ich dynamike. Ogélne zasady obowiazujace przy modelowaniu
dynamiki uktadéw robotycznych z wigezami nieholonomicznymi zostaty opi-
sane w podrozdziale 11.1. Réwnania dynamiki uwzgledniajace wplyw ste-
rowan (uogélnionych sit zewnetrznych wymuszajacych ruch ukladu) maja
postaé (11.6). Zadanie modelowania dynamiki nieholonomicznych uktadéw
robotycznych wymaga znajomosci ich energii kinetycznej i potencjalnej. Jak
latwo zauwazy¢, energia potencjalna kotowego robota mobilnego o jednorod-
nych kotach, poruszajacego sie po plaszczyznie prostopadiej do wektora gra-
witacji jest stala w czasie, a wobec tego nie wplywa na réwnania dynamiki
robota. Emergia kinetyczna kolowego robota mobilnego jest suma energii
ukladu jezdnego i nadwozia traktora, przyczep oraz energii obracajacych
sie két. Polaczenie klasycznej metodologii wyznaczania energii kinetycznej
cial sztywnych oraz regul obliczania modeli kinematyki umozliwia wyprowa-
dzenie kompletnych modeli matematycznych prostych i ztozonych kolowych
robotéw mobilnych. Sposéb tworzenia modelu zilustrujemy na prostym
przykladzie.

Przykiad 11.2.5 (Traktor tréjkotowy)

Rozpatrzmy zadanie wyznaczenia modelu dynamiki traktora z kolem swo-
bodnym zaniedbujac, ze wzgledu na male wymiary geometryczne, wplyw
kola swobodnego. Z przykladéw 11.2.2 i 11.2.3 wynika, ze wektor wspdl-
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rzednych uogélnionych opisujacych zachowanie traktora jest postaci

q - (Xay)e)¢1vd)2)T) (11.40)
natomiast macierz ) }
—sin® O
cos© 0
G(q) = 0 1. (11.41)
_1 _1
T T
1 _1

Przy zalozeniu, ze kota 1 i 2 sa napedzane niezaleznie, macierz sterowan

przybiera forme
-

(11.42)

B(q):[o 0 0 1 O}

0 00 01

Energie kinetyczna traktora, przy pominieciu energii kota swobodnego, mo-
zemy zapisaé jako

Ex(0,4) = gme (32 +9?) + 5167 + JL (b7 + b3) = 547Q4, (11.43)
gdzie Q(q) = diag{mc, mc, [, Iy, I}, m. uzyto do oznaczenia calkowitej
masy traktora, [, — catkowitego momentu bezwladnosci traktora wzgledem
osi Z ukltadu X;1Y1Z1, a Iy jest momentem bezwtadnosci kota napedzanego

wzgledem osi X odpowiedniego ukladu lokalnego®. W oparciu o zalezno-
Sci (11.6), (11.40) oraz (11.43) wyznaczamy model dynamiki traktora

{ q=G(qmn
G'(q)Q(q)G(a)n = G'(q)B(q)u

(11.44)
me+21 & 0 _1 1

w ktérym G'(q)Q(q)G(q) = [ Okrz Lo 2 | G'(q)B(q) = [ Tt}
Z TZ T

u=(uj,uy)’. |

S ]—=

Przykiad 11.2.6 (Robot mobilny Ulisses)

Poniewaz kotowy robot mobilny Ulisses ma strukture traktora tréjkotowego
z kolem swobodnym o pomijalnej charakterystyce geometrycznej, model
jego dynamiki jest opisany réwnaniami (11.44). Parametry geometryczne
robota podano w przykladzie 11.2.4, za§ parametry dynamiki przyjmuja
wartosci: m. = 12.8[kg], I, = 0.089[kg -m?], I = 2.5 x 10 °[kg -m?]. [ |

*Przy zalozeniu, ze kola 11 2 s3 identyczne.
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11.3 Algorytmy sterowania kolowych roboté6w mo-
bilnych

Przedstawimy teraz wybrane algorytmy sterowania kolowych robotéw mo-
bilnych lub, ogélniej, ukltadéw robotycznych z wigzami nieholonomicznymi.
Z punktu widzenia sterowania nieholonomicznych ukladéw mechanicznych
istotna rzecza jest okredlenie specyficznych wlasnosci strukturalnych tych
ukladéw, ktére odrézniaja je od uktadéw holonomicznych. Temu celowi
stuza nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 11.3.1 Jezeli macierz G'(q)B(q) w réwnaniach dynami-
ki (11.6) jest mieosobliwa, to istnieje statyczne sprzezenie zwrotne

um,q,v): R x R*"x R™ — R™

okredlone rownaniem

G'(a)Q(a)G(a) +G"(q) (C(a, Glam)G(a) + Qla)G(a)) n+
+G"(@)D(q) = G"(a)B(a)y,

gdzie v oznacza m-wymiarowy wektor nowych sterowar, ktdre prze-
ksztatca uktad (11.6) do postact normalnej

4=Glam

) (11.45)

n=v.
Twierdzenie 11.3.2 Przy zalozeniu, Ze ograniczenia fazowe sq nieho-
lonomiczne oraz n jest wektorem sterowan, bezdryfowy uktad sterowa-
nia opisany przez pierwsze z rownari (11.45) jest sterowalny!.

Twierdzenie 11.3.3 Uktad sterowantia opisany réwnaniams (11.45) po-
siada wlasno§¢ osiagalnosci z kazZdego punktu postact (q,m) (tzn. zbidr
standw osiggalnych z dowolnego punktu ma niepuste wnetrze).

Twierdzenie 11.3.4 Punkt réwnowagt (q,0) uktadu (11.45) nie jest
stabilizowalny przez statyczne sprzezenie zwrotne od stanu.

Twierdzenie 11.3.5 Uktad sterowania (11.45) nie jest linearyzowalny
wokdt Zadnego punktu (q,m) przez statyczne sprzeienie zwrotne od stanu.

W istocie, lokalnie sterowalny w krétkim czasie.
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Twierdzenie 11.3.6 Uktad sterowanta (11.45) mie jest linearyzowalny
dynamicznie w otoczeniu punktu réwnowagi (qe,0).

Przyjeta w dalszej czesci rozdziatu kolejno§é opisywania algorytméw ste-
rowania zmierza w kierunku wzrastajacego stopnia nieznajomosci modelu
dynamiki. W podrozdzialach 11.3.1-11.3.4 zakladamy pelna znajomos¢ mo-
delu dynamiki, w podrozdziale 11.3.5 dopuszczamy nieznajomos¢ parame-
tryczna modelu, natomiast w podrozdziale 11.3.6 dopuszczamy strukturalna
nieznajomo$¢ modelu dynamiki kolowego robota mobilnego.

11.3.1 Algorytm Corona-Pometa

Konsekwencja twierdzenia 11.3.4 jest to, ze metody wykorzystujace gtadkie
statyczne sprzezenie zwrotne od stanu nie nadaja sie do rozwiazania zada-
nia stabilizacji modelu postaci (11.45). Jednakze, przy spelieniu pewnych
warunkéw przez ukiad (11.45), zadanie stabilizacji moze byé rozwigzane
przy uzyciu zmiennego w czasie statycznego sprzezenia zwrotnego od stanu.
Méwi o tym nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 11.3.7 Rozwazmy uktad sterowania postaci
m
q=G(qu=) grx)u, (11.46)
k=1

gdzie q € R™, u € R™. Zatdzmy, Ze uktad (11.46) spetnia warunk::

1. Wymaar przestrzen:
dimspan{ad;]gk‘ k=2,...,m, j> O}(q) =n,
COO

dla q lezgcych w pewnym otoczeniu punktu 0 € R™.
2. Pole g1(q) mozna wyprostowaé w otoczeniu 0 € R™.
3. Jest okreslona pewna funkcja V(t,q) postaci

!
2

1 1
(g1 +h(t,d2,---,qn))* + 5q2° + -+ s qn’.

V(t,q) = > >

*adl,i gk oznacza iterowany nawias Liego pél wektorowych, zobacz dodatek A.3.
tZobacz twierdzenie o prostowaniu, dodatek A.3.



11.3 Algorytmy sterowania kotowych robotéw mobilnych 371

4. Pola gy, k =1,...,m sq takie, zZe dla funkcji W(q) = %Z{L:z qi2

warunk:
dek(q):ol kzz?"')mi
oraz nit. q)
o'h(t,q )
it B LA >1,
TS 0, j
pociggajq za sobg réwnosé q; =qz =---=dqn =0.

Wowczas, zachodzq nastepujgce wiasnosci:

a) Punkt0 jest globalnie jednostajnie asymptotycznie stabilnym pun-
ktem réwnowag: uktadu (11.46) ze sterowaniem

w =09 vt q)0a)
up =—dV(t,q) 92(q) (11.47)

um =—dV(t,q) gm(q),

gdzie dV(t,q) = (a\g(qt]m, o a\g(;lm)‘

b) Funkcja V(t,q) jest nierosngca na trajektoriach mieautonomaicz-
nego uktadu dynamicznego (11.46), (11.47), tzn.

V(t,q(t)) <O.

Przykladowa funkcja h(t, q), ktéra moze by¢ zastosowana przy wyznaczaniu
stabilizujacego sprzezenia zwrotnego jest

h(t,q) = (Z qf) cost.
i=2

Przytoczone twierdzenie podaje sposéb wyznaczenia algorytmu stabilizacji
uktadu (11.47) z funkcja Lapunowa V(t,q). Proponowane w nim stabi-
lizujace sprzezenie zwrotne dziala poprawnie przy spelnieniu przez uklad
sterowania (11.46) warunkéw 1 i 2 twierdzenia. W przypadku prostych
koltowych robotéw mobilnych wykazano, ze dla modelu kinematyki dowol-
nego typu robota mobilnego mozna znalezé taka zmiane ukladu oraz sta-
tyczne sprzezenie zwrotne, ze powstaly w ten sposéb nowy uklad sterowania
spelnia zalozenia twierdzenia 11.3.7. Nietrudno zauwazy¢, ze stabilizujace
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a) b)
P Y
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Rysunek 11.3 Trajektorie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algorytmu
Corona-Pometa. Potozenie poczatkowe wynosito (x(0),y(0)) = (1,1), orientacja:
a) 8(0) = 0, b) 6(0) = /.

sprzezenie zwrotne postaci (11.47) jest gltadka funkcja czasu, co w efekcie
pozwala na konstrukcje algorytmu stabilizacji dla postaci normalnej (11.45)
modelu dynamiki kolowego robota mobilnego. W tym celu, w my$l twierdze-
nia 11.3.7, nalezy najpierw wyznaczy¢ sterowanie u(t), a nastepnie obliczy¢
sterowanie v(t) z zalezno$ci v = 1.

Przykiad 11.3.1 (Robot mobilny Ulisses)
Rozwazmy zadanie stabilizacji stanu postaci normalnej modelu dynamiki
robota mobilnego Ulisses

X =—15in0o

Yy =mjcos0

0 =mnz (11.48)
N1 =y

N2 = uz.

Zmienne 1y i n2 w réwnaniach (11.48) maja, odpowiednio, sens predkosci
liniowej i predko$ci zmian orientacji ruchu robota.

Rezultaty przykltadowych symulacji przy sterowaniu wedtug algorytmu
Corona-Pometa przedstawiono na rysunkach 11.3 i 11.4*. Zamieszczone
symulacje pokazuja, ze istotng wada algorytmu Corona-Pometa jest bardzo
wolna zbiezno$é trajektorii do punktu docelowego. Ponadto generowane
trajektorie charakteryzuja sie czestymi zmianami kierunku ruchu. |

‘W prazyktadach prezentowanych w tym rozdziale symulacje wykonano w $rodowisku
MATLAB® + SIMULINK®.
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a) b)
Y 1
1
1
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Rysunek 11.4 Trajektorie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algorytmu
Corona-Pometa. Polozenie poczatkowe wynosito (x(0),y(0)) = (1,1), orientacja:
a) 8(0) = T/, b) 6(0) = 3/4m.

11.3.2 Algorytm linearyzacji dynamicznej

W celu wprowadzenia podstawowych idei linearyzacji przy pomocy dyna-
micznego sprzezenia zwrotnego rozwazmy afiniczny uklad sterowania po-
staci

x =f(x) +g(x)u=~f(x) + Z gi(xiug (11.49)
i1

i poddajmy go nastepujacym przeksztalceniom:

e dotaczenie kompensatora dynamicznego

z=K(x,z) +L(x,z)v
(11.50)
u=M(x,z) +N(x,z)v,
gdzie z € R9, v € R™,
e statyczne sprzezenie zwrotne
v =7v(x,2z) +n(x,z)w, (11.51)
e zmiana wspolrzednych w rozszerzonej przestrzeni stanu (x,z)
£=o(x,z2). (11.52)

Odwzorowania (11.50), (11.52) sa gladkie, natomiast polaczenie uktadu ste-
rowania (11.49) i kompensatora (11.50), traktowane jako uktad sterowania
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z wejsciem v i wyjsciem u, powinno by¢ odwracalne*. Wprowadzenie wspol-
rzednych stanu & pozwala uzyska¢ nowy ukiad, okre§lony w przestrzeni
stanu o wymiarze n + q. Mowimy, ze uktad afiniczny (11.49) jest dyna-
micznie linearyzowalny, jezeli istnieje kompensator dynamiczny (11.50),
sprzezenie zwrotne (11.51) oraz ukiad wspéirzednych ¢, takie ze po ich
zastosowaniu uklad (11.49) przyjmuje posta¢ liniowego ukladu sterowania

£ =AE + By, (11.53)

gdzie macierze A i B sa odpowiednich rozmiaréw. W przypadku, kiedy
uktad wspétrzednych @(x,z) jest okreSlony lokalnie, uklad (11.49) nazy-
wamy lokalnie dynamicznie linearyzowalnym.

Przykiad 11.3.2 (Robot mobilny Ulisses)

Przeanalizujmy zadanie §ledzenia zadanej trajektorii potozenia (x4(t),yqa(t))
dla postaci normalnej dynamiki robota Ulisses (11.48). Z uwagi na zada-
nie sterowania, ktére polega na §ledzeniu trajektorii polozenia, wspolrze-
dne (x,y) potraktujemy jako tzw. wyjscia linearyzujgce. Przy takim wy-
borze wyjé¢ linearyzujacych, aby otrzymaé¢ dynamiczne sprzezenie zwrotne
linearyzujace model (11.48), dwa pierwsze réwnania bedziemy rézniczkowaé
tak dlugo, az otrzymamy jawna zalezno$§é od sterowan

X = —1]18in 0

X = —u;sin® —nmacos 6

X = —1178in 0 — 2uqmcos 0 — uomg cos O —I—nm%sine

. (11.54)
Yy =mnjcosb

Y=ujcos0 —1nn2sinod

Y =117 cos 0 — 2uim; sin © — u,n; sin O 4 1113 cos 6.

Potraktujmy w powyzszych wyrazeniach u jako nowa zmienna stanu, wpro-
wadzmy kompensator dynamiczny

Uy =y, (11.55)

oraz podstawmy
uy =vy. (11.56)

*Tzn. dla kazdego stanu (x,z) znajomoéé przebiegu wyjscia u(-) pozwala wyznaczyé
sterowanie v(-) generujace to wyjscie.
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Wykonane przeksztalcenia pozwalaja zapisa¢ réwnania (11.54) w postaci

X\ [—sin® -mjcosB| (v n —2uimycos 0 —I—nm%sin@ B
Y) | cos® —misin® \vy —2um,sin O +mn% cos0)
=D(m1,0)v + afug,m1,m2,0).

Zauwazmy, ze macierz D(ny,0) stojaca przed nowymi zmiennymi steruja-
cymi vi i v; jest nieosobliwa pod warunkiem, ze 17 # 0, co oznacza, ze robot
mobilny musi si¢ poruszaé z niezerowa predkoscia liniowa. Przy spelnieniu
warunku 17 # 0 mozemy zastosowaé w ukladzie (11.54)—(11.56) statyczne
sprzezenie zwrotne

A% _ _
(21) =D O w120 + D T 0w (a2

Ostatecznie dochodzimy do konkluzji, ze uklad (11.48) wraz z kompensa-
torem (11.55), (11.56) i sprzezeniem zwrotnym (11.57) ma we wspolrze-
dnych & = ¢(x,y,0,1n1,M2,u1) okreslonych zalezno$ciami

&1=x

&2 =-m1sin6
£3=—u1s8inB —1nmycosod
&a=vy

&5 =micosB

&6 =1u1cos0 —1M2sin O

postaé liniowa ‘ '
&1=& &4 =2¢&5
Er=183 &5 = &6 (11.58)
53 =WwWj 56 = Wa.
Mozemy zatem stwierdzi¢, ze przy warunku 17 # 0 uklad (11.48) jest
dynamicznie linearyzowalny. Przy zastosowaniu klasycznych metod linio-

wej teorii regulacji latwo otrzymac algorytm $ledzenia trajektorii zada-
nej (xq(t),ya(t)) w uktadzie (11.58):

w1 = Xq—ka(&3—Xa) —ki1(&2 —%xa) — ko(&1 — xq)
(11.59)

wr=Yqa— (&6 —TUa) — Li(&s —Ya) — lo(&4 — ya)-
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a)

M

15

Rysunek 11.5 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algorytmu
linearyzacji dynamicznej do $ledzenie zadanej trajektorii polozenia (11.60).

a) b)
Y Y
1 1
0.5 0.5
0 0
0.5 0.5
-1 X -1
-1 0 1 -1

Rysunek 11.6 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algorytmu
linearyzacji dynamicznej do $ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.61).

Na mocy kryterium Hurwitza, przy doborze wzmocnied spelniajacych wa-
runki ki, 1, k1ko, L1l > 0,1 =1, 2, blad §ledzenia zanika eksponencjalnie do

zera. Algorytm linearyzacji dynamicznej kotowego robota mobilnego Ulisses
zastosowaliSmy do §ledzenia dwdéch zadanych trajektorii polozenia

t
‘i’), (linia prosta), (11.60)
5

TCos £
>:< ) t), T =1[m], (okrag), (11.61)

przy réznych warunkach poczatkowych. Wybrane wyniki symulacji kom-
puterowych zostaly przedstawione na rysunkach 11.5 i 11.6. Jak widac,
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algorytm sterowania oparty na metodzie linearyzacji dynamicznej znako-
micie nadaje sie do $ledzenia trajektorii zadanej wyj$¢ linearyzujacych.
Niewatpliwa jego zaleta jest globalna eksponencjalna stabilno§é. Nalezy
jednak pamietaé, ze $ledzenie w przypadku robota mobilnego Ulisses doty-
czy jedynie trajektorii wyjs¢ linearyzujacych oraz ze algorytm wymaga, aby
robot byt w ruchu. |

11.3.3 Algorytm Walsha-Tilbury’ego-Sastry’ego-Murraya-
-Laumonda

Rozwazmy posta¢ normalng dynamiki kotowego robota mobilnego (11.45),

ktéra przy oznaczeniach x = (3), f(x) = (G(g)“), g(x) = [° ] mozna przed-

stawi¢ w postaci afinicznego ukladu sterowania
x=f(x)+g(x)u, xecR™ (11.62)

Zalézmy, ze x4(t) oznacza trajektorie zadanga, natomiast wq(t) — sterowanie
odpowiadajace tej trajektorii. Przyblizenie liniowe modelu (11.62) wzdluz
trajektorii zadanej jest nieautonomicznym liniowym ukladem sterowania
postaci

£ =A(t)E+B(t), (11.63)

gdzie
Alt) = af();d(t)) . 0 (g(xd(t))ua(t)), B(t) = glxalt)).
X 0x

Niech macierz ®@(t,s) bedzie rozwigzaniem réwnania rézniczkowego

d
a(l)(t,s) =A(t)®(t,s)

przy warunku poczatkowym ®(s,s) = I;.
Dla pewnego o > 0 zdefiniujemy macierz*

H(s, t) = Jtem—%(s,T)B(T)BT(T)QT(S,T) dr.

S

Jezeli istnieje takie 6 > 0, ze macierz H.(t,t+0) jest nieosobliwa dla kazdej
chwili t, wéwczas macierz

P.(t) =H.'(t,t 4 0)

jest dobrze okreslona.

*Poréwnaj z macierza Grama (4.4).
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Przyjete zalozenia pozwalaja udowodnié¢ nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 11.3.8 Jezeli 1stniejg liczby pf:“,pg/‘ > 0, takie ze
vteR, 0< pf:“sz <z™P.(t)z < p?Asz,

wtedy, dla dowolnej ciggte) © ograniczonej funkcji v : Ry — [%,oo),
1stnieje zalezne od czasu sprzezenie zwrotne postact

u =ug(t) — y(t)BT (t)Pc(t)(x —xa), (11.64)

ktore zapewnia lokalne Sledzenie trajektorii xq(t) w uktadzie sterowa-
nia (11.62), z btedem zbieznym do zera jednostajnie 1 wyktadniczo, przy
czym predkos¢ zbieznosci jest wieksza od

20p(pM) ! > 0.

Ze wzgledu na to, ze algorytm (11.64) wymaga znajomosci trajektorii za-
danej w przysztosci, uzywa sie modyfikacji tego algorytmu, ktéra polega na
wprowadzeniu macierzy

Pi(t) =H.'(t, t —3),

ktéra zalezy wylacznie od wartosci trajektorii zadanej w przesziosci. Jezeli
jest znana macierz P.(t), algorytm sterowania definiujemy w nastepujacy
sposdb.
Twierdzenie 11.3.9 Jezeli istniejg liczby p™,pM > 0 spetniajgce nie-
réwnosé

VteR, 0< p}“sz <z"P(t)z < pirvlsz,
wtedy, dla dowolnej ciggte; © ograniczonej funkcji v : Ry — [%,oo),
1stnieje zalezne od czasu sprzezenie zwrotne postact

u =uq(t) — y(t)BT(t)P.(t)(x —xq), (11.65)

ktére zapewnia lokalng jednostajng eksponencjalng stabilnosé sledzenia
trajektorii zadanej x4(t) w uktadzie (11.62), z predko$ciq zbieinosct
btedu Sledzenia wiekszg od .

Algorytm Sledzenia Walsha-Tilbury’ego-Sastry’ego-Murraya-Laumonda jest
zlozony obliczeniowo. Nawet w tak prostym przypadku jak model dynamiki
robota Ulisses przy trajektorii zadanej bedacej lukiem okregu, elementy
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macierzy H. maja na tyle skomplikowana postacé, ze obliczenie w postaci
symbolicznej elementéw macierzy P, i wektora sterowania w(t) jest prak-
tycznie niemozliwe. Wada algorytmu jest takze jego lokalna zbiezno§é!. Do
zalet algorytmu Walsha-Tilbury’ego-Sastry’ego-Murraya-Laumonda nalezy
mozliwo$¢ §ledzenia zaréwno wspélrzednych polozenia, jak i orientacji ro-
bota.

11.3.4 Sterowanie we wspoélrzednych linearyzujacych
Rozwazmy ograniczenia fazowe w postaci Pfaffa
A(q)g=0 (11.66)

okre$lajace kinematyke kotowego robota mobilnego (11.8)
m
q=G(qu=) gilqhu. (11.67)
i=1

Wybierzmy odwzorowanie h : R™ — R™, ktdérego macierz Jacobiego g—];(q)
ma rzad m i uzupelnijmy je odwzorowaniem k : R™ — R! spelniajacym
warunek

oh
rank [gﬂ](q) =n.
2q
Przy takim wyborze przeksztalcenie
(e (&) _ (Ma)
E=0(q) = <£2> = <k(q) (11.68)

jest lokalnym dyfeomorfizmem przestrzeni stanu. Z powoddéw, ktére stana
sie jasne nieco pdzniej, nowe wspéirzedne & bedziemy nazywaé lineary-
zujgcymi. We wspdélrzednych linearyzujacych ograniczenia fazowe (11.66)
przyjma postaé

A(E)E =0. (11.69)

W celu wyznaczenia macierzy A (&) zastosujemy nastepujace rozumowanie.
Biorac pod uwage zaleznos¢ (11.68), formute (11.69) mozemy przepisa¢ jako

on
az] q=0.
oq

Ale(q))

fSymulacje pokazuja, ze przy duzym biedzie poczatkowym algorytm nie zapewnia
zbieznosci do trajektorii zadane;j.
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Wobec zaleznosci (11.66), musi istnie¢ macierz M(q), taka ze

oh

Alela) | of | =M(a)A(q). (11.70)

oq

Poniewaz A(q)G(q) = 0, po pomnozeniu obu stron réwnosci (11.70) pra-
wostronnie przez G(q) otrzymujemy

gt;G(q)] L,

7
%G(q) (11.71)

Alo(q)) [

Zauwazmy, ze macierz g—L‘G(q) jest nieosobliwa. Podzielimy teraz macierz A
na bloki Aj i A, rozmiaréw 1 x m oraz 1l x 1. Lokalnie* A, jest rzedu L.
Zaleznos¢ (11.71) pozwala wyliczy¢ macierz A7 jako

—1
Ar(o(a)) =—Az(m(q))g'ga(q)(2’;6(q9 ,

skad wynika, ze ograniczenia fazowe (11.69) mozna przedstawi¢ w postaci

[-H(&) TL]E=0, (11.72)

z macierza H(&) = g—';G ((p_] (g)) (%G ((p—1 (g)))il, za$§ kinematyke (11.67)
jako

£ =L(Ev, (11.73)

gdzie L(§) = H?}EJ, v € R™ Zmiana ukladu wspéirzednych & = @(q)
zalezy jedynie od postaci ograniczen fazowych (wlasnosci geometrycznych),
zatem wspdirzedne te moga by¢ uzywane pomimo nieznajomosci paramet-
réow dynamiki. Réwnania dynamiki robota mobilnego we wspéirzednych &,
podlegajacego wiezom (11.72) zapiszemy zgodnie z Zasada d’Alemberta

Q(8)E+ C(&,£)E+D(E) =B(&) —HT ()
’ - u+ I, A, (11.74)

A € RY. Standardowa procedura eliminacji wektora mnoznikéw Lagrange’a

*Przy analitycznej zaleznoséci A(q) — prawie wszedzie.
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oraz wykorzystanie réwnosci

. I ].
a‘[HuJ”+

MJ“
prowadzi do réwnan dynamiki postaci
J(EWV +C(E,v)v+D(E) =B(&, (11.75)

w ktérych J(&) = LT(£)Q(E)L(E), B(&) = LT(&)B(&), D(§) = LT(§)D(&),
C(&,v) = LT(§) (C(&,L(E)v)L(&) —|—Q(E,)f.(£,)). Ostatecznie, z polaczenia
wyrazed (11.73) i (11.75), otrzymujemy réwnania kinematyki i dynamiki
robota mobilnego we wspdlrzednych linearyzujacych &

£ =v (11.76)
JEW+C(Ev)v+D(E) =B(E)u (11.77)
£2 = H(&)v. (11.78)

Nietrudno zauwazyé, ze macierze H() i B(§) sa zalezne jedynie od para-
metréw geometrycznych robota mobilnego. Zalezno$é od parametréw dy-
namiki macierzy inercji J(&), macierzy C(,v) i wektora D(§) moze byé
przedstawiona w nastepujacej postaci:

J(E) =Tol&) + ) Ji(&)6y,
i=1
P
C(E,v) = Co(£,v) + ) Ci(E,v)0,
i=1

P
D(§) =Do(&) + )_Di(£)6:.
i=1

Parametry 0;, i =1,2,...,p, wystepujace w powyzszych zalezno§ciach na-
zywamy barycentrycznyms.

Nietrudno wykazaé, ze macierz J(£) — 2C(£,v) jest skosnie symetryczna
na trajektoriach uktadu (11.76)—(11.78). Macierze H(E), J(&), D(&) iB(&) sa
ograniczone (klasy B), a macierz C(&,v) spelia warunek ||C(&,v)|| < C|v|.
Wynika stad, ze model dynamiki kolowego robota mobilnego we wspdirzed-
nych linearyzujacych (11.76)—(11.77) ma podobne wiasnosci strukturalne
do modelu dynamiki manipulatora (uktadu holonomicznego) o m stopniach
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swobody!. Réznica polega jednak na tym, ze model dynamiki robota mo-
bilnego zawiera dodatkowo podsystem opisany réwnaniem (11.78).

Zostalo udowodnione, ze dla kazdego z pigciu podstawowych typdw ro-
botéw mobilnych (zobacz twierdzenie 11.2.1) mozna skonstruowaé wyjscia
linearyzujace w taki sposéb, aby sktadowe wektora &' byly nowymi wspét-
rzednymi polozenia lokalnego ukladu odniesienia umieszczonego na nadwo-
ziu robota, natomiast sktadowe wektora &2 opisywaty orientacje robota, katy
obrotu k6t oraz katy orientacji k6t w lokalnym uktadzie odniesienia.

Przykiad 11.3.3 (Robot mobilny Ulisses)
Dla robota mobilnego Ulisses proponujemy nastepujaca definicje wspéirze-
dnych linearyzujacych &' i &2

1 x —esin 0 &1 2 0
f. = y+€COS9 = E,'IZ ) Ev = ¢1 ) 6750, (1179)

i obliczamy macierz
1
e
— | 1« ! 1 Lo
H(E) = | 1sin®+ Lcos® —lcos®+ Lsin6]|.

1o 1 1
7s1n6—|—acos9 T

—%cose sin O

cos O + e—lrsine

Jak latwo zauwazyé, macierz H(&) jest ograniczona. Sktadowe wektora &'
opisuja nowe polozenie lokalnego ukladu odniesienia, natomiast skladowe
wektora &2 — orientacje robota i katy obrotu két. Energia kinetyczna robota
mobilnego we wspéirzednych &

. 1 . 1 . .
Exl8,€) = 5 (I + 2mid?) 62 + - (m + 2my) (&, +28118ecos 0+
+E3,+ 281 0esin® + e267) + i (93 + §3),
gdzie
m — masa nadwozia robota,
[, — moment bezwladnosci nadwozia robota wzgledem osi Z
uktadu X7Y7Zy,
mi — masa kola,

tZobacz podrozdziat 5.2.
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Ix — moment bezwladnosci kola wzgledem osi X odpowiednie-
go ukladu lokalnego,
m + 2my — masa calkowita robota,

I, + 2myl? — calkowity moment bezwtadnosci robota.

Przy wyborze parametréw barycentrycznych 01 = Iy, 6, = m + 2my, 03 =
I, + 2my 1%, macierze J(&), C(&,v) i B(&) mozna przedstawié¢ jako:

J(E) =Y Ti(E)6s,
C(&,v) =Y 7, Ci(&,v)65,

B(E) — %sine—l—e%cose —fsm6+ - cos 0

—%cose—l-e%sinﬁ 1cosG—I— - sin 0

przy oznaczeniach

11 (E) (sin2 0+ 5 cos? 6) r% sin O cos 0 (— — 1) =
1 — )
sin O cos 0 <5 — 1) T% <cos 0 + > sin 9)
sin’® —sin6OcosO 1 cos?0 L sinOcosO
J2(&)= , J3(&)=| ¢ € 5
—sinBcos® cos?O eizsinecose eizsin 0
-—e% sin O cos 0 (1 — 5) —ei (sinZG =+ é—icos2 6) |
Ci(Ev) (vicosO +v;,sin 0) (vicos® +v,sin 0)
1 y = )
ﬁ (cosze + 5 sin? 6) —ﬁ sin 0 cos O <—1 + l—i)
(vicosO + v,sin 0) (vicosO +vasin0)
—1e sin 0 cos 0 2e (sm 0 — cos? 0)
ColEv) = (vicos 0+ v,sin 0) (vicos 0 +v,sin0) ,
—%2 (sin2 0 — cos? 0) 16 sin 0 cos 0
(vicosO + v,sin 0) (vicosO + v,sin0)
61—3 sin B cos O —e% cos?0
Ca(Ev) = (vicos 0 +vysin0) (vicos 0 +v,ysin0) .
61—3 sinZ 0 —e% sin O cos 0
(vicosO +v,sin0) (vicosO +v,sin0)

Latwo sprawdzi¢, ze w modelu dynamiki kolowego robota mobilnego Ulis-
ses macierze J(&), C(&,v) i B(&) sa ograniczone ze wzgledu na &, a norma
macierzy C(,v) jest ograniczona przez liniowa funkcje normy ||v|| . [ |
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Celem naszych dalszych rozwazan bedzie nastepujace zadanie sterowania
uktadu (11.76)—(11.78):

Majac dana trajektorie & (t), klasy C?, znalez¢ sterowanie u(t),
takie ze w uktadzie (11.76)—(11.78) btad §ledzenia trajektorii po-
lozenia e(t) = &'(t) — E,ll(t) dazy do 0 przy t — +o0, a pred-
kosé £2(t) jest ograniczona (wszedzie lub prawie wszedzie).

Zalézmy, ze sktadowe wektora &' (t) opisuja potozenie lokalnego ukladu od-
niesienia zwigzanego z poruszajacym sie robotem, natomiast wektor £2(t)
sklada sie ze wspodlrzednych opisujacych orientacje robota, katy obrotu két
oraz orientacje két wzgledem lokalnego ukladu odniesienia. Tym sposobem
rozpatrywane zadanie sterowania sprowadza sie do wymagania $ledzenia
polozenia robota we wspélrzednych &'(t), natomiast ograniczonos¢ wekto-
ra £2(t) zapewni ograniczono$§¢ predkosci zmian orientacji robota i predkosci
obrotu kél. Zauwazmy, ze jezeli macierz sterowan B(£) w wyrazeniu (11.74)
jest pelnego rzedu, to macierz B(§) w uktadzie (11.76)—(11.78) jest nieoso-
bliwa. W takiej sytuacji i przy zalozeniu, ze parametry barycentryczne
ukladu (11.77) sa znane, zastosowanie sprzezenia zwrotnego

w(g,v,w) =B (&) (J(E)w + C(§,v)v + D(£)), (11.80)

w ktérym w € R™ oznacza nowy wektor sterowan, pozwala na linearyzacje
podsystemu (11.76)—(11.77)

£ =v
v=w (11.81)
&2 =H(gv

Wtasno§¢ ta ttumaczy nazwe wspdirzedne linearyzujgce. Jezeli £](-) € C?,
to wybierajac sterowanie w w postaci regulatora PD z korekcja

w:f,ll—mé—koe, (11.82)

gdziee = & —E,Zi, z diagonalnymi, dodatnio okre§lonymi macierzami wzmoc-
niend Ry, Ry, uzyskujemy eksponencjalng stabilno§é bledu $ledzenia e oraz
jego pochodnej e. Dalsza analiza zachowania ukiadu (11.81) ze sterowa-
niem (11.82) pozwala wykaza¢ nastepujacy rezultat.
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Rysunek 11.7 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy sledzeniu zadanej tra-
jektorii polozenia (11.60) we wspdlrzednych linearyzujacych.

a)
&

&n

-1 0 1

Rysunek 11.8 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy $ledzeniu zadanej tra-
jektorii polozenia (11.61) we wspdlrzednych linearyzujacych.

Twierdzenie 11.3.10 Zatézimy, ze predkosci zadane E'.Ji(‘) c B 1 ze
macterz H(E) w uktadzie (11.81) jest ograniczona. Wowczas, pred-
kosci £2(t) w uktadzie (11.81) ze sterowaniem (11.82) sg ograniczone,
£2(-) € B, oraz istniejq liczby a, b, takie ze wspétrzedne ||E2(t)| < a+bt.

Przykiad 11.3.4 (Robot mobilny Ulisses)

Algorytm sterowania przy uzyciu wyjs§é linearyzujacych zastosowali§my do
robota Ulisses. Przykladowe wyniki badan symulacyjnych przedstawiliSmy
na rysunkach 11.7 i 11.8. Macierze wzmocniei wybraliSmy réwne Ry =
R; = diag{5}. Przedmiotem badai bylo zachowanie robota mobilnego przy
réznych zadanych trajektoriach polozenia i stanach poczatkowych. Symu-
lacje potwierdzily eksponencjalng zbieznos§é bledu $ledzenia e oraz ograni-
czono$¢ orientacji 0(t) robota mobilnego. [ |
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11.3.5 Sterowanie adaptacyjne we wspotrzednych linearyzu-
Jacych

Algorytmy sterowania kolowych robotéw mobilnych opisane w poprzed-
nich podrozdzialach wykorzystywaly pelna znajomo$¢ modeli kinematyki
i dynamiki. Obecnie zalozymy, ze parametry barycentryczne modelu dyna-
miki (11.76)—(11.78) sa nieznane i rozwazymy nastepujace zadanie sterowa-
nia adaptacyjnego.

Znalez¢ prawo sterowania i algorytm estymacji parametréow dy-
namiki, ktére w ukladzie opisanym réwnaniami (11.76)—(11.78)
zapewniaja $ledzenie trajektorii zadanej E.}i(t) i ograniczono$é
predkosci £2(1).

Z uwagi na podobieiistwo strukturalne ukitadu sterowania (11.76)—(11.77)
do modelu dynamiki robota manipulacyjnego mozemy przypuszczaé, ze
niektdre sposréd algorytméw sterowania adaptacyjnego robotéw manipula-
cyjnych przedstawionych w rozdziale 6.2 dostarczg poprawnego rozwigzania
adaptacyjnego zadania sterowania kolowych robotéw mobilnych. Okazuje
sie, ze tak jest istocie, prawdziwy bowiem jest nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 11.3.11 Niech trajektoria zadana E,ll(-) € C? i niech ma-
cierz H(&) w uktadzie (11.76)—(11.77) bedzie ograniczona. Woiwczas,
jezeli dla kazdego & algorytm sterowania adaptacyjnego zastosowany
do uktadu (11.76)—(11.77) zapewnia ograniczonosé v asymptotyczng sta-
bilnosé btedu Sledzenia e = &' — 511 oraz ograniczono$é e, to predko-
$ct é,z(t) w uktadzie z zamknietq petlg sprzezenia zwrotnego bedq ogra-
niczone (§2(-) € B). Jezeli dodatkowo f,ll(-) € L; oraz algorytm ste-
rowania adaptacyinego zapewnia stabilnosé eksponencjalng, to wspot-
rzedne E2(t) bedq ograniczone prawie wszedzie (E%(-) € Lo )*.

Przykiad 11.3.5 (Algorytm Slotine’a-Li dla robota mobilnego)
Zastosujmy do modelu kolowego robota mobilnego we wspéirzednych li-
nearyzujacych klasyczny algorytm sterowania adaptacyjnego Slotine’a-Li,
ktéry zapewnia stabilno$¢ asymptotyczna bledu $ledzenia. Algorytm ten
ma postaé

u=B"(§) (J&)&] + C(£, &) &l + D(E) —Kas), (11.83)

*Zobacz dodatek A.2.
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gdzie

/\

+Z ]Il

Jol
( ) co<£,,£ )+ Z{; i(z,,é‘) 8,

D(&) = Do(&) + Y7, Di(£)8,

Kgq > 0 — diagonalna macierz wzmocnienia rozmiaru m x m,

0=(04,0,,... ,Gp)TE RP — wektor nieznanych parametréw ba-
rycentrycznych,

0= @4, @2, e ,Qp)Te RP — wektor estymowanych wartosci pa-

rametréw barycentrycznych,
6=0—-6 — btad estymacji,
e=E' — &} € R™ — biad §ledzenia,

E,l = E,Zi - Ae — predkosé zmian sygnalu odniesienia,
s=§& — E.l =é+ Ae € R™ — zmienna §lizgu,
A =A" >0 — macierz rozmiaru m x m.

Parametry barycentryczne sa estymowane stosownie do zaleznosci
=T 1YT<a £l s,;,é) s, (11.84)

w ktdrej i-ta kolumna macierzy Y(E, £ E, & ) i=1,2,...,p jest zdefinio-
wana jako
YEELELEY =TiE)E] + e £T) £l +Dy®),
1 KO

a I" jest macierza wzmocnienia algorytmu estymacji, rozmiaru p X p, syme-
tryczna i dodatnio okreslona. Réwnania uktadu (11.76)—(11.77) z zamknigta
petla sprzezenia zwrotnego mozemy przedstawié w postaci

Je+EEY) 8 = Y(e+Eh s — Ae+ &} ELEL — Ae Bl — As + A%e) 6+

—C(e+£]i,s —Ae + & ,E,z> s —Kgs

e=s—Ae (11.85)

A

0= —I‘*1YT<e FEL s —Ae+ELEEL —Ae &l — As +Aze) s
£2 = H(e + E,}i,é,z) (s — Ae + £21).

Do badania stabilno$ci nieautonomicznego uktadu dynamicznego (11.85)
wykorzystamy funkcje Lapunowa

6'ré. (11.86)

N\—*

Ve d) = e e
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Rysunek 11.9 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-
mu Slotine’a-Li do §ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.60) we wspéirzednych
linearyzujacych.

Réwnania ukladu w zamknietej petli sprzezenia zwrotnego i wlasnosé sko-
$nej symetrii macierzy J—2C pozwalaja wyrazi¢ pochodna funkcji Lapunowa
wzdluz trajektorii uktadu (11.85) w postaci

V(t,e,s,az,é) =—s"Kgs <0. (11.87)

Warunek (11.87) gwarantuje ograniczonos§¢ zmiennych s i é, a w konsekwen-
cji e i é. Co wiecej, na mocy twierdzenia La Salle’a-Yoshizawy' s(t) — 0,
przy t — 400, co ostatecznie pozwala wyciggnaé wniosek, ze
lim e(t) =0.
t—+oo
Wreszcie, na podstawie ostatniego z réwnan ukladu (11.85) wyciggamy
wniosek, ze ograniczono$§é macierzy H(E) oraz predkosci e i 5-11 zapewnia
ograniczonosé¢ predkosci &2. |

Przykiad 11.3.6 (Robot mobilny Ulisses)

Algorytm sterowania adaptacyjnego Slotine’a-Li zastosowali§my do modelu
kolowego robota mobilnego Ulisses. Przedmiotem badai symulacyjnych
bylo zachowanie robota przy §ledzeniu dwdéch trajektorii zadanych réwna-
niami (11.60), (11.61). Przykladowe wyniki symulacji prezentujemy na ry-
sunkach 11.91 11.10. Wyniki badan potwierdzaja asymptotyczna zbieznosé
bledu $ledzenia e. Sledzenie zadanej trajektorii odbywa sie przy ograniczo-
nej predkosci zmian orientacji robota. |

tZobacz dodatek B.2.
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Rysunek 11.10 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-
mu Slotine’a-Li do $ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.61) we wspéirzednych
linearyzujacych.

11.3.6 Uniwersalny adaptacyjny A-$ledzacy algorytm stero-
wania

Przyjmiemy obecnie zalozenie, ze model dynamiki kotowego robota mobil-
nego (11.77) jest caltkowicie nieznany. Jak wiadomo, w tego typu sytuacjach
znajduja zastosowanie uklady sterowania zapewniajace A-§ledzenie trajek-
torii zadanej*. Dlatego w niniejszym podrozdziale rozwazymy mozliwo$é
wykorzystania algorytmu A-§ledzenia do rozwigzania zadania $ledzenia tra-
jektorii zadanej dla kotowych robotéw mobilnych. Naszym celem bedzie
rozwiazanie nastepujacego zadania sterowania:

Znale7¢ prawo sterowania w ukladzie sterowania (11.76)—(11.78),
ktére zapewnia §ledzenie trajektorii zadanej E,]i(t) z btedem nie
wigkszym niz ustalona warto§¢ A > 0 i gwarantuje ograniczonosé
predkosci £2(t).

Mozliwo§é rozwigzania tego zadania za po§rednictwem algorytmu A-§ledze-
nia wynika z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 11.3.12 Niech E}i(t) oznacza trajektorie zadang robota
mobilnego, takg ze E,]i(t), é,zi(t) ii}i(t) sg ciggte 1 ograniczone. Wybierz-
my pewng liczbe A > 0. Jezeli do uktadu (11.76)—(11.77) zastosujemy
algorytm sterowania

u(t) = —B(E)K(DE(1), (11.88)

*Zobacz podrozdzial 6.3.3.
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gdzie E(t) = Preq(t) + Paex(t), Py, P2 > 0 oraz e(t) = £'(t) — E](1),
ext)=E&'(t) — E,zi(t), wraz z requtqg adaptacyi wzmocnienia k(t)

(IEIf =AIE[l,  jezels [E[ > A,

11.8
0, jeseli [E| <A, M%)

k= daA(E)|[E|| = {

dla k(0) > 0 7z dowolnego stanu poczgtkowego &(0) € R™, to wdwczas
trajektoria (e1(t),ex(t), k(t)) uktadu z zamknietq petlq sprzezenia zwrot-
nego, 0pisanego TéwWnaniami
J(&)é2 = —C(&,v)ex — kPreq(t) — kP2ex(t)+

B o o
e J(E)E} — C(E,v)E} ~ D(E)
k = da(E)[[E]|

E2 = H(E) (e2+&)),

(11.90)

posiada nastepujgce wtasnosci:
1. E(t) = (Pre1(t) + P2ex(t)) — Ba(0), gdy t — +oo, gdzie BA(0) jest
kulg domknietq o Srodku w punkcie 0 1 promieniu A,
2. lim¢ 400 K(t) < 00,
3. £2(-) €B,

o ile tylko jest spetnione zatozenie e;(-) € B.

Twierdzenie 11.3.12 pozwala na sformutowanie wniosku, ze jezeli wzmocnie-
nia w petli sprzezenia zwrotnego sa adaptowane zgodnie z regula (11.8g), to
wzmocnienia te i predkosci E2(t) s3 ograniczone w czasie trwania regulacji,
a blad §ledzenia E(t) dazy do kuli o zadanym promieniu A.

Przykiad 11.3.7 (Robot mobilny Ulisses)

Przykladowe zachowanie kolowego robota mobilnego przy zastosowaniu al-
gorytmu A-§ledzenia przedstawiliSmy na rysunkach 11.111i 11.12 oraz 11.13
i 11.14. Warto$é poczatkowa wzmocnienia k(0) = 2, warto§¢ parame-
tru A ustaliliSmy na poziomie 0.01. Przeprowadzone badania symulacyjne
potwierdzily przydatno$é uniwersalnego adaptacyjnego A-§ledzacego algo-
rytmu sterowania do rozwigzania zadania Sledzenia trajektorii wspolrze-
dnych linearyzujacych kotowych robotéw mobilnych. ]

Algorytm A-§ledzenia nie wymaga znajomosci modelu dynamiki ukladu,
a jedynie modelu jego kinematyki (macierzy H()) oraz macierzy oddzialy-
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Rysunek 11.11 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-
mu A-§ledzenia do $ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.60) we wspéirzednych
linearyzujacych: a) Py =5, P, =2, b) Py =5, P, =10.

a) b)
&2 &

&n

Rysunek 11.12 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-
mu A-§ledzenia do $ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.60) we wspéirzednych
linearyzujacych: a) Py =5, P, =2, b) Py =5, P, =10.

a) b)
& &2

&

-1 0 1 -1 0 1

Rysunek 11.13 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-
mu A-§ledzenia do §ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.61) we wspéirzednych
linearyzujacych: a) Py =5, P, =2, b) Py =5, P, =10.
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b)
&n

1.5
1

&

-1 0 1 -1 0 1

Rysunek 11.14 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-
mu A-§ledzenia do §ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.61) we wspéirzednych
linearyzujacych: a) Py =5, P, =2, b) Py =5, P, =10.

wan sterujacych B(&) . Zauwazmy, ze mozliwos¢ wystapienia przeregulowarn
w poczatkowym okresie dzialania sterownika ogranicza mozliwo§¢ jego wy-
korzystania w poblizu przeszkdd na scenie robota.

11.4 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Dynamiki uktadéw nieholonomicznych dotycza prace [NF71] oraz [VG94].
Réwnania dynamiki ukladu nieholonomicznego wyprowadzone w podroz-
dziale 11.1 sa konsekwencja Zasady d’'Alemberta. Alternatywne i nieréw-
nowazne réwnania mozna uzyska¢ w ramach tzw. mechaniki wakonomicz-
nej, opartej na Zasadzie Najmniejszego Dziatania Hamiltona [AKN88]. Na
przelomie lat osiemdziesiatych i dziewieldziesiatych pojawilo sie w lite-
raturze wiele prac poSwieconych zagadnieniom modelowania i sterowania
kolowych robotéw mobilnych. Na rozwdj teorii sterowania ukladéw nieho-
lonomicznych znaczacy wplyw miata przelomowa praca Brocketta [Bro81],
w ktérej wykazano nieprzydatnosé statycznego sprzezenia zwrotnego od sta-
nu do rozwigzania zadania stabilizacji tego typu ukladéw. Problem mo-
delowania kinematyki pojedynczych kolowych robotéw mobilnych podjeto
w pracach [ANBC91, MP87, Zyl96], natomiast klasyfikacje kinematyki ko-
towych robotéw mobilnych wprowadzono w pracy [CBAN96]. Z tej pracy
pochodzi twierdzenie 11.2.1. Metode wyznaczania ograniczen fazowych oraz
algorytm wyznaczania modeli kinematyki dla pojedynczych i zlozonych
kotowych robotéw mobilnych zaproponowano w pracy [Hos96a]. W wy-
niku dalszych prac udalo sie dokonaé uogdlnienia metody na przypadek
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kolowych robotéw mobilnych poruszajacych sie¢ po powierzchniach w prze-
strzeni tréjwymiarowej, [Hos98a]. Algorytmy wyznaczania ograniczen fa-
zowych i wyznaczania modeli kinematyki i dynamiki zostaly zaimplemen-
towane w systemie obliczen symbolicznych MATHEMATICA®, [Hos96b,
Hos96a, Hos98b]. Wzmozone zainteresowanie uktadami nieholonomicznymi
zbieglo sie w czasie z okresem intensywnego rozwoju geometrycznej teorii
sterowania, ktéra dostarczyla efektywnych narzedzi do badan nad specy-
ficznymi wiasnosciami tych uktadéw, [BCR90, NS90, CBAN96]. Mozliwosé
stabilizacji uktadéw nieholonomicznych przez zmienne w czasie statyczne
sprzezenie zwrotne od stanu zostata udowodniona przez Corona, [Cor92].
Sposéb projektowania algorytmu stabilizacji dla podklasy bezdryfowych
uktadéw sterowania zaproponowal Pomet w pracy [Pom92], w ktérej podano
dowdd twierdzenia 11.3.7. Prébe eliminacji istotnych wad tego typu algo-
rytméw (generowanie ,,dziwnych” trajektorii oraz staba zbiezno§¢) podjeto
w pracy [PTBC92] (sterowanie hybrydowe) oraz w pracy [MM97] (sterowa-
nie niegladkie). Zastosowanie statycznego i dynamicznego linearyzujacego
sprzezenia zwrotnego do sterowania kolowych robotéw mobilnych zostalo
zaproponowane w pracy [ANCB95b]. Wyprowadzenie warunkéw koniecz-
nych i wystarczajacych linearyzacji afinicznych ukladéw sterowania przez
statyczne sprzezenie zwrotne, przedstawione przez Jakubczyka i Respondka,
[JR80], nalezy do najbardziej znanych osiagnie¢ polskiej szkoly geometrycz-
nej teorii sterowania. Réwnowazne warunki linearyzacji podali Hunt, Su
i Meyer, [HSM82]. Niezmiennikom réwnowaznosci przez sprzezenie zwrotne
nieliniowych ukladéw sterowania zostaly pos§wiecone artykuly Jakubczy-
ka [Jak90] i [Jak98]. Metoda réwnowaznosci Cartana zostata zastosowana
w teorii linearyzacji przez Gardnera [Gar89] i Sluisa, [Slu92]. Warunki wy-
starczajace linearyzacji przez dynamiczne sprzezenie zwrotne, zawierajace
koncepcje wyjs¢ linearyzujacych, przedstawiono w pracy [CLM91]. Na tej
pracy opiera sie sformulowanie zadania linearyzacji dynamicznej przyto-
czone w podrozdziale 11.3.2. Teoria réwnowazno$ci dynamicznej i lineary-
zacji dynamicznej, wywodzaca si¢ z idei algebry rézniczkowej, pochodzi od
Fliessa i wsp6tpracownikéw, [F1i90, F195] (uklady rézniczkowo ptaskie) oraz
Jakubczyka, [Jak92]. W artykule [FLMR99| rozszerzono pojecia réwno-
waznosci dynamicznej do réwnowaznosci orbitalnej, dopuszczajacej rézne
skale czasu w ukladach réwnowaznych, i zdefiniowano tzw. uklady orbi-
talnie ptaskie. Dynamiczna linearyzowalno§¢ modelu kinematyki ztozonego
kolowego robota mobilnego zostala udowodniona w pracach [R793] i [CJ94].
Wykorzystanie metody wyjs¢ linearyzujacych do zadania §ledzenia trajek-
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torii polozenia, przy pelnej znajomosci modelu dynamiki robota mobil-
nego, zostalo oméwione w pracy [ANCBO95a|, z ktérej pochodzi twierdze-
nie 11.3.10. Badania nad odpornoscia takiego podejscia w przypadku ruchu
z poslizgiem robotéw mobilnych przeprowadzono w pracy [ANCB95b]. Za-
danie stabilizacji kolowych robotéw mobilnych stanowi przedmiot licznych
prac [SAA90, Sam91, CS92, SW93, WTSL94, CNLM94]. Z pracy [W92]
pochodza twierdzenia 11.3.8 i 11.3.9. Tematyki adaptacyjnego sterowania
kotowych robotéw mobilnych dotycza prace [CB91, DW97]. Zastosowania
klasycznych algorytméw adaptacyjnych do sterowania kolowym robotem
mobilnym oraz wyniki badan eksperymentalnych zawiera praca [Hen96].
Uogélnienie metody wyjs¢ linearyzujacych na przypadek, w ktérym pa-
rametry modelu dynamiki s3 nieznane, mozna znalez¢ w pracach [CH97,
Hos96a], natomiast wykorzystanie uniwersalnego adaptacyjnego uktadu ste-
rowania w przypadku strukturalnej nieznajomosci modelu dynamiki pro-
stych i ztozonych kolowych robotéw mobilnych zaproponowano w refera-
tach [MH97, Maz98b|. Z pracy [CH97]| pochodzi twierdzenie 11.3.11 na-
tomiast twierdzenie 11.3.12 udowodniono w [MH97]. Metode A-Sledzenia
wspoélrzednych linearyzujacych zastosowano réwniez z powodzeniem do ro-
botéw mobilnych poruszajacych sie w przestrzeni tréjwymiarowej, [Maz98a,
Maz98c]. Kwestia otwarta pozostaje takie rozszerzenie konstrukcji macie-
rzy P wystepujacej w twierdzeniu 11.2.1, aby dopuszczalo dowolna orien-
tacje lokalnego ukladu odniesienia, a takze swobode wyboru punktu charak-
terystycznego. Zdefiniowanie takiej macierzy umozliwiloby automatyczne
generowanie modeli kolowych robotéw mobilnych w sposéb niezalezny od
polozenia i orientacji lokalnego ukiadu odniesienia. Pelnego opracowania
wymaga réwniez zadanie modelowania kinematyki i dynamiki robota mo-
bilnego, ktérego ruch zachodzi z poSlizgiem két. Roéwniez w zakresie al-
gorytméw sterowania uwzglednienie poslizgu két robota nalezy do zadan
otwartych.
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Dodatki






Dodatek A

Podstawowe pojecia
matematyczne

Wiele specyficznych poje¢ matematycznych staraliSmy sie wprowadzié¢ na
biezaco, w odpowiednich miejscach ksigzki. Dodatek ma na celu zdefinio-
wanie i obja$nienie poje¢ podstawowych, ktérych zdefiniowanie w tekscie
mogtoby zakltéci¢ ptynno§¢ wywodu. Sa to pojecia z zakresu algebry linio-
wej, analizy matematycznej, teorii ukladéw dynamicznych i teorii sterowa-
nia.

A.1 Algebra liniowa

Niech X, Y oznaczaja przestrzenie liniowe nad cialem liczb rzeczywistych R
z bazami {ej,...,en}, {f1,...,fm}. Osznaczmy symbolem A : X — Y
przeksztalcenie liniowe przestrzeni X' w przestrzen ). Macierzg A prze-
ksztalcenia liniowego, [Gan88], nazywamy tablice rozmiaru m x n zlozona
z liczb ajy, takich ze

m
Aek = Z a]-kf]-.
=1
Macierz dotgczong macierzy kwadratowej A rozmiaru nxn definiujemy
jako
adjA = [(—1)"Hdet Ay, (A.1)
gdzie Ay jest macierza rozmiaru (n — 1) x (n — 1), powstalg z macierzy A
przez wykreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny, [HJ86].
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Niech A oznacza macierz prostokatng rozmiaru m x n. Zalézmy, ze
istnieje macierz X o n wierszach i m kolumnach, ktéra spelnia nastepujace
warunki, zwane warunkami Moore’a-Penrose’a:

AXA =A, (A.2)
XAX =X, (A.3)
(AX)T = AX, (XA)T =XA. (A.g)

Macierz X nazywamy odwrotnoscig wuogdiniong macierzy A, jezeli jest
spelniony warunek (A.2). Macierz X jest zwrotng odwrotno$ciq uogdl-
niong, jezeli sa spelione warunki (A.3), (A.4). Macierz X, ktéra spetnia
wszystkie trzy warunki (A.2)—(A.4) nosi nazwe pseudoodwrotnosct macie-
rzy A i bywa oznaczana symbolem A%, [Nak91].

Niech A oznacza macierz kwadratowa rozmiaru n x n. Normg macie-
rzowq nazywamy funkcje || || spetniajaca standardowe aksjomaty normy

1Al =0,
Al =0 < A=0,
[cA[l =lcllAl,  ceR,
|A +B[| < [|A] + B,
oraz tzw. aksjomat pierscienia
IAB| < [IA[[[[B].
Norma macierzowa indukowana przez norme || || w R™ nazywamy norme

Al = max [|Ax].
l[x||=1
Szczegblnym przykiadem normy macierzowej indukowanej jest norma wid-
mowa, indukowana przez norme euklidesowa w R™. Norma widmowa ma
postaé ||[A|| = \/Axra, gdzie przez Apm rozumiemy najwieksza warto$é wia-
sng symetrycznej macierzy M, [HJ86, Kac98].
Przy badaniu stabilnosci algorytmdéw sterowania wazna role odgrywa
nastepujace

Twierdzenie A.1.1 (Rayleigha-Ritza, [HI86]) Niech A bedzie symet-
ryczng macierzq kwadratowq. Oznaczmy przez Aa, A najmniejszq
1 najwiekszqg warto$é wtasng macierzy A. Wowczas prawdziwa jest
nieréwnosé

AaxTx <xTAx < Aaxx.
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A.2 Funkcje i odwzorowania

Funkcja f : R™ — R jest ograniczona, jezeli zbidr wartosci funkcji f(R™)
zawiera sie w pewnym skonczonym przedziale I C R. Funkcje f: R — R
nazywamy gtadkq, jezeli pochodne czastkowe rzedu k postaci %%;am (x)
istnieja i sa ciaglte dla dowolnego k. Funkcja f jest analityczna, jezeli
w pewnym otoczeniu kazdego x € R™ moszna ja rozwinaé w zbiezny sze-
reg Taylora. Odwzorowanie f : R* — R™, f = (f1,...,fn)" nazywamy,
odpowiednio, ograniczonym, gtadkim lub analitycznym, jezeli wszyst-
kie funkcje skladowe f; sa ograniczone, gltadkie lub analityczne. Klase
ograniczonych odwzorowain R™ w R™ oznaczamy symbolem B(R™ R™),
gtadkie odwzorowania R™ w R™ oznaczamy jako C*(R™,R™), dla od-
wzorowanl analitycznych uzywamy oznaczenia C*(R™ R™). Odwzorowania
o skonczonej klasie gltadkosdci, a wiec takie, ktérych pochodne czastkowe
sa ciagle do pewnego rzedu k, bedziemy oznaczaé¢ symbolem CK(R™ R™).
Dla odwzorowarni okres§lonych na pewnym przedziale, f : [0,T] — R™
uzywamy, odpowiednio, oznaczen CK[0,T], C[0,T] oraz C¥[0,T]. Prze-

strzenie odwzorowan mierzalnych w sensie Lebesgue'a, przedziatu [0, T] w
1/p

R™, o skonczonej normie ||f|, = (fg||f(t)||gdt) ,p =1,...,00, gdzie
If()]p = (Z]T‘:] |f]-(t)|P)]/p, If(t)||c = max;|fj(t)| oznaczamy symbolem
LR[0, T] lub jako L,[0, T], jezeli przestrzeri wartosci funkcji wynika jasno z
kontekstu. Przy p = oo, |[f[jo0 = maxicp 11 [|f(t)]|cc. Zauwazmy, ze prze-
strzen 1L2[0, T] jest przestrzenig Hilberta. Odwzorowanie f : R™ — R™
nosi nazwe lokalnie lipschitzowskiego, jezeli dla kazdego punktu w R™ ist-
nieje otoczenie U oraz stata L, taka ze dla x,y € U ||f(x) —f(y)| < L||x—y|l,
[Mau71].

Odwzorowanie ograniczone f € B(R™ R™) bedziemy nazywaé odwzoro-
waniem klasy B, odwzorowanie f € C*(R™ R™) nazywamy odwzorowaniem
klasy C* (dla k = 1,...,00,w). Odwzorowanie f € LK[0,T] zaliczamy
do klasy Ly, k = 1,...,00. Zauwazmy, ze odwzorowanie klasy L., jest
ograniczone prawie wszedzie.

Dla odwzorowania f : R™ — R™ definiujemy odwzorowanie odwro-
tne ! spelniajace warunek fof ! = f'of = idgn. Ciagle odwzorowanie f
posiadajace ciagle odwzorowanie odwrotne nazywamy homeomorfizmem.

Macierzq Jacobiego odwzorowania f : R™ — R™, f = (fq,...,fm)’,
klasy C* (przy k = 1,..., 00, w) nazywamy macierz pochodnych czastko-
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of,
0%
matycznej jest twierdzenie o funkcji odwrotnej, [Mau71, AMT78].

wych % (x) = (x)|. Jednym z najwazniejszych twierdzeri analizy mate-
ox

Twierdzenie A.2.1 (o funkcji odwrotnej) Zatézmy, ze macierz Ja-
cobiego odwzorowania f: R™ — R™ klasy C* jest nieosobliwa w punk-
cie X0 € R, tzn.

of
rank ™ (xg) =n.

Istnieje wowczas odwzorowanie
f1:v—u,

odwrotne do f*, klasy C¥, okreslone na pewnych otoczeniach V > f(xo)
oraz U > x, zwane lokalnym dyfeomorfizmem R™ klasy C*. Przy k = co
dyfeomorfizm nazywamy gtadkim, przy k = w — analitycznym.

W dowodach stabilnoéci algorytméw sterowania, przy szacowaniu pochod-
nej funkcji Lapunowa wzgledem czasu, czesto jest przydatne nastepujace
twierdzenie o wartosci Sredniej, [Mau71, AMRSS].

Twierdzenie A.2.2 (o wartosci $redniej) Dla funkcji f : R™ — R
klasy C' zachodzi wzér

1 n

Z(Xi — Xoﬂ%(tx + (1T —t)xo) dt.

i

f(x) — f(xo) = j

0 i

A.3 Uklady dynamiczne, pola wektorowe, nawiasy
Liego
Powiemy, ze uklad réwnan rézniczkowych
x = X(x), (A.5)

w ktérym X = (X1,...,Xn) T, x € R™, definiuje uktad dynamiczny w R™,
jezeli krzywe catkowe x(t) ukladu (A.5) sa okreslone w kazdej chwili cza-
sut € R. Odwzorowanie X okre§lajace uktad dynamiczny nazywamy polem
wektorowym, a przestrzen R™ — przestrzenia stanu uktadu. Zakladamy,

*Tzn. takie, ze fof~! =1idy oraz f 'ofly =idy.



A.3 Uktady dynamaiczne, pola wektorowe, nawiasy Liego 405

ze pole X jest gtadkie, to znaczy X € C*®(R™ R"). Kazdy uklad dyna-
miczny definiuje odwzorowanie @(t,x) zwane strumieniem. Ze wzgledu
na formalne podobienstwo do strumienia liniowego uktadu dynamicznego,
bardzo czesto stosowanym oznaczeniem strumienia pola X jest ¢@(t,x) =
exp(tX)(x). Strumien spetnia uklad réwnan (A.5), co oznacza, ze d—dt(p(t,x) =
X(@(t,x)). Dla ustalonego stanu poczatkowego x strumien okresla krzywa
catkowa (trajektorig) ukladu dynamicznego przechodzaca przez punkt x,
a dla ustalonej chwili czasu t strumien wyznacza wzajemnie jednoznaczne
i gtadkie odwzorowanie @ : R™ — R"™, bedace dyfeomorfizmem prze-
strzeni stanu. Podzbidr Q C R™ nazywamy zbiorem niezmienniczym
uktadu dynamicznego (A.5), jezeli dla kazdego x € Q trajektoria @(t,x) € Q
dla t € R. Najprostszym przykladem zbioru niezmienniczego jest punkt
réwnowagi zdefiniowany réwnaniem X(x) = 0. Punkt réwnowagi ukladu
dynamicznego bywa tez nazywany punktem osobliwym pola X. Punkt,
w ktérym pole wektorowe nie znika, nazywa si¢ punktem regularnym. Za-
chowanie ukladu dynamicznego w otoczeniu punktéw regularnych opisuje
nastepujace twierdzenie o prostowaniu.

Twierdzenie A.3.1 (o prostowaniu) Niech x € R™ oznacza punkt re-
gularny pola X. Wodwczas, istnieje lokalny dyfeomorfizm & = ®(x),
zdefintowany na pewnym otoczeniu punktu x, taki ze w nowych wspot-
rzednych pole X =e; € R™,

Uklad dynamiczny postaci (A.5) bywa nazywany autonomicznym (nieza-
leznym od czasu). W przypadku, gdy pole X zalezy w sposéb jawny od
czasu, a wiec gdy

x = X(x,t), (A.6)

uklad dynamiczny nosi nazwe nieautonomicznego. Punkt xo € R™ nazy-
wamy punktem réwnowagi nieautonomicznego uktadu dynamicznego, jezeli
dla kazdego t € R zachodzi X(xo,t) =0, [Arn75, AA88, AMT8].

Niech beda dane dwa pola wektorowe X,Y € C*®(R™ R™). Oznaczmy
symbolem @¢(x) = @(t,x) strumien uktadu (A.5) (pola X) i zdefiniujmy
nastepujace dziatanie pola X na pole Y

0@ _
AdyY(x) = ( (gxtY> o @¢(x). (A7)
Nawiasem Liego p6l X i Y nazywamy pole wektorowe
d
X, Yl(x) = —AdLY(x) (A.8)
dt =0
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Nietrudno wykazac, ze z formuty (A.8) wynika zaleznosc¢ (2.34), ktéra mozna
uwazal za definicje nawiasu Liego we wspélrzednych. Dla wygody za-
pisu iterowanych nawiaséw Liego wprowadza si¢ oznaczenie adyY =Y o-
raz adg''Y = [X,adkY]. Pola wektorowe z operacja nawiasu Liego tworza
tzw. algebre Liego, [AM78, Gan88, Spi79, Sas99].

Niech bedzie dana gladka funkcja H(q,p) okreslona w R?™, zwana fun-
kcjg Hamaltona lub hamailtonianem. Uklad dynamiczny postaci

. OH ) oH
= =—— A.
q apMmLp 2q 4P (4.9)
nazywamy uktadem hamailtonowskim, [AMT78].
Niech bedzie dany gtadki uklad dynamiczny postaci (A.5). Gladka fun-
kcje f : R™ — R nazywamy catkq pierwszg (stala ruchu) uktadu (A.2),
jezeli f jest stata na trajektoriach tego uktadu, tzn.

Nietrudno sprawdzié, ze hamiltonian jest catka pierwsza hamiltonowskiego
ukladu dynamicznego.

A.4 Uklady sterowania

Uktadem sterowania nazywamy obiekt opisany ukladem réwnan réznicz-
kowych
x =f(x,u,t), (A.10)

gdzie x € R™, zaleznych od zmiennej u € R™ zwanej sterowaniem. Prze-
strzed R™ nazywa si¢ przestrzenig stanu ukladu (A.10), za§ odwzorowa-
nia u : R — R™ s3 nazywane funkcjami sterujacymi. Zaklada sie, ze
funkcje sterujace u(-) naleza do pewnej klasy sterowarn dopuszczalnych .
Z reguty do klasy U/ naleza sterowania odcinkami stale. Warunki naktadane
na odwzorowanie f definiujace uklad sterowania i klase sterowan dopusz-
czalnych powinny zapewnia¢ istnienie trajektorii ukladu (A.10).Uklad ste-
rowania (A.10) jest nazywany zaleznym od czasu, nieautonomicznym lub
niestacjonarnym. Wazna podklase ukladéw sterowania stanowia ukiady
lintowe zdefiniowane w nastepujacy sposéb

x = A(t)x + B(t)u. (A.11)
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Jezeli f nie zalezy jawnie od czasu, uktad sterowania jest niezalezny od
czasu, autonomiczny lub stacjonarny. Mamy wdéwczas

x = f(x,u). (A.12)

Wsréd ukladéw niezaleznych od czasu wyrédzniamy podklase afinicznych
ukladéw sterowania

m
% =Fx)+GxJu=Fx)+ > grlx)u (A.13)
k=1
Jezeli w uktadzie afinicznym F(x) = 0, a wiec
m
x=G(xu=>) grlx)u, (A.1)
k=1

uzyskujemy uklad liniowy ze wzgledu na sterowanie, zwany ukiladem bez-
dryfowym lub polisystemem dynamicznym. Termin polisystem dynami-
czny jest odzwierciedleniem tego, ze przy sterowaniach odcinkami stalych
uktad (A.14) mozna utozsami¢ z rodzina pél wektorowych gy(x). Uktad
afiniczny, w ktérym pole f(x) = Ax, a pola gi(x) = by = const staje sie
lintowym ukladem sterowania

x = Ax + Bu. (A.15)

Podstawowa wiasnoscia ukladéw sterowania jest sterowalnosé. W teo-
rii sterowania sg znane rézne witasnoséci typu sterowalnosci. Naszym po-
trzebom najbardziej stuza wlasnosci: sterowalno$é, lokalna sterowalnosé
i sterowalnosé w krétkim czasie. Méwimy, ze uklad sterowania jest ste-
rowalny, jezeli przy pomocy dopuszczalnych funkcji sterujacych i w skon-
czonym czasie z kazdego stanu poczatkowego ukladu mozna osiagnaé kazdy
zadany stan w przestrzeni stanu. Uklad sterowania jest lokalnie sterowalny,
jezeli zbiér standw osiggalnych w skonczonym czasie z kazdego zadanego
stanu x € R™ przy uzyciu dopuszczalnych funkcji sterujacych zawiera oto-
czenie tego stanu. Uklad sterowania jest sterowalny w krétkim czasie, gdy
zbidér stanéw mozliwych do osiagniecia z kazdego stanu w dowolnym cza-
sie t > O pokrywa sie z przestrzenia stanu ukladu oraz jest lokalnie stero-
walny w krétkim czasie, gdy zbiér stanéw osiggalnych w dowolnym cza-
sie t > 0 z kazdego stanu zawiera otoczenie tego stanu.

Méwimy, ze uklad sterowania (A.10) ma punkt réwnowagi 0 € R™,
jezeli f(0,u,t) = 0 w kazdej chwili t € R. Punkt réwnowagi nazywa sie
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stabilizowalnym, jezeli istnieje dopuszczalna funkcja sterujaca u(t), taka
ze punkt réwnowagi 0 nieautonomicznego uktadu dynamicznego

x = f(x,u(t), t)

jest asymptotycznie stabilny. Rozwiniecie przedstawionych tu koncepcji
mozna znalez¢ w literaturze [Sus82, Isi89, Son90, NS90, Sas99].

A.5 Zasada Maksimum Pontriagina

Rozwazmy niezalezny od czasu uktad sterowania opisany réwnaniami
x = f(x,u), (A.16)

z wektorem stanu x € R™ i wektorem sterowain u € R™. Niech zadanie
sterowania polega na przeprowadzeniu ukladu (A.16) ze stanu poczatko-
wego Xo do stanu konicowego x1 w taki sposéb, by minimalizowaé wskaznik
jakosci t

Tu()) —J L(x(t),u(t)) dt. (A.17)

to

Wprowadémy zmienne dotgczone (P, o) € R™, Py = const, i przy-
porzadkujmy ukiadowi (A.16) ze wskaZznikiem (A.17) hamiltonian postaci

H(x)ll)vlb())u‘) :q)Tf(x)u') —11)01—("-»11)- (.A18)

W my$l Zasady Maksimum Pontriagina, [PBG60, AF69, VG97], warun-
kiem koniecznym optymalno$ci sterowania u(t) jest przyjmowanie przez ha-
miltonian wartosci maksymalnej

Hx(1), (1), ho, w(t)) = max H(x(t), b(t), bo,u) (A1)
wzdtuz trajektorii (x(t),Pp(t)) nieautonomicznego uktadu hamiltonowskiego

opisanego przez réwnania kanoniczne Hamaltona

_ ;:l(x(t),lb(t),ll)o,u(t)),

b =~ e, (1), o, u1).
X

X
(A.20)

Tréjke funkcji (u(t),x(t),P(t)) speiniajacych warunek (A.1g9) oraz réwna-
nia (A.20) nazywamy ekstremala zadania sterowania optymalnego. Eks-
tremale odpowiadajaca wartosci o = 0, wzdluz ktérej hamiltonian znika
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tozsamosciowo, H(x(t),P(t),bo,u(t)) = 0, nazywamy osobliwa. Istnienie
ekstremal osobliwych wynika z wlasnosci ukladu sterowania, nie z postaci
wskaznika jako§ci. Ekstremale nieosobliwe nosza nazwe regularnych. Przy
ich wyznaczaniu mozna zalozy¢, ze zmienna Po = 1.

A.6 Roéwnania Eulera-Lagrange’a

Niech bedzie dany gladki lagranzian L (u, 3%,x) = L(uj(x),...,un(x),

» Ox!
Wi (X))o, Wiy (X)) 0oy Unyg (X)y oo o Wiy (X), X1, ..., Xm) zalezny od fun-
kcji ui(x) oraz ich pochodnych czastkowych iy, (x) = g—;?(x), i=1,...,n,
j =1,...,m. Zalézmy, ze V jest pewnym obszarem w R™. Warunkiem

koniecznym ekstremum funkcjonalu
Ju() = JVL(u, Qu x) dx (A.21)

jest spelnienie nastepujacych réwnan Eulera-Lagrange’a, [GFT79]:

m
Zi oL _aL:(), i=1,...,n. (A.22)
i1 an auixj aui

W przypadku, gdy funkcje u; zaleza od jednej zmiennej, ui(t) = qi(t),
a zatem lagranzian jest réwny L(q,q,t), réwnania (A.22) przyjmuja kla-

syczna postac

doL oL
_ — A.
dtdq  oq (4-23)
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