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Rozdziat O

Preludium

Niniejsze notatki zostaly sporzadzone na podstawie cyklu wyktadoéw
z Podstaw robotyki prowadzonego przez pierwszego wspodlautora na
kierunku Automatyka i robotyka, na Wydziale Elektroniki Politechniki
Wroctawskiej, w latach 1990-2012. Celem wykladu byto wprowadzenie
podstawowych poje¢ i metod robotyki. Obiektami dobrze nadajgcymi
sie do tego celu sa szeregowe manipulatory. Znaczna cze$¢ wykladu
odnosi sie przeto do klasycznego opisu kinematyki szeregowych mani-
pulatoréw sztywnych, obejmujgcego pojecia odnoszace sie do ruchu cia-
la sztywnego, algorytm Denavita-Hartenberga, reprezentacje kinematyki
we wspélrzednych, pojecia jakobianu analitycznego i geometrycznego,
jakobianowe algorytmy kinematyki odwrotnej, osobliwosci kinematycz-
ne i miary zrecznosci manipulatora. Od kinematyki przechodzimy do
opisu dynamiki manipulatoréw sztywnych, opartego na metodach me-
chaniki lagranzowskiej. Jako kontrapunkt wprowadzamy modele dyna-
miki manipulatoréw o elastycznych przegubach i dajemy przedsmak mo-
delowania dynamiki manipulatoréw o elastycznych ramionach. Zajmu-
jemy sie typowymi zadaniami i algorytmami sterowania manipulatoréw
szeregowych. Od manipulatoréw (uktadéw holonomicznych) przecho-
dzimy do robotéw mobilnych (ukladéw nieholonomicznych). Jako opis
ich kinematyki przyjmujemy liniowa forme Pfaffa reprezentowana za
pomoca bezdryfowego ukladu sterowania. Wprowadzamy wybrane po-
jecia geometrycznej teorii sterowania. Od kinematyki przechodzimy do
modelowania dynamiki robotéw mobilnych wykorzystujacego metody
Lagrange’a-d’Alemberta. Omawiamy zadania i algorytmy sterowania dy-
namikg robotéw mobilnych. Zaréwno w przypadku manipulatoréw, jak
i robotdw mobilnych lejtmotywem prezentacji algorytmdw sterowania
sq metody obliczanego momentu i metody dynamiki odwrotnej, w tym
linearyzacji i odsprzegania wejsciowo-wyjéciowego.

Wyklad poshuguje sie jezykiem matematycznym i wykorzystuje me-
tody mechaniki analitycznej; zakladamy ze shuchacze wykladu zaliczy-
li odpowiednie kursy przewidziane w programie kierunku Automatyka
i robotyka. Uzupeklieniem teorii sq przyktady i zadania zamieszczone na
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zakonczenie poszczegdlnych rozdziatdéw. Rozszerzenie wiedzy podanej
na wykladzie mozna znalezé w sugerowanej literaturze.

0.1. Komentarze i odniesienia literaturowe

Istnieje wiele podrecznikdw i monografii podwieconych robotyce. Wy-
mienimy je, poczynajac od prac w jezyku polskim. Najpierw pro domo
sua. Na poczatku nowego stulecia ukazata sie ksigzka [TMD " 00] pomy-
$lana jako monografia na potrzeby dydaktyki. Obejmuje ona problema-
tyke poruszang w tych notatkach, z naciskiem na wlasne wyniki jej auto-
réw. Klasyczne podreczniki z dziedziny robotyki to przettumaczone z je-
zyka angielskiego pozycje [Cra93] i [SVO7]; pierwsza z nich ktadzie nacisk
na aspekty mechaniczne, druga na modelowanie i sterowanie robotéw.
Zwlaszcza ta ostatnia odpowiada duchowi i literze tych notatek, podobnie
jak ksigzka [KDWO03]. Monografia [Jez05] kladzie nacisk na modelowanie
i napedy robotéw. Robotom kroczacym, catkowicie pominietym w niniej-
szych notatkach zostala poswiecona pozycja [Zie03]. Specjalistycznymi
zagadnieniami identyfikacji modeli robotéw i planowania ruchu zajmu-
ja sie monografie [Koz98], [Maz09] i [Dul98]. Preskrypt [Mial2] omawia
konstrukcje i modele réznych typdéw manipulatordéw réwnolegtych.

Robotyka jest dziedzing szybko rozwijajaca sie, dlatego na $wiecie
praktycznie kazdego roku pojawiaja sie podreczniki i monografie doty-
czace roznych jej aspektéw. Wymienimy tylko takie prace, ktére postu-
guja sie jezykiem matematycznym. Za prace najbardziej klasyczna uzna-
jemy monografie [Pau81]. Pozycjami literaturowymi na temat podstaw
robotyki sa [Ang07, Seal0, Jaz07, LBS13], przy czym roztozenie akcen-
tdw miedzy zagadnienia mechaniki i sterowania zalezy od proweniencji
ich autordéw. Bardziej wyspecjalizowanym zagadnieniom planowania ru-
chu robotéw jest poswiecona monografia [LaV06]. Kwestie miar zrecz-
nosci manipulatoréw omawia monografia [Nak91]. Roboty réwnolegte,
nieomawiane w tych notatkach, sa przedmiotem monografii [Mer06].
Algorytmy sterowania manipulatorami mobilnymi przedstawiono w pra-
cy [LG13]. Znakomite matematyczne ujecie problematyki manipulatoréw
i robotéw mobilnych zawiera monografia [M[.S94]. Przedtozony spis lek-
tur jest daleki od kompletnosci, ukierunkowuje tylko uwage Czytelnika
zainteresowanego pogtebianiem swojej wiedzy na temat robotyki. Kom-
pletny przeglad probleméw, metod i wynikéw robotyki zawiera funda-
mentalne dzieto [SK16].
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Rozdziat 1

Ruch ciata sztywnego w przestrzeni
euklidesowej

1.1. Ruch

Z wykladu Mechaniki analitycznej wiadomo, ze ruch punktu mate-
rialnego w przestrzeni euklidesowej jest to przeksztalcenie

c:R—R?

czasu R w przestrzen liniowg R wyposazong w iloczyn skalarny

3
(v,w)=vIw= Zviwi
i=1

wektoréw v = (vq,vg,v3)T, w = (wy,wo, wsz)T € R?® i indukowang norme

euklidesowa |[v|| = 1/(v,v). Obecnie zaadoptujemy te definicje do pojecia
ruchu ciala sztywnego.

Przypominamy, ze ciato sztywne rozumiemy jako zwarty (domkniety
i ograniczony) podzbiér B C R3, ktéry moze sie przemieszczaé w tej
przestrzeni. Na mocy definicji przemieszczenie ciata sztywnego jest to
afiniczne przeksztalcenie

D:R°®—R5 D(x)=Rx+T, (1.1)

ktére pozostawia niezmienione odlegtosci miedzy punktami ciata sztyw-
nego i katy miedzy wektorami laczacymi te punkty. W formule na prze-
mieszczenie symbol R oznacza macierz rozmiaru 3x 3, a T jest wektorem
7z R3. W celu sprecyzowania wlasnosci przemieszczenia ciata sztywnego
wezmy trzy punkty ciata B opisane wektorami x, y i z, zob. Rysunek 1.1.
Polézmy v =x —y i w =z —y i zdefiniujmy przeksztalcenia

D.wv=D(x)—D(y) =Rx+T—Ry—T=Rv, D,w=D(z)—D(y) =Rw.
D jest przemieszczeniem ciala sztywnego, jezeli

DVl =Vl 1 Z(Dywv, Daw) = Z(v, w).



Rozdziat 1. Ruch ciata sztywnego w przestrzeni euklidesowej 5

AZ

\/ Y
X
Rysunek 1.1: Cialo sztywne

Mozna pokazaé, ze podane wyzej wymagania sg rownowazne zachowa-
niu przez przeksztalcenie D, iloczynu skalarnego i wektorowego w R3,
W nastepujacym sensie

(Dyv,Dew) = (v,w) 1 Dyv x Dyw =D,(v x w). (1.2)

Mozna powiedzieé, ze D, jest inwariantne wzgledem iloczynu skalarne-
go i ekwiwariantne (réwnozmienne) ze wzgledu na iloczyn wektorowy.
Wzoér (1.2) ma nastepujagce konsekwencje

(Rv,Rw) = (v,vw) i Rv x Rw =R(vxw),

a w szczegllnoscei |[Rv|| = ||vll. Z uzyskanych réwnosci wynika, ze dla
dowolnych wektoréw v,w € R?

vIRTRW =vTw = RRT = I3,
gdzie Iz oznacza macierz jednostkowa 3 x 3, a takze
detR = (Res x Reg)Res = (R(ey x e))Res = (Res, Res) = [[Res|” = [les|” =1,

przy czym e; jest i-tym wektorem jednostkowym w R®. Z definicji prze-
mieszczenia ciala sztywnego wynika zatem, Zze w przeksztatceniu D(x) =
Rx + T R oznacza macierz ortogonalng RR' = RTR = I, ktérej wyznacz-
nik wynosi 1. Taka macierz nazywamy specjalng macierza ortogonalna.
Zbiér specjalnych macierzy ortogonalnych tworzy specjalng grupe eu-
klidesowa

SO(3) = {RIRRT =RTR =15, detR=1}. (1.3)

lub grupe obrotéw. Dzialaniem grupowym w SO(3) jest mnozenie ma-
cierzy, elementem neutralnym jest macierz jednostkowa I3, a elementem
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Xs

Rysunek 1.2: Przemieszczenie ciata sztywnego

odwrotnym do macierzy R jest macierz transponowana R'. Oba elemen-
ty przemieszczenia ciala sztywnego (1.1) mozna zapisaé za pomocg ma-
cierzy rozmiaru 4 x 4 postaci
R T
M=l o]
gdzie € SO(3),a T € R3. Zbidr wszystkich takich macierzy tworzy spe-
cjalng grupe euklidesowa

SE(3) = { {ORT H ‘ ReSO(3), Te R3}. (1.4)

Dzialanie grupowe w SE(3) jest zdefiniowane wzorem

Ry T||Ry Ty o RiRy Ty +R4Tp
01T 1/ (0" 1] | of 1 ’

elementem neutralnym jest macierz jednostkowa I,, a element odwrotny
do macierzy M ma postaé

RT —RTT
_1 .
M = {OT 1 ]

Dla wyjasnienia roli, jaka odgrywaja elementy specjalnej grupy eukli-
desowej przy opisie ruchu ciala sztywnego rozwazmy sytuacje przedsta-
wiong na Rysunku 1.2. Oznaczmy przez (Xs, Ys, Zs) nieruchomy ortogo-
nalny uklad wspétrzednych zwany uktadem przestrzeni. Z cialem sztyw-
nym B zwigzemy drugi ortogonalny uklad wspdtrzednych (Xg, Ys, Zg),
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ktéry bedziemy nazywaé ukladem ciata. Niech wektor p € R3 oznacza
wspdélrzedne punktu P ciata w ukladzie ciala. Dodajac 1 jako czwartag
wspétrzedng punktu P otrzymujemy wspétrzedne jednorodne (p',1)T.
Wspolrzedne jednorodne (s',0)T punktu P wzgledem uktadu przestrzeni
obliczamy wedhug wzoru

<i> - [ORT H G) ie. s=Rp+T. (1.5)

Z zaleznosci (1.5) wynika nastepujgca interpretacja macierzy R i wek-
tora T. Zalézmy, ze punkt P oznacza poczatek ukladu ciala, tzn. p = 0.
Wspétrzedne tego punktu wzgledem uktadu przestrzeni sa réwne T, co
oznacza, ze wektor T okredla przemieszczenie poczatku ukladu ciala
wzgledem ukladu przestrzeni. Zatézmy teraz, ze poczatki tych ukladéw
sie pokrywaja i niech p = e; bedzie wersorem osi i uktadu ciata. Ob-
razem wektora e; w ukladzie przestrzeni jest Rej, czyli i-ta kolumna
macierzy R. Wynika stad, Zze macierz R méwi ,jak obrdécony” jest uktad
ciala, opisuje orientacje uktadu ciata wzgledem uktadu przestrzeni.

Podsumowujac przeprowadzong analize stwierdzamy, ze do opisu ru-
chu ciata sztywnego potrzeba i wystarczy podaé¢ w kazdej chwili potoze-
nie i orientacje ukladu ciata (Xg, Yg,Zg) wzgledem ukladu przestrzeni
(Xs,Ys, Zs) wyznaczone przez elementy specjalnej grupy euklidesowej
SE(3). Powiemy zatem, ze ruch ciata sztywnego w przestrzeni euklideso-
wej jest to przeksztalcenie

¢:R— SE(3), c(t) = [RO(P Tﬂ, (1.6)
ciggle i odpowiednio rézniczkowalne. Czas i specjalna grupa euklideso-
wa stanowig scenerie ruchu ciata sztywnego.

1.2. Ruchy elementarne

Wsrdd elementdw specjalnej grupy euklidesowej wyrdzniamy szeséé
ruchéw elementarnych, ktérych ztozenie generuje wszystkie ruchy ciata
sztywnego. Nalezg do nich trzy elementarne przesuniecia i trzy elemen-
tarne obroty. Zalézmy, ze uktad ciata pokrywa sie z uktadem przestrzeni
i przesuwa sie wzdluz osi Xs na odlegtosé a, bez zmiany orientacji. To
elementarne przesuniecie jest opisane macierza

Trans(X,a) = B:’% aiei] . (1.7)
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Xs

Rysunek 1.3: Obrét elementarny wokoét osi X

W podobny sposéb definiujemy elementarne przesuniecia wzdtuz osi Ys
o biosi Zs o c otrzymujac macierze

13 b62

Trans(Y,b) = [OT 1

}, Trans(Z,c) = [éi CTS] (1.8)

Przyjmijmy teraz, ze uktad ciala obraca sie wzgledem uktadu przestrze-
ni, bez zmiany potozenia swojego poczatku. Obrotami elementarnymi
nazywamy obroty wokdl osi Xs, Ys i Zs. Postaé macierzy opisujacej
elementarny obrét wokdél osi Xs o kat o« mozna uzyskaé w nastepu-
jacy sposodb, zob. Rysunek 1.3. Ustalmy wersory osi uktadu ciata. Ich
obrazy w ukladzie przestrzeni sa kolumnami szukanej macierzy obrotu.
Oznaczmy te kolumny jako 14, 79, 3. Przy obrocie wokél osi X wersor
eq nie zmienia sie, dlatego ;1 = e;. Wspdtrzedne wersora ey sq rowne
(0,cos o, sin )T, a wspélrzedne wersora es wynosza (0, —sin «, cos «)’.
W ten sposéb otrzymaliSmy macierz

1 0 0
0 cosax —sinax| O

0 sinax cosa
or 1

Rot(X, o) =
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Analogiczne rozumowanie prowadzi do uzyskania macierzy opisujacych
elementarne obroty wokot osi Ys o kat 3 i wokdl osi Zg o kat vy,

([ cosB 0 sinf
0 1 0 0
Rot(Y,B) = |—sinp 0 cosf ’
| or 1
[[cosy —siny O (1.10)
0 1 0 0
Rot(Z,y)=||sinp cospp O
0 0 1
i or 1

Nietrudno pokazaé, ze sktadanie ruchéw elementarnych nie jest prze-
mienne, z wyjatkiem przesunieé¢ oraz przesunieé i obrotéw wzgledem
tej samej osi.

1.3. Predkos$¢ ruchu ciala sztywnego

Pojecie predkosci ruchu ciala sztywnego wprowadzamy w nastepu-
jacy sposdb. Zalézmy najpierw, ze ruchu polega wylacznie na zmianie
orientacji ciata, niech zatem

c(t) = [RO(P (1)] ~ R(t).

Poniewaz R(t) jest macierzag ortogonalng, w kazdej chwili zachodzi
R(RT(t) = RT(UR() =I5,
skad wynika
RORT(t) + R(ERT (1) = RT()R(t) + RT()R(t) = 0. (1.11)

Otrzymujemy w ten sposéb dwa pojecia predkosci katowej ciata sztyw-
nego zdefiniowane macierzami

1. Qg = RR" — predkos¢ w przestrzeni,
2. Qg = RTR - predkosé¢ w ciele, takimi ze

R=0QsR=RQp, tzn. Qg =RQgR".

Przez podstawienie do wzoru (1.11) stwierdzamy, ze obie macierzowe
predkosci katowe spetniajg warunek

Q+Q"=0,
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Cco oznacza, ze macierze Qg i Qp sa skosnie symetryczne. Jak wiadomo,
kazda macierz skodnie symetryczna rozmiaru 3 x 3 jest zdefiniowana
przez trzy swoje elementy. Na tej podstawie wektor w = (wq, wy, ws)T
utozsamiamy z macierza

0 —wz wy
Q= [w] = w3 0 —w1
—W9 w1 0

Operacja [ ] stanowi izomorfizm miedzy przestrzenig R a przestrzenig
skosnie symetrycznych macierzy rozmiaru 3 x 3. Rozmieszczenie skla-
dowych wektora w w macierzy [w] jest takie, zeby

Qv=w xv,

gdzie v € R3, a x oznacza iloczyn wektorowy. Stosujac to rozumowanie
do obu macierzowych predkosci kgtowych mozemy zdefiniowaé wek-
torowq predkodé¢ w przestrzeni ws i wektorowag predkosé¢ w ciele wg,
w taki sposdb ze

Qs = [ws], Qp = [wsl.

Poniewaz obrét byt pierwotnie opisany przez macierz rozmiaru 4 x
4, formalnie macierzowe predkosci katowe powinnismy traktowa¢é jako

macierze postaci
Q 0
ot of’

gdzie QO oznacza juz to Qg, juz to Qp.

Pojeciom predkosci katowych w przestrzeni i w ciele mozna nada¢
nastepujacq interpretacje. Predkoé¢ wg rezyduje w uktadzie ciala, a pred-
koéé¢ ws w ukladzie przestrzeni, przy czym zwigzek miedzy tymi pred-
kosciami jest nastepujacy

ws = RwB.

Predkos¢ w przestrzeni oznacza zatem predkos$é katowa ciata wzgledem
ukladu przestrzeni, natomiast predkos¢ wp jest to predkosé ws prze-
niesiong do uktadu ciata. Z matematycznego punktu widzenia istnienie
dwoch predkosci katowych ciata sztywnego wynika z nieprzemiennosci
mnozenia macierzy obrotu.

Rozwazmy teraz przypadek ogdlny ruchu zawierajacego zaréwno prze-
suniecie, jak i obroét, niech wiec bedzie dany ruch

et =T Y]

Przez analogie do definicji macierzowych predkosci katowych wprowa-
dzamy
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1. Vs = éc~ = macierzowa predkoéé w przestrzeni,
2. Vg = ¢ 1¢ - macierzowa predkoéé w ciele.

Na mocy powyzszych definicji otrzymujemy

Ve — R T] [RT —RTT
S=1oT ofloT 1 |
tzn.
Qs T-QsT] .. (T—wsxT\ [T+ [Tws
i TR () ().

Wektor vg € RS reprezentujacy macierz Vs nazywamy skretnikiem w prze-
strzeni. W podobny sposdb wyznaczamy

RTR RTT] _ RTT
VB—|:0T 0 :|:VB—<wb>- (1.13)

Wektor vg € RS nosi nazwe skretnika w ciele. Korzystajac z whasno-
4ci predkosci katowych w przestrzeni i w ciele oraz z izomorfizmu [ ]
otrzymujemy nastepujacy zwigzek miedzy skretnikami

Vs = [ORT [TQR} VB (1.14)

PrzejdZzmy teraz do interpretacji macierzowych predkosci Vs i Vg.
Niech bedzie dany punkt P w uktadzie ciata, o wspétrzednych p € RS,
Jego wspotrzedne wzgledem uktadu przestrzeni sq

s=Rp+T.

Obliczamy predkoéé § = Rp + T, co po podstawieniu p = RT (s — T) pro-
wadzi do wzoru

§=RRT(s—T)+T=wsx(s—T)+T.

Zauwazmy, Ze ostatnig zaleznos¢ mozna zapisa¢ jako

(-0

Whynika stad, ze macierzowa predkos¢ Vs okresla predkosé ruchu punk-
tu P o wspotrzednych jednorodnych (p',1)T wzgledem uktadu przestrze-
ni. Podobne rozumowanie prowadzi do wniosku, ze

(%) = (3)

co oznacza, Ze macierzowq predkosé Vp opisuje predkosé punktu P
wzgledem uktadu przestrzeni, przeniesiong do uktadu ciata.
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Rysunek 1.4: Manipulator planarny

1.4. Zadania

Zadanie 1.1 Dla predkosci katowej w i macierzy obrotu R udowodnié
zaleznosé
R[wIRT = [Rw].

Zadanie 1.2 Wyznaczy¢ macierze obrotdéw elementarnych Rot(Y,f3)
i Rot(Z,vy).

Zadanie 1.3 Wyprowadzié¢ zalezno$¢ (1.14) miedzy skretnikami.

Zadanie 1.4 Dany jest manipulator planarny przedstawiony na rysun-
ku 1.4 Wiedzac,ze przeksztatcenie uktadu (Xo, Yo, Zg) w uktad (X4, Yy, Z1)
ma postac:

cos(0y +65) —sin(0y +602) 0 1ycosBy + lycos(0y + 6s)
[R T} sin(0q +05) cos(01+09) O 1sin0y + lysin(0y + 05)

0 1|~ 0 0 1 0
0 0 0 1

—_

. Obliczy¢ wspdtrzedne punktu P(a,b,0) w ukladzie przestrzeni.

Sprawdzi¢ uzyskany wynik przez prosta analize geometryczna.

3. Zakladajac, ze porusza sie wylacznie ramie 1 (0,=const) wyznaczyé
predkosci liniowe i katowe, w przestrzeni i w ciele, efektora tego
manipulatora.

4. Powtdrzyé wyliczenia z p. 3 przy zatozeniu, ze porusza sie wytacznie

ramie 2 (0;=const).

N
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5. Wyznaczyé wspoétrzedne przegubu nr 2 w ukladzie (Xy,Yy, Z1).
6. Sprébowaé¢ odgadnaé¢ macierz [g H dla manipulatora planarnego

o trzech stopniach swobody (64,0, 03).

1.5. Komentarze i odniesienia literaturowe

Dodatkowe informacje na temat ruchu ciala sztywnego mozna zna-
lezé w monografii [TMD"00] i w notatkach do wykladu z Mechaniki
analitycznej [TM18]. Predkosci ruchu ciata sztywnego sa przedmiotem
rozdzialu 5 ksigzki [Cra93].
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Akademicka Oficyna Wydawnicza PLJ, Warszawa, 2000. (Politech-
nika Wroctawska, projekt AZON, 2018).



Rozdziat 2

Parametryzacje i uktady wspélrzednych
w grupie SE(3)

Na mocy definicji, elementami specjalnej grupy euklidesowej SE(3)
sq macierze obrotu R € SO(3) i wektory przesuniecia T € R®. Macie-
rze obrotu zawierajg 9 elementéw spetniajagcych warunki ortogonalnosci
RRT =RTR =I5, czyli

F(R) - (rIT1 - 1: TgrQ - 1; r%—rs — 1, T—irTQ, TIT:I), T;—T'Z)) = 0,

gdzie r; oznacza i-ta kolumne macierzy R. W konsekwencji, grupa SO(3)
jest podrozmaitosciq przestrzeni R° o wymiarze 3 i jednoczeénie gru-
pa. Taka grupa nosi nazwe macierzowej grupy Liego. Poniewaz wekto-
ry przesuniecia sq tréjwymiarowe, grupa SE(3) jest 6-wymiarowa pod-
rozmaitoscig R'? i takze macierzowa grupq Liego, ktérej podgrupa jest
SO(3).

2.1. Topologia grupy SO(3)

Zajmiemy sie teraz struktura topologicznag podgrupy obrotéw. Jako
zbiér macierzy spehiajgcych réwnania ortogonalnosci grupa SO(3) =
F~1(0) jest zbiorem domknietym. Obliczajac norme Frobeniusa ||R||f =
VtrRTR = /3 dowolnej macierzy obrotu stwierdzamy, ze SO(3) jest
zbiorem ograniczonym. Domkniety i ograniczony podzbiér R® nazywa
sie zbiorem zwartym; zatem grupa SO(3) jest zwarta. Niech R € SO(3).
Wektory wlasne macierzy R speiniajg zaleznosé

Rv = Av,
a réwnanie charakterystyczne macierzy R ma postaé
det(Als — R) = A% 4+ apA® + ayA + ag = 0.

Poniewaz réwnanie charakterystyczne jest stopnia 3, jedna z wartosci
wlasnych macierzy R, na przyklad Ay, musi byé rzeczywista. Co wiecej,
z réwnania Rv = Av wynika v*TRT — A*v*T, (gwiazdka oznaczamy liczbe
zespolong sprzezong), a zatem, na mocy ortogonalnos$ci

IVI[Z = v TRTRY = A*Av* Ty = APIVIIZ,



Rozdzial 2. Parametryzacje i uklady wspétrzednych w grupie SE(3) 15

gdzie ||-|| oznacza norme euklidesowa. W ten sposéb pokazaliSmy, ze war-
toéci wlasne macierzy obrotu majg modut réwny 1, |A\| = 1, a poniewaz
wyznacznik det R = AqApA3 = 1, wartosci wltasne musza by¢ postaci

A =1, Aoz =exp(+io).
Fakt ten ma istotne konsekwencje. Mianowicie, warunek
RV1 = )\1\)1 =V

oznacza, ze istnieje w R3 wektor, ktéry nie zmienia sie przy obrocie; ten
wektor definiuje 0§ obrotu. Zauwazmy, ze RTvy = v4, a wiec 0$ obrotu
spelnia réwnanie

(R—RT)vy =0.

Macierz R — RT jest skoénie symetryczna, a zatem mozna ja utozsamié
z wektorem 1 € R® w taki sposéb, ze R — RT = [r]. W rezultacie otrzymu-
jemy réwnosé

rlvi =0 =1 x vy,

z ktérego wynika, ze 0$ obrotu jest wspdlliniowa z wektorem T, tzn.

T

V= _——.
[[r]]

(2.1)
Bioragc pod uwage posta¢ wartoéci wlasnych macierzy R, obliczy teraz
slad

tr(R) =AM +A+ A5 =1+exp(—ip) +exp(ip) =1+ 2cos o,

skad wynika, ze
trR—1

2
Zaleznosci (2.1) i (2.2) pokazujg, ze kazdej macierzy obrotu mozna przy-
porzadkowaé o$ obrotu v i kat obrotu ¢ z przedziatu [0, r]. Oznaczmy
przez ] - [ R — R3, ]R[= r, odwrotnoé¢ izomorfizmu [r] = R. Podsumo-
wujgc naszg analize mozemy powiedzieé, Ze istnieje przeksztatcenie

cos @ = . (2.2)

_RT _
b :SO(3) —s 2 x [0, 7, d)(R)z(M,arccostrRQ 1), (2.3)

gdzie S* oznacza 2-wymiarowq sfere w R3, Przeksztalcenie (2.3) nazy-
wamy ukladem wspdlrzednych typu o$-kat w grupie obrotéw SO(3);
dla oznaczenia obrotu wokot osi v o kat ¢ bedziemy uzywaé oznacze-
nia Rot(v, ). Przyjrzymy sie teraz doktadniej obrazowi ¢(SO(3)) grupy
SO(3). Mozna go opisa¢ w nastepujacy sposéb. Majac macierz obrotu R
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Rysunek 2.1: Obroty o kat 7

Rysunek 2.2: Obraz ¢(SO(3)) grupy SO(3)

wyznaczmy nhajpierw o$ obrotu, a nastepnie wzdtuz tej osi zaznaczamy
kat obrotu. Postepujac tak dla kazdej macierzy obrotu, otrzymamy kule
B3(0,7t) o promieniu 7. Zauwazmy jednak, ze obrét wokét osi v o kat 7
daje ten same efekt, co obrét wokoét osi —v o kat 7t, zob. Rysunek 2.1, mu-
si zatem byé R(v,7t) = R(—v,7), co oznacza utozsamienie odpowiednich
punktéw lezacych na sferze S%(0,71) ¢ B3(0,7). Méwimy, ze obrazem
$(SO(3) jest kula B®(0,7) z utozsamionymi punktami antypodycznymi,
jak przedstawiono na Rysunku 2.2.

2.2. Kwaterniony

Do reprezentacji elementéw grupy obrotéw mozna uzyé obiektow
zwanych kwaternionami. Kwaterniony stanowig uogodlnienie liczb zespo-
lonych, i, jak sama nazwa wskazuje, sa uktadami czterech liczb rzeczy-
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wistych. Kwaternion
g=a+1ib+jc+kd,

gdzie a,b,c,d € R. Skltadnik a nazywa sie czescig rzeczywista kwater-
nionu, a skladnik 4 = (b,c,d) nosi nazwe jego czesdci wektorowej. Dla
wygody bedziemy uzywaé notacji ? = ib 4 jc + kd, co oznacza, Ze
g =a+ §. Elementy i, j, k nazywaja sie kwaternionami jednostkowymi.
Zbiér kwaternionéw H jest algebra nad zbiorem liczb rzeczywistych .
Jezeli q1 = (a4, q1) i g2 = (ag, §2), to dodawanie kwaternionéw jest okre-
$lone wzorem

q1 + q2 = (a1 + ag) +i(by +bg) +jlcy + co)+
PSS
+k(dy +dg) = (a1 + ag) + G1 + o,

a mnozenie przez liczby rzeczywiste,
— —
aq=ax(a+ q)=oaa+1iab +jac + kad = a+ &q.

Mnozenie kwaternionéw wymaga zdefiniowania regut mnozenia kwater-
niondéw jednostkowych. Reguly te, odkryte przez Hamiltona, maja postaé

ij=k jk=1i, ki=j ?=j*=k>=-1.
Korzystajac z tych regut obliczamy iloczyn kwaternionéw

qiqg = ((11 +1iby +jcq + kd1)(a2 +1ibg +jcg + kdg) =
= ajag + iasbg + jagcg + kagdg 4 ibgag + i%byby + ijbyca+
+ ikbqdo 4+ jcrag 4 jici b + j2C1C2 +jkcidg + kdgag + kidgbo+
. 2 A A = redienre g
+kjdico +k“d1dy = arag — (g1, §2) + a1Gz + asq1 + §1 X Go.

Kazdemu kwaternionowi q odpowiada kwaternion sprzezony

%

qg-=a—4g.
lloczyn qq* = a® 4+ (§,4) = a®> + b? +y * 2 + 22 = |q|* okreéla modut
kwaternionu q. Zbiér kwaternionéw jednostkowych

Hy ={q € Hilg| =1} = §°

jest sferg jednostkowq w przestrzeni R%.

Majac za soba to kroétkie wprowadzenie do algebry kwaternionéw
mozemy zajaé sie zwigzkiem miedzy kwaternionami a grupa obrotéw
SO(3). Jak pokazaliémy, kazdej macierzy R € SO(3) odpowiada 0$ obrotu
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Rysunek 2.3: Identyczne obroty

i kat obrotu, ¢(R) = (v, ). Korzystajac tego przyporzadkujemy macierzy
R pare kwaterniondéw jednostkowych +q, gdzie

q = cos 1(p + V sin 1(p. (2.4)
2 2

Kat @ w reprezentacji kwaternionowej moze przyjmowac wartosci z prze-
dzialu [0, 1] Konieczno$é uzycia pary kwaternionéw wynika z utozsamie-
nia obrotéw R(v, @) i R(—v, 2t— @), zob. Rysunek 2.3. Punkty +q sq punk-
tami antypodycznymi na sferze S* Oznacza to, ze kazdemu obrotowi
odpowiada prosta w R* lqczqca te punkty i przechodzaca przez punkt 0.
Zbiér takich prostych definiuje przestrzen rzutowa PR3, otrzymalismy
zatem utozsamienie SO(3) = PR,

2.3. Wspolrzedne w SE(3)

Jak wynika z definicji, jako rozmaito$¢ (nie jako grupa) specjalna gru-
pa euklidesowa jest iloczynem kartezjanskim

SE(3) = SO(3) x R>.

Dla opisu elementéw grupy SE(3) za pomoca liczb wystarczy wprowadzié
taki opis osobno dla obrotdéw i przesunieé. Zaczniemy od grupy obrotdw.
Jak wynika z analizy przeprowadzonej w poprzednim podrozdziale, SO(3)
jest rozmaitoscia o wymiarze 3z dos¢ skomplikowang topologia, ktéra
nie pozwala na globalne przedstawienie grupy obrotéw jako przestrzeni
R3. Z tego powodu musimy zadowolié¢ sie opisem lokalnym. Wprowadza-
my w tym celu dwa gtadkie i wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenia.
Przeksztalcenie @ : U € SO(3) — R3, nazywamy ukladem wspétrzed-
nych na SO(3); podobne przeksztalcenie ¥ : V ¢ R® — SO(3) nazywa
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Rysunek 2.4: Kierunek osi obrotu v

sie parametryzacjg. Zbiory U i V sq otwarte i odnosza sie do lokalnosci
obu przeksztalcen. Majac dana parametryzacje ¥, uktad wspdtrzednych
uzyskujemy jako ® =¥~ .U —V, podobnie definiujemy parametry-
zacje ¥V = @' : V — U. Zauwazmy, ze wprowadzone w poprzednim
podrozdziale przeksztatcenie (2.3)

$(R) = (v, @)

jest lokalnym uktadem wspétrzednych na SO(3), a jego dziedzina U skta-
da sie z macierzy obrotu, dla ktérych kat obrotu jest mniejszy od 7.
Oznaczmy je symbolem @4 = ¢|. Odpowiadajgca temu ukladowi wspot-
rzednych parametryzacja jest nastepujgca. Niech bedzie dany obroét
R(v, @) wokdl osi v = (vq,v9,v3)T o kat ¢. Korzystajac z obrotéw ele-
mentarnych obrét ten mozemy przedstawié jako cigg obrotéw

R(v, @) = R(Z, «)R(Y, B)R(Z, @)RT (Y, B)RT(Z, «),

gdzie katy « i p wyznaczaja kierunek osi obrotu, w sposdéb pokazany na
Rysunku 2.4. Oznacza to, ze vy = sin3 cos &, vo = sin 3 sin &, v3 = cos 3
(przgypominamy, ze dtugos$¢ wektora v, |[v|| = 1.) Podstawiajgc macierze
obrotéw elementarnych otrzymujemy parametryzacje ¥, grupy obrotéw

Yi(v, @) = (2.5)
V(1 —cp)tce  Viva(l —ce) —V3se Vi1vs(l —cp) +Vase
= [viva(l —co) +Vv3se VRl —ce)+co  Vavs(l —ce) —ViSe
vivs(1 —cp) —Vvase Vovs(l —co) +Vise v%(i—c(p)—l—c(p
Druga z kolei parametryzacjg bedzie parametryzacja Cayleya. Niech be-
dzie dany wektor w = (wy, Wy, w3)" € R®. Przypominamy, ze [] oznacza
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izomorfizm miedzy R® z zbiorem sko$nie symetrycznych macierzy 3 x 3.
Parametryzacja Cayleya jest to funkcja

Yo(w) = (Is — W)~ (Is + w]) = (2.6)
L+wf—wi—ng  2(wiwp —ws) 2(wiws +wy)
! o o o
BRI 2(wiwy +ws) L Hwy —wi—wy o 2(waws —wy)
2(wywsz —wo) 2(wows +wy) 1 +wZ—w? —wi

Parametryzacja postaci

] sin [l + —— 21 — cos W) (27)

Yz(w) =expw] =1z + —
s(w) = explwl =I5+ oy WP

opiera sie na formule Rodriguesa i moze by¢ nazwana parametryzacja
Rodriguesa. Symbol exp M oznacza macierzowa funkcje wyktadnicza.

Z praktycznego punktu widzenia wazna role odgrywaja dwie kolejne
parametryzacje zwigzane z nazwiskiem Eulera. Wezmy trzy katy (@, 6,1).
Parametryzacja ZYZ Eulera lub, krétko, parametryzacja Eulera, jest zde-
finiowana jako

Yi(,0,9) = E(9,0,1) =R(Z @)R(Y,0)R(Z}) =

CpCoCyh —SpSyp —CepCoSy —SeCyp CopSo
= |SpCaCy + CpSy —SeCasSy +CPCy SeSe|. (2.8)
—SeCy So Sy Co

Nietrudno zauwazyé, ze dla kata 6 = 0 lub 6 = 7 ztozenie obrotéw
Y, (¢,0,¢) = R(Z, ¢ =), zatem parametryzacja ¥, nie jest dobrze okre-
$lona. Pokrewna do poprzedniej jest parametryzacja Eulera ZYX, nazy-
wana takze parametryzacja KKM (kolysanie, kiwanie, myszkowanie)*,
okreslona w nastepujacy sposdb

Y5(@,0,9) = KKM(@, 6,%) = R(Z, @)R(Y, 0)R(X,p) =

CpCy CpSaSy — SeCyp CpSeCy + SeSy
= |SpCo S@SaSYy T CeCy SeSeCy —CeSy | - (2.9)
—S9 CoSy CoCy

Zauwazmy, ze ze wzgledu na zachodzacg réwnosé¢ R(Y, £5)R(X, V) =
R(Z,—)R(Y, £7) parametryzacja KKM spetnia warunek ¥s(@, +75,1)) =
R(Z, @F)R(Y,£%), co oznacza ze dla katéw 0 = £ 7 nie jest dobrze okre-
Slona. Uklady wspoétrzednych odpowiadajace parametryzacjom Wy — W5

uzyskujemy biorac funkcje odwrotne ®; = ‘l’;i.

*W  literaturze anglojezycznej parametryzacja ta znana jest pod nazwa RPY
(Roll-Pitch-Yaw).
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Rysunek 2.5: Parametryzacja walcowa

Uktady wspoétrzednych i parametryzacje przesunied sq znacznie prost-
sze niz dla obrotéw. Przede wszystkim, poniewaz przesuniecie jest wek-
torem o trzech skltadowych, T = (Ty, To, T3) T € R3, najbardziej oczywisty
jest uktad wspdtrzednych kartezjarniskich

Dg(T) =T = (Ty, To, T5) " (2.10)

Dwie nastepujace parametryzacje sa czesto stosowane. Parametryzacja
walcowa, zob. Rysunek 2.5,

Y7(1,2,@) = (TCe, T8¢, 2), (2.11)

jest dobrze okreslona dla r # 0 i definiuje uktad wspdtrzednych wal-
cowych @7 =V 1 Parametryzacja sferyczna, przedstawiona na Rysun-
ku 2.6 i zadana wzorem

We(r, @,0) = (rs9C¢, TSeS(,TCo), (2.12)

jest dobrze okredlona dla r # 0 i sg # 0 i prowadzi do uktadu wspdtrzed-
nych sferycznych Og = Wg 1

Kombinacje przedstawionych w tym podrozdziale ukladéw wspédl-
rzednych i parametryzacji definiujg uktady wspdlrzednych i parametry-
zacje grupy SE(3) ruchéw ciata sztywnego, ®@y; i ¥y, gdzie i =1,2,...,5,
aj=26"78.
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Rysunek 2.6: Parametryzacja sferyczna

2.4. Zadania

Zadanie 2.1 Zbada¢, czy podane macierze sa macierzami obrotu

S VA _1 V3 1 o 1L

2 2 2 2 2 2

Ry=| V8 _v3 1| Ro=|¥8 _1 1| Ro=|_ 35 1
1 A L o9 | N2 A 5 o3 2 i 2
_V3 1 V3 V311 0 Y1 V2

4 4 2 4 4 2 4 2

Zadanie 2.2 Dla macierzy R = R (X, 5) R(Y, %) wyznaczy¢ o$ i kat ob-
rotu oraz reprezentacje kwaternionowa.

Zadanie 2.3 Dla macierzy R = E (%,0%) wyznaczyé o$ i kat obrotu,

reprezentacje kwaternionowgq, a takze katy KKM.

Zadanie 2.4 Wyznaczy¢ macierz obrotu odpowiadajgcg obrotowi woko6t

osi v = %(1,1,1)T o kat ¢ = Z.

Zadanie 2.5 Dla macierzy obrotu

cosx 0 —sinax
R=|sinax O COS o
0 —1 0

wyznaczy¢ katy Eulera i katy KKM.
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Zadanie 2.6 Korzystajgc z parametryzacji Eulera (2.8) i KKM (2.9) oraz
z definicji predkosci katowej w przestrzeni

[ws] = RRT

udowodnié nastepujace zwigzki miedzy predkoscia katowa w przestrzeni
a predkosciami zmiany katéw Eulera i katow KKM:

w1 0 —sing cos@sin® ¢
wsg=|wo | =10 cose singsin®d 9 ,
w3 1 0 —cosf )
wy 0 —sing cos@cosO] /¢
wskkm = | wo ] = |10 cose singcosO 6
w3 1 0 —sin® )

Zadanie 2.7 Pokazaé, ze dla dowolnego a € R macierz
R=(Iz— [(1])71 (I3 + [a])

jest macierzq obrotu.

2.5. Komentarze i odniesienia literaturowe

Zagadnienia parametryzacji specjalnej grup SO(3) i SE(3) zostaly po-
ruszone w monografiach [TMD"00] i [KDWO03]. W jezyku angielskim
materiat ten zostal obszernie potraktowany w rozdziatach 2-4 ksigzki
[Jaz07], tamze podrozdziat 3.4 traktuje na temat kwaterniondw.
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Akademicka Oficyna Wydawnicza PLJ, Warszawa, 2000. (Politech-
nika Wroctawska, projekt AZON, 2018).



Rozdziat 3

Kinematyka manipulatora sztywnego:
Algorytm Denavita-Hartenberga

3.1. Podstawowe pojecia

Manipulator sztywny definiujemy jako uktad ztozony z pewnej liczby
cial sztywnych (ramion, ogniw) polgczonych przegubami. Przyjmujemy,
ze przeguby sa typu obrotowego lub typu przesuwnego; bardziej ztozone
przeguby mozna traktowaé jako kombinacje tych dwdéch typdéw. Ramio-
na manipulatora tworza tzw. tancuch kinematyczny. Poczatkiem tancu-
cha jest nieruchoma podstawa, a koncem - efektor manipulatora. Be-
dziemy zakladaé, ze tancuch kinematyczny jest otwarty, tzn. efektor nie
pokrywa sie z podstawa manipulatora. Taki manipulator nazywamy sze-
regowym. Liczbe przegubéw manipulatora nazywamy jego liczba stopni
swobody. Schematyczny widok manipulatora szeregowego przedstawia
Rysunek 3.1. Na Rysunku symbole L4, Ly,..., L, oznaczaja kolejne ogni-
wa manipulatora.

Niech bedzie dany manipulator szeregowy o n stopniach swobody.
Oznaczmy przez q € Q C R™ wektor potozen przegubdw, gdzie Q nazy-
wamy przestrzenig przegubowa manipulatora. W przypadku, gdy ruch
w przegubach jest nieograniczony, a manipulator ma k przegubéw obro-
towych i n—k przesuwnych, przestrzen przegubowa Q = T* xR"~¥, gdzie
T* oznacza k-wymiarowy torus. Jezeli zakres ruchu w przegubach jest
ograniczony, przestrzen przegubowa Q = [ay, by] X [ag, bo] X ... x [an, bnl,
gdzie ai, b; € R oznaczaja granice ruchu przegubdéw. Dla ulatwienia ana-
lizy w dalszym ciggu bedziemy przyjmowad, ze przestrzen przegubowa
Q=R™

W celu zdefiniowania kinematyki manipulatora wybieramy nierucho-
my uklad wspoétrzednych zwigzany z jego podstawg (uktad przestrze-
ni, uklad podstawowy) i drugi uktad zwigzany z efektorem (uktad ciata,
uktad efektora). Kinematyke manipulatora definiujemy jako przeksztal-
cenie

K:Q — SE(3) (3.1)
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Rysunek 3.1: Sztywny manipulator szeregowy

przestrzeni przegubowej w grupe ruchéw ciata sztywnego, ktéra nazywa-
my przestrzenig zadaniowa. Dla kazdego potozenia przegubdéw zwanego
konfiguracja manipulatora kinematyka manipulatora wyznacza potoze-
nie i orientacje uktadu efektora wzgledem ukladu podstawowego. Sfor-
malizowany sposdb wyznaczania kinematyki manipulatora przedstawimy
w nastepnym podrozdziale.

3.2. Algorytm Denavita-Hartenberga

Nastepujace postepowanie, zwane algorytmem Denavita-Hartenberga,
pozwala na wyznaczenie kinematyki szeregowego manipulatora sztyw-
nego. Zakladamy, ze wybraliémy uklad podstawowy (X, Yo, Zg) w taki
sposdb, zeby ruch w pierwszym przegubie (obrdt, przesuniecie) zacho-
dzit wzgledem osi Zy. W efekcie przeprowadzenia opisanej ponizej pro-
cedury z przegubem manipulatora o numerze i zostanie zwigzany uktad
wspdtrzednych (X;_1,Yi_1, Zi_1) w taki sposdb, ze ruch w tym przegubie
(obrét, przesuniecie) bedzie zachodzit wzgledem osi Z; ;.

1. Majac dany uktad (X;_1, Yi—1, Zi_1) definiujemy uktad (Xi, Y;, Z;) w na-
stepujacy sposdb:
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— przyjmujemy o$ Z; tak, by ruch w i+1 przegubie zachodzit wzgle-
dem niej*,

— prowadzimy normalng do osi Z;_4 i Z;,

— poczatek ukladu (X, Y, Z;) umieszczamy na przecieciu normalnej

z 0siq Zj,

— 0% X prowadzimy wzdtuz normalnej, 0o$ Y; spetlnia warunek X; x

Y; = Z;.

— Przypadki szczegdlne:

— jezeli kolejne osie Z sq réwnolegle, Z; 4||Z; (nieskonczenie
wiele normalnych), to wybieramy normalng przechodzaca przez
poczqtek ukladu (Xi,1, Yi,1, Zi,1),

— jezeli Z;_1 = Z; (ponownie nieskonczenie wiele normalnych),
to postepujemy zgodnie ze ,zdrowym rozsadkiem”.

2. Wyznaczamy przeksztaltcenia A%_i(qi) ukladéw

(Xio1, Vi1, Ziog) = (Xi, Yi, Z3),
tak ze
A}_i (qi) = Rot(Z, qi)Trans(Z, di)Trans(X, a;)Rot(X, a4) (3.2)
w przypadku przegubu obrotowego i
}71 (qi) = Trans(Z,0;)Trans(Z, qi)Trans(X, a;)Rot(X, oy)  (3.3)

dla przegubu przesuwnego. Symbol q; oznacza zmienng przegubowa
(obroét dla przegubu obrotowego i przesuniecie dla przegubu prze-
suwnego). Pozostate parametry (a;, di, &, 0;) okreslaja geometrie
ramienia. Sposéb definiowania parametréw tych przeksztatcen wyja-
$nia Rysunek 3.1.

3. Kladziemy

K(q) = A§(q1)AT(q2) ... AN _;(qn). (3.4)

3.3. Przyklady

W tym podrozdziale zilustrujemy opisany powyzej algorytm dwoma
przykladami.

3.3.1. Manipulator RTR

Niech bedzie dany manipulator RTR o trzech przegubach: obroto-
wym, przesuwnym i obrotowym, przedstawiony na Rysunku 3.2. Uklady

*Dla ostatniego ogniwa potozenie osi Z,, jest dowolne.
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Rysunek 3.2: Manipulator typu RTR

wspotrzednych umieszczamy zgodnie z algorytmem. Poniewaz osie Z
i Z4 pokrywaja sie, 08 X; prowadzimy wzdhuz rzutu poziomej czesci ra-
mienia numer 2 na plaszczyzne (X, Yg). Os Xy biegnie wzdhuz normalnej
do osi Zy i Zy, natomiast uklad wspoétrzednych efektora umiesciliSmy
réwnolegle do uktadu (Xo, Yy, Z3), z osia X biegngca wzdluz ramienia
numer 3. Wspdétrzedne przegubowe q = (q1,qs, q3)" € R oznaczajg ko-
lejno: obrét, przesuniecie i obrét. Przy oznaczeniach zastosowanych na
Rysunku obliczamy przeksztatcenia

Af(q1) = Rot(Z, q1),
A%(qg) = Trans(Z, qo)Trans(X, lp)Rot(X, g),
Ag(qﬂ = Rot(Z, q3)Trans(X, ).
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Rysunek 3.3: Manipulator mobilny

Po podstawieniu wyrazen na elementarne obroty i przesuniecia otrzy-
mujemy

C1T —8 00 1 0 0 12
S ¢t 00 00 —1 0
0 0 01 00 0 1
_C3 —83 0 13(:3
s cz 0 l1zs

Ajlas) = |5 @ 0 sl
0 0 0 1

gdzie s; = sin q;, ¢ = cos ¢;. Kinematyke manipulatora RTR

cics —c183 s (lp +1lscs)eq

sicz —s1s3 —c¢1 (o + lscs)sy
S3 C3 0 (e]) + ].383
0 0 0 1

K(q) = Al(q1)AT(q2)AS(qs) = . (35)

3.3.2. Manipulator mobilny

Zajmiemy sie teraz manipulatorem mobilnym przedstawionym na
Rysunku 3.3. Manipulator mobilny sktada sie z dwukotowego wdzka, kté-
ry porusza sie na plaszczyznie (X,Y), i manipulatora poktadowego RTR
omdwionego w poprzednim podrozdziale. Manipulator zostal zamonto-
wany w odlegtosci d od $rodka tylnej osi wdzka. Potozenie i orientacje
wdzka opisujemy za pomoca wspdtrzednych (x,y) drodka tylnej osi i kata
0 miedzy osig X uktadu przestrzeni a osig Xy uktadu manipulatora pokta-
dowego. Wyboru tych ukladéw dokonalismy kierujac sie wzgledami pro-
stoty uzyskanego przeksztalcenia; algorytm Denavita-Hartenberga nie
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znalazt tu zastosowania. W efekcie, konfiguracje manipulatora mobilne-
go charakteryzuje wektor q = (x,1,6, q1, g, q3) € R°. Na podstawie Ry-
sunku wyznaczamy przeksztatcenie ukladu (X,Y, Z) w uktad (X, Yo, Zo)

Ko(x,y,0) = Trans(X,x)Trans(Y,y)Rot(Z,0)Trans(X,d) =

cog —s0 0 x-+dcg
So Co 0 y+ dSe
0 0 1 0
0 0 O 1

Kinematyka manipulatora mobilnego jest ztozeniem K i kinematyki (3.5)
manipulatora poktadowego

Kmm(q) = Ko(x,y,0)K(q1, 92, q3) =
C3C1+0 —S3C140 Si4+o X+ dce + (lo +13)ci40

_ |c3s110 —S3S140 —C14e Y+ dse + (lo +13)s140 (3.6)
s3 c3 0 qo + 1383 B
0 0 0 1

W powyzszym wzorze si g = sin(qi +0) i cjre = cos(q; + 0).

3.4. Kinematyka we wspdéirzednych

Kinematyka manipulatora (3.1) jest przeksztalceniem przestrzeni prze-
gubowej w przestrzen zadaniowa. W celach obliczeniowych wykorzystu-
jemy kinematyke wyrazona we wspodtrzednych. Dla przestrzeni przegu-
bowej jako wspdlrzednych uzywamy potozen przegubdw, natomiast dla
przestrzeni zadaniowej jednego z ukladéw wspdtrzednych wprowadzo-
nych w rozdziale 2. Ilustruje to nastepujacy diagram:

Q —X - SE(3)

l(p l\y (3.7)

R — X, Rm

Wynika z niego, ze reprezentacja kinematyki we wspodlrzednych k :
R™ — R™ spelnia warunek

k=¥YoKod®d L (3.8)

Poniewaz uklad wspdlrzednych w przestrzeni przegubowej jest czesto
tozsamosciowy, ®(q) = g, nie bedziemy rozrdznia¢ elementdéw prze-
strzeni przegubowej od ich reprezentacji we wspdtrzednych i w obu
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Rysunek 3.4: Manipulator 1R2T

przypadkach bedziemy uzywaé tego samego oznaczenia q € R™. Jak
juz napomknelismy, w roli ¥ wystepuje jeden z ukladéw wspdirzednych
w przestrzeni SE(3), na przyklad z tych zaprezentowanych w rozdziale 2.
Przy y € R™ otrzymujemy wdwczas réwnanie kinematyki we wspol-
rzednych postaci y = k(q) = ¥(K(q)).

3.5. Przyklad

Dla ilustracji wyznaczymy kinematyke manipulatora typu RTR we
wspotrzednych (kartezjanskie, KKM). Wspotrzedne kartezjanskie otrzy-
mujemy bezposrednio z macierzy (3.5). W celu wyznaczenia katow KKM
naktadamy macierz (2.9) na cze$¢ rotacyjng kinematyki (3.5) i obliczamy
@ = q1, 0 = —q3 i Y = §. Kinematyka manipulatora RTR wyrazona
w wybranych wspétrzednych ma zatem postaé

i\ T
k(q) = <(12 + 1sc3)cy, (lo + 1scs)sy, g2 + 1383, 41, —q3, E) . (3.9)

3.6. Zadania

Zadanie 3.1 Korzystajac z algorytmu Denavita-Hartenberga wyznaczyé
kinematyke manipulatoréw 1R2T i SCARA przedstawionych na rysun-
kach 3.4 i 3.5. Przedstawi¢ obie kinematyki we wspdtrzednych karte-
zjanskich + KKM.

Zadanie 3.2 Wyznaczy¢ kinematyke manipulatora stanfordzkiego i ma-
nipulatora PUMA przedstawionych na rysunkach 3.6 i 3.7.
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Rysunek 3.6: Manipulator stanfordzki
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Rysunek 3.7: Manipulatory typu PUMA



Rozdziat 3. Kinematyka manipulatora sztywnego: Algorytm... 32

Rysunek 3.8: Manipulator IRb6 i schemat jego kinematyki po zamoco-
waniu na torze jezdnym

v || . Yo
&)(11
0

Rysunek 3.9: Manipulator FANUC typu LR Mate

Zadanie 3.3 Korzystajac z algorytmu Denavita-Hartenberga wyznaczyé
kinematyke manipulatora IRb6 na torze jezdnym i manipulatora FANUC
przedstawionych na rysunkach 3.8 i 3.9.

3.7. Komentarze i odniesienia literaturowe

Algorytm Denavita-Hartenberga nalezy do najbardziej klasycznych
narzedzi robotyki. Mozna o nim przeczyta¢ w pracach [TMD 00, KDWO03,
SVo7].
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Rozdzial 4

Jakobian analityczny. Konfiguracje
regularne i osobliwe

Niech bedzie dana kinematyka manipulatora we wspdtrzednych w po-
staci y = k(q). Zalézmy, ze przeguby manipulatora poruszajq sie po pew-
nej trajektorii przegubowej q(t). Odpowiadajaca temu trajektoria efek-
tora

y(t) = k(q(t)).

Jezeli predkosé ruchu przegubdéw wynosi ¢ a predkosé ruchu efektora
U, to zaleznosé miedzy tymi predkosciami jest opisana wzorem

Yy =Dk(q)q =](q)q, (4.1)

gdzie symbolem D oznaczyliSmy pochodng (macierz Jacobiego) kine-
matyki k, tzn. Dk = %. Pochodna ta nazywa sie jakobianem analitycz-
nym J(q) manipulatora. Jakobian analityczny jest zatem macierza prosto-
katna o wymiarze m x n. Termin ,jakobian analityczny” wprowadzamy
dla odréznienia tego jakobianu od jakobianu geometrycznego, ktéry zo-
stanie wprowadzony pdézniej. Jak dlugo nie ma obawy nieporozumien,
przymiotnik ,analityczny” bedziemy opuszczaé¢. W zadanej konfiguracji
g manipulatora jakobian jest przeksztalceniem predkosci przegubowej
w predko$é¢ zadaniowg. Pojeciem dualnym do predkoéci jest sita (mo-
ment sily), a iloczyn skalarny sity i predkosci daje moc. Transformacje
predkosci i sit ilustruje nastepujacy diagram:

veR™ & R™>w

l l (4.2)

.
TeR™ M R™ > f

W diagramie v, w oznaczaja predkos¢ przegubowa i zadaniowg, nato-

miast T, f sily wywierane w przestrzeni przegubowej i zadaniowej. Majac

w = J(q)v zakladamy, ze moc (1,v) = T'v w przestrzeni przegubowej

jest réwna mocy (f,w) = f'w w przestrzeni zadaniowej, tzn.

v =f"w=fTJ(q)v.
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Whynika stad, ze przeksztalcenie sit z przestrzeni zadaniowej do przegu-
bowej jest zdefiniowane przez jakobian transponowany,

=" (q)f. (4.3)

W zaleznosci od wlasnoéci jakobianu rozrézniamy dwa rodzaje konfigu-
racji manipulatora. Konfiguracje q € R™ nazywamy regularng, jezeli

rank J(q) =m,

w przeciwnym przypadku konfiguracje te nazywamy osobliwg. Na mocy
tej definicji w konfiguracji regularnej efektor manipulatora ma dos¢ swo-
body, zeby poruszaé sie we wszystkich kierunkach w przestrzeni zada-
niowej. W konfiguracji osobliwej, ta swoboda jest ograniczona i niektére
kierunki ruchu nie sqg mozliwe, a zatem ruch efektora jest uposledzony.
Wielkoé¢ tego uposledzenia mozna mierzy¢ korzedem jakobianu rozu-
mianym jako

corank J(q) = m —rank J(q).

Zauwazmy, ze zawsze rank J(q) < min{m, n}, a zatem, gdy n < m, wszyst-
kie konfiguracje manipulatora sq osobliwe. Dla manipulatoréw nieredun-
dantnych spetniajacych warunek m = n konfiguracje osobliwe spehiaja
warunek

det](q) =0.

Dla manipulatoréw redundantnych, przy n > m, wszystkie podmacierze
wymiaru m x m jakobianu muszg mie¢ wyznacznik réwny O.

Zatrzymajmy sie na przypadku m = n. W konfiguracji osobliwej ist-
nieje niezerowy wektor v € R™, ktéremu odpowiada warto$¢ wiasna 0,
czyli taki ze

J(q)v =0.

Wynika stad, ze ruch przegubéw w kierunku v nie powoduje zadnego
ruchu efektora. Z zaleznosci (4.3) wynika, ze w konfiguracji osobliwej
istnieje sita f dzialajaca na efektor, ktdrej zréwnowazenie nie wymaga
zastosowania jakiejkolwiek sity w przegubach,

t=J(q)"F=0.
Mozna uznaé, ze konfiguracja osobliwa jest niekorzystna z punktu widze-

nia mozliwosci ruchowych manipulatora, ale przynosi korzysci w sytuacji
statycznej. Wykorzystuja je sportowcy: ciezarowcy i tucznicy.
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Rysunek 4.1: Manipulator typu 2R

4.1. Przyklady

4.1.1. Manipulator typu 2R

Zajmiemy sie teraz analizq ptaskiego manipulatora o dwdch obroto-
wych stopniach swobody, przedstawionego na Rysunku 4.1. Przestrzen
przegubowa manipulatora utozsamimy z R?; przestrzen zadaniowa obej-
muje potozenia efektora na plaszczyznie, jest to wiec takze przestrzen
R?. Kinematyka we wspélrzednych, k : R> — R?, przyjmuje postaé

k(q) = (Y1, y2)" = (Licy + locra, Lisy + Losia) T, (4.4)

gdzie si; = sin(qi + q;) i cyj = cos(qi + q;).
Jakobian

J(q) = DK(q) = [

—l1s1 — lgsig —12812}
lict +leerg Lbocrg

Konfiguracje osobliwe spekniaja réwnanie
det](q) = lilgsp =0,
skad wynika, ze zbiér konfiguracji osobliwych
S= {(qi,qg) € R?| q; dowolne, qo = 0,71}.

Konfiguracje osobliwe manipulatora typu 2R przedstawia Rysunek 4.2.
Jak widaé, w konfiguracjach osobliwych potozenie przegubu 1 jest do-
wolne, a ramiona manipulatora leza w jednej linii: albo wyprostowane,
albo zgiete.

Wybierzmy konfiguracje (0,0). Mamy jakobian

L+l b

1(0,0)=[ 0 0]
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Rysunek 4.2: Konfiguracje osobliwe

Yo
ql=0,q2=0

(L +lo)w
U %N b [..fi

O . —
%1 { XO
lovo

Rysunek 4.3: Konfiguracje osobliwe — analiza predkoéci i sit

zatem rdwnanie
J(0,0)v=0

ma rozwigzanie
Ly
Vo.
L+

vy dowolne, vy = —

Rysunek 4.3 pokazuje, ze przy ruchu w kierunku wektora v ruchy prze-
gubéw 1 i 2 kompensuja sie nie powodujac ruchu efektora.
Wezmy teraz konfiguracje osobliwag (0, 7t). Jakobian

0 0
o=, % )

a wektor v z jadra jakobianu ma postaé

Lo N
y—1

vy dowolne, v =

Podobnie, jak w poprzedniej konfiguracji osobliwej, ruchy przegubdéw
nie powoduja zmiany polozenia efektora.
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Analiza sil przedstawia sie nastepujgco. W konfiguracji (0,0) réwna-

nie

JT(0,00f=0
ma rozwigzanie f; — dowolne, fo = 0. Wynika stad, ze dowolna silg wy-
wierana na efektor wzdtuz osi X (zob. Rysunek 4.3) nie wymaga prze-
ciwdzialania w przegubach. Nietrudno sprawdzié, ze w konfiguracji (0, 7t)
wynik jest taki sam.

W uproszczeniu, manipulator typu 2R jest modelem reki i nogi czlo-
wieka. Obie znalezione konfiguracje osobliwe wykorzystuje sie w tech-
nice podnoszenia ciezardéw: ciezar przenosi sie miedzy konfiguracjami
osobliwymi rgk i ndg ciezarowca (rece i nogi wyprostowane, rece wypro-
stowane i nogi zgiete, rece i nogi zgiete, rece zgiete i nogi wyprostowane,
rece i nogi wyprostowane). Podobnie postepuje tucznik przy napinaniu
huku przed wypuszczeniem strzaty: jego jedna reka jest wyprostowana,
a druga zgieta.

4.1.2. Manipulator RTR

Kinematyka (3.5) manipulatora typu RTR moze byé wyrazona we
wspétrzednych KKM (@5 = Vg !, zob. (2.9)) i wspélrzednych kartezjan-
skich ®@g, co daje k : R® — RS, przy czym

T
k(q) = (qi, —ds 5 (Lo + lscs)cq, (o + Lscs)st, qo + 1383) .

Oczywiscie, przy takiej reprezentacji wszystkie konfiguracje manipulato-
ra beda osobliwe. Jezeli jednak ograniczymy przestrzen zadaniowa tego
manipulatora wylacznie do polozen efektora, pozostanie kinematyka we
wspdlrzednych kartezjanskich

k(q) = ((lg + lscs)cq, (Lo + l3c3)sq, qo + 13s3).
Obliczamy jakobian

—(lpg +1zcz)sy 0 —lzszcq
J(q) =Dk(q)=| (lo+1lzct 0 —lzszsg
0 1 13C3

Konfiguracje osobliwe speiniajg zaleznosé
det]J(q) = —(lop + lzc3)lss3 = 0,

a zatem zbiér konfiguracji osobliwych

S = {(qi: qo.q3) € R®| q1, g2 dowolne, qz = 0,7t lub arccos (_%) }
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Rysunek 4.4: Konfiguracje osobliwe q3 =0, qz ==

Utozenie ramion manipulatora w obydwu konfiguracjach osobliwych
(q1,92,0) i (q1,q9 ) przedstawia Rysunek 4.4. Te konfiguracje przy-
pominajg znane konfiguracje osobliwe manipulatora typu 2R. Zauwaz-
my, ze trzeci typ konfiguracji osobliwej, odpowiadajgcy katowi q; =
arccos (—%), pojawia sie tylko wtedy, gdy dtugoéci ramion manipulatora
spekiajg warunek 1y < 1. Oznacza to, ze konfiguracje te mozna wyeli-
minowa¢ przez odpowiednig konstrukcje manipulatora, takg ze 1y > ls.
W przypadku, gdy ta konfiguracja wystepuje, uktad ramion manipulatora
przedstawia Rysunek 4.5. W konfiguracji typu 3 efektor znajduje sie na
osi obrotu kolumny manipulatora.

W konfiguracji (0,0,0) réwnanie

0 0 0
J(0,0,0)v=[lo+1l3 O O0|v=0

0 1 13
daje rozwiazanie vy = 0, vz — dowolne i vo9 = —lzvz. W konfiguracji
(0,0, %) mamy

0 0 %

J(0,0,q3)v=|0 0 x{v=0
0 1 %

gdzie znak x oznacza elementy rézne od zera, wyliczamy v — dowolne,
vy = vz = 0. Dla sit mamy

J7(0,0,0)f =0 => f; dowolne, fp =3 =0
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Rysunek 4.5: Konfiguracja osobliwa q; = arccos (_%)

oraz
J7(0,0,q%)f =0 = f, dowolne, f; = f5 = 0.

Geometryczng interpretacje tych wynikéw pozostawiamy czytelnikowi.

4.2. Przestrzen ruchu wlasnego

Zatdzmy, ze k(q) oznacza kinematyke manipulatora redundantnego,
a wiec n > m. Dla zadanego punktu p w przestrzeni zadaniowej rozwaz-
my uklad réwnan

k(q) =p.

Uktad ten przedstawia m réwnan o n niewiadomych, a jego rozwigza-
niami
M, =k (p) ={q € R"|k(q) =p}, (4.5)

sq wszystkie polozenia przegubdéw (konfiguracje) manipulatora, dla kté-
rych potozenie i orientacja efektora jest ta sama i wynosi p. Zbiér M,
nazywamy przestrzenia ruchu wlasnego manipulatora, bowiem zawiera
ona wszelkie konfiguracje, przy ktérych ruchy przegubdéw nie wplywaja
na efektor. Przestrzen ruchu wlasnego moze byé wykorzystana do re-
konfiguracji przegubéw manipulatora bez zmiany potozenia i orientacji
efektora. Jezeli M, sklada sie z konfiguracji regularnych (a wiec réw-
nania opisujgce przestrzen ruchu wlasnego sq niezalezne), przestrzen
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M, staje si¢ rozmaitosciq wymiaru n—m. Przestrzen styczna w punkcie
q € M, do tej rozmaitoéci wyraza si¢ wzorem TqM,, = ker](q). Roz-
maitoéci ruchu wlasnego definiuja foliacje podprzestrzeni przegubowej
ztozonej z konfiguracji regularnych.

4.3. Zadania

Zadanie 4.1 Wyznaczy¢ jakobian analityczny dla manipulatoréw 1R2T
i SCARA badanych w Zadaniu 3.1.

Zadanie 4.2 Wyznaczyé konfiguracje osobliwe dla kinematyki ograni-
czonej do wspdtrzednych kartezjaniskich manipulatoréow 1R2T i SCARA.

4.4. Komentarze i odniesienia literaturowe

Pojecie jakobianu analitycznego jest klasyczne; mozna sie z nim zapo-
znaé, na przyktad, w pracach [TMD00] i [SV97]. Konfiguracje osobliwe
manipulatoréw omawiamy szczegétowo w monografii [TMD00].
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Rozdziat 5

Odwrotne zadanie kinematyki

Zakladamy, ze dana jest kinematyka

y =k(q)

o n stopniach swobody, z m-wymiarowa przestrzenig zadaniowa. Niech
J(q) oznacza jakobian. Wyznaczenie kinematyki, do ktérej w rozdzia-
le 3 poshuzylidmy sie algorytmem Denavita-Hartenberga, bywa nazywa-
ne prostym (w przeciwstawieniu do zadania badanego w niniejszym roz-
dziale) lub bezposrednim zadaniem kinematyki. Zadanie proste polega
na wyznaczeniu potozenia i orientacji efektora odpowiadajacych zada-
nemu potozeniu (konfiguracji) przegubéw. Jezeli manipulator ma wyko-
nywaé pewne operacje w przestrzeni zadaniowej, wazna role odgrywa
odwrotne zadanie kinematyki, ktére polega na wyznaczeniu potozenia
przegubdw, zapewniajacego uzyskanie zadanego potozenia i orientacji
efektora. Z matematycznego punktu widzenia zadanie odwrotne polega
na rozwigzaniu uktadu m nieliniowych réwnan postaci yq4 = k(q) o n nie-
wiadomych, tzn.

Yat = k1(q1, 92, ..., qn)
Yyao = ka(q1,92,---, qn)

Yam = Km(q1, q2,.--, qn)
Majac ten uktad roéwnan, w typowym przypadku mozemy oczekiwadé na-
stepujacych sytuacji:

1. Jezeli m > n — brak rozwigzania.
2. Je zeli m = n — skonczona liczba rozwigzan.
3. Jezeli m < n — nieskonczenie wiele rozwigzan.

Ze wzgledu na postaé rownan kinematyki odwrotnej, tylko w wyjatko-
wych przypadkach udaje sie znalez¢ ich rozwigzanie analityczne, wyra-
zone wzorem. Do rozwigzania odwrotnego zadania kinematyki stosuje-
my znane metody rozwigzywania uktadéw réwnan nieliniowych. Mozna
wérédd nich wyrdzni¢ metody analityczno-geometryczne i metody nume-
ryczne.
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5.1. Rozwigzanie analityczno-geometryczne

Mozliwoéé¢ analitycznego rozwiagzania odwrotnego zadania kinematy-
ki opisuje nastepujace Twierdzenie.

Twierdzenie 5.1.1 Nieredundantny manipulator typu 6R, w ktérym
osie obrotu trzech kolejnych przegubdéw przecinajq sie w jednym punk-
cie lub sq réwnolegte ma analityczne rozwiqzanie odwrotnego zadania
kinematyki.

Metode analityczng i geometryczng zilustrujemy na prostym przykladzie.

5.1.1. Manipulator 2R

Kinematyka manipulatora typu 2R przedstawionego na Rysunku 4.1
wyrazona we wspdlrzednych kartezjanskich ma posta¢ ma (4.4). Niech
Ya = (Ya1,ya2)" oznacza zadane polozenie efektora. Odwrotne zadanie
kinematyki sprowadza sie do rozwigzania za wzgledu na q = (qq,qg)"
ukladu dwéch réwnan

yar = licr + locyg
Yao = lis1 + lgsyg

Zaczynamy od obliczenia
Y41+ Y = 17+ 15 + 2 lecy,
skad otrzymujemy

2 2 2_12
+ —17 -1
Co = COS (o = Jau y2(112112 12

a nastepnie sg = sin qo. W nastepnym kroku obliczamy

yar (U + loco) +yaolose = (Y51 +y%s)ct,

zatem

1 1 1
¢1 = cosqy = yai 1+2 9C2) ;rydz 282
Ya1 T Yae

Rozwigzanie tego zadania mozna takze uzyskaé¢ w sposdb geometryczny,
jak pokazuje Rysunek 5.1. Przy okazji zauwazamy, ze zadanie odwrotne
moze mieé dwa rozwigzania.
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Rysunek 5.1: Zadanie odwrotne — rozwigzanie geometryczne

5.2. Rozwigzanie numeryczne: metody jakobianowe

Rozwazmy manipulator o n stopniach swobody, z m-wymiarowa prze-
strzeniq zadaniowa i kinematyka y = k(q). Bedziemy zaktadaé, ze n > m.
Majac dane yq4, szukamy rozwigzania qq ukladu réwnan y4 = k(q). Na-
stepujace rozumowanie wywodzi sie z tzw. metody homotopii. Na po-
czatku wybieramy jakikolwiek punkt qo € R™ i sprawdzamy, czy speknia
on uklad réwnan y4 = k(qo. Jezeli odpowiedz jest pozytywna, odwrotne
zadanie kinematyki zostato rozwigzane. W przeciwnym wypadku ,defor-
mujemy” punkt qo do pewnej krzywej q(t), takiej ze q(0) = qo, t € R.
Obliczmy btad

e(t) = k(q(t) —ya

osiggniecia celu y4 wzdhuz krzywej q(t). Chceieliby$my wybraé te krzywa
w taki sposéb, ze blad e(t) malat eksponencjalnie, tzn. dla pewnego y > 0
byto spelione réwnanie

é(t) = —ve.
Rézniczkujac réwnanie btedu otrzymujemy

d

e:a

(k(q(t)) —ya) =TJ(q)q =—ve,
skad wynika réwnanie Wazewskiego

J(a)q = —v(k(q) —ya), q(0) = qo. (5.1)

Jezeli q(t) spelnia to réwnanie, rozwigzanie qq4 odwrotnego zadania ki-
nematyki uzyskujemy jako granice

qa = lim q(t).

t——+o0
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W celu rozwigzania réwnania (5.1), w zaleznosci od relacji miedzy wy-
miarami n i m, stosujemy nastepujace przeksztalcenia.

1. Niech n = m, manipulator nieredundantny. Zakladajac, ze krzywa
q(t) nie przechodzi przez konfiguracje osobliwe mnozymy obie stro-
ny rownania lewostronnie przez macierz odwrotnag j*1 (q) i otrzymu-
jemy rdwnanie rézniczkowe

q=—yJ ' (a)(k(q) —yq). 4(0) = qo,

ktére rozwigzujemy numerycznie.

2. W przypadku, gdy n > m jakobian jest macierza prostokatng i powyz-
sze podejscie nie moze by¢ zastosowane. Dlatego, zamiast klasycznej
odwrotnosci macierzy zastosujemy tzw. prawostronna odwrotnosé
uogdlniong. Niech A oznacza macierz rozmiaru m x n. Prawostronna
odwrotnos¢é macierzy A jest to macierz A7, taka ze AA¥ = 1,,,. Mozna
zdefiniowaé nieskonczenie wiele prawostronnych odwrotnosci danej
macierzy, jednak najczedciej stosowang jest odwrotnosé postaci

AP# — AT(AAT)fll

zwana pseudoodwrotnoscig, ktéra jest dobrze okreslona, pod warun-
kiem ze rank A = m. Oczywidcie, przy n = m otrzymujemy klasyczng
odwrotnoé¢, AP# = A~1. Majac pewna prawostronng odwrotnoéé ja-
kobianu réwnanie (5.1) sprowadzamy do réwnania rézniczkowego

§=—y1"(q)(k(q) —ya). 9q(0) = qo, (5.2)

ktére rozwigzujemy numerycznie uzyskujac rozwigzanie odwrotne-
go zadania kinematyki. Poniewaz réwnanie (5.2) zawiera jakobian,
oparta na nim metode i algorytm rozwigzania odwrotnego zadania
kinematyki nazywamy jakobianowymi. Ze wzgledu na wystepowanie
odwrotnosci jakobianu uzywamy takze terminéw ,algorytm Newto-
na” lub ,algorytm jakobianu odwrotnego”. Algorytm Newtona cechuje
szybka zbieznosé.

3. Na mocy definicji, algorytm Newtona wymaga zastosowania odwrot-
nosci jakobianu i dziala wylacznie w regularnych konfiguracjach ma-
nipulatora. Alternatywa algorytmu Newtona jest tzw. algorytm naj-
szybszego spadku lub jakobianu transponowanego. Algorytm jako-
bianu transponowanego polega na numerycznym rozwigzaniu réw-
nania rdézniczkowego

§=—v"(q)(k(q) —ya). q(0) = qo. (5.3)
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Algorytm jakobianu transponowanego nie wymaga wyliczenia od-
wrotnosci jakobianu, jest jednak wolniej zbiezny od algorytmu ja-
kobianu odwrotnego. Niewrazliwo$¢ algorytmu na konfiguracje oso-
bliwe jest pozorna, okazuje sie bowiem, ze zbieznos$¢ algorytmu jest
zagwarantowana w konfiguracjach regularnych.

5.3. Faktoryzacja SVD

Przy obliczaniu prawostronnej odwrotnosci jakobianu, a takze przy
wielu innych numerycznych dziataniach na macierzach pozytecznym na-
rzedziem jest specyficzna faktoryzacja jakobianu (faktoryzacja = przed-
stawienie macierzy w postaci iloczynu innych macierzy), ktérq bedziemy
nazywad faktoryzacja SVD*. Podstawq faktoryzacji SVD jest nastepujace

Twierdzenie 5.3.1 Dla kazdej macierzy A o wymiarze m x n istniejq
macierz ortogonalne U i V wymiaru, odpowiednio, m x m i n x n, tfakie
ze
A=UxXV, (5.4)
gdzie m x n macierz
L = [diag{o1, 09, ..., Om} Omxn—m]

zawiera tzw. osobliwe wartosci wltasne macierzy A. Liczby cr% sq war-
tosciami wlasnymi macierzy AAT.

W celu ilustracji zastosujemy faktoryzacje SVD do obliczenia pseudo-
odwrotnoéci AP# = AT(AAT)~! macierzy A. Na mocy Twierdzenia 5.3.1
obliczamy

AAT =uzvvTsTu’ =uzz™u’ = Udiag{c?, 03,..., 05 JU".

Jak tatwo zauwazyd, (Y%, i=1,2,...,m, rzeczywiscie sq wartoéciami wia-
snymi macierzy AAT. Macierz odwrotna (przypominamy, ze ortogonal-
noéci wynika, ze UUT =UTU = [,,,, a zatem U~ = UT)

(AAT) "t =u diag{G;Q, 052, eee G;Q}UT.
Laczac ze soba uzyskane wyniki otrzymujemy
AP* = vETuTUdiag{o; % 0,%,..., 02U =

_v diag{o;*, 0, L., o0} ur
K .

*od stéw angielskich Singular Value Decomposition
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Pokazaliémy, ze przy znanej faktoryzacji SVD macierzy A obliczenie A"#
jest natychmiastowe. Aby wyznaczy¢ te faktoryzacje zatézmy, ze

U=[u,ug...,uml, V=1[MN,vo...,vn].

Dla j-tej kolumny macierzy U mamy

AATY =U diag{o?, 03,..., G?n}UTuj =

. 2 2 2 2
= Udiag{ot, 03, ..., 07, Jej = Uoje; = (7]2115,

gdzie réwnosé UTuj = ¢; wynika z ortogonalnosci macierzy U. Jak z
tego wynika, kolumny macierzy U sa wektorami wlasnymi macierzy
AAT, a liczby 0]2 - odpowiednimi wartos$ciami wltasnymi. Obliczmy teraz
macierz

ATA=viTuTuzvh =vzTzvT,

Pomnozenie tej macierzy przez vy daje w rezultacie

ATAv = VETEVTy = VETSey =
2
diag{o?, 03, ..., 0%} Oy

0 k=

v dlaj=1,2,....m
=V .
0 daj=m+1m+2....,n

Otrzymalismy, ze dla k = 1,2,..., m wektor vy jest wektorem wlasnym
macierzy ATA zwigzanym z wartoscia wtasnag (f%. Pozostate kolumny
Vit ---, Vn Macierzy V sqg wektorami wlasnymi macierzy ATA, ktérym
odpowiada zerowa warto$¢ wtasna.

5.4. Ogoélny algorytm Newtona

Algorytm Newtona rozwigzania odwrotnego zadania kinematyki opi-
sany wzorem (5.2) powstal z przeksztatcenia réwnania Wazewskiego
(5.1). Zauwazmy, ze réwnanie Wazewskiego pozostanie spelnione, jezeli
rownanie rézniczkowe (5.2) zastgpimy przez réwnanie

g =—yJ"(q)(k(q) —ya) + N(q)v(q), (55)

gdzie N(q) jest macierza taka ze J(q)N(q) =0, a v(q) jest pewnym wek-
torem zaleznym od konfiguracji. Najczesciej macierz N(q) wybieramy w
taki sposéb, ze jej kolumny rozpinaja jadro macierzy J(q), tzn.

N(q) = In — J*(q)J(q).
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Wektor v(q) moze wyznaczaé pozadany kierunek ruchu w przestrzeni

przegubowej, na przyklad przeciwdziataé zblizaniu sie trajektorii przegu-

béw do przeszkdd lub brzegdéw przestrzeni przegubowej. Przyktadowo,

jezeli qs oznacza ,$8rodkowe” potozenie przegubdw, a ||q — qsl| jest odle-
gloscig biezacego potozenia przegubdéw od srodkowego, to

dllg — qs|P

v(q) = _T

jest kierunkiem zblizania sie trajektorii ukladu (5.5) do $rodkowego poto-
zenia przegubow. Jezeli y, oznacza wspotrzedne przeszkody w przestrze-
ni zadaniowej, to aby spowodowa¢ oddalanie sie efektora od przeszkody
mozna wzigé

~Olik(q) —yplP

= —aq )

Zauwazmy, ze wplyw wektora v(q) jest ograniczony do kierunkéw ruchu
lezacych w jadrze macierzy J(q), zatem jego wplyw rosnie ze wzrostem
stopnia redundancji r = n — m manipulatora. Algorytm (5.5) nazywamy
ogdélnym algorytmem Newtona kinematyki odwrotnej. W odrdznieniu
od niego, algorytm postaci (5.2) bedziemy nazywaé podstawowym.

v(q)

5.5. Wlasnosci kinematyczne manipulatora

5.5.1. Elipsoida manipulowalnosci

Niech bedzie dany jakobian J(q) : R™ — R™ manipulatora jako
przeksztalcenie predkosci, y = J(q)q, i pseudoodwrotnosé jakobianu
TP#(q) = J"(q)(J(q)]"(q))~ . Mamy zamiar zbadaé¢, w jaki sposéb ja-
kobian przeksztatca predkosci przegubowe w zadaniowe. W tym celu
definiujemy sfere jednostkowaq predkoéci przegubowych w konfiguracji
g manipulatora

S(q) ={q e R™|[|g]* =1}

i wyznaczamy jej obraz przez jakobian w przestrzeni predkosci zadanio-
wych,

E(q) =J(q)S(q) ={y =J(q)glllgl* =1}.

Korzystajac z pseudoodwrotnosci jakobianu obliczamy

14l> =gy 1" T(q)](q)y =
=4 (J(@)" (@) (@I (@) T (@ (@) 'y =9"0(a)]" (q) 'y =1
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Rysunek 5.2: Przeksztalcenie predkosci

Przy oznaczeniu

otrzymujemy
E(q) ={ulyM ' (q)y =1},

jak pokazuje Rysunek 5.2. Macierz M(q) nazywamy macierza manipu-
lowalnoéci w konfiguracji q, natomiast obraz E(q) — elipsoida manipulo-
walnoéci. Zauwazmy, ze na mocy nierdwnoséci Rayleigha-Ritza zachodzi
nieréwnosé

A gIP <YM @y =1 < Xy 017
z ktorej wynika ze
Am(q) < I0IP < Am(q)-

Elipsoida manipulowalnoéci jest zatem wpisana w sfere o promieniu
X%[Q(q) i opisana na sferze o promieniu A?\//ﬁ( q) zob. Rysunek 5.3. Elipsoida
manipulowalnosci traci wymiar w konfiguracji osobliwej manipulatora.

5.5.2. Miary zrecznosci

Objetosé elipsoidy manipulowalnosci wyznacza manipulowalnosé
w konfiguracji q
m(q) = (detM(q))"?,

a wspdlczynnik uwarunkowania macierzy M(q)

— 1/9
A

<(q) = (Q“‘”)
£M(q)
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Rysunek 5.3: Elipsoida manipulowalnosci

nazywa sie wspoélczynnikiem uwarunkowania konfiguracji q. Manipu-
lowalnoé¢ i wspotezynnik uwarunkowania zaliczamy do lokalnych (bo
dotyczacych zadanej konfiguracji) miar zrecznosci manipulatora. Mani-
pulowalnosé méwi o wielkosci elipsoidy manipulowalnosci, a wspodtczyn-
nik uwarunkowania o jej ksztalcie. Konfiguracje g, w ktérej elipsoida
manipulowalno$ci staje sie sferg, a wiec taka ze k(q) = 1, nazywamy kon-
figuracja izotropowa manipulatora. W konfiguracji izotropowej nie ma
uprzywilejowanych kierunkéw ruchu efektora. Z kolei, w konfiguracji
osobliwej manipulowalnosé spada do zera, a wspdlczynnik uwarunko-
wania dazy do nieskonczonosci. Obie miary zrecznosci sygnalizujg wiec
zblizanie sie do konfiguracji osobliwej i powinny by¢é kontrolowane w
trakcie obliczen algorytmem Newtona. Manipulowalno$¢ mozna takze
wykorzysta¢ do wyznaczenia konfiguracji o najwiekszej zrecznosci po
tom aby utrzymywaé¢ manipulator podczas pracy w poblizu tej konfigu-
racji. Zobaczymy to na przyktadzie manipulatora typu 2R, analizowanego
w podrozdziale 4.1.1. WyliczyliSmy tam, ze

det](q) = Liloso.
Macierz manipulowalnoéci M(q) = J(q)]"(q), a zatem manipulowalno$é
m(q) = (detM(q))"? = L11y|singgl.

Wynika stad, ze zbidr konfiguracji o najwiekszej manipulowalnoéci ma
posta¢ R x {£7}, co oznacza, Ze ramiona manipulatora powinny by¢ pro-
stopadle. Poréwnujac ramie i przedramie ludzkiej reki do manipulatora
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2R mozemy powiedzieé, ze ulozenie reki przy pisaniu oznacza przyjecie
konfiguracji o najwiekszej manipulowalnosci. W przyktadowej konfigu-
racji o najwigkszej manipulowalnosci q = (0, ) wspoélczynnik uwarun-

kowania
L G254/l 41

k() = o1, ’

nie jest to zatem konfiguracja izotropowa. Mozna pokazaé, ze manipula-
tor typu 2R w ogdle nie ma konfiguracji izotropowych.

5.5.3. Powtarzalnos¢

Niech bedzie dany manipulator redundantny o n stopniach swobody,
z kinematyka k(q i jakobianem J(q), znajdujacy si¢ w pewnej konfigura-
cji qo. Wyobrazmy sobie, Ze mamy do rozwigzania cigg odwrotnych za-
dan kinematyki scharakteryzowanych punktami yga1,yq2,-..,Yax W prze-
strzeni zadaniowej. Przy rozwigzywaniu numerycznym takich zadan, na
przyklad za pomoca algorytmoéw jakobianowych, jest rzecz racjonalnag
przyjaé, ze konfiguracja koncowa uzyskana w zadaniu numer i bedzie
konfiguracjg startowq dla rozwigzania zadania numer i + 1. W wyniku
zastosowania algorytmu kinematyki odwrotnej otrzymamy ciag konfigu-
racji q1, qo, - - -, qx Mmanipulatora, przy czym yq; = k(qi). Zatézmy teraz, ze
zadania tworza cykl, a wiec yqx = yq1, ktdry powtarza sie wielokrotnie.
Jezeli ciag konfiguracji spelnia warunek qy = qo, algorytm kinematyki
odwrotnej nazywamy powtarzalnym.

Mozna pokazaé, ze przeszkoda do osiggniecia powtarzalnosci jest
obecnoé¢ konfiguracji osobliwych. Zatézmy przeto, ze poruszamy sie
w obszarze konfiguracji regularnych Q. € R™ i niech J#(q) oznacza
pewna prawostronng odwrotnoéé jakobianu, tak ze q = J#(q)y. Niech
dlai=1,2,...,m J#(q); oznacza i-ta kolumne macierzy J*(q). Przy uzy-
ciu pewnych argumentéw z dziedziny geometrii rézniczkowej mozna
udowodnié¢ nastepujace

Twierdzenie 5.5.1 Zatézmy, ze dla kazdego 1i,j i dla kazdego € Q. za-
chodzi warunek

I* (@) T (@)] € mJ*(q)
gdzie [-,-] oznacza nawias Liego pdl wektorowych okreslony wzorem
[X(q), Y(q)] = DY(q)X(q) — DX(q)Y(q).

Wéwezas algorytm kinematyki odwrotnej zdefiniowany przez J#(q) jest
powtarzalny.
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Wykazano, ze algorytm zdefiniowany przez jakobian pseudoodwrotny
nie jest powtarzalny.

5.6. Komentarze i odniesienia literaturowe

Odwrotne zadanie kinematyki nalezy do fundamentalnych proble-
mow robotyki; jest zatem omawiane w kazdym podreczniku roboty-
ki. Metodom jakobianowym i algorytmowi Newtona posdwiecamy szcze-
gélng uwage w monografii [TMD*00]. Zrédlem wiedzy na temat miar
zrecznoéci manipulatora, w tym manipulowalnoéci, moze byé monografia
[Nak91].

Literatura

[Nak91] Y. Nakamura, Advanced Robotics: Redundancy and Optimization.
Addison-Wesley, Reading, 1991.

[TMD"00] K. Tchon, A. Mazur, I. Duleba, R. Hossa, R. Muszynski, Manipu-
latory i roboty mobilne: modele, planowanie ruchu, sterowanie.
Akademicka Oficyna Wydawnicza PLJ, Warszawa, 2000. (Politech-
nika Wroctawska, projekt AZON, 2018).
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Jakobian geometryczny

Niech kinematyka manipulatora o n stopniach swobody bedzie zada-
na w postaci przeksztatcenia

K:Q —s SE(3), Y:K(q):{R(q) T(q)}

or 1

Pojecie jakobianu analitycznego odnosi sie do reprezentacji kinematyki
we wspotrzednych, ma charakter lokalny i zalezy od wyboru wspétrzed-
nych w przestrzeni przegubowej i zadaniowej. Jakobian niezalezny od
wyboru wspdlrzednych nazywa sie geometrycznym.

6.1. Jakobian geometryczny

Korzystajac z macierzowych predkosci ruchu wprowadzonych w Roz-
dziale 1 wprowadzimy teraz pojecie jakobianu geometrycznego, ktory
jest niezalezny od wyboru wspélrzednych. Niech q(t) oznacza pewna
trajektorie przegubdw. Przypomnijmy definicje macierzowej predkosci
efektora w przestrzeni (1.12)

K(q)K~'(q) = {[(S)TS] b [OT]wS]

i w ciele (1.13)
. T
ko = ['§F 5

Jakobian geometryczny bedziemy rozumieé jako przeksztalcenie pred-
kosci przegubowych w skretniki w przestrzeni i w ciele. Definiujemy
zatem jakobian geometryczny w przestrzeni

s(a)g = (” [T]ws>

ws
i jakobian geometryczny w ciele

i
To(a)d = (R “’B>.

(€%):]
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Przypominamy, ze dla wektora T = (Ty, Tp, Ts) T macierz

0 —-T3 T
M=]T 0 —TN
T T 0

Biorac pod uwage przeksztatcenie skretnikéw (1.14) otrzymujemy naste-
pujacy zwigzek miedzy jakobianami w przestrzeni i w ciele

AR RO

jsta) = o

Z obliczeniowego punktu widzenia warto wprowadzié trzeci jakobian

geometryczny,
. (T
Im(g)gq = <w5>,

zwany jakobianem manipulatora. Nietrudno wykazaé¢ nastepujacy zwia-
zek miedzy jakobianem manipulatora a jakobianem w przestrzeni

s =g Dt

Z wyznaczonych zaleznosci wynika, ze wystarczy zna¢ jeden z trzech
jakobianéw geometrycznych, zeby wyznaczyé pozostate dwa. Ponizej po-
kazemy, jak wyznaczyé jakobian manipulatora. Poniewaz wektor pred-
koéci przegubéw ¢ = ({1, o, ..., dn) ', jakobian manipulatora mozna za-
pisa¢ w nastepujacy sposdb

In(a)d = Dt ()G Tma(a)G2s o Tain (@) dn] = ( T )

ws

gdzie Jmi(q) oznacza i-ta kolumne macierzy Jm(q). Zauwazmy, ze w ce-
lu wyznaczenia kolumny Jami(q) mozemy zatrzymad wszystkie przeguby
manipulatora, oprécz i-tego, i wyznaczyé¢ predkosci efektora (T, wsi) od-
powiadajace ruchowi przegubu nr i. Przegub i jest zwigzany z ukladem
wspdtrzednych (Xi_1,Yi_1,Zi_1), zob. Rysunek 6.1. Niech

i Ri*i Tifi
At =S ]

oznacza przeksztatcenie ukladu podstawowego w uklad (X;_4, Yi_1, Zi_1),
a T, definiuje polozenie poczqtku uktadu efektora wzgledem tego ukta-
du. Poruszanie przegubem obrotowym z predkoscia ¢; powoduje ruch
efektora wzgledem uktadu (X;_4,Yi 1,Z; 1) z predkoscia katowa (ies
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AYy

Zy

Rysunek 6.1: Jakobian manipulatora

i predkosciq liniowq gqes x T* ;. Predkosci wzgledem uktadu podstawo-
wego sa rowne odpowiednio

. -
wsi = Ry esqi = Ry, di

Ti = Réfi(egqi X Tll_i) = Régéql X R(i)iiTin_i,
gdzie Rz, oznacza trzecia kolumne macierzy R. Poniewaz jak wynika
z Rysunku 6.1, potozenie poczatku uktadu efektora wzgledem uktadu
podstawowego T* = T(}*i + R(‘flTi“_ | otrzymujemy RBAT{‘_ =T —T&fl,
i dlatego .
Ti =Roskqi x (T T3 1).
W rezultacie, dla obrotowego przegubu numer i otrzymalismy
Rifl x (T — Tifl
fuata) = (M0 0T 6.1)
03k
W przypadku, gdy i-ty przegub jest przesuwny, mamy
wsi=0 i Ti=Rj"esqi = Ryzedu

zatem odpowiednia kolumna jakobianu manipulatora uzyskuje postaé

i—1
patal = (%) (62)
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W obu wzorach (6.1) i (6.2) ktadziemy RY =15 i T = 0.

6.2. Jakobian analityczny a geometryczny

Po wyborze parametryzacji grupy obrotdéw mozna ustali¢ zwigzek
miedzy jakobianem analitycznym a jakobianem manipulatora. W tym ce-
lu wyznaczymy najpierw predkosé katowa w przestrzeni odpowiadajaca
parametryzacji Eulera i parametryzacji KKM, wprowadzonymi w Roz-
dziale 2 (zob. Zadanie 2.6). Na podstawie zaleznosci

[wsel = (@, 6,¥)E(@,6,1)

wyliczamy
0 —sing cos@sin@]| /¢ o)
wsg = |0 cose sinesin®|[ 0] =Mse[ 0],
1 0 cos 0 P P

Podobnie, korzystajac ze wzoru

[wskkm] = KKM(g, 0,p)KKM(@,0,),

wyznaczamy zaleznosé

0 —sing cos@cosO]| /¢ )
wskkm = |0 cos@ sing@cosB G = Mskkm 9
1 0 —sin® U U

Zatdézmy, ze jako parametryzacje SE(3) wybraliSmy parametryzacje kar-
tezjaniska + katy Eulera, i niech Jxe(q) oznacza odpowiedni jakobian
analityczny. Nietrudno pokazaé, ze woéwczas

la) = |6 ] Tee@: 63

Podobnie, dla parametryzacji kartezjanskiej + katy KKM, i jakobianu
analitycznego Jxkkm(q) mamy

I, 0
0 Mskkm

Im(q) = { ] Jxkkm(q)- (6.4)
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6.3. Przyklad

Wyznaczymy jakobian manipulatora dla manipulatora typu RTR przed-
stawionego na Rysunku 3.2. Zaczynamy od wyznaczenia przeksztatcen
uktadu podstawowego w kolejne uktady wspdtrzednych zwigzane z prze-
gubami

1T —$ 00
RY T S ¢t 0O
Aé(qi):[og 10]: 0 0 1 0|
0O 0 01
C1 0 S1 ].201
RZ T? st 0 —cq lgs
A%(qi'qQ): [01Q 1O:| = 01 1 01 221 ,
0 0 O 1

cics —cq183 st (lo+1zcz)eqcq

RS T3 $1€z —$183 —C (1o + 1zc3)s

5 Ry Tg| _ [s1es 153 1 9+ 13C3)81

Aold1 g2, q3) = {OT 1] “lss e 0 qo + lzs3
0 0 0 1

Jakobian manipulatora ma trzy kolumny, Ja1(q) = [im1(q), Ima(q), Jms(q)]-
Przegub numer 1 jest obrotowy, zatem, na mocy (6.1) wyliczamy

—(lg + lzc3)s4
(Lo + lzcs)cq

RO, x (T3 —T9) 0

] (q) — < 03k 0 0 > —
" GE 0
0
1

Przegub numer 2 jest przesuwny i na podstawie wzoru (6.2) otrzgmujemy

1
Ime(q) = (R%3k> =

SO OO~ OO
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Ostatni, trzeci przegub jest obrotowy. Korzystajac z (6.1) wyliczamy

—l383¢4
—lss381
R%?)k X (Tg —Tg)) _ 13C3
R% 3k 51
¢y
0

Tas(q) = (

Wyznaczyliémy jakobian manipulatora dla manipulatora RTR. Pozostate
jakobiany geometryczne mozna otrzymad przy pomocy wzordéw poda-
nych w podrozdziale 6.1; tu ograniczymy sie wiec do sprawdzenia zalez-
nosci (6.4). Jakobian analityczny Jxkkm(q) obliczony na podstawie wzoru
(3.9) jest nastepujacy

[—(l2 +lzc3)sy O —lsszcq]
(lo+1lzcs)er 0 —lzsssy
. 0 1 1303
Jxkkm(q) = 1 0 0
0 0 —1
i 0 0 0 |
Z kolei, macierz Msxxm ma postaé
0 —S1 C1C3
Mskkm = |0 ¢4 sqcs
1 0 —$1
Polecamy Czytelnikowi sprawdzenie réwnosci
Iz 0
= . 6.5
Jm(q) {0 MKKKM] Jxxkm(q) (6.5)

6.4. Zadania

Zadanie 6.1 Wyznaczy¢ jakobian manipulatora dla manipulatoréw SCA-
RA i 1R2T badanych w Zadaniu 3.1. Sprawdzi¢ relacje niedzy jakobianwm
analitycznym a jakobianem manipulatora.

Zadanie 6.2 Sprawdzi¢ réwnosé (6.5).
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6.5. Komentarze i odniesienia literaturowe

Jakobiany geometryczne (w tym jakobian manipulatora) sq wygod-
nym narzedziem analizy kinematyki manipulatoréw ze wzgledu na jego
niezaleznoé¢ od wyboru wspdtrzednych. Traktuje o ni ksigzka [Cra93];
bardziej obszerne omdwienie przedstawiono w pracy [TMD™00].
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Rozdziat 7

Dynamika manipulatora sztywnego

7.1. Model lagranzowski

Rozwazmy sztywny manipulator szeregowy o n obrotowych stop-
niach swobody przedstawiony schematycznie na Rysunku 7.1. Na Ry-
sunku symbole L4, Ly, ..., oznaczajg kolejne ogniwa manipulatora na-
pedzane silnikami My, My, ..., My. Z ogniwem L; zostat zwigzany uktad
wspdirzednych (Xj,Yi, Zi); ruch tego ogniwa, opisany zmienng przegu-
bowa qi, zachodzi wzgledem osi Z;_4 uktadu poprzedniego. Zmienna ta
opisuje zarazem polozenie wirnika silnika M, o momencie bezwtadnosci
I;, napedzajacego ten przegub*. Uklad (X, Yo, Zg) jest ukladem podsta-
wowym, a uklad (X, Yn,Zn) jest zwigzany z efektorem manipulatora.
Zaktadamy, ze przy wykorzystaniu algorytmu Denavita-Hartenberga zo-
staly wyznaczone przeksztalcenia

Aj(at) = [ () B0,

gdzie q* = (q1,qo,...,qi) ", uktadu podstawowego w uktad numer i. Ozna-
czamy przez f; = (Xi,Ui,Zi, 1)’ wspélrzedne jednorodne érodka masy
ogniwa L; wzgledem uktadu (X, Yi, Zi), a przez m; mase ogniwa L; wraz
7 masg silnika My 1.

Do wyznaczenia modelu dynamiki manipulatora zastosujemy forma-
lizm mechaniki lagranzowskiej. Niech r; = (xi, yi, zi, 1)T oznacza wspdlt-
rzedne jednorodne elementu dm masy ogniwa L;. Wspdtrzedne jedno-
rodne elementu dm w ukladzie podstawowym sa dane wzorem

si=A§(q") 1o,

*W rozdziale opisujemy sposéb wyprowadzenia modelu dynamiki w najprostszym
przypadku dla manipulatora bez przekladni w uktadzie napedowym — ogdlniejszy spo-
s6b uwzglednienia uktadéw napedowych w modelach dynamiki manipulatora sztywnego
zostal w szczegdtach opisany w rozdziale 5.2 ksigzki [TMD™00].
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AY)

Zy

Rysunek 7.1: Sztywny manipulator szeregowy: dynamika

1 1 1 . .
dK; = QdméiTéi = Edmtr (8:8)) = Edmtr (Agrir! (A§)T).

Energia kinetyczna ogniwa L; jest réwna

1 . .
Ki = 5t <A5J rirddm (A5)T) :
L:

1

Zajmiemy sie teraz catkq wystepujaca w powyzszym wzorze. Mamy

JLi:J T‘iTg—dm:J Ui (Xi Yi zZi 1) dm =
L; L

i i

2
X7 XiYi XiZi X4
2
=X < S Zs .
:J Yixi Y 9121 Y| gm.
L; | %% ZYi  Z§ Zi

xi Yy oz 1
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Macierz Ji, nazywamy macierzq pseudoinercji ogniwa L;. Jej elementy
majq nastepujaca postaé

Ixxi Ixvi Ixzi mixq

Iyxi  Ivvi Ivzi mugi

Ju, = _
: Izxi lIzvi lzzi mizi
miXi MiYi Mzy My
gdzie fLi x2dm = Ixxi, Ixyi = fLi xiyidm,..., etc oznaczajag momenty

bezwladnosci, a (Xi, i, zi) sa wspolrzednymi $rodka masy ogniwa [;
w ukladzie (Xj, Yi, Z;). Energia kinetyczna catego manipulatora jest suma
energii kinetycznych jego ogniw i energii kinetycznych silnikéw nape-

dzajacych przeguby,
n 1 n "

W celu obliczenia energii potencjalnej zatozymy, ze przyspieszenie Ziem-
skie w uktadzie podstawowym ma postaé g = (g,0)". Energia potencjalna
ogniwa L; jest rowna

Vi =—mi (9.A5(q")r) = —mig Aj(q")Es.

Calkowita energia potencjalna manipulatora wynosi

n
V=3 Vi
i=1

Lagranzian L = K — V manipulatora jest wiec dany wzorem

%Z DI AT (qY) +
T3 Z g + ) mig' Af(q")Es. (7.1)

i=1 i=1

Korzystajac z tego, ze

otrzymujemy

Ztr AS(qH]L (AHT(gHT) =

o 0AL(ql).  [AAi(g\ ") . |
:..Zit]:’< aoq] IL1< ank ) )q]qk
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Zauwazamy, ze energia kinetyczna manipulatora ma posta¢ formy kwa-
dratowej

1, L1 & .
K=3a"Q(a)a=5 ) Qula)djdw
k=1
z symetryczng i dodatnio okreslong macierza bezwtadnosci

" (AL dAL(qh)\ "
Q)k Zf ( 0 Li( aoq](j > >+Ij6jk-

Symbolem 6;y oznaczyliSmy delte Kroneckera,

5 — 0, jezeli j=#k
71, jezeli j=k

Uzyskalidmy lagranzian w postaci

L(q.q) = ;q Q(gq)q —V(q).

Przy zalozeniu, ze nie wystepuja inne sity niepotencjalne oprécz stero-
wan, réwnania Eulera-Lagrange’a

dal(q,q) dL(q.q) _
dt 94 0q

gdzie u oznacza sity i momenty sterujace w przegubach, wymagaja ob-
liczenia pochodnych

oL oL 19 .1 .
0q — Qa5 zaq(q Q(q)q)

’

~ 0V(q)

oq
W rezultacie otrzymujemy réwnania dynamiki manipulatora w standar-
dowej formie

Q(q)d +C(q,9)qg+D(q) =u. (7.2)
Sktadnik 3
N . L0 T .
C(q,9)q = Q(q) 594 (a'Q(q)qg)
charakteryzuje sity odsrodkowe i Coriolisa, a wektor
_0V(q)

odnosi sie do sit potencjalnych. Sity odsrodkowe i Coriolisa mozemy
takze wyrazi¢ za pomoca symboli Christoffela I rodzaju

i 1(0Qy  0Quk 9Qjk
el =73 <3qk " oq;  9qi )’
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tak ze element (ij) macierzy sit odsrodkowych i Coriolisa jest réwny
n
Cii(q@) =) chlq)de.
k=1

Nietrudno pokaza¢, ze macierze Q(q) i C(q, ) sa zwigzane w nastepujacy
sposdb
Q(q) = C(q,4) + C'(q, g).

7.2. Manipulator jako uklad sterowania

Zapiszmy model (7.2) dynamiki manipulatora w zwiezlej formie

Q(q)d +B(q,q) =u (7.3)

Po wprowadzeniu nowych zmiennych

2

xizq, x2 =%t

=4

otrzymujemy model dynamiki manipulatora w postaci uktadu sterowania

{*1 =’ . (7.4)
K2 = —Q L (x1Bx!,x?) + Q7 (x!u
Uktad sterowania o réwnaniach

x =f(x) + G(x)u

nazywamy afinicznym. Model dynamiki manipulatora mozna zatem przed-

stawi¢ jako afiniczny uklad sterowania, gdzie x = (Xi,X2) € R®™ oraz

Podstawowym zadaniem sterowania manipulatora jest zadanie $ledze-
nia trajektorii przegubowej. Zadanie to polega na tym, by majac zadana
trajektorie qq(t) przegubdw znalezé sterowanie u(t), takie ze odpowia-
dajaca mu trajektoria q(t) dazy asymptotycznie do trajektorii zadanej,
tzn.

lim q(t) = qa(t).

t—+o0
Wariantem zadania Sledzenia trajektorii jest $ledzenie trajektorii stalej,
qa(t) = qq, w ktérym sterowanie ma zapewnié¢ asymptotyczne osiagnie-
cie przez przeguby zadanego polozenia. Takie zadanie nazywamy za-
daniem stabilizacji. Pokazemy teraz przyktadowe algorytmy sterowania
manipulatora.
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7.2.1. Algorytm Takegaki-Arimoto

Zaczniemy od zadania stabilizacji. Niech bedzie dany model (7.2) dy-
namiki manipulatora i zadane potozenie przegubdéw q4. zaczynamy od
skompensowanie sktadnika D(q) (grawitacji) przez sprzezenie zwrotne

u=D(q)+v,

gdzie v € R™ oznacza nowe sterowanie. Model po sprzezeniu zwrotnym
uzyskuje postaé
Q(a)g+Claq)q =v.

Zastosujemy do niego sterownik typu PD
v =—K1q—Ko(q—qa) = —Kié—Kpe,

z dodatnio okreslonymi macierzami wzmocnienia Kg i K4, i btedem $le-
dzenia e = q — q4. Po odpowiednim podstawieniu uzyskujemy réwnanie
bledu

Qe+ qq)é+ C(e+qq,é)é +Kié+ Kope =0.

Pokazemy teraz, ze btad $ledzenia dazy do zera. Niech

1 1
V(e) = EéTQ(e +qq)é+ QeTng

bedzie funkcjg Lapunowa. Obliczamy pochodnag wzdtuz trajektorii row-
nania btedu Sledzenia

. 1 .
V=e¢"Qe+ 5¢Qe+ eTKoge =

1.+
= &7 (—Ce—Kyé—Kpe) + 5T Qe+ e"Koe =
_1
2
Na podstawie wlasnoéci Q = C 4+ CT wyciaqgamy wniosek, ze macierz

Q —2C=CT—-C jest skodnie symetryczna, a zatem zbudowana na niej
forma kwadratowa éT(Q —2C)é = 0. Otrzymalismy

eT(Q —2C)e — éKye.

V =—éKe <O.

Przy zatozeniu, ze macierz bezwladnosci manipulatora jest ograniczona,
z Twierdzenia Lapunowa wynika jednostajna stabilno$¢ réwnania btedu.
Stabilnosé asymptotyczng uzyskamy z Twierdzenia La Salle’a, ktore orze-
ka, ze blad $ledzenia e(t) dazy do najwiekszego zbioru niezmienniczego
zawartego w zbiorze

E— {(e,é) e RQ“‘\'/: éTKié}.
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Przy dodatnio okreslonej macierzy K; zbiér E sklada sie z punktu (0,0),
co konczy dowdd asymptotycznej zbieznosci algorytmu stabilizacji Take-
gaki-Arimoto. Algorytm ten ma posta¢

u=D(q) —Kié—Kpe.

7.2.2. Algorytm obliczanego momentu

Dla modelu (7.3) rozwazamy zadanie $ledzenia trajektorii przegubo-
wej qq(t). Zastosujmy sprzezenie zwrotne

u=Q(q)v+B(q, q),

gdzie v € R™ oznacza nowe sterowanie. Po zastosowaniu sprzezenia
zwrotnego model uzyska posta¢

g=mv.

Niech e = q — qq oznacza blad Sledzenia. Zastosujmy sterownik typu PD
z prekompensacja
v = qd —Kié—Koe.

Réwnanie dynamiki btedu bedzie postaci
€+ Kyé+Kpe =0.

Nietrudno sprawdzié, ze przy diagonalnych macierzach wzmocnienia K
i Ky, z dodatnimi elementami na przekatnej blad sledzenia dazy do zera.
Algorytm $ledzenia

u=Q(q)(§a —Kyé —Koe) +B(q,q)

nazywa sie algorytmem obliczanego momentu lub algorytmem lineary-
zacji przez sprzezenie zwrotne. Jest to najbardziej klasyczny algorytm
Sledzenia trajektorii przegubowej manipulatora. Jego schemat przedsta-
wia Rysunek 7.2.

7.2.3. Algorytm Wena-Bayarda

Z punktu widzenia zastosowan slabg strong algorytmu obliczanego
momentu jest jego ztozonos¢ obliczeniowa wynikajaca z koniecznosci
wyliczania w czasie rzeczywistym skomplikowanych funkeji Q(q) i B(q, q)
opisujacych dynamike manipulatora. Alternatywnym algorytmem o lep-
szych wlasnosciach obliczeniowych jest algorytm Wena-Bayarda, w kto-
rym te funkcje oblicza sie nie wzdtuz trajektorii biezacej, lecz zadanej.
Algorytm Wena-Bayarda ma posta¢

u = Q(qa)da + B(qa, ga) — K1€ — Kge.
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B | i
i | Q @1 Qi+B=u[ |
; + T
| B |
q=v L
— +
- Ky ()=
+ A
+
Ko

4a J‘ gd J' da

Rysunek 7.2: Algorytm obliczanego momentu

Ceng, jaka nalezy zaplaci¢ za zwiekszenie efektywnosci obliczeniowej
jest pogorszenie warunkoéw zbieznoéci algorytmu. Macierze wzmocnien
nalezy dobra¢ w zaleznosci od warunkéw poczatkowych algorytmu, nie
ma wiec nastaw ,uniwersalnych”, jak w algorytmie obliczanego momen-
tu.

7.2.4. Algorytm Freunda

Oprécz zadania $ledzenia trajektorii w przestrzeni przegubowej moz-
na rozwaza¢ zadanie $ledzenia trajektorii yq(t) w przestrzeni zadaniowej.
Niech bedzie dana kinematyka

y =k(q)

manipulatora wyrazona w pewnych wspdlrzednych. Zadanie $ledzenia
trajektorii zadaniowej polega na znalezieniu sterowania 1(t) przegubami
manipulatora, ktére zapewni asymptotyczng zbieznosé

tETOOU(t) =yalt).
Istnieja dwa sposoby podejécia do tego zadania. Pierwszy z nich polega
na rozwigzaniu odwrotnego zadania kinematyki, wyliczeniu trajektorii
przegubowej qq(t), takiej ze k(qq(t)) = yq(t) i sprowadzeniu zadania
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do $ledzenia trajektorii przegubowej. Drugi sposéb podejscia polega na
bezposrednim rozwigzaniu zadania $ledzenia trajektorii zadaniowej.

W dalszym ciggu zajmiemy sie podejsciem bezposrednim. Zalézmy,
ze manipulator jest nieredundantny, tzn. wymiary przestrzeni przegubo-
wej i zadaniowej sq jednakowe, n = m. WeZzmy model dynamiki ma-
nipulatora (7.3) i jego trajektorie q(t). Wzdtuz tej trajektorii obliczamy
pochodna wzgledem czasu kinematyki manipulatora

y=J(q)q
i druga pochodng .
§=J(q)g+J(q)q.
Z modelu wyliczamy
§=—Q 'B+Q 'u

i podstawiamy do pochodnej rzedu drugiego otrzymujac

§=-J(9)Q "(a)B(q,q) +J(q)Q " (q)u+](q)q = P(q,q) + R(q)w.

Macierz R = JQ~! jest nieosobliwa w konfiguracjach regularnych mani-
pulatora, mozna wiec zdefiniowaé sprzezenie zwrotne

u=R1v—R7'P

z nowym sterowaniem v € R™. Po zastosowaniu sprzezenia zwrotnego
otrzymamy zaleznos$¢ wejscie-wyjscie w postaci

Y=

Niech e —y — yq oznacza blad $ledzenia. Sledzenie trajektorii yq(t) za-
pewni sterownik typu PD

v:gd—K1é—Koe.

Tak samo jak w przypadku algorytmu obliczanego momentu otrzymu-
jemy rdéwnanie btedu
e+ Kyé+ Kge =0.

Wybdr diagonalnych macierzy wzmocnienia z dodatnimi elementami na
przekatnej zapewnia dazenie btedu do zera. Podsumowujac przeprowa-
dzong analize otrzymujemy algorytm $ledzenia Freunda

u=R"(q)({a — Kié —Koe) — R (q)P(q, §).

Algorytm zostat zdefiniowany dla manipulatora nieredundantnego i dzia-
ta poprawnie w konfiguracjach regularnych manipulatora.



Rozdziat 7. Dynamika manipulatora sztywnego 69

Rysunek 7.3: Manipulator 2R
Zoa

l my q2
—==]—%
9

mp
q1 M

»

Xo
Rysunek 7.4: Manipulator 2T

7.3. Zadania

Zadanie 7.1 Wyprowadzi¢ model dynamiki manipulatora planarnego
typu 2R przedstawionego na Rysunku 7.3. O3 Y; jest skierowana pio-
nowo w goére. Zatozyé, ze ramiona manipulatora maja dtugosci 1y, 1y,
masy my, my i momenty bezwladnosci Iy, Iy wzgledem osi Z. Polozenie
drodka masy w lokalnym ukladzie wspétrzednych oznaczono jako —py
i —po. Przedstawi¢ model dynamiki w postaci

Q(q)d+C(q,9)qg+D(q) =u
i zdefiniowaé¢ macierz C(q, q) w taki sposdb, zeby Q =C+CT.

Zadanie 7.2 Wyprowadzié¢ réwnania dynamiki dla manipulatora typu 2T
przedstawionego na Rysunku 7.4. Przyja¢ zatozenie, ze masy ramion my
i my sq skupione na ich koncach.

Zadanie 7.3 Wyznaczy¢ model dynamiki manipulatora RTR przedsta-
wionego w Rozdziale 3 na Rysunku 3.2. Zatozyé, ze ramiona manipu-
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latora maja postaé¢ cienkich, jednorodnych pretéw o dtugosciach 1y, 13
i masach my, ms.

7.4. Komentarze i odniesienia literaturowe

Podstawy mechaniki lagranzowskiej zostaty omdéwione w notatkach
[TM18]. Zasady modelowania dynamiki manipulatoréw mozna znalezé w
ksigzkach [Cra93, SV97, KDWO03, Jez05, TMD " 00]. Algorytmom sterowa-
nia sztywnych manipulatoréw szeregowych poswiecono wiele miejsca w
rozdziale 6 pracy [TMD™00].
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Rozdziat 8

Dynamika manipulatora o elastycznych
przegubach

Elastycznosé przegubdéw manipulatora pochodzi z wtasnosci konstruk-
cyjnych przegubdw, w tym z istnienia przektadni miedzy walami silni-
koéw a przegubami manipulatora. Uwzglednienie elastycznosci kompli-
kuje model dynamiki manipulatora. Pokazemy to bardziej szczegdtowo
w tym rozdziale.

8.1. Model lagranzowski

Niech bedzie dany manipulator o n stopniach swobody, z elastycz-
nymi przegubami, przedstawiony na Rysunku 8.1. Oznaczenia na tym
rysunku sa analogiczne do tych z Rysunku 7.1 z poprzedniego rozdziatu.
Réznica miedzy tymi rysunkami polega na tym, Zze obecnie poltozenia
przegubdw nie sa identyczne z potozeniami watdéw silnikéw. Z tego po-
wodu polozenia przegubéw oznaczamy symbolem q' € R™, natomiast
potozenie silnikéw opisuje wektor q> € R™. Zakladamy, ze elastyczno$é
przegubu i-tego modelujemy za pomoca sprezyny dziatajacej na skreca-
nie, zob. Rysunek 8.2, ze stalg sprezystosci ki;. Wspdlrzedne uogdlnione
dla manipulatora o elastycznych przegubach obejmuja potozenia prze-
gubdw i potozenia silnikéw, q = (qi, q2) € R?". Odpowiednie predkoéci
uogdlnione ¢ = (¢, ¢?).

Energia kinetyczna manipulatora elastycznego jest opisana forma
kwadratowa postaci

o1 o [Qu(aha®) Qiz (gt ¢?)] (4!
Kla.a) =5 (@ ) Qa1 (9%, 9%) Qoo (qiqu)} <q >

gdzie Q jest macierza symetryczng i dodatnio okreslong. Mozna pokazad,
ze w ogélnym przypadku macierz Q12 (q', %) = QJ; (q', ¢%) ma posta¢

[0 S (a1) S13(a1.93) --- Stn (91,03 A y)]

0 0 523 (qé) Sgn (q;,, q%71>
Qi2(q',¢*) = |: : : :

0 0 0 o S (dh )

0 o o .. 0 ]
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Rysunek 8.2: Model elastycznego przegubu

Przy zalozeniu, ze silniki napedzajace przeguby zostaly umieszczone po-
za ramionami (na przyktad, przy podstawie manipulatora) otrzymujemy
zaleznosei Qio (q1, q%) = 0, a takze Q' (q1.q%) = Q (q') i Qa2 (g, ¢%) =
diag{ly, Iy, ..., I1}, gdzie I; oznacza moment bezwtadnoéci wirnika silnika
numer i. W takim przypadku energia kinetyczna sklada sie z dwéch
niezaleznych cztondéw, z ktérych pierwszy opisuje energia kinetyczna
manipulatora (bez uwzglednienia silnikéw), a drugi energie kinetycznag
silnik ow,

) 1, . ) )
K(q,¢) = Eq”Q (') ¢* + 54®T19%

Macierz Q! (qi) bezwladnoéci manipulatora jest zdefiniowana ta sama



Rozdziat 8. Dynamika manipulatora o elastycznych przegubach 73

formulg, co w przypadku manipulatora sztywnego, z tq rdznicg, ze nie
zawiera momentdw bezwladnodci silnikéw. W dalszym cigagu bedziemy
sie postugiwaé tym wzorem na energie kinetyczna.

Energia potencjalna manipulatora o elastycznych przegubach sklada
sie z energii pochodzacej od dziatania sit grawitacji i z energii sprezysto-
4ci sprezyn shuzgcych jako model elastycznodci przegubdéw. Mamy zatem

-
V(q)=V'(q") + 35 (¢*—q') K(q*—q),
gdzie diagonalna macierz
K= diag{ki, k2, ooy kn}

jest macierza elastycznoéci przegubéw. Energia potencjalna V! (q!) jest
opisana ta sama formulg, co w przypadku manipulatora sztywnego. W
ten sposéb otrzymujemy lagranzian manipulatora o elastycznych prze-
gubach

L(q,4) =K(q,4) — V(q).
Lagranzowskie réwnania dynamiki manipulatora o elastycznych przegu-

bach
a0t ot _ sity i momenty sit niepotencjalnych
dt 94 oq = y y P jalny
przy zalozeniu, ze jedyne sily niepotencjalne sq sterowaniami przyjmuja

nastepujacq postad

Q(q")g'+C(qha") a'+D (q") =K (q2—q') =0
I§2+K(q®2—q!) =u

Symbol u oznacza sity i momenty sit wywierane przez silniki napedza-
jace przeguby. Sity te dzialaja na wspétrzedne uogélnione q* dotycza-
ce silnikéw. Zauwazmy, ze sterowania nie oddzialuja bezposrednio na
wspdtrzedne q' manipulatora. Uzyskany lagranzowski model dynamiki
(8.1) manipulator o elastycznych przegubach nazywamy zredukowanym
modelem Sponga.

(8.1)

8.2. Manipulator jako uklad sterowania

Model dynamiki (8.1) mozna przedstawié w standardowej postaci ukta-
du sterowania. W tym celu definiujemy nowe zmienne stanu
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i zapisujemy réwnania dynamiki w postaci

7.61:7(2

'Q:F 1’ 2 +G 1) .3

R TR
X% =Fp (xL,x?) + T 1u

przy oznaczeniach
Fi (xL,x?) = —Q 71 (x!) (C (x!,x?) x> + D (x!) + Kx1,
Gy (xi) = Q_1 (xi) K, Fo (xi,xs) =—I1K (x3 —xi) .

Podobnie, jak dla manipulatora sztywnego, podstawowym zadaniem ste-
rowania manipulatora o elastycznych przegubach polega na $ledzeniu
zadanej trajektorii przegubowej q}i(t), tzn. znalezieniu takiego sterowa-
nia u(t), zeby trajektoria q'(t) przegubéw manipulatora podanego temu
sterowaniu dazyta asymptotycznie do trajektorii zadanej,

lim q'(t) = q}(t).

t—+o0

8.3. Algorytm obliczanego momentu

Zadanie $ledzenia rozwigzemy korzystajac z algorytmu obliczanego
momentu, ktory zastosujemy do modelu (8.1). Dla utatwienia zapiszemy
ten model w nieco prostszej postaci

Q(q')g'+B(ahq") —K(a2—q') =0
Iq2+K<q2—q1) =u

’

gdzie B (q',q') = C(q',4') ¢* + D (q'). Zaczynamy od tego, ze z pierw-
szego rOdwnania tego modelu wyliczamy q2,

q% =K 1Qg' + KB + 4,
a nastepnie pochodne tej zmiennej wzgledem czasu
q% = K—quus) PRI + KB+ gt

oraz
g2 =K 1Qq'™ + 2Kk 1Qq'® + K 1Qgt + KB +g'.

Po podstawieniu q? i 4> do drugiego z réwnan otrzymujemy

IK'Qq"™ + 21K Qq'™® + (K 'Q+ L)' + KB+ K (q?—q') =1,
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co w skrécie mozna zapisaé jako
IK_quW’) +E (q1’ at, gt q1(3)) —w
Do ostatniego zastosujemy teraz sprzezenie zwrotne
u=E+IK1Qy,

ktére prowadzi do ukladu sterowania

rzedu 4 ze wzgledu na zmienng q'. Oznaczmy przez e(t) = q'(t) — g} ()
blad sledzenia. Wéwczas algorytm Sledzenia zadanej trajektorii mozna
wybraé postaci

v =g —Kse® —Kq& — Ky — Koe,
z diagonalnymi macierzami wzmocnien K, Ky, Ko, K3 Réwnanie btedu
e 4 Kze® + Koé + Kjée+Kpe =0

bedzie stabilne, jezeli elementy macierzy wzmocnien speklniaja warunek
Hurwitza. Przypominamy, ze wielomian

W(x) = x* + azx® + agx® + ayx + qg

jest hurwitzowski (ma pierwiastki o ujemnych czesciach rzeczywistych),
jezeli jego wspdlczynniki spetniajg warunki

ap >0, a4 >0, ayag — apaz >0, az(ayays — apgaz) — a% > 0.

Ze wzgledu na to, Ze macierze wzmocnien sa diagonalne réwnanie bte-
du dekomponuje sie na n niezaleznych réwnan rézniczkowych, ktérych
réwnania charakterystyczne majg postaé W(x) = 0. Po dokonaniu wybo-
ru macierzy wzmocnienia otrzymujemy nastepujacy algorytm Sledzenia
trajektorii przegubowej manipulatora o elastycznych przegubach

u==E (qi, q1, qi' q1(3)) +
+IKT'Q (1) (ag™ = Kse® — Ko — Kyé — Koe) (83)

Algorytm (8.3) nazywa sie algorytmem obliczanego momentu lub algo-
rytmem dynamiki odwrotnej. Zauwazmy, ze jego uzycie wymaga obli-
czania w czasie rzeczywistym pochodnych trajektorii przegubowej do
rzedu 3.
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8.4. Komentarze i odniesienia literaturowe

Uzupehienie wiadomosci na temat modelowania i sterowania ma-
nipulatoréw o elastycznych przegubach mozna znalezé w Rozdziale 7
monografii [TMD™00].

Literatura

[TMD™*00] K. Tchon, A. Mazur, 1. Duleba, R. Hossa, R. Muszynski, Manipu-
latory i roboty mobilne: modele, planowanie ruchu, sterowanie.
Akademicka Oficyna Wydawnicza PLJ, Warszawa, 2000. (Politech-
nika Wroctawska, projekt AZON, 2018).



Rozdziat 9

Dynamika manipulatora o elastycznych
ogniwach

W przypadku manipulatoréw o dtugich i stosunkowo cienkich ogni-
wach, takich jak manipulatory montowane na stacjach kosmicznych, po-
jawia sie koniecznos$¢ uwzglednienia efektéw zwigzanych z elastyczno-
4cig ogniw. Modelowanie dynamiki manipulatoréw o elastycznych ogni-
wach jest zadaniem znacznie trudniejszym niz manipulatoréw sztywnych,
prowadzi bowiem do réwnan rézniczkowych czgstkowych Eulera-La-
grange’a. Aby zaznajomié¢ Czytelnika z metodologia tworzenia takiego
modelu dynamiki rozwazymy ptaski manipulator elastyczny ztozony z po-
jedynczego ogniwa przedstawiony na Rysunku 9.1. Zakladamy, ze mani-
pulator ma postaé¢ cienkiego, lekkiego, jednowymiarowego i jednorod-
nego preta, ktéory wykonuje ruch obrotowy na ptaszczyznie wzgledem
podstawowego uktadu wspoétrzednych (X, Yp). Ugiecie preta réwniez ma
miejsce na plaszczyznie. Uktad ogniwa (X,Y) jest zwigzany z manipula-
torem w taki sposdb, ze ugiety pret jest styczny do osi X tego uktadu.
Zakladamy, ze pret ma dhugoéé 1, a jego kat obrotu oznaczamy sym-
bolem 0. Obrét preta nastepuje pod dziataniem silnika umieszczonego
w przegubie.

9.1. Model lagranzowski

Niech P oznacza punkt ogniwa o masie dm, o wspdtrzednych (x,y)
wzgledem ukladu lokalnego. Oznaczamy przez w(x,t) ugiecie ogniwa
w punkcie P, w chwili t. Zakladamy, ze ugiecie ogniwa jest mate. Chwi-
lowe potozenie punktu P w ukladzie podstawowym zdefiniujemy jako

y(x,t) =x0 + w(x, t).
W celu zastosowania formalizmu lagranzowskiego obliczamy energie

kRinetyczng elementu dm ogniwa,

1 1
dK = Sdmv'v = Zdm]lv|?,

gdzie v oznacza predko$é¢ punktu P wzgledem ukladu podstawowego.
Poniewaz przeksztatcenie uktadu podstawowego w uktad ogniwa polega
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Yoa
)

Xo

Rysunek 9.1: Manipulator o elastycznych ogniwach: dynamika

na obrocie na ptaszczyznie wzgledem osi Z o kat 6, potozenie punktu P
obliczamy jako

X co —sg O X XCg — WSg
R(Z,B)[w] =1|se co O] [w] =|xsg+wco
1 0O 0 1 1 0

Whynika stad, ze
v = (—x0sg —Wisp —wcod,x0co + Wico —wsgb)

oraz
V][ = %202 + w? + w22 + 2xw. 6,
gdzie wy(x, t) = awa(ff't). Poniewaz pret stanowiagcy ogniwo jest jednorod-

ny, jego gesto$é liniowa p jest stala i dm = pdx. Korzystajac z przepro-
wadzonych wyliczen otrzymujemy

1 . . .
dK = 5P (x292 +w? 2?4 2xwt9> dx.

Na mocy zalozenia, ze ugiecie ogniwa jest male mozemy pomingé w po-
wyzszym wzorze skladnik zawierajacy w2, co daje wyrazenie

1 . .
dK = ép <x262 + w% + 2xwt9) dx.

Przy zalozeniu, ze pret tworzacy ogniwo jest lekki, jego energia poten-
cjalna jest energiag sprezystosci. Energia elementu masy dm wynosi

1
av = EEIKQdX,
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W powyzszym wzorze EI oznacza modul sprezystosci (Younga) preta, a k
jego krzywizne w punkcie P zdefiniowana jako

d w
K= —Wy(x,t) = XX

ds V14+ws

= Wi (X, 1),

gdzie ds = /1 + w2 dx oznacza element dtugosci ogniwa, a wy = awa(z‘t)
0wy (x,t) .z . . . . . . .
Wyx = 5% - WykorzystalisSmy tu zatozenie, ze ugigcie ogniwa jest

mate, co pozwala przyjaé, ze w2 << 1.
W rezultacie, lagranzian elementu masy dm przybiera postaé

1 . .
dl = dK —dV = 7 (px292 + pWi + 2pxBwy — EIW?(X) dx.

Po uwzglednieniu energii potencjalnej silnika lagranzian uktadu ogni-
wo+silnik ma postaé

1 1
1 . . 1. .
L= J dL = QJ (px292 + pw? + 20xBw; — Elwix> dx + EImGQ,
0 0
Po podstawieniu I;,, = fé px%dx+1,, i przy zatozeniu, ze EI = 1 lagranzian
mozna wyrazi¢ jako
1

. 1 LI 1t
L= Lm0+ Zpw?dx +J pxOwydx — J w2 dx. (9.1)
2 2 0 2 Jo

9.1.1. Drgania preta

W celu pokazania, jakiego rodzaju problemy pojawiajq sie przy wy-
znaczeniu lagranzowskiego modelu dynamiki drgajacego ogniwa robota
zalozymy na chwile, Ze ogniwo nie obraca sie, zatem kat 0(t) = 0. Otrzy-
mamy wtedy funkcjonat dziatania

ty pl .
IZJ J L(wW, Wi, W, Weg, Wex, Wy ) dxdt,
to JO

z lagranzianem

. 1
L(W, Wi, Wy, Wie, Wix, Wy ) = 5 (PW% - EIW§X> .

Ekstremale tego funkcjonatu spehiaja réwnania Eulera-Lagrange’a

oL o9l 9 AL 9 oL 9 oL o oL
ow  O0towy Ox 0wy  Ot20wyy  OtOX Owiyx  OX2 OWyy




Rozdziat 9. Dynamika manipulatora o elastycznych ogniwach 80

Po wykonaniu stosownych obliczen otrzymujemy réwnania Eulera-La-
grange’a
dw ,0%w
R
gdzie a %. Réwnanie to mozna rozwigza¢ metoda separacji zmien-
nych. Zaltézmy, ze w(x, t) = F(x)G(t). Otrzymujemy

=0,

2:

d*F(x) o, PG(t)
WG(t) +a F(X) d‘t2 = 0,
czyli
1 d'F(x) _ o® &®G(t) _ W — const
F(x) dx*  G(t) dt2 )
W konsekwencji mamy dwa liniowe réwnania rdézniczkowe zwyczajne
d*F(x) 4 d°G(t) = k*
—k*F(x) =0 ———+ —5G(t) =0.
dx* () dt? + a? (t)
Przy oznaczeniu y? = k—z rozwigzania tych réwnan mozna zapisa¢ w po-

. a
staci

F(x) = A sinhkx + B cosh kx + Csinkx + D cos kx,
G(t) = Esinyt + Fcosvyt,

gdzie stale A, B, C, D, E, F zalezq od warunkéw poczatkowych (w(0,x) = 0)
i brzegowych (W(0,t) = wy(0,t) = 0, wyx(L,t) =0, w,(f)(l,t) =0). W re-
zultacie, pokazaliSmy, ze drgania preta sga opisane kombinacjg hiperbo-
licznych funkcji trygonometrycznych i funkcji trygonometrycznych,

w(x, t) =
= (A sinh kx + B coshkx 4+ Csinkx + D cos kx)(E sinyt + Fcosyt).
Uwzglednienie warunkéw brzegowych prowadzi do nastepujacych wnio-
skow
B+D=A+C=0,

A(sinh kl 4 sin kl) + B(cosh kl 4 cos kl)
A(coshkl 4 coskl) + B(sinh kl — sin kl)

=0,
=0.

Warunkiem istnienia nietrywialnego rozwigzania A, B ostatnich dwoéch
réwnan jest

sinh kl +sinkl coshkl+ coskl

det coshkl+ coskl sinhkl—sinkl -

0:
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co wobec tozsamosci cos?x + sin?x = 1 i cosh?x — sinh®?x = 1 oznacza,
ze k powinno byé rozwigzaniem rdéwnania

coshklcoskl = —1. (9.2)

Oznaczmy przez k; i-te rozwigzanie tego rdwnania; mozna pokazaé, ze w
przyblizeniu k; = (21;11)”. Biorac pod uwage warunki brzegowe i waru-
nek poczatkowy uzyskujemy rozwigzanie w(x,t) w postaci nieskonczo-

nego szeregu

wxt) =) @i(x)qi(t), (9.3)
i=1
gdzie

@i(x) = di((sinh kil + sink;l)(cosh k{x — cos kix)—
(cosh kil 4+ coskil)(sinh ky, — sink;x)),

di = const, oraz
2

i(t) = sin —t
qi(t) .
Przedstawiony wywod ulatwi nam zrozumienie postepowania opisanego
w nastepnych rozdziale.

9.2. Lagranzian przyblizony

Kierujac sie wynikami uzyskanymi w ostatnim podrozdziale zatozy-
my, ze funkcja ugiecia ogniwa jest opisana skonczong suma szeregu (9.3),

tzn.
mn

wixt) =) @i(x)qilt), (9.4)

i=1

gdzie funkcje ¢;(x) stanowia pewna rodzine ortogonalnych funkcji ba-
zowych postaci

inh ks ink: hkix — :
0i(x) = c; (sinh Kix — sinkix — (sinh kil + sink;l)(cosh kix — cos kac)) ’

cosh kil + cosk;l

gdzie k; spelia warunek (9.2), a stata c; jest wybrana w taki sposdb,
zeby

1
J (p%(x)dx =1.
0
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Ortogonalnos$¢ funkcji bazowych oznacza

1
JO 010 @; (x)dx = 5i;.

Przy zatozonej postaci funkcji ugiecia obliczamy pochodne

Z Pix qu Wxx = Z Pixx (X q
i=1

Po podstawieniu tych wynikéw do (9.1) otrzymamy przyblizone wyraze-
nie na lagranzian

n n n

L(e,é,q,q)*—hmE)Q Z +0> g — Z w?q?, (9.5)
i=1

=1 =1

w ktéorym oy = fé x@i(x)dx i w? fo @ixx)?(x)dx. Lagranzian (9.5) za-
lezy od skonczonej liczby wspo}rZanych i predkoéci uogdlnionych, co
pozwala nam napisa¢ klasyczne réwnania Eulera-Lagrange’a

d oL _ oL _

dtgp o6 — 4
4L _ 2L _
dtdq; ~ oq. O

Zakladamy, ze momenty napedowe u dzialaja na wspdlrzedna 0, na-
tomiast na wspélrzedne q; nie dzialaja Zzadne sily niepotencjalne. Po
wykonaniu odpowiednich obliczen uzyskujemy nastepujace réwnania
Eulera-Lagrange’a

n
i=1
ﬁi+(xié+wiqi =0, i=12...,n

Po rozwiklaniu ze wzgledu na przyspieszenia dochodzimy do réwnan

{9 = Z{l:i aiqi + bu

" n . (9.6)
4i =X ycijq; +fiv, i=12...n

przy oznaczeniach

2
i wigi b= 1

n ’ - n 97
— 2 i1 % lim =25 of

Cij = — (oqa]- + w%éﬁ) , fi=—oyb.

ay =
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Réwnania (9.6) definiujq liniowy uklad sterowania. Wprowadzmy nowe
wspoirzedne

X1 =(q1
Xo = (1
Xon—1 = (n
XQn:qn
Xon+1 =0
Xon+o =0
Uktad sterowania reprezentujacy dynamike ogniwa przyjmuje postaé
x =Ax+ B
{x X + bu ’ 9.7)
y = Cx
z funkcja wyjécia oznaczajgca polozenie korica ogniwa, gdzie
0 1 0 -~ 0 0 0 0 ‘pio(”
¢y 0 ¢ -+ cn 0O i R
0 0 0 -~ 0 00 0 o
cot 0 coo -+ con 0 O fo -
A= . . ,B=| . |.C = :
it 0 ¢cng - can 0 O fn (pT(l)(U
o 0o o --- 0 01 0 1
lay 0 a -+ an O Of b 0

Typowe zadanie sterowania manipulatora o elastycznych ogniwach pole-
ga na $ledzeniu zadanej trajektorii yq4(t) efektora. Korzystajac z modelu
(9.7) zadanie to mozna rozwigzaé metodami liniowej teorii regulacji. Po-
trzebne w algorytmie chwilowe wartosci 0 i dot6 uzyskujemy z bezpo-
Srednich pomiardéw. Wartosci wspétrzednych ,ukrytych” q; wyznaczamy
posrednio. W tum celu wybieramy na osi X; punkty o wspdlrzednych
&1, Eo,. .., & i mierzymy ugiecia wi(t) = w(&;, t) ogniwa w tych punktach.
Niech w(t) = (wq(t), wy(t),...,wr(t))T. Ze wzoru (9.4) uzyskujemy uktad
réwnan

e1(&1) @2(&1) - @nl&1)
w(t) = : : : q(t) = D(&)q(t).

Q1(&) @o(&r) - enl&r)
Aby wyznaczenie q(t) byto mozliwe, macierz W(t) musi mieé rzad > n,
Biorac odpowiednig odwrotno$¢ macierzy W(t) wyliczamy ukryte wspot-
rzedne q(t). Predkosci g wyznaczamy przez rdzniczkowanie.
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9.3. Komentarze i odniesienia literaturowe

Wywody przedstawione w niniejszym rozdziale opieraja sie na pracy
[WV92]. Rozwiagzanie réwnania drgan preta wykorzystane w podrozdzia-
le 9.1.1 mozna znalezé w rozdziale 7, par. 19 podrecznika [Smi63].
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1963.

[WV92] D. Wang, M. Vidyasagar, Passive control of a flexible link. Int. Journal
of Robotics Research, 11(6):572-578, 1992.



Rozdziat 10

Kinematyka roboté6w mobilnych

Robotem mobilnym nazywamy takiego robota, ktéry moze sie prze-
mieszczaé w swoim otoczeniu. Do klasy robotéw mobilnych nalezg m.in.
kolowe roboty mobilne, roboty kroczace, roboty podwodne, latajace, ko-
smiczne, etc. Zatézmy, ze q = (q1, 2, ..., qn)' € R™ oznacza wspétrzedne
uogdlnione robota, 4 jego predkosci. Przyjmiemy, ze ruch robota mo-
bilnego podlega ograniczeniom (wiezom) fazowym w postaci Pfaffa,

Alq)q =0, (10.1)

gdzie A(q) oznacza macierz rozmiaru 1 x n, 1 < n, zalezna w sposéb
gtadki od wspétrzednych. Macierz A(q) bedziemy nazywadé macierza
Pfaffa. Zaktadamy, ze ograniczenia (10.1) sq niezalezne, co oznacza, ze
rank A(q) = l. Spelnienie ograniczen oznacza, ze w kazdym punkcie
q € R™ dopuszczalne predkosci robota nalezg do jadra macierzy A(q),
tzn. q € Ker A(q). Jezeli wybierzemy pola wektorowe

g1(q), g2(q),-... gm(q),

m = n — |, rozpinajace przestrzen Ker A(q), to warunek (10.1) mozemy
zapisa¢ w postaci ukladu sterowania

qd=) gila)ui=G(qu (10.2)
i=1

z wektorem sterowan u = (ug,ug,...,um)’ € R™ i macierzq sterowan
G(q), ktérej kolumnami sa pola g1(q), g2(q), ..., gm(q), zalezng w sposéb
gtadki od wspétrzednych q. Méwimy, ze pola gi(q) sa anihilowane przez
macierz Pfaffa. Uklad (10.2) bedziemy traktowadé jako reprezentacje Kki-
nematyki robota mobilnego.

10.1. Przyklady wiezéw w postaci Pfaffa

Typowym zrédlem wiezéw (10.1) sa kotowe roboty mobilne porusza-
jace sie bez podlizgu koét. Ponizej przedstawimy kilka przyktadow.
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Rysunek 10.1: Koto toczace sie bez poslizgu bocznego

10.1.1. Kolo, lyzwa, narta

Rozwazmy kolo toczace sie po poziomej plaszczyznie bez posdlizgu
poprzecznego przedstawione schematycznie na Rysunku 10.1. Tego ro-
dzaju robot mobilny bywa nazywany monocyklem. Rysunek przedstawia
widok kota z géry. Jako wspélrzedne q = (x,y, )" € R® przyjmuje-
my potozenie punktu kontaktu kotla z podtozem wzgledem uktadu (XY)
i orientacje kola. Ze wzgledu na to, ze nie bierzemy pod uwage kata
obrotu kotla, przyktad ten odnosi sie takze do przypadku ruchu lyzwy
lub narty.

Warunek braku poslizgu bocznego oznacza, ze w punkcie kontaktu
predkosci w kierunku prostopadtym do kota znosza sie, czyli

xsing@ —ycosp =0.
Macierz Pfaffa ma postaé
A(q) =[sing —cose 0. (10.3)

Macierz Pfaffa A(q) ma rzad 1. Jej jadro jest generowane przez dwa pola,
l=1,n=3 awiec m =n—1=2, ktére mozna wybraé w postaci g1(q) =
(cos @,sin@,0)" i gy = (0,0,1)T. Zauwazmy, ze pola te nie sq okreslone
w sposdb jednoznaczny (mozna wzigé¢ ich dowolne kombinacje), jednak
uklad sterowania (10.2) jest zdefiniowany jednoznacznie. Z tego powodu
pola sterujace bedziemy sie starali wybraé¢ w taki sposdb, Zzeby sterowania
w uktadzie (10.2) mialy jasny sens fizyczny. W przypadku kota toczacego
sie bez poslizgu bocznego kinematyka jest reprezentowana przez uktad
sterowania

X =1 COS @

y=wsing . (10.4)

P =1uz
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Rysunek 10.2: Koto toczace sie

Nietrudno zauwazyé, ze sterowanie uy ma sens predkosci toczenia sie
kola, a sterowanie uy predkosci zmiany orientacji kola.

10.1.2. Koto toczace sie

W modelu kota z poprzedniego podrozdziatu uwzglednimy teraz kat
obrotu i zatozymy, ze kolo o promieniu r porusza sie bez poslizgu bocz-
nego i wzdtuznego (buksowania, blokowania). Taki ruch kota nazywamy
wlasdciwym toczeniem sie. Widok z géry kota jest taki sam, jak na Rysun-
ku 10.1, a jego widok z boku zostat pokazany na Rysunku 10.2. Wektor
q = (xy, @, 0) € R* wspdlrzednych opisujacych toczenie sie kota zawie-
ra wspoétrzedne punktu kontaktu kota z podtozem, orientacje kota i kat
obrotu kota.

Warunek braku poslizgu bocznego bedzie miat postaé taka samg, jak
poprzednio. Warunek braku poslizgu wzdtuznego oznacza, ze wypadko-
wa predkos¢ w punkcie kontaktu kola z podtozem powinna wynosié
zero, tzn.

v—10=0,

gdzie v oznacza predkos¢ przemieszczania sie kola. Korzystajac z zalez-
nosci x =vcos @, Jy =vsin ¢ otrzymujemy

Vv =XCOS @ + 1 Ccos @.
Oba warunki na brak poslizgu definiuja macierz Pfaffa

__|sing@ —cosp O O
Ala) = cosp sing 0 —r|’ (10.5)

Rzad macierzy A(q) wynosi 2, zatem jadro tej macierzy ma dwa ge-
neratory, ktére mozna wybra¢ w postaci gi(q) = (rcos@,rsin@,0,1)"



Rozdziat 10. Kinematyka robotéw mobilnych 88

Y A

T

X ¢ 'X
Rysunek 10.3: Samochdéd kinematyczny

i go(q) = (0,0, 1,0)T. W konsekwencji, kinematyka kola toczacego sie
jest opisana uktadem sterowania

X =1wWTrCcos @

Yy =wrsing@ (10.6)

P =uUs
9:u1

Sterowanie 1y oznacza predkoéé¢ obrotu kola, a sterowanie uy predkosé
zmiany orientacji kota.

10.1.3. Samochéd kinematyczny

Schematyczny widok samochodu kinematycznego zostat przedsta-
wiony na Rysunku 10.3. Samochdd kinematyczny jest pojazdem cztero-
kolowym, ktéry mozna traktowad takze jako dwukolowy traktor ciaggng-
cy dwukolowq przyczepe. Wektor wspétrzednych q = (x,y, ¢,0)7 € R*
sktada sie ze wspdtrzednych potozenia srodka osi tylnej, orientacji sa-
mochodu i kata skrecenia osi przedniej (kierownicy).

Zaktadamy, ze ruch samochodu odbywa sie bez poélizgu bocznego
kot tylnych i przednich w punkcie kontaktu z podtozem. Poniewaz osie
kot sq sztywne, warunki poslizgu w punkcie kontaktu sa réwnowazne
brakowi poslizgu $rodka osi kot tylnych i przednich. Przy oznaczeniach
z rysunku warunek braku poslizgu kot tylnych przyjmuje postaé

xsing —Yycose =0,
natomiast brak poslizgu ko6t przednich oznacza

sin(p +0) —1jcos(p +0) —lcos® =0.
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Korzystajac z zaleznosci & = x + lcos@, 1 = y + Lsin @ eliminujemy
predkosci & i1, i uzyskujemy macierz Pfaffa

sin ¢ —Ccos @ 0

sin(p +0) —cos(p+0) —lcos® 0| (10.7)

Alq) =

Latwo sprawdzié, ze rzad macierzy Pfaffa jest rowny 2. Pola anihilowa-
ne przez macierz A(q) mozemy wybraé¢ w postaci wektoréw g4(q) =
(lcos @ cos B, 1sin @ cos0,sinB,0)" i go(q) = (0,0,0,1)T. Wéwczas uktad
sterowania (10.2) jest nastepujacy

x =1wlcos@cosO
}'{:uﬂsiin(pcose (10.8)
¢® =uysin@

é:ug

Sterowania wystepujgce w ukladzie (10.8) majg dobry sens fizycz-
ny. Sterowanie w4 jest skalowana przez 1 predkoécia postepowa $rodka
przedniej osi samochodu, co mozna utozsamié z zalozeniem, ze samo-
chéd ma naped na przednie kola*. Sterowanie uy jest predkoscig skre-
cania kierownicy. Zauwazmy, ze dtugos$é¢ osi samochodu nie wystepuje
w naszych rozwazaniach, mozna je zatem odnie$é takze do roweru na
dwéch kotach.

10.1.4. Robot kosmiczny

W tym podrozdziale pokazemy, ze ograniczenia Pfaffa (10.1) moga
mie¢ zastosowanie nie tylko do kinematyki, lecz takze do opisu dynamiki
robota mobilnego. W tym celu rozwazmy robota kosmicznego pokazane-
go na Rysunku 10.4. Robot sklada sie ze swobodnie szybujacej platformy
wyposazonej w manipulator poktadowy typu RT. Wspdtrzedne robota
q = (6,9, 1)T € R’ opisujq orientacje platformy, obrét ramienia wzgle-
dem lokalnego uktadu wspdélrzednych i wysuniecie ramienia manipula-
tora. Moment bezwtadnosci platformy wynosi I, a efektor manipulatora
pokladowego operuje znang masa m.

Zakladamy, ze ruch robota podlega Zasadzie Zachowania Momen-
tu Pedu i ze moment pedu robota = 0. Bilans momentéw pedu daje
zaleznosé

10 + ml*(0 + ¢) =0,

*Wybierajac alternatywnie wektor gi(q) w postaci g1(q) = (cos @, sin @, Lségsee,O)T
otrzymamy model (10.2), w ktérym u; bedzie miato interpretacje predkosci postepowe;j

$rodka tylnej osi samochodu (samochdd z tylnym napedem).
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Rysunek 10.4: Robot kosmiczny

co prowadzi do macierzy Pfaffa

A(q)=[I+m1*> m1* 0
Rzad macierzy Pfaffa jest réwny 1. Przy wyborze generatoréw jadra ma-
cierzy A(q) w postaci g1(q) = ( m1” 1,0) Ti ga(q) = (0,0,1)" otrzymu-

T Tmi2’
jemy uktad sterowania reprezentujacy dynamike robota kosmicznego

| 2

0 =i

(b =1 . (109)
i = Uy

Jak latwo widaé, sterowanie u oznacza predkosé obrotu, a uy pred-
kos$¢ wysuwu ramienia manipulatora poktadowego. Przedstawiony mo-
del bywa takze stosowany do dynamiki jednonoznego robota skaczacego
w fazie lotu, znajdujacego sie poza zasiegiem sit grawitacji. Miejsce ra-
mienia manipulatora pokladowego zajmuje noga robota.

10.2. Wiezy holonomiczne i nieholonomiczne

Jezeli zalezno$é (10.1) opisujaca wiezy da sie sprowadzi¢ do postaci
zaleznej wylacznie od polozenia g, to wiezy nazywamy holonomicznymi
lub catkowalnymi. W przypadku wiezéw holonomicznych mamy zatem

Alq)q <= F(q) =0,

dla pewnej funkcji F : R® — R!'. Z punktu widzenia mechaniki anali-
tycznej, wiezy holonomiczne mozna wyeliminowa¢ przez zdefiniowanie
ukladu na pewnej m = n — l-wymiarowej rozmaitosci

M ={x € R"|F(q) = 0}
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zawartej w R™. Istotne znaczenie ma zatem odréznienie holonomicznych
wiezdw typu Pfaffa od nieholonomicznych. W dalszym ciggu tego roz-
dziatu opiszemy narzedzia pozwalajace przeprowadzi¢ takie rozrdznie-
nie.

10.3. Stowarzyszona dystrybucja i algebra Liego

Niech bedzie dana reprezentacja kinematyki robota mobilnego podle-
gajacego wiezom Pfaffa, w postaci uktadu sterowania (10.2). Zaktadamy,
ze dla kazdego stanu poczatkowego qq i kazdego sterowania u(t) istnieje
trajektoria uktadu (10.2)

q(t) = @qo,t(ul-)).

Uktad (10.2) jest zdefiniowany przez pola wektorowe sterujgce

I ={91,92,---, gm}-

Rozwazmy obiekt ztozony z pdl sterujacych i wszelkich ich kombinacji
ze wspollczynnikami bedacymi gltadkimi funkcjami wspdtrzednych q,

D= span {g1, 92 ---, gm}- (10.10)
C(R"R)

Obiekt D nazywamy dystrybucja stowarzyszona z robotem mobilnym
(lub z ukladem sterowania (10.2)). Pola g; sa generatorami dystrybucji.
Na mocy definicji, elementami dystrybucji D sa kombinacje generatoréw

postaci
m
X=) aigi
i=1

gdzie o; = «i(q), i =1,2,...,m, oznaczaja funkcje gladkie zmiennej q.
Majac dane dwa pola wektorowe X,Y € D nalezace do dystrybucji
definiujemy ich nawias Liego wzorem

[X,YI(q) = DY(q)X(q) — DX(q)Y(q), (10.11)
gdzie symbol D oznacza pochodng (macierz Jacobiego), DX(q) = aé(qq).

Nawias Liego mozemy traktowaé jako pewnego rodzaju iloczyn pdl, o
wlasnosciach podobnych do wlasnosci iloczynu wektorowego w prze-
strzeni R3. Nastepujgce wlasnosci nawiasu Liego sq przydatne przy obli-
czeniach:

1. Antyzwrotnosé: [X,X] =0
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Antysymetria: [Y, X] = —[X,Y]

Tozsamosé¢ Jacobiego: [X, [V, Z]1 + [Y, [Z, X]] + [Z, X, Y]] =0
Biliniowos$é: [aX + bY, Z] = «[X, Y] + B[X, Y], dla a,b € R

(X, BY] = «xB[X, Y] + alLxpPY — BLyaX, gdzie o, p € C®(R™R), a
(LxB)(q) = dB(q)X(q) oznacza pochodna kierunkowa (pochodna Lie-
go) funkcji f wzgledem pola X.

Warto zauwazyé, ze z tozsamosci Jacobiego wynika nietacznosé nawiasu
Liego, albowiem

Dystrybucje D nazywamy inwolutywna, [D, D] C D, jezeli nawiasy Liego
pdl z dystrybucje nalezg do dystrybucji. Na podstawie wlasnosci nawiasu
Liego mozna pokazaé, ze inwolutywnosé wystarczy zbada¢ dla generato-
row, tzn.

[D,D] C D <= [g1,9;] € D, dla kazdego 1i,j=1,2,...,m.

W kazdym punkcie q € R™ dystrybucja D wyznacza podprzestrzen linio-
wa
D(q) C R™,

w ktérej znajduja sie dopuszczalne kierunki ruchu robota mobilnego. Je-
zeli dystrybucja jest inwolutywna, to mozna znalezé rozmaito$¢ M C R™,
wymiaru m, taka ze w kazdym punkcie M przestrzen D(q) jest styczna do
M. Rozmaito$¢ M nazywa sie rozmaitoécig catkowa dystrybucji D. Jezeli
istnieje rozmaito$¢ catkowa, to potozenia uktadu musza znajdowac¢ sie na
tej rozmaitosci, a wiec wiezy natozone na ruch uktadu sq holonomiczne.
Sformutujemy to w postaci Twierdzenia.

Twierdzenie 10.3.1 Jezeli dystrybucja D stowarzyszona z robotem mo-
bilnym jest inwolutywna, to wiezy (10.1), ktérym podlega ruch robota
sq holonomiczne.

Bardzo istotng wtasnoécig uktadu sterowania reprezentujacego kinema-
tyke robot mobilnego jest sterowalnosé. Sterowalno$é¢ uktadu oznacza, ze
dla dowolnych punktéw qo, 4 € R™ mozna znalez¢ sterowanie u(t) takie
ze w pewnej chwili T trajektoria uktadu (10.2) zainicjowana w q( osiagnie
punkt qq, tzn. @q,1(U(-)) = qa. W rozwazanych przez nas przyktadach
sterowalno$é¢ oznacza, na przyktad, ze jest mozliwe takie przetoczenie
kola, ze przyjmie ono zadane potozenie i orientacje, a takze obrdci sie
zadang liczbe razy. Nie jest to sprawa oczywista choéby z powodu, ze
liczba sterowan w ukladzie (10.2) jest z reguty mniejsza o wymiaru prze-
strzeni stanu. Natomiast jest rzecza oczywistg, ze jezeli istnieje rozmaitosé
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calkowa dystrybucji D, wymiaru m < n, to uktad nie moze by¢ sterowal-
ny.

W celu sformutowania warunku sterowalnoéci wprowadzimy pojecie
algebry Liego £ stowarzyszonej z ukladem, rozumianej jako najmniej-
sza algebra Liego, nad zbiorem liczb rzeczywistych R, zawierajgca pola
stowarzyszone g4, 9o, ..., gm. W algebrze Liego ukladu znajdujq sie za-
tem pola stowarzyszone, wszelkie nawiasy Liego tych pdl, nawiasy tych
nawiaséw, etc., a takze kombinacje liniowe tych elementéw ze wspot-
czynnikami rzeczywistymi. Mamy nastepujace Twierdzenie.

Twierdzenie 10.3.2 Niech bedzie dana algebra Liego £ uktadu (10.2).
Jezeli w kazdym punkcie q € R™ jest spetniony warunek

dim£L(q) =n,

to uktad (10.2) jest sterowalny. Co wiecej, ograniczenia (10.1) sq nieho-
lonomiczne.

Warunek sformutowany w Twierdzeniu 10.3.2 nazywa sie Warunkiem
Rzedu Algebry Liego (w jezyku angielskim LARC). Formalnie rzecz bio-
rac, algebra Liego £ zawiera nieskonczenie wiele pél wektorowych i jej
enumeratywne wyznaczenie nie jest mozliwe. W praktyce jednak, jak to
zobaczymy na przyktadach, do sprawdzenia warunku rzedu wystarcza
wyznaczenie kilku pdl.

10.4. Przyklady

10.4.1. Kolo, lyzwa, narta

Dla kota toczacego sie bez poslizgu bocznego, lyzwy, narty mamy
q = (x,y,@)" i pola sterujace gi1(q) = (cos@,sin,0)" i gy = (0,0,1)7.
Algebra Liego
£ > g1, 9.
Te dwa pola nie wystarczag do spelnienia warunku rzedu, obliczymy wiec
nawias Liego

g12(q) = [91,92]1(q) = Dga(q)g1(q) —Dg1(q)ga(q) =
= _agi(q) — (sin @, —cos ¢,0)".
0¢

Pola g4, g9, g12 € £ spelniaja warunek rzedu, poniewaz

cosp sing O
rank [sing —cose 0| =3,
0 0 1
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a zatem uklad sterowania opisujacy kinematyke kota jest sterowalny,
a ograniczenia (10.3) sa nieholonomiczne.

10.4.2. Koto toczace sie

Koto toczace sie jest scharakteryzowane przez q = (x,y, @,0)" i, przy
zalozeniu, ze promien r = 1, pola sterujace przyjmuja postaé gi(q) =
(cos @,sin ,0,1)T i go(q) = (0,0,1,0)". Algebra Liego zawiera te pola,

g1,92 € L.

Obliczamy nawias Liego

g12(q) = g1, 921(q) = Dga(q)g1(q) —Dg1(q)ga(q) =
= —M = (sin ¢, —cos ¢, 0,0
0@

Oczywiscie, pola g4, go, g1o nie wystarcza dla spelienia warunku rzedu,
dlatego wyliczamy kolejne nawiasy Liego

)"

g112(q) = [91, 9121(q) = Dg12(q)g1(q) —Dgi(q)g12(q) =0

9212(q) = [92, 912l(q) = Dg12(q)g2(q) — Dgal(q)gia(q) =
_ 9912(q)

— (cos @,sin ¢,0,0)".
0¢

Poniewaz

cos@ sing cose O

singg —cos¢@ sing 0
0 0 0 1
1 0 0 0

warunek rzedu jet spetniony. Uktad (10.6) jest sterowalny a wiezy opisane
macierza Pfaffa (10.5) sq nieholonomiczne.

rank

10.4.3. Samochdd kinematyczny

Jako ostatni przyktad rozwazymy samochdéd kinematyczny o dlugoséci
1 = 1. Wektor stanu samochodu q = (x,y, ¢,0)', a pola sterujace g1(q) =
(cos @ cos,sin @ cos0,sin6,0)" i go(q) = (0,0,0,1)". Oba te pola nalezq
do algebry Liego, g1, go € L. Obliczamy nawias

912(q) = [91, 92)(q) = Dga(q)g1(q) — Dg1(q)g2(q) = —agaléq) -

= (cos @ sin 6, sin ¢ sinB, —cos 6,0) 7,
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Rysunek 10.5: Dwukotowa platforma mobilna

a nastepnie

g112(q) = [91, 912l(q) = Dg12(q)g1(q) — Dgi(q)gi2(q) =

= (—sin ¢, cos ¢,0,0)7

g212(q) = [92, 9121(q) = Dg12(q)g2(q) — Dga(q)g12(q) = g1(q)-

Warunek rzedu zbadamy korzystajac z czterech pdl wektorowych gy,
g12, gure i go. Otrzgymujemy

cos@cos cos@sin® sin0
sinpcos® singsin® cos@
sind —cos0 0
0 0 0

rank

-~ O O O

Na mocy Twierdzenia 10.3.2 uktad (10.8) jet sterowalny, a ograniczenia
z macierzq Pfaffa (10.7) nieholonomiczne.

10.5. Zadania

Zadanie 10.1 Dana jest dwukolowa platforma mobilna przedstawiona
na Rysunku 10.5. Przyjaé, ze oba kola maja promien 1, a ich katy obrotu
sg rowne 04, 09. O$ kél ma dhugosé 21. Wybraé wspdlrzedne uogdlnione
q= (%Y, @, 01,09)". Dla tej platformy:

1. Zakkadajac ruch bez poslizgu bocznego i wzdtuznego kot wyprowa-
dzi¢ wyrazenie na macierz Pfaffa.

2. Przedstawi¢ kinematyke platformy w postaci bezdryfowego ukladu
sterowania. Wyznaczyé dystrybucje stowarzyszong z tym ukladem.



Rozdziat 10. Kinematyka robotéw mobilnych 96

Y A

Rysunek 10.6: Samochéd z przyczepa

3. Pokazaé, ze ograniczenia fazowe nie sq (w pelni) nieholonomiczne.
Wyznaczy¢ catke pierwsza uktadu. Wyeliminowaé¢ wspoétrzedna .

4. Napisa¢ réwnania ruchu uktadu we wspétrzednych (x,y, 64, 05)". Po-
kazaé, ze wiezy sq teraz nieholonomiczne.

Zadanie 10.2 Dany jest czterokotowy samochdéd z przyczepa porusza-
jacy sie bez posdlizgu bocznego két, przedstawiony na Rysunku 10.6. Dla
tego ukladu:

1. Wprowadzi¢ posta¢ macierzy Pfaffa,

2. Przedstawi¢ kinematyke uktadu w postaci bezdryfowego uktadu ste-
rowania.

3. Zbadaé nieholonomicznosé wiezdw.

Zadanie 10.3 Dany jest robot mobilny typu tréjkatny smok, przedsta-

wiony na Rysunku 10.7. Przy oznaczeniach jak na Rysunku przyja¢ wek-

tor wspétrzednych q = (x,y,0, @1, @2)'. Zatozyé, ze r = 1 =1, a takze, ze
_ 21 _ _ Zl . . . . . .

o = =5, ag = 0, as = 5. Przyjmujac, ze macierz Pfaffa jest postaci

sin(ey + @1 +0) —cos(oy +¢@1+06) —1—cospy —1 0 O
A(q) = |sin(axg + @2 +06) —cos(ag+ @o+06) —1—cosps 0 —1 0
sin(oz + @3 +6) —cos(az+@3+0) —1—cosps O 0 —1

1. Przedstawi¢ kinematyke robota w postaci bezdryfowego uktadu ste-
rowania.
2. Zbada¢ nieholonomiczno$é¢ wiezéw (sterowalnosé ukladu).

Zadanie 10.4 Dla przedstawionej na Rysunku 10.8 deskorolki o dtugo-
dci 21
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Rysunek 10.7: Trdjkatny smok

7
_ ////
/

W

/

X X
Rysunek 10.8: Deskorolka
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1. Wyznaczyé macierz Pfaffa przy zalozeniu braku poslizgu bocznego

kot

2. Przedstawi¢ kinematyke deskorolki w postaci bezdryfowego ukladu
sterowania.
3. Zbadaé nieholonomicznosé wiezdw.

10.6. Komentarze i odniesienia literaturowe

Jako uzupekhienie tego rozdzialu moga shuzyé notatki [TM18], a tak-
ze, w pewnym stopniu, monografia [TM D" 00]. Przydatne moga sie takze
okazaé podstawy geometrycznej teorii sterowania wytozone w rozdzia-
tach 7 i 8 notatek [TM17]. Z literatury w jezyku angielskim polecamy
druga potowe ksigzki [ML.S94]. Zaawansowane zastosowania metod al-
gebry Liego do planowania ruchu robotéw mobilnych opisuje monogra-

fia [Dul9s].
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Rozdziat 11

Sterowanie kinematyczne robota
mobilnego

11.1. Interpretacja nawiasu Liego

Niech bedzie dany uklad sterowania o dwdch wejsciach

4 =g1(q)w + go(q)ug, (11.1)

g € R"™, reprezentujacy kinematyke pewnego robota mobilnego. Pola
wektorowe wystepujgce po prawej stronie réwnania (11.1) definiujg ukta-
dy dynamiczne, ktérych trajektorie ¢d1¢(q) i dot(q) speiniaja rownania
rézniczkowe

dd1¢(q)
dt

ddoi(q)
dt

= g1(P1¢(q)),

= go(Pot(q)).

Zalézmy teraz, ze w uktadzie (11.1) zastosowano kawatkami state stero-
wanie uy(-) ztozone z czterech segmentdéw postaci

1. u1:1,u2:0
2.4y =0, up =1
3. u1:—1,u2:0
4. u1:0, UQ:—i,

kazdy trwajacy przez czas /€, dla pewnego € > 0. Niech o oznacza
stan poczatkowy ukladu. Przy zatozonym sterowaniu uklad (11.1) bedzie
sie¢ poruszal po trajektoriach ¢1¢(q) i dot(q), odpowiednio w kierunku
zgodnym z polem g; lub przeciwnym do tego pola, jak pokazuje Rysu-
nek 11.1.

Niech

q(4t) = dar 0 G1—_¢ o Por o P1¢(qo)
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bard11(qo)

Rysunek 11.1: Nawias Liego: interpretacja

oznacza trajektorie ukladu (11.1) zapoczatkowana w q(0) = qo, w chwili
4t. Zamierzamy rozwingé q(4t) w szereg Taylora w punkcie t = 0. W tym
celu obliczamy pochodna

dq(4t) d¢o—t(q(4t))
FTER —go(q(4t)) — g

a¢2_5(qq(4t)) 6d>1—t(d%2;(q(4t))) go(dre(Por(q(4t))))+

0do_(q(4t)) 01—t (ot (q(4t))) 0ot (d1e(dor(q(4t)))) "
0q 0q 0q
g1 (do—t(P1t(dac(q(4t)))).

Dla t = 0 otrzymujemy

dq(4t)
dt

91 (Paelq(4t)))+

i = —ga(q0) — 91(qo0) + g2(do) + g1(qo) = 0.

Po wykonaniu odpowiednich obliczenn mozna pokazaé, ze pochodna rze-
du drugiego w t = 0 ma postaé

d?q(4t)
dt?

= —I[92,911(qo) + [91, g2l(qo)+
t=0

+ (g2, 911(qo0) — [g2, 911(do) = 2[g1, g2l(qo)-
Poprzestajac na sktadnikach rzedu drugiego obliczamy

2
q(4t) = qo + + LAY

t* = qo + g1, g2l (qo)t™.
2 dat? |

Po podstawieniu t = /e mamy

q (4v€) = qo + €lg1. g2l (qo),
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Y

Rysunek 11.2: Parkowanie monocykla

co oznacza, ze wypadkowy kierunek ruchu uktadu (11.1) poddanego dzia-
laniu kawatkami statego sterowania u,(-) pokrywa sie z nawiasem Liego
pdl sterujacych. Okazuje sie, ze przez odpowiedni dobdr kawaltkami sta-
lych sterowan potrafimy spowodowac¢ ruch w kierunku dowolnego pola
wektorowego nalezacego do algebry Liego ukladu. Uzyskany ruch moze
mie¢ postaé¢ dos¢ skomplikowanego manewru.

11.1.1. Manewr parkowania

Dla ilustracji najprostszej sytuacji przeanalizujemy manewr parkowa-
nia monocykla, ktérego kinematyka jest opisana wzorem (10.4). Wspo6t-
rzedne monocykla q = (x,y, @) ', a jego pola sterujace sa réwne gy(q) =
(cos@,sin,0)" i go = (0,0,1)". Zalézmy, ze monocykl znajduje sie
w punkcie qo = 0, zob. Rysunek 11.2. Parkowanie monocykla polega
na przemieszczeniu go w kierunku osi —Y uktadu wspdtrzednych. Pola
sterujace pozwalaja w tym punkcie na ruch w kierunkach

91(0) = (1,0,0)T i go(0)=(0,0,1)".
Zauwazmy, ze nawias Liego
(91, 92](0) = (0,—1,0)"

daje potrzebny kierunek ruchu, zatem w celu zaparkowania monocykla
potrzebne jest zastosowanie sterowania uy(-). Zaparkowanie polega na
wykonaniu nastepujgcych ruchéw: jazda do przodu, skrecenie két w le-
wo, jazda do tytu i wyprostowanie két.

11.2. Sterowanie robota mobilnego

Dwa typowe zadania sterowania robota mobilnego na poziomie Ki-
nematyki polegaja na osiggnieciu zadanego punktu qq w przestrzeni
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stanu robota lub na $ledzeniu zadanej trajektorii qq4(t) wspélrzednych
uogodlnionych. Pierwsze z tych zadan nazywa sie zadaniem planowania
ruchu robota, a drugie zadaniem $ledzenia trajektorii. Zalézmy, ze jest
dany uktad sterownia (10.2) reprezentujacy kinematyke robota mobil-
nego. Zadanie planowania ruchu polega na znalezieniu sterowania u(-),
takiego, ze dla pewnego T > 0 q(T) = @4, 7(u(-)) = qq. Zadanie $ledzenia
trajektorii sprowadza sie do wyznaczenia takiego sterowania u(-), ktére
zapewni asymptotyczng zbieznos¢ trajektorii q(t) = @q,t(u(-)) robota
do qq4(t). W praktyce, w obu tych zadaniach wystepuja rézne dodatkowe
warunki, jak przechodzenie przez zadane punkty posrednie lub omijanie
przeszkdd; moga one by¢ takze formulowane jako zadania sterowania
optymalnego. W naszym wykladzie ograniczymy sie do podstawowego
sformulowania zadan sterowania i zilustrujemy na przyktadach metody
ich rozwiazania.

11.2.1. Postaé¢ tancuchowa

Jednym ze sposobdw podejscia do zadania sterowania robotem mobil-
nym jest wykorzystanie postaci normalnych uktadu (10.2), tzn. prostych
uktadéw sterowania réwnowaznych ukladowi (10.2), dla ktérych ratwo
skonstruowa¢ algorytmy sterowania. Relacjg réwnowaznosci, ktérg ma-
my na mysli jest roGwnowaznoé¢ przez sprzezenie zwrotne. Dwa uktady
sterowania

q,p € R™, u,v € R™ nazywamy réwnowaznymi przez sprzezenie zwrot-
ne, jezeli istnieje przeksztalcenie wspdlrzednych p = ®©(q) i przeksztal-
cenie zmiennych sterujacych u = (q)v, takie ze

przy czym O jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym i gladkim,
z gladkim przeksztalceniem odwrotnym ®~!, a B jest nieosobliwg ma-
cierzg wymiaru m x m, gladko zalezna od q. Przeksztalcenie ® nazywa
sie dyfeomorfizmem; czesto dopuszczamy, ze jest to dyfeomorfizm lo-
kalny, okreslony na pewnym (otwartym) podzbiorze R™. Méwimy wtedy
o lokalnej réwnowaznosci przez sprzezenie zwrotne.

Ze wzgledu na dostepnos¢ algorytmow sterowania szczegdlne znacze-
nie maja uklady & w postaci tanncuchowej. W dalszym ciggu ograniczymy
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sie do uktadéw o o dwdch wejsciach sterujgcych. Postacig lancuchowa
uktadu o dwéch wejéciach nazywamy uktad

P1=Ww
P2 =V

Ps = Vip2 . (11.2)

Pn =V1Pn—1

Dla szczegdlnie niskich wymiaréw przestrzeni stanu prawdziwe jest na-
stepujace Twierdzenie.

Twierdzenie 11.2.1 — Jezelin = m = 2 i pola sterujgce sq niezalez-
ne, fo uktad o jest réwnowazny przez sprzezenie zwrotne uktadowi

p=w

— Dla n =3 lub n = 4 uktad o spetniajqcy warunek rzedu algebry
Liego (a wiec sterowalny) jest lokalnie réwnowazny przez sprzeze-
nie zwrotne odpowiedniej postaci taricuchowej (11.2).

Samochéd kinematyczny

W celu zilustrowania Twierdzenia 11.2.1 przeanalizujemy model ki-
nematyki samochodu kinematycznego (10.8) (zaktadamy, ze 1 = 1)

X =14 cos @ cos 0
g:ui si.n(pcose (113)
® =uysind

é = Uy
Na wstepie zastosujmy do tego uktadu sprzezenie zwrotne

$4 =uwycos@cosh
So = Uy

ktdre jest dobrze okreslone, pod warunkiem ze katy ¢, 0 speliaja wa-

runek |@| < 7 i10] < §. Przy takim zatozeniu kinematyka samocho-

du kinematycznego jest lokalnie rownowazna przez sprzezenie zwrotne

ukladowi sterowania

)'CZS1

y=sitge
. tg 0
¢ _sicosq)

é:SQ
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Zdefiniujmy teraz dyfeomorfizm wspoétrzednych

.
T tanod
= (p1, P2 P35 =0(x%y,9,0) = (x, ——tgo,y| .
p = (P1, P2 P3 P4) (%Y, ¢, 0) <x cosT 9 @Y

W nowych wspdtrzednych zapisujemy réwnania

PL=X=8
. 3sin(pt926
P2 = 8175 ® + cos? @ cos2 0

. tg o
P3 =513

Pa=y=s1tg¢

_ . _ 35in<pt926 1 . . e e e
Kladac vi =51 1 vo = 81— 5 0 T 520 peosto | korzystajac z definicji

nowych wspoétrzednych otrzymujemy postaé lancuchowa

P1=W
P2 =V
P3 = V1P
Pis = V1p3

11.2.2. Sterowanie sinusoidalne

Znaczenie uktadéw w postaci tanncuchowej polega na tym, ze istnieja
dla nich algorytmy sterowani. Jeden z takich algorytmdéw wykorzystu-
je sterowania sinusoidalne (harmoniczne) w nastepujacy sposob. Zaloz-
my, ze mamy zadanie planowania ruchu uktadu laricuchowego o trzech
zmiennych stanu i dwdch wejsciach,

P1=W1
P2 =Vo
P3 = Vip2

Naszym zadaniem jest znalezé sterowania vy (t) i vo(t), ktére w zadanym
czasie T > 0 przeprowadza ukltad ze stanu poczatkowego p(0) = 0 do
stanu koncowego pgq = p(T). Ida sterowania sinusoidalnego polega na
tym, zeby najpierw, na przyktad w czasie T = %T, doprowadzi¢ do stanu
koricowego zmienne py i pe. MoZzna w tym celu uzy¢ sterowan statych
vy = const i vg = const. Zmienna p3z w chwili T osiggnie pewna wartodé
p3(T). W drugim kroku sterowania, la czaséw t < t < T, zastosujemy
sterowania w postaci

v1(t) = vy cos wt
vo(t) = ag sin wt + vy cos wt
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gdzie vy i v9 0znaczajq state sterowania wyznaczone w etapie pierwszym,
ag jest amplituda sterowania, ktérg nalezy wyliczy¢ z warunku p3(T) =
P43 a czestotliwodé w = 27” Zauwazmy, ze sterowania sq ciggte w chwili
T. Przeprowadzmy te obliczenia w sposdb szczegdtowy. Niech 0 <t < 1.
Korzystajac ze sterowan vq(t) = vy i vo(t) = vo wyznaczamy

. 1
p1(t) =wvit, palt) =vot i p3(t) = §V1V2t2-

Zaktadamy, ze wartoéci v4 i vo sterowan majq zapewnié osiggniecie za-
danych wartoéci p1(t) = pa1 1 p2(T) = pae. Wynika stad, ze

vy = Ba
vy = B2

Nastepnie, w przedziale czasu T < t < T, przy sterowaniu sinusoidalnym
vy (t), obliczamy

a v
pa(t) = pa(T) — —Q(COS wt—1)+ “2 sin wt
w w
i wstawiamy do réwnania rézniczkowego dla zmiennej p3,
. ag Vo .
Pz =po(t)hvi(t) = (pQ(T) + 6(1 —coswt) + © sin wt) V4 cos wt.

Jako rozwigzanie otrzymujemy

ViPd2 |, a2V ) asvy

p3(t) = p3(T) + ( + o sin wt — S CO8 2wt.

Wymaganie p3(T) = pg3z pozwala nam wyznaczy¢ amplitude sterowania

_ 2w(p3(t) —paz)
Ao = Vi .

Pokazany sposdb postepowania mozna uogdélni¢ na inne uktady w po-
staci tancuchowe;j.

11.2.3. Sledzenie trajektorii

Dla kinematyki (11.3) samochodu kinematycznego rozwazmy zadanie
$ledzenia trajektorii (xq(t),yq(t)) potozenia srodka tylnej osi. Sktadowe
poltozenia bedziemy traktowaé jak wyjscia (y1,yo) uktadu. Zatézmy, ze
kat skrecenia kierownicy spetnia warunek (6| < 7 i zastosujmy wstepne
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sprzezenie zwrotne sy = uy cos0 i sop = uy, po ktérym uklad przyjmuje
postaé

X =8§1COS Q@

U =s1sin@

¢ =s1199 (11.4)
0 = s,

Y =X

Y2 =9y

Zalézmy teraz, ze do uktadu zastosowano pewne rézniczkowalne wzgle-
dem czasu sygnaly sterujace sq(t), so(t). Bedziemy sie starali znalezé
zaleznosci miedzy sygnatami sterujacymi a odpowiadajgca im trajektorig
wyjscia (y1(t),yo(t)). Jak wynika z réwnan uktadu, pierwsze pochodne
funkcji wyjscia zalezg tylko od sterowania s4. Obliczmy pochodne rzedu
drugiego
g1:éicosq)—si(bsin(p:s'icosq)—s%sin(ptge (11.5)
ggzéisin<p+si¢)cos<p:s'isin(p—i—s%cosq)tge )

Korzystajac z rézniczkowalnoéci sygnatu s; wprowadzmy nowe sterowa-
nia

Wy = $1

Wo = §9

Zauwazmy, ze przy takiej definicji sterowan zmienna s; staje sie zmienna
stanu, a uklad (11.4) przyjmuje postaé

X =S4 COS @

Yy=s18ing

® =s1tgo

$1=wy . (11.6)
0 = wy

Y =X

Y2 =Yy

Zalezno$¢ miedzy wyjsciem a sterowaniem tego ukladu jest nastepujaca

U1 :wicoscp—s%sin(ptge
ggzwisin(p+s%005(ptge
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i nadal po prawej stronie wystepuje deficyt sterowania. Korzystajac z heu-
rystycznej wskazdéwki ,rézniczkowad az do skutku”, wyliczamy pochodne
wyjéé rzedu trzeciego

2 o8
sysin @

yiz) =Wy cos @ —wysysintgd —2sywy sintg0 — sf cos (pth 0 — g We
2
gg) =Wy sin @ +Wis; cos @ tg 0 + 251wy cos P tg 0 — s sin @ tg? O + L Ly

Potraktujmy w; jako zmienna stanu i zdefiniujmy nowe sterowania

™ :V'\)i
To = Wy

W rezultacie, otrzymamy uklad sterowania

X = $1 COS @
Y =s18in@
®=s11tg0o
S —
R , (11.7)
WL =T
é =Ty
Y1 =X
Yo=Yy
w ktdrym zaleznos$¢ miedzy wyjsciem a sterowaniem ma postaé
U(S) T
y%S) =f(xy,,0,81,11) + D(%, Y, 9, 6,51, W1) <T2> , (11.8)
2
przy czym

wysy sin @ tg @ — 25wy sin @ tg 0 — s cos ¢ tg* 9>

f ) ’ ’9’ J - i
(%Y, @, 0,51, w1) <w13100:3(()tg.164—281W1005<P’f99_stmqﬂg26

2cos2 0
7 cos @
cos? 0

cos @ _sfsin(p
D(x,y,,6,s1,Ww1) = ]

sin @

s2

Wyznacznik det D(x,y, @,6,s1,Wq) = —F g €O 0znacza, ze macierz D jest
nieosobliwa, pod warunkiem ze samochdd sie porusza (s;, a wiec takze
wy # 0). Macierz t¢ nazywamy macierza odsprzegania, poniewaz pozwala
zdefiniowaé¢ w ukladzie (11.7) sprzezenie zwrotne

<"1> —f+Dr, (11.9)
\Z
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przy ktérym zaleznos¢ miedzy wyjsciem a sterowaniem upraszcza sie do
postaci

9(3) =V1
{ %3) . (11.10)
Yy =V2

Podsumowujac calg procedure, majgc dany uktad (11.4), w ktérym zo-
stalo sformutowane zadanie $ledzenia trajektorii wyjscia (yq1(t), yao(t))
rozszerzylimy przestrzen stanu tego ukladu do postaci (11.7) i zasto-
sowali$émy sprzezenie zwrotne (11.9) uzyskujac liniowe réwnania (11.10).
Zadanie $ledzenia trajektorii wyjécia moze by¢ teraz rozwigzane metoda-
mi liniowej teorii regulacji. Niech e; =y4 —yq1, e2 = yo2 —yqgo 0znaczaja
bledy Sledzenia. Nietrudno sprawdzié¢, ze zadanie Sledzenia rozwigzuje
liniowy regulator

(11.11)

(3) .. .

VI =Yg — a2€1 —Qq€1 — Qo€
(3) .. .

Vo =Yg — b2és —breég — boeg

Réwnanie btedu sledzenia jest postaci

ef)) + agéy + a1é4 + agey =0
e +boéy + b1y + boeg = 0

Dla zapewnienia stabilnosci wzmocnienia regulatora nalezy wybraé, na
przyklad w oparciu o kryterium Hurwitza. Metoda zastosowana do roz-
wigzania zadania $ledzenia korzysta z wlasnoéci zwanej rdzniczkowa
plaskoscia ukladu sterowania i polega na wykorzystaniu dynamiczne-
go sprzezenia zwrotnego. Uzyskany algorytm $ledzenia nadaje sie do
zastosowania wylacznie podczas ruchu robota. Calg procedure syntezy
algorytmu $ledzenia dla samochodu kinematycznego przedstawia sche-
matycznie Rysunek 11.3 (gdzie q = (x,y, ®,0) 7).

11.3. Komentarze i odniesienia literaturowe

Rozwiniecie idei sterowania robotami mobilnymi na poziomie kine-
matycznym mozna znalez¢ w Rozdziale 9 monografii [TMD " 00]. Postaé
lancuchowa ukladu sterowania zostata omoéwiona w Rozdziale 11 nota-
tek [TM17], gdzie wzorowalidmy sie na ksigzce [MLS94]. W tejze ksigz-
ce opisano takze idee sterowania sinusoidalnego. Metodzie odsprzega-
nia wejsciowo-wyjsciowego i ukladom rézniczkowo ptaskim poswiecono
rozdziaty 10 i 12 notatek [TM17].
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__________________________________________________________________

; T 1 $1 :

LT L f > f > i.amochéd q . q

E To Wo So inematyczny > . >

; S |

E »— Odsprze- - ; 3
| »— ganie ' | Regulator yEl )
} -¢ - | liniowy | ———

: Vi

i Uktad zlinearyzowany (11.10)

Rysunek 11.3: Algorytm Sledzenia
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Dynamika i sterowanie robotow
mobilnych

12.1. Réwnania dynamiki

Do opisu dynamiki robota mobilnego zastosujemy formalizm Lagran-
ge’a. Zatézmy, ze robot mobilny o wspdtrzednych uogdlnionych q € R™
i predkosciach uogdélnionych g € R™ jest opisany lagranzianem

L(q,4) =K(q,q) — V(q),

gdzie forma kwadratowa K(qq) = %qTQ(q)q oznacza energie kinetyczna
robota, a funkcja V(q) - jego energie potencjalna. Przyjmiemy, ze ruch
robota podlega nieholonomicznym wiezom w postaci Pfaffa

A(q)g =0,

zdefiniowanym przez macierz Pfaffa A(q) o wymiarze 1 x n, rzedu 1.
Z wiezami nieholonomicznymi wigzemy uktad sterowania

g = G(qn, (12.1)

reprezentujacy kinematyke robota, taki ze A(q)G(q) = 0. Elementy wek-
toran € R¥, k = n — 1 maja sens predkoéci; bywaja one nazywane quasi-
predkosciami.

Réwnania Eulera-Lagrange’a dynamiki robota majg standardowa po-
sta¢

Q(q)§+C(q,4)qg+ D(q) = F+ B(q)u, (12.2)

gdzie C(q, q) jest macierza sit odsrodkowych i Coriolisa, D(q) jest wek-
torem sil potencjalnych, F oznacza sity przyczepnosci generujace wiezy,
u € R™ jest wektorem sterowan, ktére dzialaja na poszczegdlne wspodt-
rzedne robota za posrednictwem macierzy sterowan B(q). Sity przyczep-
nosci F podlegajg Zasadzie d’Alemberta, ktdra orzeka, ze sity F nie wy-
konuja pracy na dopuszczalnych przemieszczeniach. Oznacza to, ze

A(q)g=0=F"g=0.
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7 Zasady d’Alemberta wynika, ze sity przyczepnosci mozna wyrazié¢ w po-
staci
FI =ATA(q),

gdzie A € Rl Podstawiajac te zaleznoéé do réwnan Eulera-Lagrange’a
(12.2) otrzymujemy réwnanie

Q(q)d + C(q,4)q +D(q) = AT(q)A + B(q)w. (12.3)

Réwnanie to dostarcza dwojakiego rodzaju informacji. Jezeli interesuje
nas ruch robota, eliminujemy z niego wektor A, jezeli natomiast przed-
miotem naszego zainteresowania sa sity przyczepnosci, wyliczamy wek-
tor A. Zajmijmy sie najpierw réwnaniami ruchu robota. Korzystajac z wta-
snosci A(q)G(q) =0, a wiec G'(q)AT(q) = 0, pomnozymy lewostronnie
réwnanie (12.3) przez macierz G'(q)

G'(q)Q(q)d +G'(q)C(q,4)4+ G (q)D(q) = G'(q)B(q)w.

Skorzystamy teraz z réwnania kinematyki (12.1) w celu wyznaczenia
przyspieszen
4 =G(gn+Glghn,

gdzie G(q) oznacza pochodng macierzy G(q) wzgledem czasu, wzdhiz
trajektorii q(t). Po podstawieniu i uporzadkowaniu skladnikéw otrzy-
mujemy réwnania ruchu robota mobilnego

{q = Glan , 2.4

M(q)n + N(q,n) =B(q)u

gdzie M = GTQG, N = G" (—QGn —CGn—D), B = G'B. Réwnania te
mozna zapisa¢ w postaci uktadu sterowania

4=Glgm , (125)
1 =P(gn) +R(qu

gdzie P(q,n) = M~'N i R(q) = M~'B. W réwnaniu (12.5) sterowania (na-
pedy robota) oddziatujg na quasipredkosci n za posrednictwem macierzy
R(q) o wymiarze k x m. Wymiar wektora quasipredkosci odnosi sie do
liczby stopni swobody ruchu dopuszczonej przez wiezy nieholonomicz-
ne. Z tego powodu liczba napedéw powinna by¢ nie wieksza od wymiaru
wektora quasipredkosci, mamy zatem m < k. Jezeli m = k, méwimy, ze
robot mobilny jest w pelni napedzany, w przeciwnym wypadku robot ma
deficyt napedéw.
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W celu wyznaczenia sil przyczepnosci mnozymy réwnanie (12.3) le-
wostronnie przez macierz A(q) i otrzymujemy

A(q) (Q(q)d + C(q,4)q +D(q) —B(q)u) = A(q)AT(q)A,
skad wynika, ze

A= (A(Q)AT(q) " Alq) (Q(q)d + C(q,4)d + D(q) — B(q)w),

Sity przyczepnosci sq dane wzorem

F=AT(qA=AT(q) (AQAT(q)) " Alq) (Q(q)d+
+C(q,9)q+D(q) —B(q)u). (12.6)

Znajomo$¢ sit przyczepnosci moze byé przydatna przy wyznaczaniu wa-
runkéw wejécia robota mobilnego w poslizg.

12.2. Sterowanie dynamika robota mobilnego

Podobnie, jak w przypadku sterowania kinematykg, definiujemy dwa
zadania sterowania robota na poziomie dynamiki: zadanie planowania
ruchu i zadanie $ledzenia trajektorii. W obu przypadkach zadanie odno-
si sie do ukladu sterowania (12.5). W zadaniu planowania ruchu chodzi
0 znalezienie sterowania, ktére przeprowadzi stan robota do zadanego
punktu, w chwili T > 0. Zadanie $ledzenia trajektorii polega na zna-
lezieniu sterowania, ktére zapewni asymptotyczna zbieznoéé¢ trajektorii
robota do zadanej trajektorii. Jezeli interesujgce nas wielkosci zostaly wy-
odrebnione jako funkcja wyjécia robota, zadajemy punkt docelowy lub
trajektorie wyjscia robota; w ogdlnym przypadku stan robota obejmuje
wspbtrzedne i quasipredkoéci (q,m) € RMk,

Zauwazmy, ze w przypadku robota w peli napedzanego sprzezenie
zwrotne

v =P(q,n) +R(q)u

przeksztatca uktad (12.3) do postaci
{qzemm

n=v
W takim wypadku sterowanie dynamika redukuje sie do sterowania ki-
nematykq. Jezeli sterowanie kinematyczne n jest klasy C!, to po jego

wyznaczeniu sterowanie dynamiczne

u=R"1(q)(n—P(q.n)).

Z punktu widzenia sterowania robotéw mobilnych wyzwanie stanowig
roboty z deficytem napeddw.
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Za

Rysunek 12.1: Wahadlo mobilne

12.2.1. Wahad}o mobilne

Wyprowadzenie réwnan ruchu i synteze algorytmu $ledzenia trajek-
torii przeanalizujemy na przykladzie wahadla mobilnego pokazanego
na Rysunku 12.1. Robot sklada sie z dwukotowej platformy mobilnej,
na ktérej zostalo zamontowane wahadto. Zakladamy, ze dlugosé¢ wa-
hadla jest mniejsza od promienia két, 1 < R. Wspdlrzedne uogdlnio-
ne q = (x,y, @,01,05 &) € R® obejmujq potozenie $rodka osi platformy,
orientacje robota, katy obrotu két i kat odchylenia wahadta od pionu. Kg-
ty obrotu koét sa liczone wzgledem wahadla. Wspélrzedne i parametry
robota zostaly zaznaczone na Rysunku: R oznacza promien kot b jest
potowa dhugoscei osi platformy, 1 oznacza dlugosé wahadla, przez my,
m,, oznaczamy masy kél i mase skupiong na konicu wahadta. Kota maja
moment bezwladnodci I} wzgledem osi obrotu i Iy wzgledem osi pio-
nowej do pltaszczyzny ruchu robota, przechodzacej przez $rodek kota.
Pomijamy mase osi i preta wahadta.

Przyjmujemy, zZe platforma porusza sie po poziomej ptaszczyznie, bez
poslizgu bocznego i wzdhuznego kél, odpowiednia macierz Pfaffa ma
zatem postaé

sing —cose O O O O
A(q)= |cosp sing —b —R 0 —R (12.7)
cos@ sing b 0 —R —R

Uktad sterowania opisujacy kinematyke robota przyjmuje postaé

q=G(qhn,
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gdzie n € R%. Macierz sterowania tego ukladu

[cos@ cos@ cos @]
sing sing sing

[~

, (12.8)

|
o O?U\wd
O Al O =~
A~ O O

CO oznacza, ze sq spelnione réwnania

X =193 COS @

Y ="n1g3sin @

¢ =y + Moy

91 Zm% '
0 =22

& =Tsg

gdzie 1193 = 1M1 + N2 + N3. Zauwazmy, ze roOwnania kinematyki ujawniaja
zalezno$¢ wspoélrzednych ¢, 04 i 69, mianowicie, przy zatozeniu, ze @ (0) =
01(0) = 05(0) jest spelniony warunek

R

= 5o (0 —01). (12.9)

¢

Oznacza to, ze do opisu robota wystarczy wzia¢ wspodlrzedne uogdlnione
(x,Y,01,09, &) € R5. Po redukeji wspdtrzednych okazuje sie, ze warunki
na brak poslizgu wzdtuznego kota lewego i prawego platformy mobilnej
pokrywaja sie, a macierz Pfaffa

__|sing —cos¢@ 0 0 0
Ala) = cos@ sing —%R —%R Rl (12.10)

Stosownie do tego, macierz
COS@® COS® COS®

sing sing sing
2 ) (12.11)

o Ox
O A O©
A~ O O
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YA

rd

1 1 >
o

X1 X & Xo X

Rysunek 12.2: Punkty kontaktu két z podtozem

a uklad sterowania reprezentujgcy kinematyke robota redukuje sie do
postaci

X =T123COS @
Y =1q938in@
01 =m1% , (12.12)

02 =mog

& =Nz
przy czym kat ¢ jest zdefiniowany przez (12.9).

Wyznaczymy teraz lagranzian L = K — V. Energia kinetyczna robo-
ta sktada sie z energii két i energii wahadla. Kazde z kot wykonuje
ruch postepowy, a takze obraca sie wzgledem wlasnej osi i wzgledem
osi pionowej przy zmianie orientacji robota. Stad otrzymujemy energie
kinetyczne kot

1 1 1 .
Ky = —myvi + =112 + S Th(&+ 61)?,

2 2 2
Ko = Sy + 1,2 + 1 (& +01)?
2—2 kVo 21<P 22 1)5

gdzie vy i vog oznaczaja predkosci ruchu postepowego kota numer 1 i nu-
mer 2. Niech (x4,y1) i (x9,y2) oznaczaja wspodtrzedne punktu kontaktu
kot z podtozem. Z Rysunku 12.2 wynika, ze

X1 =x—bsinge
X9 =X+ bsine
Yy =y-+bcose
yp =y —beos e
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skad wyliczamy

X1 =X%X—Db@cose

Xo =X+ b@pcos e

U1 =y —bdsing

U = §+bosine
Poniewaz v§ = %} + 1?2, v = X2 + U3, po wykonaniu odpowiednich podsta-
wien otrzymujmy sumaryczng energie kinetyczng kot

Kig = Ky +Ko = my (32 + 92 + b292) + L1 92+ 11p (& + 91)2+%IQ (& + 62)2.

W celu wyznaczenia energii kinetycznej wahadta korzystamy z zalezno-
Sci
1 2
Kw = =my,v7,
w 2 44%

gdzie v jest predkoscig ruchu wahadta. Przyjmujgc dla wspdtrzednych
konca wahadla oznaczenia (&,1, () mamy V2 = 2 —1—1'12 + (2 Na podstawie
Rysunkéw 12.1 i 12.2 obliczamy

E=x+1lsinxcos@
n=y+ lsinasin @
(=R+1lcosux

i, po zrdézniczkowaniu i podstawieniu do wzoru na energie kinetyczna
wahadta, otrzymujemy

1
Ky = Qmw(XQ + 192 + 12(¢? sin? a + &2) + 21x& cos o cos @+
— 21x@ sin acsin @ + 2y & cos acsin @ + 21Y @ sin x cos @).

Poniewaz robot porusza sie po poziomej ptaszczyznie, jego energia po-
tencjalna pochodzi wylacznie od wahadta,

V(q) = —mug(lcos x + R).

Staty skladnik m,, gR energii potencjalnej nie odgrywa roli w réwna-
niach Eulera-Lagrange’a, dlatego mozemy go opuscié. Laczac ze soba
uzyskane wzory na energie kinematyczng i potencjalng, i wyliczajac na
podstawie (12.9)

. R
<P—2b(92 01)
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wyznaczamy lagranzian robota
1 .0, .0 1 2o 1 40

L= K12+Kw -V = QO(X +y )+ QTei +§T‘62+

1 . .
+ > (21 + My 12)&2 + p sin asin X601 — p sin a sin exO9+

— psin acos ey + p sin xcos @0y — m,, L cos occos xi+
+ my,lcos asin @y — 10100 + 10 &+
+ 89 + myglcosa, (12.13)

przy oznaczeniach a = (m,, + 2my), p = mwl% ir = (myl?sin®« +
2myb® + 211)%. Réwnania Eulera-Lagrange’a (12.2) sa postaci

Q(q)§+C(q,4)qg+ D(q) = F+ B(q)u, (12.14)

gdzie, przy oznaczeniach s, = sin«x, ¢, = cos «, etc., macierz bezwtad-
nosci

a 0 PSaxSe —PSaSe MwlcaCe
0 a —PSaCp PSxCep  MuplcaSe
Qlq) = | psase —PSaCo T - Iy )
—PSaSe PS«Ce —T T Iy
mulcaCe MulcaSe I, I, 21y + m,, 12

wektor sil odérodkowych i Coriolisa

Plcasqed+ socc(p(p)(.éi —.ég) —Mwl(saCe + CaSe )
Pl—caCop& + 5580 P) (01 —0O2) + My (=SS &+ CaCeP)&
Clq.4)g = 0
0
0

a wektor sit grawitacji

D(q) = (0,0,0,0, My, glsq) .

Wektor F dotyczy sit przyczepnoéci i bedzie wyznaczony w oparciu o Za-
sade d’Alemberta. Przy zalozeniu, ze sterowaniami robota sg momenty
silnikéw napedzajacych kola platformy, macierz

022
B=| I
0
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Z uzyskanych réownan dynamiki robota (12.14 eliminujemy sity przyczep-
noéci i przechodzimy do réwnan postaci (12.4). Po wykonaniu odpowied-

nich obliczen otrzymujemy

X = 1123 C0S @

Y =mq938in @

01 =m2

02 =m2 3

& =msg

anqos + (7”””16080c + 2 )fls + [’RTQ (M1 —M2) — psm“(ﬂ —M2)%+
—Maggindin? 4 PN sy —n2) = Fw

afjygs + (Meleose 4 2l ) g ARy — ) — BAIRX (1 )24
mwlsm ‘XT]% PSL““mzs(m ne) = ,%uz

(CH‘ 7mwlcos“)ﬂ123 + Rz 5(M1 +M2) + (mWLRCOS“ + 212+mw12) N3+

— PSR (1) —qp)2 — Maelfinand 4 malgsha

Ostatnie trzy rdwnania maja postaé

M(e) + N(a, 1 —19,13) = Bu,

przy czym elementy macierzy M zaleza wylacznie od kata & wychylenia

wahadta i spelhiajg warunki

Mig = Mgy, Miyg =My, Miyz = Mgz = Mz = Msg.

Uktad sterowania (12.15) opisujacy ruch wahadta mobilnego ma deficyt

sterowan. Jego macierz sterowan

-4
O1><2

W uktadzie (12.15) definiujemy wyjscia

Y1 =X
Y2 =y

i rozwazamy zadanie $ledzenia zadanej trajektorii wyjscia (yq1(t), yao(t)).
W celu rozwigzania tego zadania postaramy sie znalez¢ taki zwigzek mie-
dzy sterowaniami a wyjéciami uktadu, zeby zapewni¢ mozliwos¢ sterowa-
nia kazdego z nich. Zatézmy, ze uklad porusza sie po pewnej trajektorii
q(t), ktéra definiuje trajektorie wyjscia (yi(t), yzs(t)). Zrdzniczkowanie

tej trajektorii wzgledem czasu daje

Ui =X =M123Ce
Yo =Y =M23Se
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i dalej
U1 =M23Cep —MN123S0 P
U2 = 11238 +M23Ce @

Dodajac stronami réwnania numer 3 i 4, a nastepnie rOwnania numer 3,
4 i 5 uktadu (12.15) wyliczamy

M123 = ay23(0, My — Mo, M3) + broz(o) (wg + ug)
M3 = az(o, M —N2,M3) + bs(o) (ug + ug)

gdzie ay93, az, byoz, bz sa pewnymi funkcjami, ktére tatwo wyliczyé na
podstawie (12.15). Po podstawieniu do wzoréw na drugie pochodne wyjs$¢
i wykorzystaniu wyrazenia na ¢ otrzymujemy

U1 = di(g,m1 —1n2,m3) + Fen123(N1 —M2) + broz()ce (ug + ug)
Uo = do(q, M1 —M2,M3) — F2M123(M1 —M2) + broz()se (W + up)

dla odpowiednich funkcji dy, do. Rozszerzmy teraz uktad (12.15) o nowa
zmienng stanu w; + up = v i wprowadZzmy nowe sterowanie wy; = V.
Wynik kolejnego zrézniczkowania wyjs¢ po czasie mozna przedstawic
w nastepujgcej postaci

ut? = eqs(qny) + ea(qm) (s —1io) + ers(m)wy
ys" = ep(q,mv) + e2(q,n) (g —112) + eps(q, 1wy

Przez odjecie rownan numer 3 i 4 uktadu (12.15) wyliczamy

M1 — 12 =n(q,m) + mle)(w — ug),
dla pewnych funkcji n i m. Zdefiniujmy nowe sterowanie wy = u; — us.

W efekcie, pochodne rzedu trzeciego wyjsé mozna przedstawi¢ w postaci

’

Yt = £11(q,m,v) + Fralgmwi + fi3(q,m)wo
953) = for1(q,M, V) + foo(q,n)W1 + foz(g,n)wy

albo, przyjmujac oznaczenie y = (y1,y2), w postaci wektorowej
y'® = f(qn,v) +Flgn)w.

Nietrudno pokazaé, ze macierz odsprzegania F = [fij] jest nieosobliwa.
Pozwala to na zastosowanie sprzezenia zwrotnego

w=F1(s—1),
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gdzie s oznacza nowy wektor sterowan. Po zastosowaniu tego sprzezenia
zwrotnego rozszerzony uktad (12.15) ma zaleznoéé¢ sterowanie-wyjscie
postaci

y® =5,
Rozwigzanie zadania sledzenia zadanej trajektorii y = (yq41(t), yqao(t) uzy-
skujemy metodami liniowej teorii regulacji. Niech e = y(y) —y4(t) ozna-
cza blad Sledzenia. Jako sterowanie s(t) bierzemy

s(t) =y (1) — Koé — Ky &y — Koe,

dla diagonalnych macierzy wzmocnienia Ky, K1 i Ko. W celu zapewnienia
zbieznosci btedu Sledzenia do zera, elementy tych macierzy powinny by¢
wybrane, na przyktad, na podstawie kryterium Hurwitza. Podsumowujac,
zaproponowany w tym rozdziale algorytm Sledzenia trajektorii potozenia
robota typu wahadlo mobilne wymaga podstawienia w; + ug = v, rozsze-
rzenia dynamicznego réwnan ruchu (12.15) o réwnanie v = wy i wpro-
wadzenia sterowania wy = w4 — Uy, a nastepnie zastosowania sprzezenia
zwrotnego

w=F1 (y(S) () — Ko — Ky &g — Koe — f) .

12.3. Zadania

Zadanie 12.1 Dla platformy mobilnej Rex przedstawionej na Rysun-
ku 12.3 napisa¢ macierze Pfaffa dla wybranych sposréd 64 mozliwych
rodzajow ruchu (brak poélizgu, poslizg boczny kota nr 1, poslizg bocz-
ny i wzdhuzny kota nr 2, etc.) opisanych w rozdziale 6 raportu [Aeal3].
Korzystajac z danych zawartych w tym raporcie napisa¢ odpowiednie
modele dynamiki platformy Rex. Przyja¢ liniowe modele sit reakcji po-
slizgowych dzialajacych na kola Slizgajace sie.

12.4. Komentarze i odniesienia literaturowe

Réwnania dynamiki robotéw mobilnych uzyskano za pomoca for-
malizmu Lagrange’a-d’Alemberta oméwionego w notatkach [TM18], zob.
takze poczatek Rozdziatu 11 monografii [TMD"00]. Przy rozwigzaniu
zadania mozna skorzysta¢ z raportu [Aeal3].
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Rysunek 12.3: Platforma mobilna Rex
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