Motywacja

JesteSmy ekspertem /doradca w jednej z agencji rzadowych, i w niedziele wieczorem
prezes agencji dzwoni do nas na komorke, zeby poinformowac, ze w poniedziatek rano
o godzinie 10-tej odbedzie sie wazna narada w Ministerstwie Infrastruktury, i konieczna
jest nasza niezawodna obecnosc.

Co robic¢?

Mamy wiele mozliwosci, mozemy wrécic¢ do kolacji z rodzina, mozemy pdjS¢ na spacer
zeby sie odstresowac.

Wiemy jednak, ze musimy zaplanowac podréz do Warszawy. Samolot nie jest dobra
opcja. W tanich liniach lotniczych wszystkie miejsca sa dawno wykupione, a w LOT s3
pewnie jeszcze miejsca, ale jak rano bedzie mgta i samolot nie odleci, to zostawimy
szefa na lodzie, i potem pewnie mozemy sie juz w ogodle nie pokazywac w agencji
(odprawe przysla nam na konto).

Co gorsza, PKP w dzisiejszych czasach rowniez ma zwyczaj odwotywac pociagi z dnia
na dzien, i nie ma pewnosci, czy mozemy liczy¢ na nocny pociag 1:32 (jest

w Warszawie o 7:32). Mozemy sprawdzi¢ te opcje, ale moze sie okazaé, ze czeka nas
jazda samochodem.

Ogodlnie, jest szereg mozliwosci, kazda z nich wymaga starannego rozwazenia. Prowadzi
to do przeszukiwania.
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Przeszukiwanie jest elementem sktadowym wszystkich metod sztucznej inteligencji,
| zdolnosc skutecznego przeszukiwania w ogole zdaje sie by¢ inherentnym elementem

inteligenc;ji.
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Reprezentacja problemu w przestrzeni stanow

1. przestrzen stanow

e moze miec postac iloczynu kartezjanskiego dziedzin parametréw opisu

e przestrzen moze byc¢ skonczona lub nieskonczona, choc nie musi to byé zwigzane
z trudnoscia problemu (np. szachy)

e czasem czesC catej formalnie zdefiniowanej przestrzeni stanowia stany
niedozwolone (inaczej: nieosiagalne)

2. stan poczatkowy, zawsze jawnie podany
3. stan docelowy, jawny lub niejawny (warunek osiagniecia celu)

4. dostepne operatory przejscia od stanu do stanu, inaczej: funkcja nastepnika,
successor function

e np. w postaci warunkéw stosowalnosci i efektow dziatania
e operator moze by¢ sparametryzowany (np. w labiryncie mozemy mie¢ jeden
operator ruchu, cztery operatory, albo liczbe miejsc razy cztery)

= Zadaniem jest wyznaczenie sekwencji operatoréw prowadzacych ze stanu
poczatkowego do celowego.
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Ogodlny schemat przeszukiwania w przestrzeni stanéw

PROCEDURE GT(St) ;

BEGIN
UNTIL Term(St) DO )
BEGIN
Op := first(ApplOps(St)) ;
St := Apply(Op, St) ;
END
END

St - opis stanu poczatkowego
stan St spelnia warunek celu

wybierz operator stosowalny w stanie St
rezultat zastosowania Op do stanu St

Co prawda powyzszy zapis algorytmu GT (Generate-and-Test) sugeruje, ze wybiera on
pierwszy mozliwy do zastosowania w stanie St operator, jednak algorytm ma wplyw na
ten wybor operatora przez odpowiednie posortowanie listy operatorow. Metode wyboru
operatora przez algorytm przeszukiwania nazywamy strategia.

Zastosowanie dobrej strategii jest w algorytmach przeszukiwania zagadnieniem

kluczowym.
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Strategie Slepe i poinformowane

Strategia moze by¢ catkowicie ogdlna, bazujaca tylko na syntaktycznych wtasnosciach

reprezentacji zagadnienia, i dajaca sie wykorzystac we wszystkich mozliwych
przypadkach. Takie strategie nazywa sie Slepymi.

Przyktad: catkiem uzyteczna $lepa (i to dostownie) strategia w przeszukiwaniu

labiryntow jest strategia prawej reki. Strategia ta pozwala znalez¢ wyjscie z labiryntu,
jesli tylko takowe istnieje.

Strategie moga réwniez wykorzystywac informacje o stanie, specyficzne dla danej
dziedziny problemowej. Takie strategie nazywamy poinformowanymi.

Strategie poinformowane korzystaja z informacji, ktére w ogdlnym przypadku nie sa

dostepne, i moga by¢ niezrozumiate dla osoby postronnej, oraz dla catkowicie ogdlnego
algorytmu przeszukiwania.

Przyktad: wyobrazmy sobie, ze poszukujac wyjscia z labiryntu wiemy, ze na zewnatrz
jest hatas (np. szum morza), a w labiryncie catkowita cisza. Wtedy zwyczajne
nadstuchiwanie we wszystkich kierunkach mogtoby by¢ zrodtem strategii

poinformowanej, pomagajac w wyborze wtasciwych krokéw (cho¢ strategia ta moze
by¢ skuteczna tylko w pewnej niewielkiej odlegtosci od wyjscia).
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Krotkie podsumowanie — pytania sprawdzajace

1. Z czego sktada sie reprezentacja problemu w przestrzeni stanow?

2. Co to sa Slepe i poinformowane strategie przeszukiwania? Czym sie réznia?
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Przeszukiwanie z nawracaniem (BT)

FUNCTION BT(st)

BEGIN
IF Term(st) THEN RETURN(NIL) ; trywialne rozwiazanie
IF DeadEnd(st) THEN RETURN(FAIL) ; brak rozwiazania
ops := ApplOps(st) ; lista oper.stosowalnych
L: IF null(ops) THEN RETURN(FAIL) ; brak rozwiazania

ol := first(ops)
ops := rest(ops)
st2 := Apply(ol,st)
path := BT(st2)
IF path == FAIL THEN GOTO L
RETURN (push (o1, path))
END

Algorytm BT skutecznie przeszukuje przestrzen rozwiazan bez jawnego budowania
drzewa przeszukiwania przestrzeni. Struktury jakich uzywa do zapamietania stanu
przeszukiwan sa niejawne (na stosie). Mozna skonstruowa¢ iteracyjna wersje tego
algorytmu, ktora buduje te struktury jawnie.

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie z nawracaniem



Przeszukiwanie z nawracaniem — wiasnhosci

BT ma minimalne wymagania pamieciowe. W trakcie pracy pamieta tylko pojedyncza
Sciezke do rozwiazania (oraz pewien kontekst dla kazdego elementu tej sciezki). Zatem
jego ztozono$¢ pamieciowa przypadku $redniego wynosi O(d), gdzie d -
odlegtos¢ stanu poczatkowego od rozwiazania (w sensie liczby operatoréw).

Efektywnosc¢ czasowa jest gorsza. W najgorszym przypadku algorytm BT moze
odwiedzi¢ wszystkie stany przestrzeni przed znalezieniem rozwigzania. Pozwala
jednak na uzycie strategii — poinformowanej lub slepej — w momencie tworzenia listy
operatordw, przez jej odpowiednie posortowanie.

Powaznym problemem algorytmu BT jest fakt, ze moze on nie znalez¢
rozwigzania, nawet jesli istnieje ono w niewielkiej odlegtosci od stanu startowego.
Jesli np. przestrzen standw jest nieskonczona, algorytm moze w pewnym momencie
przeszukiwania wybraé operator prowadzacy do stanu, z ktérego prowadza drogi do
nieskonczonej liczby standw, ale zaden z nich nie jest stanem docelowym. W takim
przypadku algorytm BT nigdy nie zakonczy przeszukiwania tej czesci przestrzeni
standw, i nigdy nie bedzie mogt wycofaé sie z niewtasciwego wyboru operatora.
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Wykrywanie powtarzajacych sie stanow

Jednym z probleméw algorytmu BT — jak réwniez wszystkich innych algorytmoéw
przeszukiwania — jest mozliwos¢ powstawania petli. Jesli algorytm kiedykolwiek
wygeneruje opis stanu, do ktérego doszedt, ale ktory juz istnieje na jego drodze od
stanu poczatkowego, to nieuchronnie zacznie powtarza¢ badanie standw wczesnie;
zbadanych.

Zjawisku temu mozna oczywiscie zapobiec. Najprostszym sposobem bytoby
sprawdzenie, po wygenerowaniu kazdego nowego stanu, czy ten stan nie znajduje sie
juz na biezacej sciezce od stanu poczatkowego.

Mozna réwniez sprawdzi¢ doktadniej — czy nowo wygenerowany stan nie zostat juz

w ogole kiedykolwiek wczesniej znaleziony, i zbadany. Wymaga to pamietania zbioru
standéw zbadanych, tzw. listy Closed. Lista ta w algorytmie rekurencyjnym musi by¢
globalna i kazdy nowo wygenerowany opis stanu musi by¢ porownywany ze wszystkimi
stanami juz obecnymi na liscie.

Jedno i drugie sprawdzanie jest dos¢ kosztowne obliczeniowo. Dla zaoszczedzenia czasu
mozna je pominac, ryzykujac jednak zapetlenie procedury.
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Ograniczenie glebokosci z iteracyjnym pogtebianiem

Powaznym problemem dla algorytmu BT sa nieskonczone przestrzenie, z ktorymi
algorytm ogdlnie sobie nie radzi. Podobnie zreszta jak inne algorytmy o charakterze
(hura-)optymistycznym, ktére preferuja marsz do przodu, o ile tylko jest mozliwy.

Prostym rozwigzaniem jest ograniczenie gtebokosci przeszukiwania do jakiejs
,rozsadnej" wartosci. Zauwazmy, ze poza zabezpieczeniem przed nieskonczonymi
przestrzeniami, zabezpiecza ono jednoczesnie przed wpadnieciem w petle, co pozwala
pominaC wykrywanie powtarzajacych sie stanow. W ogolnym przypadku moze nie byc
jednak tatwe okreslenie takiej wartosci, a jej niedoszacowanie grozi oczywiscie porazka
algorytmu i nieznalezieniem rozwiazania, ktore istnigje.

Dla szeregu algorytméw podobnie jak BT optymistycznych (preferujacych ruchy wgtab)
stosuje sie zatem ograniczenie glebokosci z iteracyjnym pogitebianiem. Ten
wariant gwarantuje znalezienie rozwiazania, o ile istnieje.

Jednak w przypadku algorytmu BT ta metoda moze byc bardzo nieefektywna.
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Heurystyki i funkcje oceny stanu

Algorytmy dotychczas przedstawione s ogolne i nie wymagaja do swojej pracy strategii
poinformowanej. Jednak w kazdym praktycznym zagadnieniu posiadanie takiej strategii
jest bardzo pozadane.

Heurystyka bedziemy nazywac wiedze o dziedzinie problemowe;:

e ktorej nie mozna uzyskac z syntaktycznej analizy opisu problemu,

e ktéra moze nie mie¢ formalnie poprawnego uzasadnienia, a takze — co wiecej —
ktora moze nie w kazdym przypadku sprawdzac sie, i czasami dawa¢ mylne
wskazowki,

e ale ktora ogdlnie pomaga w dokonywaniu dobrych wyboréw w przeszukiwaniu.

Posiadanie heurystyki pozwala budowac strategie poinformowane. Ogdlnym i czesto
stosowanym schematem konstrukcji strategii wykorzystujacym informacje heurystyczna,
jest statyczna funkcja oceny stanu. Dla kazdego stanu okresla ona jego ,dobroc’,
czyli szanse, ze przez ten stan prowadzi droga do rozwiazania. Wartos¢ tej funkcji
mozna réwniez interpretowac jako miare odlegtosci stanu od rozwigzania.
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Metody gradientowe

Funkcje oceny stanu mozna w przeszukiwaniu zastosowaé bezposrednio. Prowadzi to
do metody lub metod gradientowych (hill-climbing). Metody te okresla sie
w informatyce jako metody zachtanne.

Ich bezposrednie zastosowanie ograniczone jest do dziedzin z bardzo regularna funkcja
oceny (np. scisle monotoniczna). W praktyce mamy typowo do czynienia
z nastepujacymi problemami:

objective function lobal maximum
A

shoulder
local maximum
"flat" local maximum

1. lokalne maksima funkcji oceny
2. obszary ,plateau” funkcji oceny
3. ukosne granie funkcji oceny

»state space

current
state

/ \
I
~ -
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Wyzarzanie

Skuteczna i czesto stosowana grupe metod gradientowych stanowi technika zwana
wyzarzaniem (simulated annealing). Jej nazwa odwotuje sie do analogii z procesem
wytapiania metalu, kiedy stopniowe i powolne zmniejszanie temperatury pozwala
osiggnac stan globalnego optimum energetycznego, z petnym uporzadkowaniem
czasteczek w catej objetosci metalu.

Metoda polega na generowaniu ruchow
P(AC) losowych, i nastepnie wykonywaniu ich,
p lub nie, zgodnie z przedstawionym na
wykresie rozktadem prawdopodobienstwa.

Jak widac, jesli wygenerowany ruch
poprawia wartos¢ funkcji oceny to jest
zawsze wykonywany, natomiast jesli ja
pogarsza to jest wykonywany

z prawdopodobienstwem p < 1 zaleznym
od stopnia pogorszenia oceny,

AC w poréwnaniu ze stanem aktualnym.
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Jednoczesnie, w trakcie pracy algorytmu stopniowo obnizana jest temperatura, co
powoduje zmniejszanie prawdopodobienstwa wyboru ruchow ,,ztych”.

s
To ——
T(n}
T .

Moves

Metode wyzarzania stosuje sie z powodzeniem do projektowania uktadéw VLSI, sieci
roznego rodzaju, przydziatu zadan w procesach produkcyjnych, i innych zadan
optymalizacji proceséw ztozonych. Problemem w jej zastosowaniu jest dobor
parametrow, np. algorytmu obnizania temperatury.
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Krotkie podsumowanie — pytania sprawdzajace

1. Jakie wymagania algorytmu BT sa bardziej krytyczne (istotne, ograniczajace):
pamieciowe czy czasowe? Uzasadnij odpowiedz.

2. W jakich sytuacjach algorytm BT moze nie znalez¢ rozwiazania, gdy ono istnieje?

3. Na czym polega zjawisko powtarzajacych sie standéw w algorytmach przeszukiwania?
Jakie sa jego mozliwe konsekwencje?

4. Jaki problem rozwiazuje metoda iteracyjnego pogtebiania?
W jakich przypadkach konieczne jest jej stosowanie?

5. Jakie sa gtéwne problemy jakosciowe (nie uwzgledniajac ztozonosci) w zastosowaniu
gradientowych metod przeszukiwania?

Metody przeszukiwania — metody gradientowe 15



Metody przeszukiwania — metody gradientowe
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Przeszukiwanie grafow

Przypomnijmy sobie wersje algorytmu BT z iteracyjnym pogtebianiem, i koniecznosc
wielokrotnego przeszukiwania poczatkowej czesci przestrzeni. Aby uniknac
wielokrotnego odwiedzania tych samych stanéw mozna uzy¢ struktury grafowej do
pamietania zbadanych juz czesci przestrzeni standw. Algorytmy, ktdore uzywaja takiej
struktury sa algorytmami przeszukiwania grafow.

Ogdlne strategie star
przeszukiwania grafow s
(Slepe):

e strategia wszerz BFS
(breadth-first search)

q
‘ ‘l
e strategia wglab DFS \.

(depth-first search), ‘ unexplored nodes
® inne strategie.
§

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie graféw
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Przyktad: 8-ka (8-puzzle)

14 Ukfadanka 15-tka (15-puzzle) — popularna w szkole
podstawowe;.

8-ka (8-puzzle) — zmniejszona wersja, odpowiednia do ilustracji dziatania réznych
strategii i algorytmow sztucznej inteligencji.

S[4] | [L2]3
6l1[8]| —>» 8] |4
7[3[2] [ZI6]S

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie graféw

18



Przeszukiwanie wszerz (BFS)

Badaj wszystkie stany w odlegtosci d od stanu poczatkowego s( przed zbadaniem
jakiegokolwiek stanu w odlegtosci (d 4 1) od sg.

Zawsze gwarantuje znalezienie rozwiazania jesli tylko istnieje.

Co wiecej, zawsze znajduje rozwiazanie optymalne (tzn. znajduje najkrétsza droge
ze stanu poczatkowego do kazdego stanu).

Nie jest inherentnie odporny na wpadanie w petle stanéw i moze wymagac
zastosowania listy Closed.

Ztozono$¢ pamieciowa i czasowa fatalna, obie O(bd), gdzie:
b - $rednia liczba gatezi wyrastajacych z wezta (tzw. branching factor),
d - odlegtos¢ stanu poczatkowego od rozwiazania (liczba operatoréw).

Praktycznie jednakowa ztozonos$¢ przypadku najgorszego i sredniego (jak réwniez
najlepszego).

Uwaga implementacyjna: dodawaj nowo odkryte stany na koniec listy Open.
(Pomimo iz méwi sie o listach weztdéw, ze wzgledu na czeste odwotania w praktyce
stosuje sie szybsze struktury danych, np. tablice haszowe.)

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie graféw 19
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Przeszukiwanie wgiab (DFS)

e Badaj wszystkie nowo odkryte stany pochodne (potomki) danego stanu n przed
powrotem do badania sasiadéw stanu n.

e Nie daje zadnych z gwarancji BFS (pewnosci znalezienia rozwiazania optymalnego,
albo w ogdle znalezienia jakiego$ rozwiazania).

e /tozonos¢ obliczeniowa przypadku najgorszego: przetwarzanie i pamietanie
wszystkich standw.

o Ztozonoé¢ przypadku $redniego: O(b?) pamieciowa i czasowa.

e Dla przestrzeni nieskonczonych jedynym praktycznie uzytecznym wariantem jest
ograniczenie gtebokosci z iteracyjnym pogtebianiem (ale przeszukiwanie grafu DFS
nie jest az tak bezsensownie stratne jak algorytm BT).

e Efektywnos¢ algorytmu gwattownie polepsza sie dla przypadkéw istotnie lepszych
niz sredni (czyli wyjatkowo szczesliwych), zatem sens jego stosowania jest tylko
w potaczeniu z dobrymi heurystykami.

e Uwaga implementacyjna: dodawaj nowo odkryte stany na poczatek listy Open.

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie graféw 21
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Przeszukiwanie rownokosztowe UCS

W przypadku, gdy koszty pojedynczych ruchdéw nie sa réwne, przeszukiwanie wszerz
oparte na liczbie ruchow w oczywisty sposdb nie gwarantuje znalezienia optymalne;
Sciezki. Mozna okresli¢ prosta modyfikacje algorytmu wszerz, ktéra znajdzie optymalna
sciezke dla dowolnych (dodatnich) kosztéw pojedynczych ruchéw. Ta modyfikacja,
zwana algorytmem réwnego kosztu (uniform-cost search UCS), wymaga
kazdorazowo wybrania wezta o najnizszym koszcie Sciezki.

g .
5 2\ (5 5\ (5 5({ 5?({ 5>
:3:3;:3:3; 3 3 3 3
M3 3N3 s s 3 G s 3 6 NS e NSNS

W przypadku réwnych kosztéow ruchdéw sprowadza sie to do metody wszerz.

Optymalnos¢ algorytmu mozna (trywialnie) wykazaé pod warunkiem, ze koszt
pojedynczego ruchu jest jakas wartoscia dodatnia (> €). Poniewaz algorytm kieruje sie
dtugoscia sciezki, jego ztozonosci nie mozna scharakteryzowac jako funkcji b i d.
Zamiast tego, oznaczajac przez C'* koszt optymalnego rozwiazania, mozna otrzymac
ztozonos¢ najgorszego przypadku, zarowno czasowa jak i pamieciowa, jako

O(b'+LC7/ely,
W przypadku réwnych kosztéw formuta ta redukuje sie do O(b?).
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Zakonczenie przeszukiwania

Celem przeszukiwania moze by¢ samo znalezienie Sciezki do rozwiazania, badz
znalezienie Sciezki optymalnej. W pierwszym przypadku, algorytm moze zakonczyc
prace juz w momencie, kiedy nowy stan, wygenerowany w wyniku kolejnego ruchu,
okaze sie stanem docelowym, a wiec zostanie umieszczony na liscie Open. Ale czy tak
samo mozemy postapi¢ w przypadku poszukiwania rozwiazania optymalnego?

8:3 QsGS:S %QGS:S N(G 8:3 NGS 3 NG

Przeszukiwanie nalezy zakonczyé w momencie, gdy algorytm przeszukiwania
optymalnego wybierze do ekspansji wezet, ktéry jest weztem docelowym (czyli juz
wczesniej znalazt jeden lub kilka weztéw docelowych). Jego ekspansji mozna wtedy
zaniechad, a najlepsza znaleziona do niego Sciezka jest rozwigzaniem optymalnym.
Poniewaz algorytm systematycznie znajduje wszystkie najtansze sciezki, wiec moment
wybrania wezta do ekspansji oznacza, ze nie moze sie juz w grafie znalez¢ zadna tansza
Sciezka do niego.

Jednak zanim to nastapi, algorytm bada sciezki o nizszych kosztach, i nie ma
pewnosci, ze ktdras z nich nie okaze sie nowa, lepsza Sciezka do wezta celowego.
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Przeszukiwanie najpierw-najlepszy

Zastosowanie heurystycznej funkcji oceny do przeszukiwania na grafach w najprostszym
przypadku daje tzw. przeszukiwanie najpierw-najlepszy (best-first search). W kazde;
chwili wykonuje ono ruch, ktéry minimalizuje funkcje oceny. Jesli funkcja oceny jest
dobra, wtasciwie wybiera stany do analizy, i odpowiednio maleje wzdtuz drogi do
rozwiazania, to wtedy ta metoda ,,idzie” bezposrednio do celu, nie tracac czasu na
rozwijanie jakichkolwiek niepotrzebnych weztéw grafu.

Réwniez w przypadku drobnych defektéow funkcji oceny, kiedy niektére jej wartosci sa
nietrafne i zle oceniaja stany, ale po rozwinieciu kilku niepotrzebnych weztow funkcja
ocenia dalsze wezty w przyblizeniu poprawnie, ten schemat przeszukiwania dobrze sie
sprawdza.

Klopoty zaczynaja sie jednak kiedy funkcja ma jakis btad systematyczny, np. jako
najlepsza konsekwentnie wskazuje droge, ktéra w ogdle nie prowadzi do celu. Wtedy
metoda najpierw-najlepszy ma takie same wady jak metoda wgtab, pomimo, iz funkcja
byCc moze poprawnie oszacowuje wiele weztow.
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Algorytmy przeszukiwania grafu

Rozwazane tu algorytmy przeszukiwania grafow dziataja wedtug schematu:

PROCEDURE GS(s0) ; s0 - opis stanu poczatkowego
BEGIN
n := s0
G := {sO} ; graf przeszukiwania: wezly i luki
Open := [s0]; Closed := [] ; listy: nowych i sprawdzonych
UNTIL Term(n) DO ; stan n spelnia warunek celu
BEGIN
Open := Remove(n,Open)
new := Successors(n) ; wygeneruj nastepniki wezla n
G := AddSuccessors(G,New) ; dodaj strukture do grafu G
Open += (new-Closed) ; dodaj nowo odkryte nastepniki
Closed += {n}
n := SelectNext (Open) ; wybierz wezel do eksploracji
END
solution := BuildPath(sO,n,G) ; zrekonstruuj sciezke do celu

END

W powyzszym algorytmie dla uproszczenia pominieto operacje zapamietania i korekty
kosztow Sciezek od wezta startowego do wszystkich weztow.

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie graféw
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Slepe algorytmy BFS i DFS ignoruja koszty i dodaja nowe wezly na koniec (BFS) lub
poczatek (DFS) listy Open, ktéra jest w tym przypadku zwykta kolejka.

Algorytmy rownokosztowy i najpierw-najlepszy wybieraja kolejny wezet do ekspansji
wedtug kryterium kosztu (odpowiednio: dtugosci Sciezki poczatkowej lub oszacowania
odlegtosci od rozwiazania). Wtedy ma sens implementacja listy Open jako listy
sortowanej, albo jeszcze lepiej, jako kolejki priorytetowej, dajacej natychmiastowy
wybdr najlepszego wezta i tanie operacje dodawania i usuwania z listy O(log(V)).

Warto tu doda¢, ze istnieje algorytm Dijkstry (1959) znajdowania najkrétszych drég na

grafie z jednego wezta do wszystkich weztow grafu. Jednak Dijkstra zaktadat operacje
na grafie skonczonym, w catosci znanym, zbudowanym, i zatadowanym do pamieci.

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie graféw
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Krotkie podsumowanie — pytania sprawdzajace

1. Czym rdzni sie przeszukiwanie rownokosztowe od przeszukiwania wszerz?
2. Czym rozni sie przeszukiwanie wgtab od przeszukiwania najpierw-najlepszy?
3. Opisz gtéowny cykl pracy algorytmu przeszukiwania grafow.

4. Opisz operacje na listach Open i Closed w réznych algorytmach przeszukiwania
grafow.

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie graféw
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Modyfikacja funkcji wyboru — koszt przebytej drogi
Rozwazmy nastepujace deterministyczne funkcje oceny (wezta):

h*(n) — koszt kosztowo-optymalnej drogi z n do celu
g*(n) — koszt kosztowo-optymalnej drogi z so do n

Wtedy:

f*(n) := g*(n) + h*(n)
f*(n) — koszt kosztowo-optymalnej drogi z sg do celu biegnacej przez n

Znajomos¢ funkcji f*(n) pozwolitaby zawsze wybiera¢ tylko wezty lezace na
optymalnej drodze od poczatku do celu. Podobnie zreszta wystarczytaby do tego
znajomos¢ samej funkcji h*(n).

Niestety, zwykle funkcje h*(n) ani g*(n) nie sa dostepne. JesteSmy zmuszeni
postugiwac sie ich przyblizeniami, ktore pozwalaja jedynie aproksymowaé wybieranie
wihasciwych weztéow. Jednak gdy postugujemy sie przyblizeniami, wtedy przeszukiwanie
bazujace na funkcji f*(n) nie musi juz dawac takich samych wynikéw jak to opierajace
sie na funkgcji h*(n).
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Modyfikacja funkcji wyboru — algorytm A*

Rozwazmy zatem nastepujace heurystyczne funkcje oceny wezta:

h(n) — funkcja heurystyczna aproksymujaca h*(n)
g(n) — koszt najlepszej znanej drogi z sg do n; zauwazmy g(n) > g*(n)

f(n) == g(n) + h(n) -

Jak dziata tak okreslona strategia? Jesli funkcja h(n) oszacowuje h*(n) bardzo
precyzyjnie, to algorytm dziata niemal idealnie, i zmierza prosto do celu.

Jednak gdy funkcja h(n) popetnia btedy, i np. optymistycznie okresla jakies stany jako
lepsze niz sa one w rzeczywistosci, to algorytm najpierw podaza w ich kierunku,
zwabiony niska wartoscia funkcji h(n), gdy g(n) jest pomijalne.

Po jakims czasie, tak btednie oszacowane sciezki przestaja byc atrakcyjne, ze wzgledu
na narastajacy sktadnik g(n), i algorytm z koniecznosci przerzuca swoje
zainteresowanie na inne atrakcyjne wezty. Przy tym na atrakcyjnos¢ nie ma wptywu,
czy sa one bardziej czy mniej oddalone od startu. Decyduje taczna ocena, czy przez
dany stan prowadzi najlepsza droga do rozwiazania.

Algorytm przeszukiwania graféw stosujacy powyzsza funkcje f(n) jako swoja strategie
nazywa sie algorytmem A*.
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Funkcja oceny w algorytmie A*

Sktadniki h(n) i g(n) reprezentuja w funkgji f(n) dwie przeciwstawne tendencje:
optymizm (h(n)) i konserwatyzm (g(n)). Mozemy catkiem swobodnie sterowac
strategia w jedna lub druga strone stosujac wzor:

f(n):= (1 —=k)*g(n)+kx*hn)

Zwiekszajac wspotczynnik wagi & mozemy nadawac przeszukiwaniu charakter bardziej
agresywny (i ryzykowny), gdy np. mamy zaufanie do funkcji h(n) i chcemy posuwaé
sie szybko do przodu. z kolei zmniejszajac ten wspotczynnik, zapewniamy doktadniejsze
badanie przestrzeni, posuwajac sie wolniej do przodu, ale kompensujac niektore btedy

funkgcji A(n).

Zauwazmy, ze w skrajnych przypadkach, & = 1 daje przeszukiwanie najpierw-najlepszy,
natomiast £ = 0 daje przeszukiwanie rownokosztowe.

Jednak najwiekszy wptyw na przebieg przeszukiwania ma jakos¢ funkgcji h(n).
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Wiasnosci funkcji h(n) w algorytmie A*

Heurytyczna funkcje oceny h(n) w algorytmie A* nazywamy dopuszczalna
(admissible) gdy ogranicza ona od dotu rzeczywista funkcje h*(n), czyli

Vn h(n) < h*(n). Dopuszczalno$¢ oznacza chroniczne niedoszacowywanie przysztych
kosztow, zatem bywa nazywane optymizmem. Mozna dowies¢, ze jesli tylko istnieje
Sciezka z wezta poczatkowego do celowego, to A* z dopuszczalna heurystyka zawsze
znajduje optymalna taka sciezke.

Czy trudno jest znalez¢ taka dopuszczalna heurystyke? Niekoniecznie, np. h(n) =0
rzeczywiscie ogranicza z dotu h*(n), dla dowolnego zagadnienia. Czy taka trywialna
heurystyka moze by¢ przydatna? Odpowiedz brzmi: raczej rzadko. Taki algorytm
wybiera zawsze wezty o najkrotszej drodze z s, a zatem jest to algorytm wszerz
(ogdlniej: réwnego kosztu), ktdry rzeczywiscie zawsze znajduje optymalna droge, ale
samo w sobie to jeszcze nie jest wielka zaleta.

Oczywiscie im lepiej h(n) przybliza h*(n) tym efektywniejsze przeszukiwanie. Jesli
mamy dwie funkcje hi(n), ho(n), takie ze dla wszystkich weztéw

hi(n) < ha(n) < h*(n) to mozna dowies¢, ze uzycie hy prowadzi do rozwiniecia co
najmniej tyle samo weztéw co hs.
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Wiasnosci funkcji h(n) w algorytmie A* (cd.)

Dopuszczalnos¢ funkcji h(n) jest ciekawa wtasnoscia, ktdra czesto mozna udowodnié
dla funkcji bardzo zgrubnie oszacowujacej h*(n), ale juz niekoniecznie dla mozolnie
opracowanej funkcji, np. z wykorzystaniem numerycznego uczenia sie na serii
przyktadéw (co jak sie okaze jest jedng z metod konstrukgji takich funkgji).

Jeszcze mocniejsza whasnoscia heurystycznej funkcji oceny h(n) jest jej spéjnosé
(consistency), zwana réwniez ograniczeniem monotonicznym (monotone
restriction), lub po prostu nieréwnoscia tréjkata:

v

h(ni) = h(ng) < c(ni; ny)

Mozna dowies¢, ze dla funkcji h(n) spetniajacych ograniczenie monotoniczne algorytm
A* zawsze ma juz znaleziona optymalna droge do kazdego wezta, ktéry decyduje sie
rozwijac. W praktyce pozwala to nieco uprosci¢ implementacje algorytmu
przeszukiwania, jesli wiemy, ze funkcja oceny jest spdjna.
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Ztozonosc¢ obliczeniowa algorytmu A*

Dla wiekszosci praktycznych problemoéw liczba weztéw przestrzeni stanow rosnie
eksponencjalnie z dtugoscia poszukiwanego rozwiazania. Oczywiscie, efektywna
heurystyka mogtaby zmniejszy¢ ztozonosc obliczeniowa algorytmu.

Pytanie, kiedy moglibySmy na to liczyc?

Mozna dowie$¢, ze aby to osiagnaé, czyli aby algorytm A* dziatat w czasie
wielomianowym, btad w heurystycznej funkcji oceny nie powinien przekroczyé
logarytmu rzeczywistej dtugosci rozwiazania:

h(n) —h*(n)| < O(log h*(n))

Pytanie: czy takie heurystyki sa praktyczne?
W praktycznych przypadkach nie mozna liczy¢ na znalezienie tak dobrych heurystyk.

Zatem algorytm A* nalezy ogdlnie uwazac za eksponencjalny. To jednak zwykle nie jest

jego najwieksza wada. Podobnie jak wszystkie algorytmy przeszukiwania na grafach,
przechowuje on wszystkie wezty grafu w pamieci
| z reguty wyczerpuje pamie¢ komputera duzo wczesniej niz dostepny czas!!

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie graféw — algorytm A*
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Modyfikacje algorytmu A* z ograniczonymi wymaganiami
pamieciowymi

Istnieja modyfikacje algorytmu A* pozwalajace pokonaé problemy z zapotrzebowaniem
na pamiec.

Algorytm IDA* (Iterative-Deepening A*) dodaje standardowe ograniczenie gtebokosci.
Po osiagnieciu limitu gtebokosci przeszukiwania jest on zwiekszany, przy jednoczesnym
usunieciu przebadanych weztéw grafu z pamieci.

Algorytm RBFS (Recursive Best-First Search) jest podobny do algorytmu BT w wers;ji
rekurencyjnej. Przeszukuje on rekurencyjnie pojedyncza Sciezke grafu, pamietajac
jednoczesnie na kazdym poziomie rekurencji najlepsza alternatywe pojedynczego kroku.
Kiedy aktualnie analizowana Sciezka okazuje sie gorsza od tej alternatywy, algorytm
wraca, kasujac wyniki swojej pracy (lecz wchodzac w nowe wywotania rekurencyjne,
ponownie zapamietuje najlepsza alternatywe).

Algorytm SMA* (Simplified Memory-Bounded A*) dziata doktadnie jak A*, ale tylko do
momentu zapetnienia catej dostepnej pamieci. W tym momencie, algorytm kontynuuje
prace, kasujac jednak najgorsze znane wezty grafu aby zrobi¢ miejsce na nowo
odkrywane stany. Jednak oszacowanie skasowanych weztow jest przechowywane w ich
rodzicach, aby mozliwe byto ponowne podjecie przeszukiwania w danej czesci grafu.
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Algorytm A* w praktyce

Dobrym pytaniem jest, czy algorytmy heurystycznego przeszukiwania grafow, takie jak
A*, maja zastosowania praktyczne w Swiecie rzeczywistym.

Odpowiedz na to pytanie brzmi: tak, w pewnych ograniczonych dziedzinach, jak np.
planowanie optymalnej trasy przejazdu robota, albo znajdowanie najkrétszej drogi
w grach komputerowych.

Algorytm A* jest heurystyczna wersja algorytmu Dijkstry (1959) obliczajacego
najkrotsze drogi od ustalonego wezta do wszystkich pozostatych weztéw grafu.

Algorytm Dijkstry jest rowniez stosowany w wielu zagadnieniach technicznych, jak np.
sieciowe protokoty trasowania (routing), takie jak OSPF, oraz znajdowanie drogi na
mapie w nawigacjach GPS. W tych ostatnich zastosowaniach, ze wzgledu na wielkos¢
grafu, algorytm Dijkstry musi by¢ wspomagany przez dodatkowe techniki. Moga to by¢
wtasnie heurystyki, albo wprowadzenie abstrakcji i hierarchii sciezek. Jednak ze wzgledu
na komercyjny aspekt tej bardzo rozwijajacej sie technologii, techniki nie sa zbyt czesto
szczegdtowo opisywane.
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Przeszukiwanie wstecz

Przeszukiwanie przestrzeni standw mozna prowadzi¢ rownie dobrze wprzdd jak

| wstecz. Przeszukiwanie wstecz zaczyna sie od stanu koricowego (lub catego zbioru
stanéw koncowych), i w pierwszym kroku znajduje zbiér stanéw poprzedzajacych,

z ktorych mozna osiagnaé jakis stan koncowy w jednym kroku przez ktoérys

z dostepnych operatorow. W kolejnych krokach proces jest kontynuowany.

Przeszukiwanie wstecz moze by¢ rownie tatwe w realizacji obliczeniowej jak
przeszukiwanie wprzod, albo moze by¢ utrudnione ze wzgledu na witasnosci przyjete;
reprezentacji. W tym drugim przypadku konieczna moze by¢ zmiana reprezentacji.

Kluczowa jest jednak tatwos¢ pozyskania heurystyk. W przypadku przeszukiwania
wprzod heurystyka powinna podpowiada¢ nam, jakie kroki nalezy wybieraé, aby
skutecznie przybliza¢ sie do celu. W niektorych zagadnieniach brak jest wtasciwych
intuicji. W przypadku przeszukiwania wstecz herustyka powinna podpowiadac, ktore
kroki przyblizaja nas od nieznanego stanu docelowego, do dobrze znanego srodowiska
startowego. Czasem fatwiej jest o intuicje wspomagajace podejmowanie takich decyzji.
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Przeszukiwanie dwukierunkowe

|dee przeszukiwania wstecz mozna tatwo uogélni¢ do przeszukiwania
dwukierunkowego. Jesli reprezentacja na to pozwala, to dlaczego nie robic na
przemian krokow przeszukiwania wprzdd i wstecz. Jak wida¢ na rysunku po lewej,
mogtoby to przynies¢ istotne oszczednosci:

Backward
search frontier

IS Y

node

node
\\

Forward
search frontier

Jednak jak pokazuje rysunek po prawej, zamiast zaoszczedzi¢, mozna nadtozy¢ pracy.
Przeszukiwanie dwukierunkowe tatwo przynosi oszczednosci w przypadku algorytmu
Dijkstry (réwnokosztowego), jednak posiadajac wyrafinowana, ukierunkowana
heurystyke, lepiej jej zaufa¢ i podazaé za nia w jednym kierunku.

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie graféw — algorytm A*

38



Krotkie podsumowanie — pytania sprawdzajace

1. Czym rézni sie algorytm A* od przeszukiwania najpierw-najlepszy?
Jaki skutek wywiera ta réznica na proces przeszukiwania?

2. Co to sa dopuszczalne heurystyki dla algorytmu A*?
Jakie maja znaczenie praktyczne?

3. Algorytm heurystycznego przeszukiwania graféw A* z dopuszczalna funkcja oceny h
gwarantuje znalezienie optymalnego rozwiagzania problemu, o ile tylko takie istnieje
na grafie. Rozwaz ponizsze modyfikacje funkcji f i odpowiedz, czy zachowuja one
powyzsza wiasnos¢ algorytmu A*. OdpowiedZ uzasadnij.

(a) wprowadzenie gérnego ograniczenia (kresu) na wartos¢ funkeji h(n)
(b) wprowadzenie dolnego ograniczenia (kresu) na warto$¢ funkgji g(n)
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Konstrukcja funkcji heurystycznych

Jak w ogdlnym przypadku skonstruowac funkcje heurystyczna, gdy nie znamy
dostatecznie dobrze zagadnienia, zeby ja po prostu wymyslec?

Eksperymentowaé, eksperymentowaé, eksperymentowac!

Metody przeszukiwania — konstrukcja funkgcji heurystycznych
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Przyktad: heurystyki dla 8-puzzle

Heurystyka 1: policz elementy nie na swoich miejscach, funkcja hi(n) = W(n)

Heurystyka 2: dla wszystkich elementow nie na swoich miejscach, zsumuj odlegtosci od
ich wlasciwych miejsc (tzw. odlegtos¢ Manhattanu). Otrzymana liczba bedzie na
pewno mniejsza niz liczba ruchdw w kazdym rozwiazaniu (dolne oszacowanie kosztu
rozwiazania). Nazwijmy ja funkcja ho(n) = P(n)

Heurystyka 3: hg(n) = P(n) + 3 *x S(n)

gdzie funkcja S(n) jest obliczana dla elementéw na obrzezu uktadanki, biorac 0 dla
elementow, po ktorych nastepuje ich wiasciwy prawy sasiad, i 2 dla kazdego elementu,
po ktérym nastepuje niewtasciwy element. Srodek wnosi 1, jesli jest.

Ani S(n) ani hg(n) nie sa dolnymi oszacowaniami rzeczywistej odlegtosci do
rozwiazania uktadanki, a jednak h3(n) jest jedna z najlepszych funkcji oceny dla
uktadanki 8-puzzle, dajaca niezwykle ukierunkowane i efektywne przeszukiwanie.

Zauwazmy, ze dolnym oszacowaniem odlegtosci od rozwigzania, zatem gwarantujacym
znalezienie rozwiazania optymalnego, jest funkcja hg(n) = 0. Jest to ilustracja
ogdlnego faktu, ze poprawnos¢ formalna nie zawsze idzie w parze z dobra
efektywnoscia obliczeniowa.
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Jakosc¢ funkcji heurystycznej a koszt przeszukiwania A*

Tabelka ilustruje poréwnanie kosztu przeszukiwania i efektywnego wspdtczynnika
.krzaczastosci” dla algorytmdw lterative-Deepening-Search i A* z funkcjami hq, hs.

Wyniki zostaty usrednione dla 100 przypadkow 8-ki dla réznych dtugosci rozwiazania d.

Search Cost (nodes generated) Effective Branching Factor
d IDS A*(hq) A*(hs) IDS A*(hq) A*(hs)
2 10 6 2.45 1.79 1.79
4 112 13 12 2.87 1.48 1.45
6 680 20 18 2.73 1.34 1.30
8 6384 39 25 2.80 1.33 1.24
10 47127 93 39 2.79 1.38 1.22
12 || 3644035 227 73 2.78 1.42 1.24
14 - 539 113 - 1.44 1.23
16 - 1301 211 - 1.45 1.25
18 - 3056 363 - 1.46 1.26
20 - 7276 676 - 1.47 1.27
22 - 18094 1219 - 1.48 1.28
24 - 39135 1641 — 1.48 1.26

(Tabelka zaczerpnieta z podrecznika Russella i Norviga.)

Przyblizona liczba weztéw IDS dla d=24 wynosi 54,000,000,000.
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Przeszukiwanie heurystyczne drzewa 8-puzzle

W przedstawionej tabelce poréwnania funkcji heurystycznych brak jest wynikéw dla
najlepszej funkcji hg. Pewna ilustracja dziatania tej funkcji jest ponizsze przyktadowe
drzewo przeszukiwania, w ktdérym rozwiazanie znajduje sie na poziomie 18, a drzewo
zawiera tacznie 44 wezty. Jego efektywny wspdtczynnik krzaczastosci (effective
branching factor) wynosi 1.09
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Konstrukcja funkcji heurystycznych (cd.)

Jedna z ogdlnych metod tworzenia funkcji heurystycznych jest nastepujaca. Nalezy
rozwazy¢ zadanie uproszczone, w ktorym rezygnuje sie z jakiegos trudnego wymagania,
aby zadanie dawato sie rozwigza¢. Dla kazdego wygenerowanego stanu rozwiazuje sie
zadanie uproszczone (np. metoda petnego przegladu). Koszt optymalnego rozwiazania
zadania uproszczonego przyjmuje sie nastepnie jako oszacowanie (dolne) kosztu
rozwiazania zadania oryginalnego.

Na przyktad, jesli stany w zagadnieniu maja n parametrow, czyli sa elementami
n-wymiarowej przestrzeni, to mozemy porzucic¢ jeden z tych parametréow, czyli
zrzutowaé stany do przestrzeni (n — 1)-wymiarowe;.

Jedli istnieje kilka wersji uproszczenia, pomiedzy ktérymi nie wiemy jak wybraé (np.
ktdra zmienna stanu odrzuci¢), to mozemy uzy¢ ich kombinacji jako funkcji oceny:

h(n) = maxg(hi(n), ..., hg(n))

Zauwazmy, ze gdybySmy w uktadance 8-puzzle zezwolili na teleportacje elementow
jednym ruchem na swoje miejsce, to bytoby to przyktadem takiego wtasnie podejscia,

| datoby w efekcie funkcje hq(n). Natomiast zgoda na przesuwanie elementéw o jedna
pozycje, ale niezaleznie od potozenia innych elementéw, databy funkcje oceny ha(n).
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Konstrukcja funkcji heurystycznych (cd.)

Inng metoda opracowania funkcji heurystycznej jest jej zamodelowanie statystyczne.

Nalezy wyznaczy¢ atrybuty stanu, ktére mozna uwazac za znaczace dla oszacowania
odlegtosci do rozwigzania. Wtedy definiujac funkcje heurystyczna jako kombinacje
liniowa tych atrybutéw, z nieznanymi wspétczynnikami, mozna nauczy¢ sie tych
wspotczynnikdw wykonujac pewna liczbe eksperymentow wykorzystujacych petne
przeszukiwanie lub inna funkcje heurystyczna.

Otrzymane dtugosci optymalnych rozwigzan mozna uzy¢ do skonstruowania uktadu
rownan i w efekcie wyznaczenia przyblizonych wartosci wspotczynnikow.

Zauwazmy, ze ta metoda moznaby otrzymaé funkcje oceny h3(n) dla 8-puzzle.
Funkcje W (n) i P(n) mozna uznaé za przydatne do budowy dobrej heurystyki. Mozna
tez uznad, ze funkcja S(n) dobrze oddaje trudnos¢ osiagniecia stanu docelowego.
Stosujac funkcje h(n) = ax W(n) +b* P(n) + c* S(n) i przeprowadzajac wiele
eksperymentéw obliczenia h(n), jest mozliwe, ze optymalne wartosci okazatyby sie
zblizone do: a &~ 0, b~ 1 i c~ 3, co w efekcie datoby funkcje hz(n).
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Krotkie podsumowanie — pytania sprawdzajace

1. Wymien i opisz znane Ci ogdélne metody tworzenia heurystycznych funkcji oceny.
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Przeszukiwanie dla gier dwuosobowych

Gry s3a fascynujaca rozrywka i czesto stanowia wyzwanie dla intelektu cztowieka. Nic
dziwnego, ze od dawna byty obiektem zainteresowania sztucznej inteligenc;ji.

Metody przeszukiwania w przestrzeni standw nie daja sie bezposrednio zastosowad

w typowej grze dwuosobowej ze wzgledu na koniecznos¢ uwzglednienia ruchow
przeciwnika, ktore nie sg znane. ,Rozwigzaniem” musi by¢ tu schemat uwzgledniajacy
wszystkie mozliwe reakcje przeciwnika.

Dodatkowo, w niektorych grach petna wiedza o stanie w ogdle nie jest dostepna dla
obu graczy.

Rodzaje gier:

deterministyczne | losowe

z petna szachy, warcaby, | backgammon,
informacja | go, othello monopol
z niepetng | statki, kotko | brydz, poker,

informacja | krzyzyk na slepo | scrabble

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie dla gier 49



Drzewo gry dwuosobowej

MAX (X)
X X X
MIN (O) X X
X X
X|0 X (o) X
MAX (X) (o)
X0 | X X|0 X|0
MIN (O) X X
X0 | X X|0| X X[O0| X
TERMINAL O X O|0|X X
(0] X| X|O X|0|0
Utility -1 0 +1
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Procedura minimaksu

Mozna wyznaczy¢ optymalna strategie gry dla gry deterministycznej z petng informacja
za pomoca nastepujacej procedury, zwanej procedurg minimax. Oblicza ona wartosé
wezta startowego przez propagacje wartosci koricowych (wartosci wygranej dla naszego
gracza) w gore drzewa gry:

1. poziomy drzewa odpowiadaja ruchom graczy: MAX-a i MIN-a; przyjmujemy, ze
MAX ma pierwszy ruch,

2. stanom terminalnym w lisciach drzewa przypisujemy wartos¢ wygranej MAX'a
(ujemna, jesli faktycznie jest to jego przegrana)

3. weztom drzewa powyzej lisci przypisujemy stopniowo wartosci: maksymalna ze
wszystkich gatezi jesli wezet odpowiada ruchowi MAX-a, i minimalna ze wszystkich
gatezi jesli wezet odpowiada ruchowi MIN-a,

4. najwyzsza gataz o najwieksza wartoscia wskazuje optymalny ruch MAX-a.

MAX

MIN
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Ograniczenie zasobéw — zastosowanie heurystyki

Procedura minimaksu definiuje optymalng strategie gracza przy zatozeniu, ze
przeciwnik rowniez gra optymalnie. Jednak tylko pod warunkiem, ze da sie

przeanalizowac cate drzewo gry.

Dla prawdziwego drzewa gry moze by¢ z tym problem. Np., dla szachéw

b ~ 35, m =~ 100 dla sensownej rozgrywki, i kompletne drzewo gry moze mie
okoto 35190 ~ 101°° wezldéw.

(Liczba atomdéw w znanej czeéci Wszechéwiata szacowana jest na 10°Y.)

Aby rozwiaza¢ ten problem, mozna postuzy¢ sie heurystyczng funkcja oceny
wartosci pozycji, aby podobnie jak w zwyktych metodach przeszukiwania przestrzeni
standéw, wyznaczac dobry ruch bez posiadania jawnej reprezentacji catej przestrzeni.
W przypadku gry dwuosobowej pozwolitoby to zastosowac te sama zasade minimaksu,
ale ograniczy¢ analize do kilku ruchéw.

Dla szachéw, mozna taka ocene obliczy¢ jako wartos¢ materialng posiadanych
figur, np. 1 za piona, 3 za wieze lub gonca, 5 za skoczka, i 9 za hetmana.
Dodatkowo mozna uwzglednié wartosc pozycji takich jak ,dobre rozstawienie
pionow’, albo wyzsza wartos¢ wiezy w koncowce gry, a jeszcze wyzsza dwoch
wiez.
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Zastosowanie heurystyk — sytuacje specjalne

Ograniczenie gtebokosci analizy czasami prowadzi do sytuacji szczegdlnych, ktére
wymagaja nieco zmodyfikowanego podejscia.

Jedna z nich jest zagadnienie opanowanego zagrozenia. W niektérych sytuacjach
funkcja oceny moze sugerowac wartosci korzystne dla jednego z graczy, ale najblizsze
ruchy — poza gtebokoscia uwzgledniona przez funkcje przeszukiwania — nieuchronnie
doprowadza do drastycznej zmiany. Rozwigzaniem jest wykrywanie takich niestabilnych
sytuacji zagrozenia i pogtebienie przeszukiwania az do osiagniecia stanoéw bardzie;
stabilnych (quiescent states).

Innym problemem jest problem horyzontu. Ma on miejsce wtedy, gdy nadchodzi
nieuchronne zagrozenie dla jednego z graczy, ale jest on w stanie odsuwac je w czasie
wykonujac ruchy, ktére jednak nie rozwiazuja problemu.
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Przeszukiwanie minimax — odcinanie przeszukiwania

Na jakie efekty praktyczne mozna liczy¢ stosujac ocene heurystyczna na gtebokosci
kilku ruchéw?

Np., dla szachéw, przyjmujac 10% weztéw na sekunde, i 180 sekund na ruch, mozemy
zbada¢ 10% ~ 35° pozycji, czyli do 5 ruchéw wprzdd. Program grajacy w ten sposdb
zachowuje sie racjonalnie, lecz przecietnemu cztowiekowi nietrudno z nim wygrac.
Potrzebne sa dodatkowe metody zwiekszajace efektywnosé przeszukiwania.

Latwo zauwazyé, ze mozna w analizie minimaksowej drzewa gry poczyni¢ pewne
oszczednosci. Najprostsze z nich nazywane sa odcieciami alfa-beta.
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Odciecia a—3 — ilustracja

2 4[16]
2 531
=539

Maximizing level
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Cwiczenie: znajdz btad w powyzszym drzewie (zrédto: Patrick Henry Winston, Artificial
Intelligence, 3rd ed.).
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Odciecia a—($ — algorytm

PROCEDURE MINIMAX-ALPHA-BETA(n,alpha,beta,depth)
BEGIN

IF depth==MAXDEPTH THEN RETURN (h(n))

choices := Lista_potomkow(n)
WHILE (NOT Empty(choices)) AND (alpha < beta) DO
;; zaniechanie badania kolejnych potomkow wezla n oznacza odciecie

BEGIN
nl := First(choices)
choices := Rest(choices)

wl := MINIMAX-ALPHA-BETA(n1,alpha,beta,depth+1)

IF EVEN(depth) THEN ; dla wezlow MAX’a
IF wl > alpha THEN alpha := wl
IF ODD(depth) THEN ; dla wezlow MIN’a
IF wl < beta THEN beta := wl
END
IF EVEN(depth) THEN RETURN(alpha) ; wezel MAX’a
ELSE RETURN (beta) ; wezel MIN’a
END
= W pierwszym wywotaniu przyjmujemy o« = —00, [ = +00
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Ociecia a—(0 — przypadek optymalny

Optymalny przypadek przeszukiwania minimaksowego z odcieciami alfa-beta zachodzi
gdy na kazdym poziomie wezty sa rozpatrywane w kolejnosci od najbardziej
korzystnego, dla danego gracza. Wtedy w kazdym poddrzewie obliczana jest tylko jedna
,seria’ weztow, natomiast przy kazdym powrocie w gore drzewa nastepuje odciecie.

2- 10 11, 1) 13
H\. , .

Na powyzszym diagramie oszczednos¢ wynosi 16 weztdw; na 27 weztdow na najnizszym
poziomie obliczonych musi by¢ tylko 11.

Zrédto: Patrick Henry Winston, Artificial Intelligence, 3rd ed. (uwaga, btad: wezty 18,
19, 21, i 22 mogtyby réwniez by¢ odciete).

S
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Wiasnosci algorytmu a—p3

Zasadnicza ideg algorytmu a—(3 jest ze odciecia w analizie drzewa nie zmieniaja
ostatecznego wyniku, tzn. ruchu gracza.

Dobre uporzadkowanie pozwala osiggna¢ wieksza efektywnos¢ odcinania. W granicy,
optymalne odciecia pozwalaja osiagnaé O(bm/Q).
W praktyce pozwala to podwoié glebokos¢ przeszukiwania.

Wynik analizy minimax/a—0 nie zalezy od konkretnych wartosci funkcji oceny. Istotne
jest tylko uporzadkowanie wartosci. Oznacza to, ze dowolna transformacja
monotoniczna funkcja oceny dziata tak samo jak oryginalna funkcja.

MAX
MIN K 1K 20
1 4 1 0 2 400

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie minimax 58




Minimax — uogolnienie dla gry wieloosobowej

Algorytm minimaksu mozna tatwo uogdlnic na przypadek gry wieloosobowej. Zamiast
skalarnej nalezy zastosowa¢ wektorowa funkcje oceny, ktéra zwraca wektor ocen
wartosci pozycji z punktu widzenia poszczegolnych graczy. Kazdy gracz maksymalizuje
swoj element wektora, i procedura propagacji oceny w gore drzewa gry przebiega
podobnie jak w przypadku gry dwuosobowe;.

to move
A (1,2, 6)
B (1,2,6 (-1,5,2)
C (1,2,6 (6,1,2) (-1, 5, 2) (5,4,5)

A I e e e e N e

(1,2,6) (4,2,3) (6,1,2) (7,4-1) (5-1-1) (-1,5,2) (7,7,-1) (5,4,5)

W grach wieloosobowych pojawiaja sie jednak dodatkowe elementy strategii takie jak
sojusze. Czasami graczom optaca sie zawieraé sojusze przeciw innym graczom, a nawet
dynamicznie zmieniac te sojusze w trakcie rozgrywki.
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Praktyka komputerowych gier dwuosobowych

Warcaby: program Chinook w 1994 zakonczyt 40-letnia dominacje mistrza swiata
Mariona Tinsleya! Rok pdZniej program pokonat kolejnego mistrza.

Szachy: program Deep Blue w 1997 po raz pierwszy pokonat mistrza swiata Gary
Kasparowa w otwartym meczu (rok wczesniej mistrz przegrat z tym samym programem
pierwsza gre). Przez kolejne 10 lat programy szachowe nie odniosty wiekszych
zwyciestw. W roku 2006 program Deep Fritz pokonat w turnieju mistrza Swiata
Vladimira Kramnika. Po tym zwyciestwie zainteresowanie rozgrywkami najlepszych
programdw z ludzmi zaczeto spadac.

Othello: mistrzowie nie chca gra¢ z komputerami, ktére s zbyt dobre.

Go: mistrzowie nie chcag gra¢ z komputerami, ktére sa zbyt stabe. Czesto rozgrywane sa
partie z gorsza pozycja startowa dla cztowieka. W go b > 300 wiec zamiast
systematycznego przeszukiwania drzewa gry, wiekszos¢ programdéw uzywa regutowej
bazy wiedzy do generacji ruchow.

Wiadomosc¢ z frontu: w marcu 2016 program AlphaGo pokonat mistrza 9-dan w réwne;
grze na petnowymiarowej planszy.

L Aczkolwiek mistrz wycofat sie z turnieju z przyczyn zdrowotnych i wkrétce potem zmart na raka.
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Gry z elementami losowymi — expectimax

Jezeli w grze wystepuje czynnik losowy, np. wynik pewnych ruchéw zalezy od elementu
losowego, jak rzut kostka, to analiza takiej gry jest bardziej ztozona. Wymaga
rozwazenia wszystkich mozliwosci, i obliczania wartosci oczekiwanej po dystrybucji
zmiennych losowych reprezentujacych elementy losowe.

Na przyktad, mozna rozwazac¢ gry jednoosobowe z czynnikiem losowym. Co drugi krok
jest wyborem gracza, ktéry maksymalizuje wartos¢ swojej funkcji oceny, a co drugi
krok jest losowy (lub traktujemy go jako losowy), ze znanym zestawem wynikdw

| znanym rozktadem prawdopodobienstwa tych wynikéw. Algorytm dostosowany do
analizy takich gier nazywa sie expectimax.
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Dalsze uogolnienie — expectiminimax

Petne uogdlnienie algorytmu minimaksu o czynniki losowe uwzglednia ruchy graczy
MAXa i MINa oraz kroki losowe. Algorytm analizy drzewa takiej gry nazywa sie
expectiminimax.
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Heurystyczna funkcja oceny w expectiminimax

Zauwazmy rdéznice witasnosci w odniesieniu do stosowanej funkcji oceny. Wybor ruchu
na podstawie analizy minimax jest identyczny dla wszystkich funkcji oceny dajacej ten
sam porzadek weztow. Tej wiasnosci nie zachowuje expectiminimax, jak wida¢ na

ponizszym rysunku. Ruch wybrany dla przedstawionych drzew jest rézny, a bez kroku
losowego za kazdym razem wybrany bytby prawy.

MAX

DICE

MIN

W przypadku expectiminimaksu funkcja oceny nie moze by¢ dowolna funkcja
poprawnie porzadkujaca oceniane pozycje. W praktyce musi ona odzwierciedlac
oczekiwana wygrana (lub jej dodatnia liniowa transformacje).
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Gry z niepelng informacja
Przyktad: rézne gry w karty.
Mozna obliczy¢ prawdopodobienstwa wszystkich kombinacji rozdania.

|ldea: oblicz wartos¢ minimax kazdej mozliwej akcji dla kazdego rozdania,
nastepnie wybierz akcje z najwieksza wartosciag oczekiwana obliczona dla
wszystkich mozliwych rozdan.

Najlepsze programy do gry w brydza implementuja to podejscie przez wygenerowanie
wielu rozdan zgodnych z informacja wywnioskowana z dotychczasowego przebiegu
licytacji i rozgrywki, i wybieraja akcje, ktora maksymalizuje liczbe wygranych.
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Krotkie podsumowanie — pytania sprawdzajace

1. Dla ponizszego drzewa gry dwuosobowej, podaj doktadna sekwencje wartosci funkgji
oceny obliczonych przez algorytm minimaksu z odcieciami alfa/beta (w porzadku
od lewej do prawej).

MAX

MIN

Metody przeszukiwania 66



Przeszukiwanie z wiezami

Zagadnienia przeszukiwania z wiezami ( Constrained Satisfaction Problem, CSP), albo
z ograniczeniami, stanowia specyficzna grupe problemoéw przeszukiwania w przestrzeni
standw, zdefiniowane jako:

e skonczony zbiér zmiennych X = {1, 29, ..., 2, }

e dla kazdej zmiennej x; skonczony zbiér mozliwych jej wartosci, zwany dziedzing
danej zmienne;

e skonczony zbidr wiezdw (constraints), zwanych réwniez ograniczeniami, na
kombinacje wartosci zmiennych, np., jesli 1 = 5, to x5 musi by¢ parzyste,
a kombinacja (1 = 5,29 = 8,23 = 11) jest niedozwolona

Rozwigzaniem problemu CSP jest kazda kombinacja wartosci zmiennych, ktéra spetnia
wszystkie wiezy.

Zauwazmy, ze problemy CSP s3 w istocie szczegdlnym przypadkiem ogdlnego
przeszukiwania w przestrzeni stanéw, jesli potraktujemy zbidr wiezéw jako specyfikacje
celu, a przypisywanie wartosci zmiennym jako operatory. Mozna zatem zastosowaé do
tych zagadnien wszystkie wczesniej poznane metody.
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Przeszukiwanie z wiezami — blizsza analiza

Przyktady probleméw CSP: kolorowanie grafu lub mapy, problem 8-hetmandéw
(klasyka), problem SAT (przypisanie wartosci 0/1 elementom formuty logiczne;
spetniajace te formute), kryptoarytmetyka, projektowanie uktadéw VLSI, tzw. problem
etykietowania weztéw pozwalajacy rozpoznawac obiekty na obrazach po ich
konturowaniu, kolejkowanie zadan, planowanie, i wiele innych.

Wiele sposrdéd tych zagadnien stanowia problemy NP-trudne.

Rozwiazanie problemu CSP moze istnie¢ lub nie, badz moze istnie¢ wiele rozwiazan.
Celem przeszukiwania moze byc znalezienie jednego dowolnego rozwiazania, wszystkich
rozwiazan, badz rozwigzania optymalnego w sensie jakiejs danej funkcji kosztu.

Mozna traktowaé wiezy wystepujace w CSP jako binarne, czyli obejmujace pary
zmiennych. Wiezy obejmujace wiecej zmiennych mozna przeksztatci¢ na binarne,
a wiezy na pojedyncze zmienne mozna wbudowac w definicje ich dziedziny.
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Lokalne spetianie wiezow

D1={R,G,B}

Rozwazmy problem kolorowania mapy. Nalezy tak
przypisa¢ obszarom danej mapy kolory ze zbiorow
dopuszczalnych koloréow, by¢é moze roznych dla
roznych obszaréw, aby obszary sasiadujace miaty
przypisane rézne kolory.

Zanim zaczniemy przeszukiwac przestrzen mozliwych podstawien wartosci zmiennych,
mozemy przeprowadzi¢ pewne analizy lokalnego spetniania wiezow.

Rozwazmy graf wiezow, ktorego wezty odpowiadaja zmiennym, a tuki — wiezom
oryginalnego problemu (binarnym). Traktujemy tuk grafu jako pare przeciwsobnych
tukéw skierowanych, i okreslamy spéjnos¢ tukowa (arc consistency) tuku
skierowanego x; — x; grafu, ktéra zachodzi jesli Vo € D; Jy € D, i para (z,y)
spetnia wszystkie wiezy okreslone na tuk.

Mozna przywrdci¢ spdjnosc niespdjnym tukom przez usuwanie wartosci z dziedzin
pewnych zmiennych (konkretnie, tych wartosci © € D; dla ktérych nie istnieje wartosé
y € D; spetniajaca jaki$ wybrany wiez).

Ta procedura pozwala na zredukowanie i uproszczenie oryginalnego problemu.
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Spojnosc tukowa

D1={R,G,B}

Rozwazmy nastepujace przyktadowe
zagadnienie kolorowania mapy:

D1 ={R,G, B},
Dy ={R,G},
Ds ={R},

C ={z1 # 72,72 # T3, 71 # T3}.

z1 €{RG,B}
;é Dla tuku (x1—x2) spdjnos¢ tukowa
£ zachodzi, poniewaz zaréwno
s (R} Ve € D1 dy € Dy x # y jak
xo €{R,G} I \V/y € Do dx € D x 7é Y.

Fakt zachodzenia spdjnosci tukowej to w efekcie niezbyt pozytywna wiadomosé.
Oznacza on, ze analiza spdjnosci tego konkretnego tuku w grafie nic nie wnosi. Jednak

petna analiza grafu CSP moze czasami przynies¢ bardzo wymierne wyniki.
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Przykiad: kolorowanie mapy

Ponownie rozwazmy zagadnienie kolorowania mapy: D1 = {R,G, B}, Dy = {R, G},
Ds ={R}, C ={x1 # x3,29 # x3,21 # T3}.

Analiza pierwszego wiezu (1 # x2) nie daje z1 €{R,G,B}
zadnych wynikéw, bo, jak juz stwierdzilimy, 7

dla tego wiezu istnieje spdjnos¢ tukowa. (Dla 7

kazdej wartosci z D istnieje w Dy wartos¢ x5 €{R} ;

spetniajaca ograniczenie, i na odwroét.) z2 €{R,G}

Jednak analiza drugiego wiezu (2 # x3)
r1 €{R,G,B}  przynosi pewne pozytywne rezultaty. O ile dla
7 x3 = R istnieje odpowiednia wartos¢ dla zo,
= to dla 9 = R nie da sie dobra¢ wartosci x5
zs €{R} 2 spetniajacej ten wiez. Zatem wartos¢ R
r2 €{ RG}={G} mozemy usunaé z dziedziny zmiennej x.

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie z wiezami 71



Przyktad: kolorowanie mapy (cd.)

Podobna analiza w odniesieniu do wiezu (1 # x3) pozwala wykluczy¢ z dziedziny
zmiennej x1 wartosé¢ R:

1 E{ /R,G,B}:{G,B}

£

€T R
I e

Analiza wszystkich wiezéw zakonczyta sie czesciowym usunieciem wartosci z dziedzin
zmiennych. Zagadnienie zostato zredukowane (mniej jest mozliwych przypisan wartosci
zmiennym), ale nadal istnieje wiecej niz jedno potencjalne rozwiazanie.

Latwo jednak zauwazyc, ze analize spdjnosci tukowej mozna, i nalezy, kontynuowac.
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Propagacja wiezow

Poniewaz wynikiem sprawdzania spojnosci tukowej jest redukcja dziedzin niektorych
zmiennych, ma sens jego powtdrzenie nawet dla tukdw grafu, ktére pierwotnie spdjnosé
posiadaty, badz zostata im ona przywrocona. Prowadzi to do propagacji wiezéw,
czyli powtarzania analizy spojnosci wiezow i redukcji dziedzin tak dtugo jak daje to
jakies efekty.

Propagacja wiezow w omawianym przyktadzie kolorowania mapy powoduje dla tuku
(r1 # x2) — poczatkowo spdjnego — usuniecie wartosci G z dziedziny x1:

r1 €{ R, 6,B}={B}
:
£

I3 R
A cire—ie)

Ostatecznie wszystkie zmienne maja jednoelementowe dziedziny, i w dodatku zawarte
w nich wartosci spetniaja wszystkie wiezy. Zatem propagacja wiezow doprowadzita
w tym przypadku do znalezienia jedynego rozwiazania.

W ogolnosci jednak analiza spdjnosci i propagacja wiezéw prowadzi jedynie do
uproszczenia, a niekoniecznie do catkowitego rozwiazania problemu.
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Spoéjnosc tukowa — przyktady nierozwigzane

D1={R,G}
Jak fatwo zauwazy¢, w przedstawionym tu innym 7
przyktadzie zagadnienia kolorowania mapy, 7
wszystkie tuki sa spojne. Pomimo to, zagadnienie  D;={R G} 2
nie posiada rozwiazania. D>={R,G}

Dy={B,G} W kolejnym przyktadzie ponownie wszystkie tuki

7 sg spojne. Zagadnienie posiada dwa rozwigzania,
7 lecz propagacja wiezédw nie pozwala ich
D3;={R,G} 2 wyznaczy¢, a wrecz nie przynosi zadnych
D>={R,G} redukcji dziedzin zamiennych.

Jesli do poprzedniego przyktadu dodamy wiez: D,={B,G}
(x1 # B) V (22 # R) to otrzymamy wariant, 7 (2, % B)
w ktorym tylko jedno z dwdch rozwiazan jest V(zs # R)
dopuszczalne, ale nie da sie go wyznaczy¢ D3={R,G} 2
metoda propagacji wiezéw. D>={R,G}

Zatem obliczanie spdjnosci tukowej i propagacja wiezow same w sobie nie gwarantuja
znalezienia rozwigzania. Konieczne jest przeszukiwanie.
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Algorytmy propagacji wiezow

Najprostszym sposobem sprawdzania spojnosci tukowe;j jest branie po kolei wszystkich
wiezow, i obliczanie ich warunkéw logicznych, oraz powtarzanie procesu tak dtugo, az
petny cykl sprawdzania wszystkich wiezéw nie przyniesie zadnych zmian. Przy wielu
wiezach moze to trwaé dtugo. Jednak poniewaz te same warunki sprawdzane sa wiele
razy, mozliwe sa pewne oszczednosci.

Mozna zauwazy¢, ze po wykonaniu redukcji pewnej dziedziny D; propagacja moze
przynies¢ nowy wynik tylko przy powtérnym sprawdzaniu tukéw o postaci (Dy, D;),

| tylko takie warto sprawdzaé. Co wiecej, przy jakiejkolwiek redukcji w Dy nie ma juz
potrzeby sprawdzania tuku (D;, D}.), poniewaz elementy usuniete w wyniku tej
redukcji z Dy, nie byty juz potrzebne dla zapewnienia spetnienia jakiegokolwiek wiezu
dla zadnego elementu z D;. Taki sposob propagacji wiezéw nazywa sie algorytmem
AC-3 (1977).

Kiedy spdjnos¢ tuku sprawdzana jest po raz kolejny, warunki sa sprawdzane dla tych
samych par wartosci. Zapamietanie tych sprawdzonych par wartosci w odpowiednie;
strukturze danych pozwolitoby nie powtarzac ich sprawdzania w kolejnych cyklach.
Wykorzystuje to algorytm propagacji wiezéw AC-4 (1986).
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Niebinarne wiezy

Na poczatku przyjeliSmy zatozenie, ze mozna ograniczy¢ sie do rozwazania wiezoéw
binarnych, tzn. obejmujacych doktadnie dwie zmienne. Wiezy obejmujace wiecej
zmiennych mozna przeksztatci¢ na binarne.

Jeden z najprostszych schematéw konwersji wiezéow na binarne, tzw. kodowanie
dualne (dual encoding). Polega ono na wprowadzeniu nowej zmiennej dla kazdego
wiezu oryginalnego problemu. Dziedzing kazdej nowej zmiennej jest zbior n-ek wartosci
tych oryginalnych zmiennych, ktore wystepowaty w wiezie, spetniajacych oryginalny
wiez.

W ten sposob, oryginalne wiezy sa automatycznie spetnione przez wartosci zmiennych
zawartych w nowych zmiennych. Pozostaje zapewni¢ by wartosci spetniaty wszystkie
wiezy naraz. W tym celu kodowanie dualne wprowadza nowe wiezy pomiedzy
wszystkimi parami tych zmiennych (nowych), ktére zawieraja te same zmienne
oryginalne. Trescia wiezéw jest by odpowiednie zmienne (oryginalne) miaty te same
wartosci.

Metody przeszukiwania — przeszukiwanie z wiezami 76



Niebinarne wiezy — przykiad

Rozwazmy przyktad zagadnienia CSP z trzema zmiennymi: X = {z,y, z}, ich
dziedzinami D, , . = {1, 2,3}, i dwoma wiezami: C = {x +y = z,x < y}.
Kodowanie dualne dla tego problemu zawiera dwie zmienne i dwa wiezy:

Ui+ (ocn, [z,y,2]), Duy = 1(1,2,3),(2,1,3), (1,1, 2)} arg(1,U,)=arg(1,U,)

Uy <OC2>[CB7:’J]>7 DU2 — {(172)7(173)7(273)} . /—\ .

Cl : CL’I"g(l, Ul) — a"rg(17 U2) \ Ul 3‘ ‘i U2 ‘

CQ : aﬂ“g(Q, Ul) = arg(2, UQ) ~ v 777

arg(2,U,)=arg(2,U,)

Niestety, analiza spojnosci dla tego problemu nic nie wnosi, poniewaz dla kazdej
wartosci jednej zmiennej istnieja wartosci drugiej ze zgodnymi poszczegolnymi
argumentami. Jednak wiekszos¢ wartosci zmiennych dualnych stanowia n-ki
niedopuszczalne w rozwiazaniu oryginalnego zadania.

Ogdlnie, konwersja wiezéw wieloargumentowych na binarne prowadzi czasami do
sformutowan probleméw, ktére nie poddaja sie analizie spojnosci. Dlatego opracowano
rowniez szereg algorytmow spojnosci tukowej dla wiezow wieloargumentowych. Te
algorytmy nie beda tu omawiane.
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Spojnosc sciezkowa

Definiujemy dla grafu wiezéw problemu CSP pojecie K-spdjnosci. Graf jest K-spdjny
(dla pewnego K), jesli dla dowolnych (K-1) zmiennych, ktére maja spetnione wszystkie
wiezy miedzy soba, dla dowolnej (K-1)-tki wartosci tych (K-1) zmiennych spetniajace;
wszystkie wiezy dla (K-1) zmiennych, istnieje wartos¢ w dziedzinie dowolnie dobranej
K-tej zmiennej, taka, ze powstata w ten sposdb K-tka wartosci zmiennych spetnia
wszystkie wiezy dla K zmiennych.

Graf wiezdw jest silnie K-spdjny jesli jest K-spdjny dla kazdego J,J<K.

Zauwazmy, ze zdefiniowana wczesniej spojnos¢ tukowa jest réwnowazna silnej
2-spojnosci grafu wiezow.

Silna 3-spéjnos¢ grafu jest réwniez nazywana spéjnoscia Sciezkowaq (path
consistency).

Znaczenie K-spdjnosci jest takie, ze jesli graf problemu CSP z n weztami jest silnie
n-spodjny, to problem mozna rozwiazaé bez przeszukiwania. Jednak algorytmy osiagania
K-spdjnosci sa eksponencjalne, wiec zwykle sie to nie optaca. Wyjatkiem jest ostabiona

wersja spdjnosci sciezkowej — ograniczona spdjnos¢ $ciezkowa (restricted path
consistency), dla ktérej algorytm jest czasem stosowany.
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Przeszukiwanie w zagadnieniach CSP

W zagadnieniach CSP mozna stosowac wszystkie omdwione wczesniej algorytmy
przeszukiwania. Jednak w wiekszosci istotnie trudnych probleméw CSP, gdzie wiezy
maja charakter trudnych do rozwiazania, ciasnych kompromisow, najwieksze znaczenie
ma wiasnie syntaktyczna i semantyczna analiza wiezow.

Natomiast zwykle trudno jest wypracowaé uzyteczna heurystyke, ktéra bytaby zdolna
pokierowac procesem przeszukiwania przestrzeni przypisan wartosci zmiennym.

Dlatego czesto stosowanym algorytmem jest najprostszy z algorytmow przeszukiwania,
czyli przeszukiwanie z nawracaniem BT. Zamiast dobrej heurystyki wybierajace;
najlepsze mozliwosci w pierwszej kolejnosci, ten algorytm jest uzupetniony lokalna
analiza wiezéw. Powoduje to redukcje liczby mozliwosci w kolejnych krokach wgtab
algorytmu. W skrajnym przypadku, gdyby dziedzina ktdrejS ze zmiennych zredukowata
sie do zbioru pustego, algorytm dokonuje natychmiastowego nawrotu do
alternatywnych wartosci wczesniejszych przypisan.
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Przykiad: problem 4 hetmanow

Rozwazmy zastosowanie algorytmu przeszukiwania z nawracaniem (BT) do problemu
4 hetmandw. Ponizszy rysunek przedstawia fragment drzewa przeszukiwania (nalezy
pamietac, ze algorytm BT przeszukuje to drzewo systematycznie, lecz nie pamieta catej
jego struktury, a jedynie biezaca sSciezke):

S~
N

X X X XX XAXXXXXAXXXXXXXXX XXX X

Algorytm oczywiscie poradzi sobie z problemem, jednak sprawdza wiele mozliwosci,
ktore moznaby tatwo wykluczy¢ z rozwazan sprawdzajac spetnienie wiezow. Zauwazmy,
ze wszystkie zaznaczone konfiguracje koncowe sa niepoprawne ze wzgledu na
umieszczenie drugiego hetmana, i widac to juz na drugim poziomie zagtebienia.
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Przyktad: problem 4 hetmanéw (cd.)

Oczywistym ulepszeniem algorytmu jest wiec natychmiastowe sprawdzanie wszystkich
wiezow binarnych, gdy tylko przypisane zostana zmienne wchodzace w sktad danego
wiezu. Stwierdzenie naruszenia ktéregokolwiek wiezu powoduje nawrét. Nazwiemy ten
algorytm BT-EC (early checking). Zauwazmy, ze wczesniejsze sprawdzanie wiezéw
zawsze sie optaca, poniewaz te same wiezy musiatyby i tak by¢ sprawdzone pdzniej.
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Przyktad: problem 4 hetmanéw (cd.)

Potaczenie przeszukiwania z nawracaniem z minimalna forma sprawdzania spdjnosci
wiezéw zwane jest algorytmem sprawdzania wprzéd BT-FC (forward checking).
Sprawdzane s3 wszystkie wiezy dotyczace kazdorazowo podstawionej zmiennej, i tylko
one. Ten algorytm w prawie kazdym przypadku daje lepsze wyniki niz BT-EC,

| oczywiscie BT.

—

I;I__Iil
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Przyktad: problem 4 hetmanéw (cd.)

Mozemy réwniez zastosowac petne sprawdzanie spojnosci tukowej, z propagacja wiezow
na dziedziny wszystkich zmiennych, rowniez tych jeszcze niepodstawionych. Taki
wariant przeszukiwania nazywany jest algorytmem BT-LA (look-ahead). W wielu
przypadkach pozwala to wyeliminowac wiekszos¢ przeszukiwania, jednak ilos¢ obliczen
w tym przypadku moze by¢ wieksza niz w przypadku innych algorytmow, takich jak
BT-FC, i stosowanie BT-LA nie zawsze sie optaca.

E O
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Nawracanie sterowane zaleznosciami

W przeszukiwaniu drzewa CSP mozemy natrafi¢ na porazke wywotujaca nawrét
algorytmu BT, ktorej przyczyna nie byto jednak ostatnio dokonane przypisanie
wartosci, ale ktorys z wczesniejszych krokéw. W takim przypadku algorytm bedzie
probowat réznych mozliwosci, stale generujac porazki, az do momentu, kiedy nawrdci
dostatecznie gteboko, i zmieni wartos¢ kluczowej zmienne;.

Jest mozliwe wykrycie takiej sytuacji — gdy zbidr zmiennych wchodzacych w wiezy
z biezaca zmienna, tzw. zbiér konfliktowy (conflict set), nie obejmuje zmiennej
ostatnio przypisanej. Wtedy nawrdt mogtby zosta¢ wykonany do ostatnio przypisanej
zmiennej z tego zbioru. Algorytm taki zwany jest BJ (backjumping).

Prosty algorytm BJ ma znaczenie raczej tylko historyczne, poniewaz rozwiazuje
problem, do ktérego nawet nie dopuszczaja algorytmy spdéjnosci: BT-FC i dalsze.
Jednak mozna skonstruowaé bardziej wyrafinowana (i szersza) definicje zbioru
konfliktowego, jako zbioru tych zmiennych, ktérych przypisane wartosci spowodowaty
porazke biezacej zmiennej, wraz z pdzniej przypisanymi zmiennymi. Wersja BJ oparta
na takiej definicji, zwana conflict-directed backjumping wprowadza dalsze usprawnienie
procesu przeszukiwania.
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Dynamiczne porzadkowanie

Wspomnielismy wczesniej, ze w wiekszosci probleméw CSP trudno o rzeczywiste
heurystyki wspomagajace wybor ,dobrych” ruchow na drzewie przeszukiwania. Istnieja
jednak inne techniki wspomagajace przeszukiwanie, zwigzane z dynamicznym
porzadkowaniem (dynamic ordering) zaréwno zmiennych, dla ktérych optaca sie
dokonywac przypisania w pierwszej kolejnosci, jak i wartosci, ktore warto probowac
wpierw.

Heurystyka najbardziej ograniczonej zmiennej (most constrained variable) (zwana
réwniez MRV, minimum remaining values), sugeruje wybdr zmiennych z najbardzie;]
ograniczonymi (licznymi) dziedzinami. Taki wybdr daje najwieksza szanse natrafienia
na niespdjnosci, i wynikajacych z nich redukcji problemu. Ta heurystyka dobrze
wspotpracuje z algorytmem BT-FC.

Inna jest heurystyka rzedu (degree heuristic), sugerujaca wybér zmiennej wystepujace;
w najwiekszej liczbie wiezéw z niepodstawionymi zmiennymi.

Po wyborze zmiennej przydaje sie heurystyka najmniej ograniczonej wartosci
(least constraining value), preferujaca wartosci wykluczajace najmniej wartosci innych
zmiennych.
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Przeszukiwanie lokalne w zagadnieniach CSP

Mozliwe jest jeszcze inne podejscie do probleméw CSP, polegajace na mniej lub
bardziej przypadkowym wyborze wstepnego przypisania wartosci zmiennych, i nastepnie
naprawienia go, jesli naruszato jakies wiezy. Co wiecej, proces tego naprawiania polega
na przeszukiwaniu zachtannym, a wiec niesystematycznym.

Jedna z heurystyk sprawdzajacych sie w przeszukiwaniu lokalnym jest heurystyka zwana
min-conflict i polegajaca na losowym wyborze jednej ze zmiennych, ktdrych wartos¢
narusza jakies wiezy, i przypisaniu jej innej wartosci, wybranej tak, aby powodowata
najmniej konfliktéw (naruszen wiezéw) z innymi zmiennymi.

Algorytmy przeszukiwania lokalnego oparte na powyzszym schemacie sprawdzaja sie
zaskakujaco dobrze w wielu zagadnieniach CSP. Kluczowym ich elementem jest
losowos¢, ktdra pozwala uciec od maksiméw lokalnych i innych putapek, oraz natrafi¢
na kluczowa zmienna do poprawienia, lub pominac niefortunnie wybrana zmienna,
ktorej wartos¢ nalezy przypisaé pozniej.
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Krotkie podsumowanie — pytania sprawdzajace

1. Rozwaz problem CSP z czterema zmiennymi: A, B, C, D z dziedzinami: {1, 2,3}
dla kazdej z nich, i zbiorem wiezéw podanym nizej. Narysuj graf wiezéw zadania, po
czym sprébuj je rozwiaza¢ metoda propagacji wiezéw (spdjnosci tukowej). Pokaz
kazdy krok rozwiazania (bez rysunku). Przedstaw graf po zakonczeniu propagacji
wiezéw. lle reprezentuje on mozliwych rozwiazan problemu CSP? Napisz jedno

z nich.

/bior wiezow:
C={C#D,B>D,B>C(C}
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