PROBLEMY WSPOLCZESNEJ NAUKI
TEORIA I ZASTOSOWANIA

ROBOTYKA

Krzysztof Tchon

Alicja Mazur Ignacy Dulgba
Robert Hossa Robert Muszynski

MANIPULATORY
I
ROBOTY MOBILNE

Modele

planowanie ruchu
sterowanie

Akademicka Oficyna Wydawnicza PLJ
Warszawa 2000




Ksigzka zawiera monograficzny wyklad podstaw robo-
tyki obejmujacy kinematyke, dynamike, planowanie
ruchu i sterowanie manipulatoréw i roboté6w mobil-
nych. Szczegdélne miejsce zajmuja w ksigzce zagadnie-
nia modelowania kinematyki i dynamiki robotéw, oso-
bliwosci kinematyki, algorytmy regularnej i osobliwej
kinematyki odwrotnej, algorytmy sterowania manipu-
latoréw sztywnych i elastycznych oraz robotéw mobil-
nych przy ograniczonej znajomosci modelu dynamiki,
a takze algorytmy planowania ruchu robotéw mobil-
nych wykorzystujace metody geometrycznej teorii ste-
rowania. W zakresie tych zagadnien wyniki wtasne
autoréw zostaly przedstawione w kontekscie wynikéw
udokumentowanych w literaturze przedmiotu.

Ksiagzka stanowi éwiadectwo dorobku szkoly uprawia-
nia robotyki, jaka powstala w Zakladzie Podstaw Cy-
bernetyki i Robotyki Instytutu Cybernetyki Techni-
cznej Politechniki Wroctawskiej. Do jej adresatéw na-
leza studenci kierunku Automatyka i Robotyka poli-
technik, konstruktorzy robotéw i projektanci syste-
méw automatyki i robotyki, inzynierowie zajmujacy
sie automatyzacja i robotyzacja, a takze pracownicy
naukowi i doktoranci z dyscyplin Automatyka i Robo-
tyka, Informatyka, Matematyka Stosowana.



Manipulatory
1
roboty mobilne

Modele, planowanie ruchu, sterowanie

Ksigzka zostaje udostepniona w wersji pdf za zgoda
Oficyny Wydawniczej PLJ i moze by¢ kopiowana wylacznie
w calosci, razem ze strona tytulowa i tym przypisem.

Kompilacja: 23 wrzesnia 2021



PROBLEMY WSPOLCZESNEJ NAUKI
TEORIA I ZASTOSOWANIA

ROBOTYKA

Edytor serii: Leonard Bolc



Krzysztof T'chon
Alicja Mazur Ignacy Duleba
Robert Hossa Robert Muszynski

Manipulatory
1
roboty mobilne

Modele, planowanie ruchu, sterowanie

Akademicka Oficyna Wydawnicza PLJ
Warszawa 2000



© Copyright by Ignacy Duleba, Robert Hossa, Alicja Mazur,
Robert Muszynski, Kraysztof Tchoi
Wroctaw 2000

© Copyright by Akademicka Oficyna Wydawnicza PLJ
Warszawa 2000

Autorzy

Ignacy Duleba, Robert Hossa, Alicja Mazur,

Robert Muszynsk:, Krzysztof T'chon,

Zaktad Podstaw Cybernetyk: 1 Robotyks,

Instytut Cybernetykr Technicznej, Politechnika Wroctawska

Recenzent
Prof. dr hab. inz. Krzysztof Koztowsk:, Politechnika Poznanska

Redaktor
Anna Bittner

Komputerowy skiad tekstu
Robert Muszyriski

Dobér koloru oktadki
Ula Tchon

Projekt graficzny serii
Akademicka Oficyna Wydawnicza PLJ

ISBN 83-7101-427-9



Spis rzeczy

Spis oznaczen 9
1 Wprowadzenie 15
Literatura . . . . . . . . . L 20

I Kinematyka manipulatoréw i roboté6w mobilnych 23
2 Modele kinematyki ukladéw robotycznych 25
2.1 Ruchcialasztywnego. . . . .. . ... ... .. ... ... 25
2.2 Kinematyka ukladu robotycznego . . . . . . ... .. ... .. 36
2.3 Kinematyka manipulatora . . . ... ... ... ... ..... 40
2.3.1 Reprezentacja Denavita-Hartenberga . . . . . . . . .. 41

2.3.2 Reprezentacja wyktadnicza . . ... ... ... .... 51

2.3.3 Kinematyka we wspélrzednych . .. ... ... . ... 55

234 Jakobiamy . . . . . ... 61

2.3.5 Konfiguracje osobliwe . . . . . ... .. ... ... .. 79

2.4 Kinematyka robota mobilnego . . . . . . .. .. ... L. 83
2.5 Komentarze i uwagi bibliograficzne . . . . . . . ... ... .. 88
Literatura . . . . . . . . .. L 90

3 Algorytmy kinematyki odwrotnej manipulatora 95
3.1 Regularne odwrotne zadanie kinematyki . . . . ... ... .. 97
3.1.1 Bezpodrednie podejscie algebraiczne . . . . .. .. .. 98

3.1.2 Podejscie geometryczne . . . . . .. ... ... 101

3.1.3 Metody jakobianowe . . . . . .. .. ... ... .. .. 103

3.1.4 Metoda mnoznikéw Lagrange’a . . . .. ... ... .. 125

3.1.5 Elipsoida manipulowalnodci . . . .. ... ... . ... 128

3.2 Osobliwe odwrotne zadanie kinematyki. . . . . . .. ... .. 131
3.2.1 Unikanie osobliwo$ci . . . . . . . .. .. ... ... .. 131



4 Spis rzeczy
3.2.2 Metoda postaci normalnych . . . .. ... .. ... .. 140
3.2.3 Metoda jakobianu dolaczonego . . . ... .. ... .. 163
3.2.4 Metoda przestrzeni zerowej . . . .. ... .. ... .. 166
3.2.5 Metoda jakobianu odpornego . . . . ... .. ... .. 168
3.3 Komentarze i uwagi bibliograficzne . . . . . . .. ... .. .. 174
Literatura . . . . . . . . . . 176
4 Kinematyka odwrotna robotéw mobilnych 181
4.1 Metoda Newtona . . . . ... .. ... ... .. .. ..., 181
4.2 Elipsoida mobilnosci . . . . . . . ... ... ... ... ... 186
4.3 Komentarze i uwagi bibliograficzne . . . . . .. ... ... .. 186
Literatura . . . . . . . . . . 188
II Algorytmy sterowania manipulatorow 191

5 Algorytmy sterowania manipulatoréw sztywnych w prze-
strzeni zadaniowej 193
5.1 Dynamika ukladu robotycznego . . . . . . . ... .. ... .. 194
5.2 Dynamika manipulatora sztywnego . . . . . . . . .. ... .. 196
5.3 Sterowanie w przestrzeni zadaniowej manipulatora . . . . . . 202
5.3.1 Linearyzacja i odsprzeganie wejSciowo-wyjsciowe . . . 203

5.3.2 Transformacja do zadania sterowania w przestrzeni

przegubowej . . . . .. ..o 206
5.4 Komentarze i uwagi bibliograficzne . . . . . . .. ... .. .. 206
Literatura . . . . . . . . .. . 207

6 Algorytmy sterowania manipulatoréw sztywnych w prze-

strzeni przegubowej 209
6.1 Algorytmy wymagajace pelnej znajomosci modelu . . . . . . 213
6.1.1 Algorytmy typu obliczanego momentu . . . . . . . .. 213
6.1.2 Algorytmy typu dysypatywnego . . ... ... .. .. 216
6.2 Algorytmy sterowania przy parametrycznej nieznajomosci
modelu . . . . .. 222
6.2.1 Algorytmy adaptacyjne typu obliczanego momentu . . 224
6.2.2 Algorytmy adaptacyjne typu dysypatywnego . . . . . 228
6.3 Algorytmy sterowania przy strukturalnej nieznajomosci mo-
delu . . .. L 231

6.3.1 Algorytm sterowania $lizgowego . . . . . . . . . .. .. 232



Spis rzeczy 5

6.3.2 Algorytm Qu-Dorseya — regulator PD o stalym wzmo-

cnieniu . .. ... 235

6.3.3 Algorytm lambda-§ledzenia — regulator PD o dyna-
micznym wzmocnieniu . . . . . . . . ... ... 236
6.4 Komentarze i uwagi bibliograficzne . . . . . . . . ... .. .. 239
Literatura . . . . . . . . .. 241

Algorytmy sterowania manipulatoréw o elastycznych prze-

gubach 245
7.1 Dynamika manipulatora o elastycznych przegubach . . . . . . 246
7.2 Algorytmy sterowania . . .. .. ... ... . L. 251
7.2.1 Algorytm linearyzacji statycznej . .. ... . ... .. 251
7.2.2 Algorytm catkowania wstecznego . . . . . .. ... .. 254
7.2.3 Algorytm Ortegi-Lorii . . . .. ... ... ... .... 259
7.3 Komentarze i uwagi bibliograficzne . . . . . . . ... ... .. 261
Literatura . . . . . . . . .. 262
IIT Algorytmy planowania ruchu i sterowania robotow
mobilnych 263
8 Zadanie planowania ruchu 265
8.1 Pojecia podstawowe . . . . .. ... ... L 265
8.2 Technika nawiasu Liego . . . .. ... ... .. ... ..... 273
8.3 Komentarze i uwagi bibliograficzne . . . . . . . ... ... .. 280
Literatura . . . . . . . . .. L 281
Metody planowania ruchu ogdlnego przeznaczenia 285
9.1 Metoda oparta na Zasadzie Maksimum Pontriagina . . . . . . 286
9.2 Metoda Newtona . . . ... ... ... ... ... ....... 287
9.3 Metoda uSredniania . . . ... ... ... L 292
9.4 Metoda Lie-algebraiczna . . . . . .. .. .. .. ... ... .. 297
9.4.1 TUogdlniona formula Campbella-Bakera-Hausdorfta-
-Dynkina . .. ... ... . .. 299
9.4.2 Algorytm metody Lie-algebraicznej . . . . . . . . . .. 305
9.4.3 Znaczenie uog6lnionej formuly Campbella-Bakera-
-Hausdorffa-Dynkina . . . . . . . ... ... ... ... 307
9.5 Komentarze i uwagi bibliograficzne . . . . . . . . ... .. .. 309

Literatura . . . . . . . . . . e 312



6 Spis rzeczy

10 Specjalizowane metody planowania ruchu 317
10.1 Optymalne planowanie ruchu jednokolowego robota mo-
bilnego . . . . . . . .. 317
10.1.1 Rodziny ekstremal dla zadania Reedsa-Sheppa . . . . 318
10.1.2 Synteza trajektorii optymalnej . . ... ... ... .. 325
10.1.3 Planowanie ruchu jednokolowego robota mobilnego
poruszajacego siedo przodu . . . . . .. ... L. L. 329
10.1.4 Podsumowanie . . . . .. ... ... .o 330
10.2 Metoda sterowan sinusoidalnych . . ... ... ... ... .. 331
10.3 Metoda bazujaca na twierdzeniu Stokesa . . . . . . .. .. .. 336
10.4 Metoda osiggania podceldw . . . . .. ... .. ... ... .. 341
10.5 Komentarze i uwagi bibliograficzne . . . . . . .. .. ... .. 347
Literatura . . . . . . . . . . 349

11 Modele i algorytmy sterowania kolowych robotéw mobil-

nych 351
11.1 Dynamika ukladu robotycznego z ograniczeniami . . . . . . . 352
11.2 Modele kotowych roboté6w mobilnych . .. ... ... .. .. 353
11.2.1 Ograniczenia fazowe . . . . . . .. . .. ... ... .. 354
11.2.2 Modele kinematyki prostych kolowych robotéw mo-
bilnych . . ... ... . 358
11.2.3 Modele kinematyki ztozonych kotowych robotéw mo-
bilnych . ... .. ... .. .. 366
11.2.4 Modeledynamiki . . . . .. ... ... ... ...... 367
11.3 Algorytmy sterowania kotowych robotéw mobilnych . . . . . 369
11.3.1 Algorytm Corona-Pometa . . . . . .. .. ... .. .. 370
11.3.2 Algorytm linearyzacji dynamicznej . . . . . . . . . .. 373
11.3.3 Algorytm Walsha-Tilbury’ego-Sastry’ego-Murraya-
-Laumonda . . . . . .. ... 377
11.3.4 Sterowanie we wspélrzednych linearyzujacych . . . . . 379
11.3.5 Sterowanie adaptacyjne we wspdirzednych linearyzu-
jacych . . . .. 386
11.3.6 Uniwersalny adaptacyjny A-§ledzacy algorytm stero-
WANIa . . . e e e e e e e e 389
11.4 Komentarze i uwagi bibliograficzne . . . . . . . . .. ... .. 392

Literatura . . . . . . . . . . . e 394



Spis rzeczy 7
Dodatki 399
A Podstawowe pojecia matematyczne 401
Al Algebraliniowa . . . . . . . . .. . o 401
A.2 Funkcjeiodwzorowania . . ... ... ... ... ....... 403
A.3 Uklady dynamiczne, pola wektorowe, nawiasy Liego . . . . . 404
A.4 Uktady sterowania . . . ... ... .. .. ... ... .... 406
A5 Zasada Maksimum Pontriagina . .. ... ... ... ... .. 408
A.6 Roéwnania Eulera-Lagrange’a . ... .. ............ 409
Literatura . . . . . . . . .. 409

B Wybrane twierdzenia o stabilnosci 411
B.1 Uklady autonomiczne . . .. .. ... ... ... .. ..... 411
B.2 Uklady nieautonomiczne . . . . . . . .. .. ... 412
B.2.1 II Metoda Lapunowa . . . . . . . . . . .. .. ... 412

B.2.2 Lemat Barbalata . . . .. ... ... .. ... ..... 413

B.2.3 Twierdzenie La Salle’a-Yoshizawy . . ... ... ... 413

B.24 Lemat Wena-Bayarda . . ... ............. 413
Literatura . . . . . . . . .. L 414

C Wybrane dowody stabilnosci algorytméw sterowania 417
C.1 Algorytm Sadegha-Horowitza . . .. .. .. .. ... .. ... 417
C.2 Adaptacyjny algorytm Slotine’a-Li . . . .. .. ... ... .. 419
Literatura . . . . . . . . .. 421
Indeks 423






Spis oznaczen

Oznaczenia zostaly podporzadkowane nastepujacej zasadzie ogdlnej: symbole niewytlu-
szczone (typu x) odnosza sie do wielkodci skalarnych, wyttuszczone (jak x, X, X) oznaczaja
wektory, macierze lub zbiory. Symbole postaci X oznaczaja wyréznione klasy obiektéw
matematycznych, a symbole typu X odnosza sie do pojeé o znaczeniu specjalnym w kon-
tekscie robotyki. Liczby w nawiasach podaja numer strony, na ktérej dane oznaczenie
zostalo wprowadzone lub uzyte po raz pierwszy.

— réwno$é przyblizona (298)
— réwnowaznos¢ (29)

12

réwnosé tozsamosciowa (146)
norma euklidesowa wektora (25)
norma macierzy (402)

f—

macierz skos$nie symetryczna (31)

X,Y] — nawias Liego (38)
AT — transpozycja macierzy (28)
Al — odwrotnos$¢ macierzy (29)

A# — pseudoodwrotno$¢ macierzy (402)

A>0 — macierz dodatnio okreslona (205)

flu — obciecie odwzorowania w dziedzinie (146)
x! — transpozycja wektora (25)

x-y — iloczyn skalarny (25)

xTy — 1loczyn skalarny (25)

(x,y) — 1iloczyn skalarny (25)

XXy — iloczyn wektorowy (25)

Uuxv — iloczyn kartezjanski zbioréw (41)

@oy — zlozenie odwzorowan (55)

A — macierz ograniczen fazowych w postaci Pfaffa (36)
A]% — transformacja ukladu i w uklad j (43)
adg(Y — iterowany nawias Liego (406)

adjA — macierz dolaczona (401)

atan2 — funkcja atan2 (99)

B — klasa funkcji ograniczonych (403)

B (0) — kula domknieta (236)
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b — wektor binormalny (26)

C — macierz sit Coriolisa manipulatora (195)
Ck — klasa funkcji gladkich rzedu k (403)

Ce — klasa funkcji gladkich (403)

cw — klasa funkcji analitycznych (403)

C}q- — symbole Christoffela I rodzaju (195)
codim — kowymiar (80)

corank — korzad (79)

D — rézniczka Gateaux (84)

D — wektor sit grawitacji manipulatora (195)
Dkg,,t — jakobian analityczny robota mobilnego (86)

(D kqo,T)# — pseudoodwrotno$é jakobianu analitycznego robota mobilnego (183)
d — rézniczka (406)

det — wyznacznik macierzy (25)

diag — macierz diagonalna (214)

dim — wymiar (30)

div — dywergencja (136)

A — wyrdéznik konfiguracji osobliwej (134)

om — stopien mobilnosci robota mobilnego (361)

Os — stopien sterowalnosci robota mobilnego (361)

Em — elipsoida manipulowalnosci (128)

EdoT — elipsoida mobilnosci (186)

e — btlad §ledzenia (205)

e — i-ty wektor bazowy przestrzeni liniowej (401)

exp — odwzorowanie wyktadnicze (35)

exp — strumien pola wektorowego (278)

0] — macierz fundamentalna liniowego ukladu dynamicznego (86)
()8 — strumien ukladu dynamicznego (404)

g — dystrybucja (37)

G — pola stowarzyszone z ograniczeniami fazowymi w postaci Pfaffa (37)
r — indeks konfiguracji osobliwej (138)

H — baza Ph. Halla (277)

H — hamiltonian (406)

T — przedzial czasu (95)

I — macierz momentéw bezwladnosci silnikéw (249)
I; — moment bezwiladnosci wirnika i-tego silnika (199)
In — macierz jednostkowa rozmiaru n X n (29)
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idgn
inf

J
Ia
]’ae
IaA

a#
w

Ib
Im
Is
]’se

i
w

ILi

odwzorowanie identycznosciowe na R™ (403)
infimum (212)

wskaznik jakosci sterowania (408)

jakobian analityczny manipulatora (61)

rozszerzony jakobian analityczny manipulatora (120)

odwrotnos¢ przyblizona jakobianu analitycznego manipulatora (168)
pseudoodwrotnosé jakobianu analitycznego manipulatora (112)
jakobian geometryczny w ciele (64)

jakobian manipulatora (68)

jakobian geometryczny w przestrzeni (64)

rozszerzony jakobian geometryczny w przestrzeni (125)
pseudoodwrotnosé jakobianu geometrycznego w przestrzeni (125)
macierz inercji i-tego ramienia manipulatora (197)

macierz inercji wirnika i-tego silnika (247)

klasa funkcji dodatnich, $ci§le rosngcych (412)
energia kinetyczna (194)

kinematyka manipulatora (39)

obciecie kinematyki w dziedzinie (55)
kinematyka manipulatora we wspélrzednych (55)
posta¢ normalna kinematyki (141)

kinematyka robota mobilnego (84)

przestrzen zerowa (37)

stopien uwarunkowania (130)

lagranzian (194)

przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem (203)
klasa funkcji catkowalnych z k-ta potega (403)
klasa funkcji ograniczonych prawie wszedzie (403)
najwieksza wartos¢ wlasna macierzy (402)
najmniejsza warto$¢ wlasna macierzy (402)

rozmaito$¢ gladka (30)

macierz manipulowalnosci (128)
macierz mobilnosci (186)
manipulowalnos¢ (129)
mobilnos¢ (186)

maksimum (286)

modulo (149)

funkcja Nussbauma (212)
wektor normalny (26)
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mala funkcja rzedu n (153)

predko$é katowa w ukiadzie ciata (31)

predkosé katowa w ukladzie przestrzeni (31)

wektor predkosci katowej w ukladzie ciala (32)
wektor predkosci katowej w ukladzie przestrzeni (32)

macierz struktury kinematycznej robota mobilnego (361)
zmienna dolaczona (408)

rozmaitos$¢ konfiguracyjna (przegubowa) (36)
macierz inercji manipulatora (195)

macierz obrotu (28)
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zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych (378)
przestrzen euklidesowa n-wymiarowa (25)
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\% — energia potencjalna (194)
\% — funkcja Lapunowa (214)
\'% — zbidr otwarty (30)
A%
A%

b — predko§é w ukladzie ciala (31)
s — predko$¢ w ukladzie przestrzeni (31)
Vy, — wektor predkosci liniowej w ukladzie ciala (32)
Vg — wektor predkosci liniowej w ukladzie przestrzeni (32)
w — przestrzen robocza manipulatora (96)
X — pole wektorowe ruchu wlasnego (166)
Xi,...imy1 — pole hamiltonowskie (136)

— macierz regresji (223)

Y
Z — rozmaito$¢ zadaniowa (41)



oger Bacon, ktarego czcze jako mistrza, nauczat nas, ze Boski
plan wskaze pewnego dnia wiedze o machinach, ktdre sg magig
naturalng i Swietg. | bedzie tak, ze sity przyrody pozwolg zrobic machiny
do ptywania, by okrety poruszaty sie tylko homine vegente i znacznie
szybciej niz te pchane wiatrem lub wiostami; i bedg wozy ut sine
animali moveantur cum impetu inaestimabili, et instrumenta
volandi et homo sedens in medio instrumentis vevolvens
aliquod ingenium per quod alae actificaliter composita aevem
verberent, ad modum avis volantis. | maledkie narzedzia, ktdre
podnosié bedg nieskoiczenie wielkie cigzary, i wozy, ktarymi jezdzi¢
bedzie mozna po dnie morza.
U. Eco, Imie rozy.
(ttum. A. Szymanowski)



Rozdzial 1

Wprowadzenie

Wiele znakéw wskazuje na to, ze nadszed! czas ,,magii naturalnej i §wietej”,
ktéry przepowiada Roger Bacon, zwany doctor marabilis, franciszkanin, wy-
nalazca okularéw i konstruktor androidu, a imieniem owej magii jest robo-
tyka. Robotyka traktuje o samoczynnych maszynach, ktére nasladuja funk-
cje manualne i intelektualne czlowieka. Samoczynne maszyny nazywamy au-
tomatami. Aby automat stal si¢ przedmiotem zainteresowan robotyki, powi-
nien mie¢ pewien stopiell samodzielnosci, czyli zdolnodci do celowego funk-
cjonowania w réznorodnych, nie w pelni znanych, §rodowiskach. Wiasnosé
samodzielnodci, a wiec wzglednej niezaleznosci od otoczenia, czesto nazywa
sie autonomia lub inteligencjg. Poniewaz zapewnienie samodzielnosci auto-
matu wymaga nieustannego czerpania i przetwarzania informacji o Srodowis-
ku, definiuje sie robotyke jako nauke o inteligentnym wykorzystaniu percep-
cji do dziatania. W tym kontekscie, obiekty robotyki nazywane tradycyjnie
robotami mozna okrefli¢ jako samoczynne i samodzielne maszyny, autono-
miczne automaty lub obdarzy¢ mianem inteligentnych agentéw. Jest przeto
robotyka nauka interdyscyplinarna, zachwycajaca i budzaca przerazenie
ut castrorum acies ordinata, zakorzeniong w takich dyscyplinach jak me-
chanika, elektronika i cybernetyka (w klasycznym, wienerowskim rozumie-
niu). Jak by¢ powinno w kazdej $cistej nauce, jezykiem i narzedziem robo-
tyki jest matematyka, albowiem w myS§l stéw Wilhelma z Baskerville:

» Wiedza matematyczna sktada sie z twierdzen zbudowanych przez
nasz umyst w ten sposéb, by zawsze funkcjonowaly jako prawda, albo
dlatego ze sq przyrodzone, albo dlatego ze matematyka byta wynaleziona
wpterw niz inne nauk:s.” (U. Eco, Imue rézy)

Na fundamencie matematycznym opiera sie wielka réznorodnosé¢ me-

15
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tod i teorii, heurystyk i hipotez, technik i technologii robotyki. Niniejsza
ksigzka ogranicza sie do niewielkiego fragmentu tej réznorodnosci, jakim sa
podstawy robotyki, i dostarcza opisu podstawowych probleméw robotyki
i sposobdéw ich rozwigzania (algorytméw) odnoszacych sie¢ do modelowania
kinematyki i dynamiki, planowania ruchu oraz sterowania manipulatoréw
i robotéw mobilnych. Z punktu widzenia zastosowan, omawiane w ksigzce
metody i algorytmy odnosza sie do dwéch klas robotéw: robotéw prze-
mystowych oraz robotéw ustugowych. Nasze ujecie probleméw robotyki ma
charakter selektywny i koncentruje sie na tych zagadnieniach, do ktérych
sformutowania lub rozwigzania udato nam sie wnie§¢ pewien wkiad ory-
ginalny. Obszary tematyczne robotyki, ktérym poswigciliSmy szczegdlng
uwage sa zatem nastepujace: modele kinematyki i dynamiki manipulatoréw
i nieholonomicznych robotéw mobilnych, modelowanie osobliwo$ci kinema-
tyki i kryteria unikania osobliwo§ci manipulatoréw redundantnych, algo-
rytmy kinematyki odwrotnej manipulatoréw z osobliwodciami, algorytmy
sterowania manipulatoréw sztywnych i manipulatoréw o elastycznych prze-
gubach przy ograniczonej znajomo$ci modelu dynamiki, algorytmy plano-
wania ruchu robotéw nieholonomicznych wykorzystujace metody geome-
trycznej teorii sterowania, algorytmy sterowania kolowych robotéw mobil-
nych. W wymienionych obszarach wilasne wyniki autoréw ksiazki zostaty
przedstawione w szerokim kontekscie wynikéw udokumentowanych w lite-
raturze, dajac, jak sadzimy, wyczerpujacy i aktualny obraz sytuacji proble-
mowej w dziedzinie podstaw robotyki oraz otwierajac nowe perspektywy,
zarOwno w zakresie badan teoretycznych, jak i stosowanych®.

Ksiazka opiera si¢ na rezultatach badan naukowych, jakie prowadziliSmy
w latach 1991-1999, w ramach trzech projektéw badawczych finansowanych
przez Komitet Badan Naukowych:

e Metody topologiczno-rézniczkowe w robotyce,
e Roboty osobliwe i nieholonomiczne: modele i algorytmy sterowania,
e Roboty osobliwe i nieholonomiczne: modele, sterowanie i planowanie

trajektorii,

jak réwniez kilku grantéw statutowych KBN. Wyniki szczegdlowe zostaly
udokumentowane w rozprawie habilitacyjnej [Dul98], trzech rozprawach

*Jakkolwiek podstawowym narzedziem weryfikacji wynikéw teoretycznych sa w ksigzce
symulacje komputerowe, wypada zaznaczyé, ze metoda postaci normalnych rozwiazania
osobliwego odwrotnego zadania kinematyki oraz algorytmy sterowania manipulatoréw
sztywnych typu A—$ledzenia przeszly pomyélnie weryfikacje eksperymentalna.
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doktorskich [Hos96, Maz96, Mus96] oraz w kilkudziesigciu publikacjach.
Oprécz wynikéw opublikowanych, nie oparliSmy sie pokusie zamieszczenia
w ksigzce wynikéw zupelnie nowych, uzyskanych przy pracy nad projek-
tem badawczym KBN pt. Modelowanie, planowanie ruchu i sterowanie ma-
nipulatoréw mobilnych. Sadzimy, ze prace ktérych podsumowaniem jest
ta ksigzka stanowia dorobek pewnej szkoly uprawiania robotyki, jaka po-
wstala w Zakladzie Podstaw Cybernetyki i Robotyki Instytutu Cyberne-
tyki Technicznej Politechniki Wroctawskiej. Pragniemy ja zadedykowaé
naszemu Mistrzowi, zmartemu w 1991 roku Profesorowi Jerzemu Ja-
roniowi, ktérego fascynacja robotyka uksztaltowala nasze zainteresowania
badawcze, i ktérego arystokratycznej kulturze logiczno-matematycznej za-
wdzieczamy podstawy warsztatu naukowego, [Jar78]. Autorzy ksiazki maja
zaszczyt zaliczaé sie do dzieci i wnukéw naukowych Profesora.
Ksiazka sktada sie z trzech czesci:

e Kinematyka manipulatoréw i robotéw mobilnych,
e Algorytmy sterowania manipulatoréw,

e Algorytmy planowania ruchu i sterowania robotéw mobilnych,

i dzieli sie na 11 rozdzialéw oraz 3 dodatki zawierajace definicje podstawo-
wych poje¢ matematycznych, ze szczegdlnym uwzglednieniem dziedziny sta-
bilnogci ukladéw dynamicznych. Wydaje si¢ nam, ze wiedza z analizy ma-
tematycznej, algebry i teorii réwnan rézniczkowych w zakresie wykladanym
inzynierom, na przyklad na kierunku Automatyka i Robotyka politechnik,
wsparta podstawowym kursem teorii sterowania i pewna otwartoscia ma-
tematyczna, jest wystarczajaca do zrozumienia wiekszosci materiatu przed-
stawionego w tej ksigzce. W postugiwaniu si¢ bardziej zaawansowanymi
technikami matematycznymi staraliémy sie zachowaé pewng powsciggliwo$é
(dotyczy to zwlaszcza geometrii rézniczkowej), aczkolwiek nie podzielamy
obawy, ze pojawienie sie w tekécie robotycznym nawiasu Liego uczyni ten
tekst catkowicie niezrozumiatym. Co wiecej, jeste§my przekonani, ze jezyk
matematyczny ulatwia komunikowanie probleméw, metod i twierdzen ro-
botyki nie tylko robotykom, lecz takze badaczom spoza kregu profesjonal-
nych robotykéw. Jakosciowy postep w zakresie metod planowania ruchu
i sterowania robotéw mobilnych, jaki mial miejsce w biezacej dekadzie, za-
wdzieczamy sformulowaniu pewnych zagadnien robotyki w sposéb intere-
sujacy dla matematykdw.

Cecha wyrdzniajaca nasz sposéb podejscia jest poszukiwanie réwnowa-
znoéci, transformowanie zlozonych modeli i zadad do jak najprostszej po-
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staci réwnowaznej, umozliwiajacej ich rozwigzanie. W perspektywie filo-
zoficzno-metodologicznej takie podejscie mozna wyprowadzié¢ z pogladéw
W. Ockhama'. Zrédta matematyczne metody postaci normalnych znajduja
sie u H. Poincare’go i E. Cartana; punktem odniesienia dla naszego sposobu
my$lenia na temat réwnowaznosci sa prace B. Jakubczyka [Jak90]. W zasa-
dzie unikamy w ksigzce przedstawiania dowoddéw twierdzen odsylajac zain-
teresowanego Czytelnika do Zrédlowej literatury. Wyjatkiem sg dwa stan-
dardowe dowody stabilnosci algorytméw sterowania, ktére zamiescili§my
w specjalnym dodatku. Dla wygody Czytelnika wywody formalne zostaly
zilustrowane licznymi przykitadami obliczeniowymi, a takze symulacjami
komputerowymi przeprowadzonymi w $rodowiskach MATHEMATICA®?
i MATLAB® (SIMULINK®)S. Kazdy rozdzial koficzymy seria komentarzy
i uwag bibliograficznych umozliwiajacych Czytelnikowi dotarcie do Zrédet
przedstawionych wynikéw i nadwietlajacych dodatkowo ich geneze, znacze-
nie i wzajemne powigzania. Szybkie odnalezienie potrzebnych pojeé utatwia
indeks zamieszczony na koicu ksigzki.

Rézne fragmenty tej ksiazki stuzyly jako podstawa do wykladéw z przed-
miotéw Mechanika analityczna, Podstawy robotyki oraz Systemy sterowania
robotéw, jakie prowadzimy na kierunku Automatyka i Robotyka, na Wy-
dziale Elektroniki Politechniki Wroclawskiej. Reakcje naszych studentdw,
ktérzy, najprawdopodobniej bez wlasnej winy, byli ksztalceni na kilku ro-
boczych wersjach tekstu tej ksiazki, staraliSmy sie wykorzystac przy opraco-
waniu wersji ostatecznej. JesteSmy wdzieczni tym studentom, dla ktérych
robotyka nie pozostala dziedzing obojetna. Sa wérdd nich nie tylko tacy,
ktérzy z naszych wykladéw wyniesli prze§wiadczenie, ze ,,robotyka to kosz-
mar”, lecz rowniez tacy, ktérzy w czasie studiéw, niekiedy jeszcze przed
napisaniem pracy dyplomowej, uzyskali wiasne wyniki naukowe. Za pomoc
przy wykonaniu symulacji komputerowych dziekujemy przedstawicielowi tej
drugiej grupy, mgrowi inz. T. Wréblewskiemu.

Szczegdlng wdzieczno§é chcemy wyrazi¢ Redaktorowi Naukowemu Aka-
demickiej Oficyny Wydawniczej, Panu Profesorowi L. Bolcowi, ktéry odwa-
zyl sie podjac ryzyko zwigzane z publikacja tej ksiazki i zechcial nam udzieli¢
fachowych wskazéwek edytorskich w trakcie przygotowania jej do druku.

"Nazwanego venerabilis inceptor, podobnie jak R. Bacon franciszkanina z Oksfordu,
autora dyrektywy metodologicznej ,Entia non sunt multiplicanda praeter necessita-
tem”, znanej jako brzytwa Ockhama.

‘MATHEMATICA® jest znakiem firmowym Wolfram Research, Inc.

SMATLAB® i SIMULINK® s3 znakami firmowymi The MathWorks, Inc.
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Na zakonczenie dzigkujemy Recenzentowi naszej ksigzki, Panu Profe-
sorowi K. Kozlowskiemu, ktdérego kompetencje merytoryczne i profesor-
ska wnikliwo§¢ w znacznym stopniu wplynely na ostatecznag forme i tre§é
ksigzki. Zamieszczone w recenzji stwierdzenie, ze Recenzent dwukrotnie
przeczytat maszynopis ksiazki traktujemy jako dowdd, ze ksigzka nadaje sie
do czytania. Mamy przy tym $wiadomosé, ze odpowiedzialno$¢ za biledy,
ktére pomimo naszych wysitkéw redakcyjnych pozostaly w ksigzce, spo-
czywa wylacznie na jej autorach.

Jak juz napisaliémy, ze wzgledu na swoja specyficzng geneze, nasza
ksigzka traktuje o podstawach robotyki i ze zrozumialych wzgledéw nie po-
krywa calego zakresu problemowego wspélczesnej robotyki. W kilku dzie-
dzinach robotyki wykraczajacych calkowicie lub czesciowo poza zakres tej
ksigzki byly prowadzone w Polsce w latach 90-tych powazne prace bada-
wcze, ktérych wyniki zostaly opublikowane w formie rozpraw habilitacyj-
nych, ksigzek lub monografii, mogacych stanowi¢ tematyczne uzupetnienie
tej ksigzki. Wymienimy niektore z nich. Praca zbiorowa o charakterze prze-
krojowym jest ksigzka [MK99] pod redakcja A. Moreckiego i J. Knapczy-
ka. Metody projektowania manipulatoréw przemystowych zostaly przed-
stawione w monografii K. Tomaszewskiego [Tom93]. O identyfikacji mo-
deli dynamiki robotéw manipulacyjnych traktuje rozprawa habilitacyjna
K. Kozlowskiego [K0z92] oraz monografia [K0z98]. Zagadnieniom plano-
wania trajektorii manipulatoréw zostala poswiecona monografia M. Galic-
kiego [Gal00]. Problematyka syntezy chwytu, bliska w swym ujeciu kine-
tycznym teorii uktadéw nieholonomicznych, jest obecna w rozprawie ha-
bilitacyjnej A. Kasinskiego [Kas98]. Modeli kinematyki, dynamiki i al-
gorytméw sterowania robotéw mobilnych dotycza rozprawy habilitacyjne
7. Hendzla [Hen96] i W. Zylskiego [Zy196]. Planowaniem trajektorii koto-
wych robotéw mobilnych zajal sie w monografii habilitacyjnej L. Podsedko-
wski [Pod99]. Wprowadzenie do inteligentnych ukladéw robotycznych sta-
nowi rozprawa habilitacyjna W. Jacaka [Jac91] i monografia [Jac99]. Zagad-
niedl modelowania elastycznych systeméw produkcyjnych dotyczy ksigzka
Z. Banaszaka [BJ91]. Metodom programowania robotéw zostaly poswigcone
rozprawy habilitacyjne C. Zielinskiego [Zie95b] i T. Kocha [Koc96]. Za-
gadnienia syntezy ruchu maszyn kroczacych byly przedmiotem rozprawy
habilitacyjnej T. Zielinskiej [Zie95a]. Aktywnosci Wydawnictw Naukowo-
-Technicznych zawdzigczamy publikacje przekladéw ksigzek [Cra93, SV97].
Aktualny przeglad wynikéw badan prowadzonych w Polsce w zakresie ro-
botyki zawieraja materialy Krajowych Konferencji Robotyki.
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Czesc 1

Kinematyka manipulatorow
i robotow mobilnych






Rozdzial 2

Modele kinematyki ukltadow
robotycznych

2.1 Ruch ciala sztywnego

Wszystkie obiekty robotyki istnieja w czasoprzestrzeni fizycznej zlozonej
z jednowymiarowego czasu i tréjwymiarowej przestrzeni. Czas fizyczny jest
zbiorem chwil, kt6ry bedziemy utozsamial ze zbiorem liczb rzeczywistych R.
Przestrzen fizyczna skitada sie z punktéw, ktérych polozenie wzgledem
zadanego, prawoskretnego ukladu wspétrzednych kartezjaiskich (zwanego
uktadem przestrzeni) mozna wyrazi¢ przy pomocy tréjki liczb rzeczywi-
stych. W efekcie, przestrzen fizyczna utozsamiamy z przestrzenia euklide-
sowg R3 wyposazona w operacje mnozenia skalarnego i mnozenia wekto-
rowego. Wezmy dwa wektory x,y € R?, x = (x1,%2,x3)", y = (y1,2,y3)"
i niech wektory e, e», e3 stanowia standardowa baze w R>. Iloczyn skalarny
i iloczyn wektorowy definiujemy nastepujaco

3 e e e3
x-y=xy=(xy) = inyi, xxy=det [x; x2 x3|. (2.1)
= Yr Y2 Y3

Miare diugosci wektora x € R® w przestrzeni euklidesowej wyznacza
norma euklidesowa ||x| = /x-x. Kazde gladkie* przeksztalcenie czasu
w przestrzei

c:R— R (2.2)

*Klasy C*, tzn. posiadajace ciagle pochodne dowolnego rzedu.
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Rysunek 2.1 Tréjécian Freneta.

nazywamy ruchem punktu materialnego. Przestrzeri R® nazywamy prze-
strzenig konfiguracyjng punktu materialnego. Wykres ruchu (2.2) w czaso-
przestrzeni stanowi trajektorie ruchu. Krzywa w R? bedaca obrazem ruchu
nazywamy torem ($ciezkq) ruchu. Pochodna ¢(t) ruchu wzgledem czasu
nazywamy predkoscig ruchu. Wektor predkosci jest styczny do toru ruchu.
Pochodna rzedu drugiego ¢(t) ruchu wzgledem czasu nazywamy przyspie-
szeniem ruchu. Lokalnie geometrie toru ruchu opisuje tzw. tréjscian Fre-
neta, przedstawiony na rysunku 2.1. Tréjécian Freneta jest rozpiety przez
wektory jednostkowe (wersory) t, n, b, zdefiniowane w nastepujacy sposéb.
Wektor styczny t = . Wektor normalny n = %%, gdzie ds = ||¢|| dt jest

llell -
elementem dlugosci toru, natomiast

_ V]Il — (¢ -&)2

el

dt
ds

|

nosi nazwe krzywizny toru i stanowi miare odchylenia toru od linii proste;.
Wektor binormalny b jest iloczynem wektorowym dwdéch poprzednio zdefi-
niowanych wektoréw

b=txn

Odchylenie toru od krzywej plaskiej okresla parametr zwany skreceniem
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Zy

Rysunek 2.2 Cialo sztywne w R3.

lub torsjg toru

11Ex8)- €l
TKEF

@
ds

Wystepujacy w powyzszej formule sloczyn mieszany wektordw x = (x1, x2,
x3)", ¥ = (y1,y2,3)", 2 = (z1,22,23)" definiuje si¢ jako

X1 X2 X3
(x xy)-z=det [y1 y2 y3|.
Z1 Z2 Z3

Nietrudno sie przekonaé, ze wektor przyspieszenia ¢(t) lezy w plaszczyznie
stycznej do toru i w ogdlnym przypadku posiada dwie skladowe: styczna
i normalna.

Rozwazmy afiniczne przeksztalcenie przestrzeni euklidesowe]

D:R®—R? D(x)=Rx+T, (2.3)

gdzie R jest macierza rozmiaru 3 x 3, za§ wektor T € R3. Niech zwarty
(domkniety i ograniczony) podzbiér B C R3 oznacza ciato sztywne (ry-
sunek 2.2). Wybierzmy punkty x,y,z € B i zdefiniujmy wektory swo-
bodne v =y —x, w = z — x laczace punkt x z punktami y i z. Prze-
ksztalcenie (2.3) mozna w naturalny sposéb przenie$¢ na wektory swobodne
okre§lajac

D,(v) =D(y) —D(x) =Rv, D,(w)=D(z) —D(x) =Rw. (2.4)
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Przeksztalcenie afiniczne opisane wzorem (2.3) nazywamy przemieszcze-
niem ciata sztywnego w przestrzeni euklidesowej, jezeli D, zachowuje ilo-
czyn skalarny i iloczyn wektorowy', tzn.

D,(v)-D,(w)=v-w oraz D,(vxw)=D,(v) xD,(w). (2-5)

Na mocy definicji, przemieszczenie ciata sztywnego zachowuje dlugodé wek-
toréw swobodnych (odlegto§é¢ miedzy punktami) oraz kat miedzy wektorami
swobodnymi

DLW = [vll, £(D«(v),Di(w)) = Z(v,w).

Biorac pod uwage definicje (2.4) i wlasnoéci (2.5), nietrudno otrzymacé na-
stepujaca charakterystyke przemieszczenia ciala sztywnego w przestrzeni
euklidesowe;j:

e macierz R jest ortogonalna: RRT =R'R =13,
e R(v xw) = (Rv) x (Rw),
e detR = ((Re;) x (Rey)) - (Re3) = ||Re3]||? = 14,

e wektor T jest dowolny.

Macierze R spelniajace pierwsze trzy warunki nazywaja sie macierzamsi
obrotu i tworza specjalng grupe obrotéw SO(3).

Dzieki wprowadzeniu do przestrzeni euklidesowej tzw. wspdirzednych
jednorodnych pozwalajacych opisaé punkt o wspétrzednych x = (x1,x2,x3)"
uktadem czterech liczb (x1,%2,%x3,1)", mozna przedstawi¢ przeksztalcenie
afiniczne (2.3) przy pomocy macierzy rozmiaru 4 x 4 postaci [} T]. Wéwczas

() = o3 6)-(%7) 9

Transformacja (2.6) posiada dwojaka interpretacje. Po pierwsze, opisuje
ona zmiane wspoélrzednych jednorodnych (xT,1)T (przemieszczenie) pew-
nego punktu w przestrzeni euklidesowejr wzgledem ustalonego uktadu prze-
strzeni. Po drugie, jezeli punkt (x',1) jest ustalony, transformacja (2.6)
charakteryzuje przemieszczenie pewnego ukladu wspdlrzednych wzgledem

tScisle méwiac, ze wzoru (2.5) wynika, ze iloczyn skalarny jest inwariantny (nie-
zmienny), natomiast iloczyn wektorowy jest ekwiwariantny (réwnozmienny) wizgledem
przemieszczenia ciala sztywnego.

"Wykorzystujemy tu prawoskretnoéé uktadu (er, ez, e3).
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ukladu przestrzeni, ktére zachodzi w taki sposéb, ze jezeli (xT, 1)T oznacza
wspolrzedne jednorodne ustalonego punktu w ukladzie przemieszczonym,
to ((Rx +T7, 1)T okre§la wspélrzedne jednorodne tego punktu w ukladzie
przestrzeni. Korzystajac z tej drugiej interpretacji rozwazmy przemiesz-
czenie ciala sztywnego w przestrzeni euklidesowej. Poniewaz podczas prze-
mieszczania odleglo§é miedzy punktami ciala sztywnego nie ulega zmia-
nie, jego ruch jest zdeterminowany przez ruch dowolnie wybranego punktu
ciala. Wybierzmy taki punkt i umie$¢my w nim prawoskretny, kartezjanski
uktad wspélrzednych zwiazany z ciatem sztywnym (uklad ciala). Zalézmy, ze
w chwili poczatkowej uklad ciata i uktad przestrzeni pokrywaja sie. Po prze-
mieszczeniu elementy R, T przeksztalcenia afinicznego (2.3) wyznaczaja
potozenie (T) i orientacje (R) ukladu ciala wzgledem ukladu przestrzeni.
W konsekwencji, ruch ciala sztywnego w przestrzeni euklidesowej moze by¢
rozumiany jako gtadkie przeksztalcenie czasu w grupe przesunieé¢ R3 oraz
w specjalng grupe obrotéw SO(3),

c: R — R?x SO(3) = SE(3),

ktére okresla w kazdej chwili polozenie i orientacje ukladu ciata wzgledem
uktadu przestrzeni. Wystepujacy w powyzszym wzorze obiekt SE(3) na-
zywa sie specjalng grupq euklidesowg i stanowi przestrzen konfiguracyjng
ciala sztywnego. Zauwazmy, ze zalezno$¢ (2.6) pozwala na reprezentowa-
nie elementéw specjalnej grupy euklidesowej przy pomocy macierzy [R7].
Te macierzowga reprezentacje grupy SE(3) bedziemy odtad utozsamiac z gru-
pa SE(3). Nietrudno wykazaé, ze SE(3) istotnie jest grupa z dziataniem
grupowym bedacym mnozeniem macierzy

|:R1 T1:| |:R2 T2:| _ |:R1R2 RiT, +T1]

0 1/]0 1 0 1 (2.7)

elementem neutralnym E = I; oraz elementem odwrotnym

R T]' [RT —R'T
o1 “lo 1|

Jak wynika ze wzoru (2.7), specjalna grupa euklidesowa jest tzw. iloczynem
péiprostym dwéch grup: podgrupy przesunieé R3 i podgrupy obrotéw SO(3).
Zauwazmy, ze na mocy definicji kazdy element S = [g ﬂ € SE(3), formal-
nie nalezacy do przestrzeni R'? (R € R?, T e R3), spelnia 6 niezaleznych
warunkéw ortogonalnosci RTR = I3, co pozostawia elementom macierzy S
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sze$¢ stopni swobody. Z tego powodu powiadamy, ze specjalna grupa eu-
klidesowa ma wymiar 6, dimSE(3) = 6. Grupa SE(3) stanowi przyktad
obiektu matematycznego zwanego gtadkq rozmaitosciqg. W dalszym ciagu
przez gltadka rozmaito§é kowymsiaru k bedziemy rozumieé podzbiér pewnej
przestrzeni R™ zdefiniowany przy pomocy k warunkéw (wiezéw, ograniczen)
postaci

M ={x € R"| f(x) =0},

gdzie f = (f1,f2,..., )", a funkcje fi,...,f, sa gladkie (klasy C*) oraz
niezalezne w kazdym punkcie x € M, to znaczy rzad macierzy Jacobiego
ograniczen

of

rank {} (x) =k.

ox
Liczbe m = n — k nazywamy wymziarem rozmaitosci M. W kazdym punk-
cie x € M gladkiej rozmaitosci jest okreslona tzw. przestrzen styczna,

T‘xM - Ker |:af:| (X.),
ox

zlozona z wektordw anihilowanych przez macierz Jacobiego ograniczen
w tym punkcie. Na mocy definicji rozmaitosci, dim Ty M = dim M = m.
Obiekt powstaly ze sklejenia przestrzeni stycznych w poszczegdlnych punk-
tach x € M,
TM= [ (x,TxM),
xeEM

nazywa sie wigzkg styczng rozmaitosci M.

Kazda gladka rozmaito§¢ m-wymiarowa jest lokalnie réwnowazna prze-
strzeni R™. Rozumiemy przez to, ze istniejg wzajemnie jednoznaczne i gtad-
kie przeksztalcenia

ou:U—V oraz VYy:V —,
okreslone na otwartych podzbiorach U C M, V C R™, bedace wzajemnymi

odwrotno$ciami® i zwane, odpowiednio, uktadem wspdtrzednych oraz para-
metryzacjg rozmaitosci M. Para (U, @y ) nazywa sie mapg rozmaitosci M.

STzn. @u 0Py = idy, Pv o @u = idu.
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Najwiekszy uktad zgodnych map9¥, ktérego dziedziny U pokrywaja M na-
zywa sie atlasem rozmaitosci M. Jak juz powiedzieliémy, specjalna grupa
euklidesowa SE(3) jest gtadka (Scislej: analityczna) rozmaitoscia wymiaru 6
i jednocze$nie grupa. Grupa posiadajaca strukture gladkiej rozmaitosci,
ktérej dzialtanie grupowe jest gtadka funkcja wspdlrzednych, nosi nazwe
grupy Liego.

Podobnie, jak w przypadku ruchu punktu materialnego, wprowadzi-
my obecnie pojecie predkosci ruchu ciala sztywnego. W tym celu dla ru-
chu c(t) = [R(()t) Tﬂ obliczamy pochodna wzgledem czasu ¢é(t) = [k(()t) Téﬂ}.
W naturalny sposéb definiuje sie¢ dwa rodzaje predkosci ciala sztywnego:
predkodé w uktadzie przestrzen:

VS =¢(t)e (t) = Qs T-Q.T (2.8)
0 0
oraz predkosé¢ w uktadzie ciata
s
VP — ¢ T (1)é(t) = [%b ROT . (2.0)

W powyzszych wyrazeniach Qg = RRT definiujemy jako predkosé kgtowaq
w ukladzie przestrzeni, Q, = R™R jest predkoscig kqtowag w uktadzie
ciata. 7 ortogonalnosci macierzy obrotu R'R = RRT = I3 wynika, ze kazda
z macierzy Qg, Qy, jest sko§nie symetryczna rozmiaru 3 x 3, a zatem zde-
terminowana przez wektory predkosci katowej w ukladzie przestrzeni wj
i w ukladzie ciala wy. Zwigzek miedzy macierzowymi a wektorowymi pred-
kosciami katowymi jest opisany przy pomocy odwzorowania

[ ]: R — macierze skosnie symetryczne rozmiaru 3 x 3,

zdefiniowanego formula

w1 0 —Wws3 w3y
wl=w — Ww=0Q=| ws 0 —wi]. (2.10)
w3 —w? w1 0

Wprowadzone odwzorowanie jest wzajemnie jednoznaczne i okre§la wekto-
rowa reprezentacje predkodci w uktadzie przestrzeni i w ukladzie ciata

Q; = [ws], Qp = [wyl. (2.11)

Dwie mapy (U1, @u, ), (U2, @u,) nazywamy zgodnymi, jezeli zlozenie @u, o (pﬁll jest
lokalnym homeomorfizmem (zobacz dodatek A.2) przestrzeni R™.
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Ponadto, dla kazdego wektora v € R3 jest spelniona zaleznogé
Qv =[wlv=w xv.

Reprezentacja (2.11) umozliwia zastapienie macierzy predkosci V¢, V* wek-

torami postaci
v v
V= %), Vo= "), (2.12)
Wy Wy

vs:T—i—was, vb:RTT

gdzie

oznaczaja, odpowiednio, predkos¢ lintowq w uktadzie przestrzeni i w u-
ktadzie ciata. Macierze V*, V° naleza do przestrzeni stycznej do gru-
py SE(3) w elemencie jednostkowym E = I, identyfikowanej z tzw. al-
gebra Liego se(3) grupy SE(3). Z zaleznosci (2.12) wynika, ze se(3) mozna
utozsamié z przestrzenig R°.

Wprowadzonym w sposéb formalny pojeciom predkosci ciata sztywnego
w ukladzie przestrzeni i w ukladzie ciala mozna nadaé nastepujaca interpre-

tacje. Wyobrazmy sobie, ze uklad ciala przemieszcza sie wzgledem ukladu
R(t) T(t)
0o 1

ciata pewien punkt P o wspéirzednych jednorodnych (p', 1)T. W chwili t
wspdlrzedne jednorodne tego punktu wzgledem ukladu przestrzeni wynosza

R T
(DL 0 e
Predkos$¢ ruchu punktu P wzgledem uktadu przestrzeni
(1)) _ [R(t) T(®)| (p
(9)- [ 1) =

wyrazona w ukladzie ciala jest réwna

(B)=ve (3) = (2. o

Z zaleznosci (2.15) wynika, ze predkos¢ w uktadzie ciala jest predkoscia ru-
chu wzgledem ukiadu przestrzeni punktu P, ktérego wspdtrzedne w ukiadzie

przestrzeni wzdtuz trajektorii c(t) = { } Wybierzmy w uktadzie

R() T)] ' [R() T
S I A
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ciala sa ustalone, widziang z ukladu ciala. Z kolei, jezeli chcemy uzaleznié¢
predkosé¢ ruchu punktu P, widzianego z ukladu przestrzeni, od wspdlrzed-
nych jednorodnych tego punktu, z polaczenia wzordw (2.13) i (2.14) otrzy-
mujemy

s (r(t)) _ (ws x (r(t) —OT(tJ) +T(t)>, (2.16)

Formula (2.16) oznacza, ze predko$¢ punktu P w ukiadzie przestrzeni po-
siada sktadowa pochodzaca od obrotu wektora r — T z predkoscia w; oraz
sktadowa wynikajaca z ruchu poczatku uktadu ciata. Mimo formalnego po-
dobiedstwa wyrazei (2.15) i (2.16) nalezy pamigtaé, ze faktycznie punkt P
nie porusza sie wzgledem ukladu ciala.

Grupa SE(3), traktowana jako gladka rozmaito§é, dopuszcza rozmaite
uklady wspélrzednych i parametryzacje. Najczedciej przy ich konstruowa-
niu wykorzystuje sie utozsamienie rozmaitosci SE(3) = R3 x SO(3) i defi-
niuje uklad wspétrzednych badz parametryzacje osobno dla podgrupy prze-
sunie¢ R3, osobno dla podgrupy obrotéw SO(3). Trywialna parametryza-
cja w podgrupie przesunieé¢ jest wyznaczona przez przeksztalcenie tozsa-
mosciowe Py (T) = T wprowadzajace kartezjariski ukitad wspéirzednych.
Oczywiscie, w tym przypadku V = R3. Wspétrzedne walcowe i sferyczne
pochodza od parametryzacji grupy przesunie¢ opisanych nastepujacymi for-
mutami

Py(r,9,2) = (rcos @, Tsin g, 2)" =T,

2.1
V:{(T,@,Z)TER3‘T>O,O<(p<27'[} (2:27)
oraz

Py (T, @,0) = (rsinOcos @, rsinOsin @, rcos0)" =T,

2.18
V:{(T,@,G)TER3‘r>O, 0< <2 O<6<7r}. (2:28)

W grupie obrotéw SO(3) stosowany jest uklad wspéirzednych typu os-kgt
przypisujacy kazdemu elementowi tej grupy obrét wokét pewnej osi o pewien

”Zauwaimy, ze oba odwzorowania Py sa okreslone na pewnych nadzbiorach V, ale sa
réznowartosciowe tylko na V.
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kat. Ma on postaé
@u(R) = (U(r), )", (2:19)

gdzie 1(r) jest ostq obrotu wyznaczona przez wektor jednostkowy r spetnia-
jacy zaleznosé

1

_ trR—1
2sin @

(R—RT), @ =arccos 8- (2.20)

[r]

a @ jest katem obrotu. Dziedzing ukladu wspdlrzednych typu o§-kat jest
zbiér

U={ReSO3) —1<trR < 3} (2.21)

Zblizony pod wzgledem formalnym do ukladu wspélrzednych typu oé-kat
jest uktad wspdtrzednych wyktadniczych

@u(R) =T, (2.22)

gdzie [r] = ;&5 (R—RT), a kat ¢ jest okreslony jak we wzorze (2.20),

ktérego dziedzing, podobnie jak w przypadku ukladu wspélrzednych typu
o$-kat, jest zbidr (2.21).

Typowym przykladem parametryzacji grupy obrotéw jest parametry-
zacja Cayleya

by (r) = (I3 — F) 7' (I3 + [r]), (223)

dla ktorej
V={reR |r| <2}
Czesto uzywane parametryzacje grupy obrotéw uzyskuje sie przez zlozenie

trzech kolejnych obrotéw wokét osi, parami prostopadiych. Do tego rodzaju
parametryzacji naleza kgty Eulera Z-Y-Z

1|)V((p)e’1b) :R(Z)(P)R(Y)G)R(Z)Ib)7 (2'24)
ktérych dziedzing jest

V={(p,0,P)|0<B<m 0< @ <2m, 0< <27},
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oraz parametryzacja przy pomocy katéw zwanych kotysanie-kiwanie-mysz-
kowanie (Roll-Pitch-Yaw)**
II)V((P,GHJ)) :R(Z)@)R(Y)G)R(X)w); (2'25)
okreslona na zbiorze
V={(g,0,0)|-F<0<T, 0<@<2m 0<p<2m}.

We wzorach (2.24), (2.25) symbol R(o§, kat) oznacza obrét wokét jednej z osi
ukladu ciata o zadany kat. Latwo pokazaé, ze obroty wzgledem osi X, Y, Z
ustalonego uktadu wspéirzednych sa zdefiniowane przy pomocy nastepuja-
cych macierzy obrotu:

1 0 0 cosp O sinf
R(X,a)= |0 cosax —sina|, R(Y,B)= 0 1 0o |,
|0 sinx cosa | —sinf3 0 cosfP
(2.26)

[cosy —siny O]
R(z,y) = |siny cosy 0.
. 0 0 1]

Na zakonczenie oméwimy uktad wspoétrzednych wyktadniczych w specjalnej
grupie euklidesowej SE(3), zdefiniowany formuta

(pU(RaT) = (T,t), (2'27)

w ktorej 1] = 5,80 (R—RT), t = (I3 — Jfr] 4 284 0l ieos@l2) T orag

(0 = arccos #. Dziedzing ukladu wspéirzednych wykladniczych jest

U={R,T)eSE3)| —1<trR< 3}

Uklad wspdélrzednych wykladniczych stanowi odwzorowanie odwrotne do
parametryzacjt wyktadniczej grupy SE(3), okreslonej wyrazeniem

by (r,t) = exp [T ;] _ ['; ﬂ (2.28)

gdzie expA = Y 2, %. Nietrudno zauwazy¢, ze wszystkie uklady wspél-
rzednych i parametryzacje (2.17)—(2.28) sa lokalnie, a nie globalnie, wza-
jemnie jednoznaczne (odwracalne).

**Tak wg Stownika Zeglarskiego angielsko-polskiego pod redakcja W. Petryfiskiego,
PWN, Warszawa, 1996. Wydaje sie, ze zaproponowane terminy sa bardziej komuni-
katywne od uzywanych dotad w polskich przekladach; wystarczy wyobrazié sobie, ze
plyniemy 16dka w kierunku osi X ukladu wspdélrzednych, ktérego o§ Z jest skierowana
w gore.
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2.2 Kinematyka ukladu robotycznego

Niech bedzie dany pewien uktad robotyczny opisany wspdirzednymi u-
ogdlnionymi q = (q1,92,...,qn)" nalezacymi do pewnego uniwersum
konfiguracyjnego RN. Zalézmy, ze ruch uktadu jest opisany gtadkim prze-
ksztalceniem t +— q(t). Oznaczmy przez ¢ € RN predkosci uogdinione
ukladu. Przestrzen RN x RN = RN polozeri i predkosci uogélnionych
bedziemy nazywaé untwersum fazowym ukladu robotycznego™*.

Wzajemne zwiazki miedzy elementami ukladu, a takze miedzy ukladem
a jego otoczeniem, bedziemy reprezentowaé w formie ograniczen (wiezdw)
konfiguracyjnych

f(q) = (f1(q), f2(q), ..., fx(q)) =0 (2.29)

oraz ograniczen (wiezéw) fazowych

Alq)g =0. (2.30)

Zakladamy, ze liczba wigzéw konfiguracyjnych k < N, a funkcje f1, f2,..., fx
sg gladkie i niezalezne, tzn.

of
f(q) =0 = rank a(q) =k,
oraz ze macierz A(q) ma rozmiar 1 x N, 1 < N, sklada si¢ z gladkich fun-
kcji aij(q) i jest pelnego rzedu,

rank A(q) = L.

Posta¢ (2.30) ograniczen fazowych nazywa sie postaciq Pfaffa. Zalézmy na
moment, ze ograniczenia fazowe (2.30) nie wystepuja (1 = 0). Wéwczas k
niezaleznych ograniczend konfiguracyjnych wyznacza rozmaitosé konfigura-
cying

Q={qeRN| fi(q)=---=f(q) =0} (2:31)
ukladu, ktérej wymiar dim Q@ = N — k = n, z przestrzenia styczng TqQ =
Ker % (q). Liczbe n nazywamy liczba stopni swobody uktadu robotycznego.
W rezultacie, ruch ukladu jest ograniczony do rozmaitosci Q C RN.

*Jezeli ruch uktadu nie podlega ograniczeniom, uniwersum fazowe pokrywa sie z prze-
strzenia fazowa (przestrzenia stanu) ukiadu dynamicznego zdefiniowanego réwnaniami
Eulera-Lagrange’a.
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Obecnos¢ ograniczenl fazowych (2.30) moze, ale nie musi, prowadzi¢ do
dalszego ograniczenia dopuszczalnych konfiguracji ukladu. Zalezy to od
wlasno$ci ograniczen fazowych zwanej holonomicznos$cig. Ograniczenia fa-
zowe nazywamy holonomicznymi, jezeli jest mozliwe ich scatkowanie i za-
stapienie ograniczeniami postaci (2.29). Zatem, w przypadku ograniczen
holonomicznych istnieje odwzorowanie h(q) = (hi(q),h2(q),...,u(q))",
takie ze (2.30) jest réwnowazne warunkowi

h(q) =0.

Latwo zauwazy¢, ze holonomiczne ograniczenia fazowe mozna dolaczy¢ do
ograniczen konfiguracyjnych. Inaczej jest w przypadku ograniczen nieholo-
nomicznych. Nieholonomiczno$é ograniczen (2.30) oznacza, ze scatkowanie
systemu (2.30) nie jest mozliwe, a obecno$¢ tych ograniczen nie zmniejsza
osiggalnosci konfiguracji w obrebie rozmaitoséci konfiguracyjnej. Utrudnie-
niu moze ulec natomiast sposéb osiggania pewnych konfiguracji. Aby prze-
analizowa¢ bardziej szczegbélowo znaczenie nieholonomicznosdci ograniczen
fazowych zaldézmy, ze uklad nie podlega ograniczeniom konfiguracyjnym
(k =0, n=N). Wéwczas z (2.30) wynika, ze w kazdej konfiguracji q € R"
dopuszczalne predkosci uktadu musza naleze¢ do przestrzeni zerowej (jadra)
macierzy A(q), q € KerA(q). (2.32)
Niech G(q) = [g91(q), 92(q), - . ., gn—1(q)] bedzie macierza, ktdrej kolumnami
sa wektory rozpinajace przestrzeni liniowa Ker A(q) w konfiguracji q. Z
niezalezno$ci ograniczen fazowych wynika, ze w kazdym punkcie rzad G(q)
Jest petny, rankG(q) =n—1=m,

natomiast wlasnos¢ (2.32) jest réwnowazna istnieniu wektora u € R™, ta-
kiego ze

m
q=G(qu=) gilqmu. (2:33)

i=1
Pola wektorowe g1, g2,..., gm Wyznaczaja w uniwersum fazowym obiekt
geometryczny G = spance{g1,92,...,9m}, zwany dystrybucjqg. Elemen-
tami dystrybucji sa kombinacje pdl gi,..., gm mnozonych przez funkcje

gladkie!. Spelnienie ograniczen fazowych oznacza, ze w kazdym punkcie uni-
wersum konfiguracyjnego predko§¢ uktadu nalezy do dystrybucji G, a wiec

tFormalnie, pola wektorowe nalezace do dystrybucji G maja postaé > g,
gdzie o; € C*(R™).
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jest rozpieta przez kolumny macierzy G. Majac wyznaczong dystrybucje G,
mozemy sie postugiwaé nastepujacym kryterium nieholonomicznosci ogra-
niczen.

Twierdzenie 2.2.1 Niech G = spance{g1,92,...,9m}. Zdefintugmy ciqg
dystrybucyi

=g, ¢'=¢"+1[¢°¢%,..., §=g"+[g7,¢,...,
j=1,2,..., w ktérym operacja [ , | oznacza nawias Liego pdl wekto-
rowych 1 jest zdefintowana formutg
oY 0X
X = — ——YI(q). .
X, Yl(q) 2q (q) 2q (q) (2.34)

Wéwczas, jezeli dla pewnego j = v zachodzi dim G'(q) = n, to ograni-
czenia (2.30) sg mieholonomiczne. Liczba v nazywa sie stopniem nie-
holonomicznosct dystrybucyi G.

CiagG° c G' c --- ¢ @ C --- nazywamy filtracjqg dystrybucji G. Filtra-
cja jest regularna, jezeli kazda dystrybucja G' ma staly wymiar, to znaczy
w kazdym punkcie q dimG'(q) = 1; = const. W przypadku filtracji re-
gularnej cigg wymiardw 1o < 11 < --- < 1% < --- ustala sie w skonczonej
liczbie krokéw p < n na pewnym poziomie 1p. Ciag (7o,T1,...,Tp) nazy-
wamy wektorem wzrostu dystrybucji G. Jezeli r, < n, to ograniczenia
fazowe (2.30) sa holonomiczne. W szczegélnosci, jezeli l =n—1 (tzn. p =0
i, = 1), to dystrybucja G jest generowana przez jedno pole wektorowe
i ograniczenia (2.30) sa holonomiczne.

Jezeli wystepuja ograniczenia konfiguracyjne (2.29), a zatem ruch ukiadu
jest ograniczony do rozmaitosci konfiguracyjnej Q, nalozenie ograniczen nie-
holonomicznych (2.30) powinno by¢ zgodne z istniejacymi ograniczeniami
konfiguracyjnymi. Rozumiemy przez to spelnienie nastepujacego warunku

of
KerA(q) C Ker —
erA(q) C Ker 3q (q),
co oznacza, ze w kazdym punkcie q € Q dystrybucja G spelnia waru-
nek G(q) C TqQ, skad wynika, ze dopuszczalne predkosci ukladu naleza
do podprzestrzeni G(q) przestrzeni stycznej do Q. Warunek nieholono-
micznoéci przybierze wtedy posta¢ dim GP(q) =, = dim QF.

{Przykiady ograniczen konfiguracyjnych i fazowych zwiazanych z zadaniem toczenia
sig¢ kola bez poslizgu oraz z kinematyka spadajacego kota podajemy w rozdziale 8.
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Zadanie, jakie ma wykonaé¢ uklad robotyczny polega na celowym od-
dziatywaniu (akcji) na otoczenie ukltadu. Opis formalny tego oddzialywania
na poziomie uniwersum fazowego wymaga wprowadzenia obiektu zwanego
rozmaitodcig zadanitowq. W przypadku pojedynczego manipulatora od-
dzialywanie na otoczenie zachodzi za poSrednictwem efektora, a rozma-
itocia zadaniowa jest zbidr polozen i orientacji efektora, czyli grupa SE(3)
(lub pewna podgrupa SE(3)), dla jednokolowego robota mobilnego poru-
szajacego sie po plaszczyznie, ktérego oddzialywanie na otoczenie zacho-
dzi za posrednictwem kola, rozmaitoscig zadaniowa bedzie grupa SE(2) =
R? x S!, zlozona z polozen i orientacji ciala sztywnego w R%. Dla ustalonej
rozmaitodci zadaniowej, mozliwosci wywierania przez uklad okreslonych ak-
cjina otoczenie opisujemy przy pomocy odwzorowania zwanego kinematykq
uktadu robotycznego. W przypadku ukiadu holonomicznego (np. manipu-
latora) kinematyka jest pewnym odwzorowaniem

K: Q— 2, z=K(q) (2.35)

rozmaitodci konfiguracyjnej ukladu w rozmaito$é zadaniowa. Kinematyka K
ukladu nie zawsze jest zadana w sposéb jawny. Na przykilad, w przy-
padku ukladéw zawierajacych zamkniete laicuchy kinematyczne, kinema-
tyka moze by¢ wyrazona w formie uwiklanej za poérednictwem ograniczen
konfiguracyjnych f(q,z) = 0. Jezeli w ukladzie istniejg nieholonomiczne
ograniczenia fazowe, do opisu kinematyki stuzy uktad sterowania postaci

d=Glqy, (2.36)

w ktérym wektor u nalezy do pewnej przestrzeni sterowan.

Aby zrozumieé¢ znaczenie sterowan u w ukladzie nieholonomicznym,
przeanalizujemy teraz dokladniej formute (2.30) opisujaca ograniczenia fa-
zowe. W pewnym otoczeniu punktu q° formule te mozna przepisaé w po-
staci

[A1(q) Az(q)] 4 =0, (2-37)
w ktérej macierz A;(q) jest rozmiaru | x 1 i petlnego rzedu. Oczywiscie,
ograniczenia (2.37) beda spetnione, jezeli pomnozymy obie strony réw-
nosci (2.37) lewostronnie przez macierz odwrotna Agl(q). W rezultacie
otrzymamy nastepujaca lokalnie réwnowazng postaé¢ ograniczen fazowych

[A;'(@Ai(q) L]g=[-W(q) L]g=0

SW razie potrzeby, po przenumerowaniu wspéirzednych uogdlnionych.
YW kazdym punkcie, w ktérym macierz A,(q) jest nieosobliwa.
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In—t

prowadzaca do macierzy G(q) = [W(q)
my wspéirzedne uogélnione q na dwie grupy q = (q'T, qZT)T, gdzie dimq' =
N —1 = m, dimq? = 1. Przy takim podziale kinematyka uktadu (2.36)

)

} ukladu sterowania (2.36). Podziel-

1mi tad . .
przyjmie postac q1 =u, qZ — W(q)u (238
Ze wzoru (2.38) wynika, ze sterowania u wystepujace w réwnaniach ki-
nematyki uktadu nieholonomicznego moga by¢ interpretowane jako pewne
sktadowe predkosci uogélnionych uktadu.

2.3 Kinematyka manipulatora

Manipulator o n stopniach swobody jest ukladem robotycznym zlozonym
z n cial sztywnych zwanych ramionamsz, polaczonych za posrednictwem n
przegubdw. Jeden koniec laicucha ramion tworzacego manipulator jest
zwigzany z nieruchomga baza (np. podlozem), drugi koniec pozostaje swo-
bodny. Pare zlozona z przegubu i nastepujacego po nim ramienia bedziemy
nazywal ogniwem manipulatora. Dwa ramiona polgczone przegubem nosza
nazwe pary kinematycznej. W ukladach robotycznych najczesciej sa spo-
tykane pary kinematyczne V klasy, to znaczy takie, ktére posiadaja je-
den stopief swobody ruchu w przegubie. Istnieja dwa rodzaje przegubdéw
spelniajacych ten warunek: przeguby obrotowe i przequby przesuwne.
Geometrycznie, przegub obrotowy mozna zdefiniowaé zadajac punkt w prze-
strzeni (Srodek przegubu) i wektor w tym punkcie (0§ obrotu przegubu).
Umie§émy uklad wspélrzednych zwigzany z pierwszym elementem pary o-
brotowej w §rodku przegubu w taki sposéb, by 0§ Z pokrywata sie z osia
przegubu. Niech uklad zwigzany z drugim elementem pary obrotowej znaj-
duje sie réwniez w §rodku przegubu i niech o§ Z tego uktadu bedzie osia prze-
gubu. Rozwazmy ruch jednego elementu pary wzgledem drugiego. Jak wia-
domo, rozmaito$¢ konfiguracyjna ciata sztywnego, SE(3), jest szeSciowymia-
rowa i sktada sie z przesunie¢ T € R oraz obrotéw R € SO(3). Ustalenie
potozenia §rodka przegubu wyznacza wektor T (T =0). Co wiecej, ustalenie

osi obrotu wymaga, by Re; = e3, czyli, biorac pod uwage ortogonalnos¢ ma-

. T 1120 . . . e

cierzy obrotu, R = |r;; v 0|. Z ortogonalnosci macierzy R wynika réwniez,
0 01

ze T%] + r%z =1, r% + T%z =1, ryyr21 + 1121722 = 0. Te trzy ograniczenia

beda spelnione, jezeli 111 = cos @, 112 = —sin @, 121 = sin @, 122 = COS @.
, . cos@ —sin@ 0 . ,
Otrzymana w ten sposéb macierz R = [si% ¢ cos (1)} reprezentuje obrét
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woko6t osi Z o kat ¢, skad wynika, ze rozmaito$¢ konfiguracyjna pary ki-
nematycznej V klasy wykonujacej ruch w zamocowanym, nieograniczonym
przegubie obrotowym ma postaé okregu jednostkowego S'.Ograniczenie za-
kresu ruchu w przegubie moze wymagac zastapienia okregu pewnym lu-
kiem okregu. W przypadku, gdy ruch ciala sztywnego zachodzi wzgledem
zamocowanego, nieograniczonego przegubu przesuwnego, rozumowanie ana-
logiczne do powyzszego prowadzi do wniosku, ze rozmaito$é konfiguracyjna
moze by¢ utozsamiona ze zbiorem liczb rzeczywistych R lub z pewnym
przedziatem liczb rzeczywistych, jezeli zakres ruchu w przegubie jest ogra-
niczony.

Biorgc pod uwage powyzsze spostrzezenia, nietrudno dojs$¢ do wniosku,
ze dla manipulatora o n stopniach swobody, posiadajacego r przegubéw ob-
rotowych i n—r przegubéw przesuwnych (wszystkie nieograniczone), rozma-
ito§¢ konfiguracyjna moze by¢ zdefiniowana jako iloczyn kartezjanski torusa
T" i przestrzeni R™ "

Q=8"xS"x-- . xS'xR' xR x ... x R =T"x R™".  (2.39)

T razy (n—r) razy

Rozmaitos¢ konfiguracyjna (2.39) bedziemy odtad nazywaé rozmaitoscig
przegubowq. Naturalng parametryzacje rozmaitosci przegubowej tworzy
zbiér katéw obrotu w przegubach obrotowych q1,q2,...,qr € (0,27) oraz
zestaw przesunie¢ w przegubach przesuwnych q,41, gr+2y--.,qdn € R.
Ostatnie ramie manipulatora, liczac od bazy, stuzy do oddzialywania
na otoczenie i dlatego jest nazywane efektorem manipulatora. Jak za-
uwazyliSmy w poprzednim podrozdziale, zadanie jakie ma wykonaé¢ manipu-
lator formutuje sie zwykle przez okre§lenie pozadanego polozenia i orientacji
efektora. W zwiazku z tym, bedziemy zakladaé, ze rozmaito$é zadaniowa
manipulatora zawiera si¢ w specjalnej grupie euklidesowej, Z C SE(3),
a przez kinematyke manipulatora bedziemy rozumie¢ gtadkie (analityczne)
odwzorowanie
K: Q — ZCSE(3) (2.40)

rozmaitodci przegubowej w rozmaito§¢ zadaniowa.

2.3.1 Reprezentacja Denavita-Hartenberga

Odwzorowanie K okre§la polozenie i orientacje efektora w funkcji polozen
przyjmowanych przez przeguby manipulatora. Powszechnie przyjety w ro-
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Rysunek 2.3 Schemat kinematyki manipulatora.

botyce sposéb reprezentowania kinematyki manipulatora pochodzi od De-
navita i Hartenberga. Algorytm Denavita-Hartenberga wyznaczania kine-
matyki polega na zwigzaniu z kazdym przegubem manipulatora lokalnego
ukladu wspdlrzednych, a nastepnie okresleniu ciggu transformacji sasiednich
uktadéw wspdtrzednych, i prowadzi do wyliczenia kinematyki manipulatora
jako zlozenia tych transformacji. Niech bedzie dany manipulator o n prze-
gubach, obrotowych badZ przesuwnych, i uklad przestrzeni X,YoZo (pod-
stawowy uklad wspélrzednych). Zakladamy, ze przegub nr 1 zostat u-
mieszczony w poczatku ukladu przestrzeni w taki sposéb, ze o§ z ukladu
przestrzeni pokrywa sie z osig tego przegubu. Poczatek ukladu wspélrzed-
nych X;_1Yi_1Zi_1 zwiazanego z ramieniem nr i— 1 manipulatora lezy na osi
i-tego przegubu, i = 2,3,...,n. Ruch i-tego przegubu zachodzi wzgledem
osi Z ukladu (i — 1)-szego. Uklad X, YnZ, zwiazany z efektorem umiesz-
czamy tak, aby jego o§ X przecinala sie z osig Z,,_1 i byla do niej prostopadla.
Rozmieszczenie ukladéw wspoélrzednych ilustruje rysunek 2.3. Zaldzmy,
ze wyznaczyliSmy polozenie i orientacje ukladu X; 1Yi_1Zi_1. Polozenie
i orientacje uktadu X;Y;Z; definiujemy na podstawie znajomosci polozenia
i orientacji uktadu (i — 1)-szego. W tym celu prowadzimy normalng do osi
przegubéw nr i, 1+ 1. Wyznaczamy punkty przecigcia normalnej z osiami.
Nastepnie obracamy uktad (i—1)-szy wokot osi i-tego przegubu, tak by o X
ukladu stala sie réwnolegta do normalnej, przesuwamy ten uklad wzdtuz osi
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i-tego przegubu az do punktu przeciecia tej osi z normalna, z kolei prze-
suwamy uklad wzdluz normalnej, do punktu przeciecia z osig przegubu nr
i+ 1, i w koricu obracamy uktad wokét osi X az do pokrycia sig osi Z uktadu
z osig przegubu (i + 1)-szego*. Te procedure powtarzamy dla kolejnych
ogniw dochodzac do ukladu zwigzanego z efektorem. Z formalnego punktu
widzenia, transformacja uktadu numer i — 1 w uklad o numerze i moze by¢
opisana przy pomocy ziozenia

AL] (qi) = Rot(z,0;)Trans(Z, d;)Trans(X, a;)Rot(X, o) (2.41)

elementarnych obrotdw i przesuniegé

Rot (0%, kat) = [R(Os’kaﬂ O],

0 1
. I igcie - 08

Trans(o$, przesuniecie) = [ 03 przesun;eme o3

Dla przegubu obrotowego zmienna przegubowa i = 0, za$§ dla przegubu

przesuwnego q; = di. Parametry wystepujace w zaleznosci (2.41) nazywamy

parametrami Denavita-Hartenberga manipulatora. Parametry, ktére nie

sg zmiennymi przegubowymi charakteryzuja geometrie ogniwa manipula-

tora i nosza nazwe parametréow geometrycznych. Kinematyka manipula-

tora okre§la polozenie i orientacje ukladu efektora wzgledem uktadu pod-

stawowego, i jest opisana zlozeniem transformacji (2.41)

R3(q) TB‘(q)]. (2.42)

Kia) = [T AL () = [ %53 T8
i=1

Odwzorowanie (2.42) nazywamy reprezentacjg kinematyki manipulatora
wg Denavita-Hartenberga.

Ponizej wyprowadzimy modele matematyczne kinematyki kilku przy-
kltadowych manipulatoréw. Pozwoli to Czytelnikowi na prze§ledzenie spo-
sobu postugiwania sie algorytmem Denavita-Hartenberga. Wyprowadzone
modele zostang wykorzystane w rozdziale 3 przy omawianiu algorytméw
kinematyki odwrotne;j.

*Jezeli normalna nie jest wyznaczona jednoznacznie, poczatek uktadu X;VYiZ; umiesz-
czamy w $rodku przegubu (i+1)-szego. Jezeli osie Z;_1, Z; przecinaja sie, poczatek ukladu
XiYiZi umieszczamy w punkcie przeciecia osi, a o X; orientujemy w kierunku Z;_; x Z;.
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Rysunek 2.4 Manipulator typu podwdéjne wahadio.

Przykiad 2.3.1 (Manipulator typu podwdéjne wahadto)
Bardzo prosta konstrukcja manipulatora jest przedstawiony na rysunku 2.4
manipulator typu podwéjne wahadlo, zbudowany z dwoéch ramion i dwéch
przegubéw obrotowych. Osie obrotu przegubéw manipulatora sa prosto-
padte do ptaszczyzny XoYy (réwnolegte do osi Zp). Przy wyborze tego mani-
pulatora jako pierwszego przykladu kierowali§my sie nie tylko przestankami
natury ilustracyjnej, lecz takze praktycznej: strukture kinematyczna po-
dwdjnego wahadla posiada manipulator eksperymentalny EDDA, ktdrego
model wykorzystujemy do badania algorytméw sterowania, a takze taficuch
kinematyczny utworzony przez pierwsze dwa ogniwa manipulatora prze-
mystowego typu SCARA. Przyjmiemy, ze ruch w obu przegubach manipu-
latora jest nieograniczony, a dlugosci ramion wynosza 1 i ;.
Rozpatrywany manipulator jest manipulatorem klasy 2R, a zatem jego
rozmaito$¢ konfiguracyjna O moze by¢ utozsamiona z dwuwymiarowym to-
rusem T?, ktérego punkty sa reprezentowane przez katy obrotu w pierw-
szym i drugim przegubie, q = (q1,q2)". Zadanie kinematyki manipulatora
bedzie polegalo na wyrazeniu polozenia i orientacji efektora manipulatora
w podstawowym ukladzie wspélrzednych XyYpZp jako funkcji konfiguracji
manipulatora q, czyli na wyznaczeniu odwzorowania

K: T2 — SE(3). (2.43)

Zgodnie z algorytmem Denavita-Hartenberga, zaczynamy od zdefinio-
wania podstawowego uktadu wspdtrzednych (ukladu przestrzeni) oraz roz-

tCo oznacza, ze posiada dwa przeguby typu obrotowego (R).
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ogniwo | 0; | di | ai | &4

1 g |0 L |0
2 Q0L o

Tabela 2.1 Parametry Denavita-Hartenberga manipulatora typu podwéjne wa-
hadio.

mieszczenia lokalnych uktadéw wspéirzednych (uktadéw cial) zwigzanych
z ramionami manipulatora. Przy wyborze ukiadu podstawowego XyYoZo
musimy jedynie zadbad, by o§ Z tego ukladu pokrywala sie z osiag obrotu
pierwszego przegubu manipulatora. Lokalny uklad wspélrzednych X;vYiz;?t
zwiazany z pierwszym ramieniem manipulatora umieszczamy tak, ze o§ Z
tego ukladu pokrywa sie z osia obrotu przegubu drugiego. Poniewaz w
rozpatrywanym przypadku osie obrotu przegubdéw sa do siebie réwnolegle
(istnieje nieskoniczenie wiele normalnych do nich), poczatek ukltadu X;Y72;
wybieramy w $§rodku przegubu drugiego. Poczatek nastepujacego po nim
ukladu X, Y27, zwiagzanego z efektorem manipulatora umieszczamy na koncu
drugiego ramienia, a sam uklad orientujemy w taki sposéb, aby 0§ Z; byta
réwnolegta do osi Z;.

Po okre§leniu uktadéw wspdélrzednych wyznaczamy parametry Denavita-
-Hartenberga rozpatrywanego manipulatora. Jak juz powiedzielismy, katy
obrotu 67 i 0, sa réwne odpowiednio zmiennym (; i (; parametryzuja-
cym rozmaito§é przegubowa. Przesuniecia a; i a; wzdtuz osi X lokalnych
ukladéw wspodlrzednych wynosza odpowiednio l; i 1,. Pozostale parametry
Denavita-Hartenberga, tzn. przesuniecia d;, d; razem z katami o1 1 oy sa
réwne zero. W tabeli 2.1 zebrano wszystkie wymienione parametry mani-
pulatora.

Okreslimy teraz kinematyke manipulatora w postaci (2.43). W tym
celu musimy znaleZé macierze transformacji miedzy kolejnymi, lokalnymi
ukladami wspéirzednych. Macierz A(])(q1) : XoYoZo — X1Y1Z7 jest zioze-
niem obrotu i przesuniecia

A(])((h) = ROt(Z) q1 )Trans(X, 11 ))

gdyz kat skrecenia osi przegubéw o = 0 i przesunigcie uktadu d; = 0. Po
wprowadzeniu oznaczen sin q; = sj, €os g; = ci, na podstawie wzoru (2.41),

Nie pokazana na rysunku o§ Z; dopelnia uklad X;Y; do uktadu prawoskretnego.
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macierz A(]) przyjmuje postaé

C1 —$ 0 11(:]
S c 0 Us

Aa)=15 % 1 ol (2.44)
O 0 0 1

Analogicznie, macierz A%(qz) : X1Y1Z1 — X2Y2Z mozna wyznaczy¢ jako

C2 —$82 0 12(:2
Adla) = Rot(z, @) Trans(x, 1) = |2 2 1 22| (5 )
0O 0 0 1

Majac wyliczone transformacje AL] (qi) miedzy sasiednimi uktadami wspét-

rzednych, definiujemy kinematyke manipulatora jako

K(q) = A}(q1)A3(q2) : XoYoZo — X2Y222,

czyli
ci2 —s12 0 lLicy +Lherp
si2 ¢z 0 lLisy+ s
0 0 0 1
przy oznaczeniach s1; =sin(q; + q2) i cj12 = cos(q1 + q2). [ ]

Przykiad 2.3.2 (Manipulator typu potréjne wahadlo)

Innym, prostym przykladem manipulatora jest manipulator typu potréjne
wahadlo, ktérego ladcuch kinematyczny pokazano schematycznie na ry-
sunku 2.5, a parametry Denavita-Hartenberga zamieszczono w tabeli 2.2.
Rozmaitos¢ konfiguracyjna Q rozpatrywanego tu manipulatora ma postaé
tréjwymiarowego torusa T3, ktérego punkty sa reprezentowane przez we-
ktor q = (q1,q2,q3)" katéw obrotu w przegubach.

Do okreslenia kinematyki

K: T® — SE(3)

manipulatora zastosujemy algorytm Denavita-Hartenberga, dzieki czemu
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Yo

Zy

Rysunek 2.5 Manipulator typu potréjne wahadto.

ogniwo | 0; | di | ai | o
1 g |0|lL |0
2 g | 0L | O
3 g3 | 0 | 1z | O

Tabela 2.2 Parametry Denavita-Hartenberga manipulatora typu potréjne wa-
hadio.

otrzymamy wyrazenia

c123 —s123 0 Licp + e + e
s123 c¢123 0 lysy+1xsip +13sip3
0 0 0 1

gdzie przez si2, c12 oznaczono, odpowiednio, sin(q; + qz2) i cos(q1 + q2),
a przez s123, €123 — sin(q1 + g2 + q3) i cos(q1 + g2 + q3)- u

Przykiad 2.3.3 (Manipulator typu SCARA)

Manipulator SCARA jest manipulatorem przemystowym, ktérego schemat
kinematyczny przedstawiono na rysunku 2.6%. Widzimy, ze oprécz dwéch
przegubéw obrotowych tworzacych taiicuch kinematyczny analogiczny do

SManipulator SCARA znajduje si¢ w Laboratorium Centrum Systeméw Produkcyj-
nych Instytutu Technologii Maszyn i Automatyzacji Politechniki Wroclawskiej. Udoste-
pnienie danych tego manipulatora zawdzigczamy uprzejmosci dra inz. A. Kocetucha.
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Z, Z,=7,=2,

Xo

Rysunek 2.6 Struktura kinematyczna manipulatora typu SCARA.

ogniwo | 0; | di | ai |

1 qr | dyar | O
2 g2 0 |ax| O
3 0Olqgq3| 0] O
4 qgs | 0] 0| O

Tabela 2.3 Parametry Denavita-Hartenberga manipulatora typu SCARA.

podwéjnego wahadla, manipulator posiada jeszcze dwa przeguby: prze-
suwny i obrotowy; ma zatem cztery stopnie swobody (jest manipulato-
rem klasy RRTR). Cecha charakterystyczna konstrukcji manipulatora typu
SCARA jest réwnolegtos¢ osi obrotu/przesuwu przegubéw. Majac przy-
pisane uklady wspélrzednych zgodnie z algorytmem Denavita-Hartenberga,
po okre$leniu parametréw manipulatora (zamieszczonych w tabeli 2.3), mo-
zemy przystapi¢ do wyznaczenia kinematyki

K(q): @ =T° xR — SE(3),

gdzie q = (q1,92,93,q4)". Przeksztatcenia Al ;(qi), i = 1,...,4 miedzy
poszczegblnymi ukladami wspéirzednych sa dane jako

A(])(qﬂ = Rot(z, q1)Trans(z, d;)Trans(X, a;),
A1(q2) = Rot(Z, q2)Trans(X, ay),
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ogniwo 0; di | o4 oG
1 0 qi| 0| T
2 q2 di | 0] T,
3 qs3 0 | ay 0
4 gi—q3 | 0 | a3 0
5 gs—qs | 0 | O | T
6 g6 ds | 0 | =7

Tabela 2.4 Parametry Denavita-Hartenberga manipulatora IRb-6 zamontowanego
na torze jezdnym.

A3(q3) = Trans(z, q3),
A3(q4) =Rot(Z,q4).

Zgodnie z zaleznoscia (2.42), kinematyka manipulatora jest odwzorowaniem

K(q) = Ab(q1)AZ(q2)A3(q3)A%(q4) - XoYoZo — XaYaZa,

czyli
ci24 —s14 0 ajcr + axer;
s124 €124 0 ajsy+azsiz
K = .
(q) 0 0 1 di+aqs (248)
0 0 0 1

gdzie s124 = sin(q7 + q2 + q4) i c124 = cos(q7 + q2 + q4). Wartosci liczbowe
parametréw manipulatora SCARA sg réwne d; = 0.8[m], a; = 0.445[m],
a; = 0.355[m)]. [ |

Przykiad 2.3.4 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Jako ostatni przykiad rozpatrzymy manipulator przemystowy IRb-6 o pieciu
stopniach swobody, zamontowany na torze jezdnymY. Taki uklad tworzy
manipulator klasy 1T5R/ posiadajacy szesé stopni swobody. Schemat kine-
matyczny manipulatora przedstawia rysunek 2.7, a jego parametry Dena-
vita-Hartenberga zawiera tabela 2.4. Wartosci liczbowe parametréw geo-

YManipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym znajduje sie w Laboratorium Ro-
botyki Instytutu Automatyki i Informatyki Stosowanej Politechniki Warszawskiej. Dane
manipulatora udostepnil nam Prof. C. Zieliniski.

I Jeden przegub przesuwny (T), po ktérym nastepuje pie¢ przegubdw obrotowych (R).
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Rysunek 2.7 Struktura kinematyczna manipulatora IRb-6 zamontowanego na
torze jezdnym.

metrycznych manipulatora sa nastepujace: d; = 0.7[m], a; = 0.45[m],
a3 = 0.67[m] i d¢ = 0.095[m]. Nalezy zwrdci¢ uwage na postaé paramet-
ré6w 04 1 05. Pojawiajace sie w nich réznice zmiennych przegubowych wy-
nikaja ze sposobu zdefiniowania tych parametréw przez producenta mani-
pulatora, ktéry kazda ze zmiennych qi, i = 3,4,5, okreslit jako kat miedzy
osiag X uktadu wspélrzednych zwigzanego z i-tym ogniwem manipulatora
a osig Xp**. Z tabeli 2.4 wynika, ze dla rozpatrywanego manipulatora prze-

ksztalcenia /1\1 1, 1=1,...,6, sa zdefiniowane jako
Al(q1) = Trans(z, q;)Rot (>, %),
A?(qz) = Rot(z, q;)Trans(z, di)Rot (X, 5),
A3(q3) = Rot(z, q3)Trans(X, az),
A3(g3, q4) = Rot(Z, q4 — q3)Trans(X, a3),
A3(d4, q5) = Rot(Z, g5 — q4)Rot (X, J),
A$(qe) = Rot(Z, q¢)Trans(z, d¢)Rot (X, —F).

W rezultacie, zgodnie z zaleznogcig (2.42), kinematyka manipulatora jest

**Dotychczas i-ta zmienna przegubowsa dla przegubéw obrotowych okreslaliémy jako
kat miedzy osig X; zwigzang z danym ogniwem a osig Xi_1.
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odwzorowaniem

K(q) = AJATASAIATAL(qQ) : XoY0Zo — XeY6Z6

postaci
C2C5C6 + S28S¢ —C285  S2Cg — C2C5S8¢
—S5C¢6 —Cs S5S86
K(q) =
§2C5C6 — C28¢  —S285 —C2C6 — 52C5S8¢
0 0 0
c2(azes + azeq + dgss)
—d; + decs — azsz — azsy (2.49)
q1 + s2(axez +azes +dgss) |7
1
gdzie q = (q1, q2, 93, 44, 45, d6) - n

2.3.2 Reprezentacja wykladnicza

Opis kinematyki manipulatora (2.40), alternatywny w stosunku do repre-
zentacji Denavita-Hartenberga, mozna otrzymac stosujac do kazdej trans-
formacji (2.41) parametryzacje wykladnicza (2.28). Zaldézmy najpierw, ze
i-ty przegub manipulatora jest obrotowy. Przy takim zalozeniu przeksztal-
cenie A}_] przedstawimy w nastepujacy sposéb

i RZ, i 0
Ai(qi) = [ (Oq) 1] Pi, (2.50)
gdzie
- |I5 dies|[R(X, o) O] aier|  [R(X, o) dies + aieq
Pl_[o 1“ 0 1][0 1}_[ 0 1 » (251)

za$ symbolem R(o0s$, kat) oznaczamy macierz obrotu wokét ustalonej osi o za-
dany kat. Nietrudno pokazaé, ze w parametryzacji wykladniczej

[R(Z(; qi) (])] ~ exp(Eiqi), (2.52)

gdzie &; = [[303] g}. W rezultacie otrzymujemy zaleznosé

Al (qi) = exp(&iqi)P;. (2.53)
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W przypadku, gdy i-ty przegub jest przesuwny, nalezy wziaé

& =

[0 63] [R(Z»ei)R(Xy(Xi) aiR(Z, 01)1ko1
“lo o) M7

0 ] - (2.54)

Podstawiajac wyrazenia (2.51) lub (2.54) do wzoru (2.53) i dalej do (2.42)
dochodzimy do formuly

K(q) = exp(&1q1)P1 exp(£2q2)P2 - - - exp(&ngn)Pn. (2.55)

Dzieki znanej wlasnodci wykladniczej funkcji macierzowe]
Pexp(A)P~' =exp (PAP),
réwnanie (2.55) mozemy przepisa¢ w postaci
K(q) = exp(&1q1) exp (P182P7'q2) -+
--exp ((P1---Pr1)&n(P1---Pn1) 'qn) P1--- Py,
albo jako
K(q) = exp(Ciq1) exp(C242) - - - exp(Cndn)K(0). (256)

W powyzszej formule

X . —1
() =& oraz §; = ( ] Pl) &( -l P1> dlai=2,...,m, (2.57)

natomiast K(0) oznacza kinematyke manipulatora w konfiguracji odnie-
sienia, w ktdérej wszystkie zmienne przegubowe przyjmuja warto$é zero.
Formule (2.56) nazywamy reprezentacjg wyktadniczg kinematyki mani-
pulatora. Macierze ; wystepujace w reprezentacji wyktadniczej naleza do
algebry Liego se(3) grupy SE(3) i maja postaé

[w;i] v
C‘L = |: ol O‘L ) (2'58)
w;i,v; € R3, przy czym vi = —w; x p;, gdzie p; jest pewnym punktem

polozonym na osi obrotu i-tego przegubu. Wektor (viT, wiT

macierz (2.58) nosi nazwe skretnika.

T )
)’ reprezentujacy
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Przykiad 2.3.5 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)

Dla zilustrowania sposobu tworzenia reprezentacji wyktadniczej kinematyki
manipulatora postuzymy sie¢ przykladem manipulatora typu podwdéjne wa-
hadlo. Kinematyke tego manipulatora wyliczyliSmy w przykiadzie 2.3.1
otrzymujac wyrazenie

K(q) = Ad(q1)A%(qa), (2.59)

z macierzami Aé, A% okreslonymi przy pomocy formut (2.44), (2.45). Biorac
pod uwage strukture tych macierzy, kinematyke (2.59) zapisujemy w naste-
pujacej postaci

Kmﬁ{mim)ﬂpﬂmim)ﬂpb

gdzie

I3 Lie I3 Ley
P“[o 1]’ Pz‘[o 1]'

Nastepnie, zgodnie z wyrazeniem (2.52), znajdujemy parametryzacje wy-
kladnicza macierzy obrotu

R(Z) ql) 0

Rot(Z, qi) = [ 2 ¢

:| = EXP(E-iqi): i= 1)27

le3] 0
00

kajacych ze wzordw (2.55), (2.56), uzyskujemy reprezentacje wykladnicza
kinematyki (2.59)

przy oznaczeniach &; = &; = { } Postepujac stosownie do regut wyni-

K(q) = exp(Ci1q1) exp(£292)K(0), (2.60)

scharakteryzowana przez macierze

C] = E-]:
_ 1 |les] —lLiex
Q_P&f‘_[o o]’ (2.61)
I (L +1)ey
o= i Geie]

Nietrudno sprawdzié przez bezposrednie obliczenie, ze prawa strona (2.60)
istotnie jest réwna (2.46). [ |
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Przykiad 2.3.6 (Manipulator typu SCARA)

W sposéb podobny jak w poprzednim przykiadzie skonstruujemy obecnie
reprezentacje wykladnicza kinematyki manipulatora typu SCARA, ktérego
kinematyka

K(q) = Aj(q1)AT(q2)A3(q3)A3(q4)

zostala wyznaczona w przykladzie 2.3.3. Korzystajac z definicji przeksztal-
cenn skltadowych A! | oraz z wyrazeri (2.52) i (2.54), wyliczymy najpierw
reprezentacje wykladnicze

1 _ [R(zyq1) 0] [I3 dies] [I3 arer]
R(z, 0] [T e
Af(q) = ( qu) 1] [03 a21 1] = exp(&2q2)P2,
:]I (2.62)
A3(q3) = 03 q3163:| = exp(&3q3)P3,
R(z, 0
Adas) = (59 (] = explesaorps
gdzie
B B B [63] 0 . 0 €3
SN (O
I e +die I e
P1:[03 0111 13], Pz:[g‘ a211} P3 =Py =1I4.

Na podstawie formut (2.56), (2.57) i po uwzglednieniu postaci reprezenta-
cji (2.62), otrzymujemy ostatecznie

K(q) = exp(Ciq1) exp(&2q2) exp(L3q3) exp(Laqa)K(0), (2.63)

przy oznaczeniach

G =8&, G=PE&P = [[? _%‘eﬂ, L3 = (PPY)E(PIPy) " = &,
Ly = (P1P2P3)E4(P1P,P3) ' = [[;3] (o —g az)ez], (2.64)
K(O) =PP,P;P4 = |:I£)3 (a1 + (12)]61 + d1e3:|.
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2.3.3 Kinematyka we wspélrzednych

Odwzorowanie (2.42) zostato okreslone miedzy rozmaitosciami: przegubowa
a zadaniowa. Uzywajac naturalnych wspdlrzednych @y : U C Q@ — R" na
rozmaitosci przegubowej oraz wybierajac pewna parametryzacje Py : V C
R™ — Z rozmaitodci zadaniowej otrzymujemy reprezentacje kinematyk:
we wspoOirzednych

k: R* — R™, y=k(x) = (ki(x),..., km(x)),
zapewniajaca przemienno$é diagramu
K

QO —— Z

U K I
u 4, z

@ul va

R™ L V Cc R™,

a zatem spelniajaca warunek

Kly =Py okoey. (2.65)

Ze struktury diagramu wynika, ze wyznaczenie reprezentacji kinematyki
we wspOlrzednych sprowadza sie do przeprowadzenia faktoryzacji kinema-
tyki K|y i nadaniu jej formy zlozenia trzech odwzorowan ¢y, k i Py. Lokal-
nie, w obszarze odwracalnosci odwzorowan Py, @u, reprezentacje k mozna
wyliczy¢ jako k = 11)\71 oK|y o (pr]. Wspblrzedne x nazywamy konfi-
guracyjnymz lub przegubowymsi, wspélrzedne y — z2adaniowymsi. Prze-
strzenn R™ nazywa sie przestrzenig konfiguracyjng lub przestrzeniqg prze-
gubowg, a przestrzen R™ — przestrzenig zadaniowq. Jezeli liczba stopni
swobody manipulatora jest wigksza od wymiaru jego przestrzeni zadaniowej,
to manipulator nazywamy redundantnym, w przeciwnym przypadku ma-
nipulator nazywamy nieredundantnym. Nadmiar mozliwosci ruchowych,
jakim dysponuje manipulator redundantny, pozwala sterowaé jakoscia wy-
konania zadan przez manipulator.

Przedstawimy teraz kilka przykladéw wyliczania kinematyki manipula-
tora we wspélrzednych.
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Przykiad 2.3.7 (Manipulator typu podwdéjne wahadtlo)

Zacznijmy od wyrazenia opisujacego kinematyke manipulatora typu pod-
wojne wahadlo we wspéirzednych. Jak wiemy, katy obrotu w przegubach
manipulatora x; i x; opisuja jednoznacznie jego pozycje i tworzg dwuele-
mentowy wektor wspdélrzednych przegubowych

X = (X],Xz)T S Rz.

Poniewaz pozycje efektora manipulatora odpowiadaja punktom plaszczy-
zny XoY)p, do opisu potozenia i orientacji efektora uzyjemy grupy euklideso-
wej SE(2) = R? x S!, ktéra stanowi rozmaitoéé¢ zadaniowa Z. Jako wspét-
rzedne zadaniowe przyjmiemy, odpowiednio, polozenie efektora wzdiuz o-
si Xp, Yo efektora oraz jego orientacje ¢ mierzona katem obrotu wokét osi Z
(zobacz rysunek 2.4)

Y1 = Xo
Y2 = Yo
Ys = @.

Dla tak wybranych wspdlrzednych zdefiniujemy przeksztalcenie

cosys —sinys 0 y;
sinys cosys O yz
0 0 10
0 0 01

Trans(X,y;)Trans(Y,y,)Rot(Z,ys3) = (2.66)

Poréwnujac wyrazenie (2.66) z kinematyka K dana réwnaniem (2.46), otrzy-
mujemy reprezentacje kinematyki we wspéirzednych

k: R? — R,
w postaci uktadu réwnan
Y1 lici + Lern
y=1|v2| =kx)= | lisi + s |, (2.67)
Y3 X1+ X2

gdzie si, ci, sij i cyj oznaczaja, odpowiednio, sinxi, cosx;, sin(x; + x;) oraz
cos(xq +xj).

Poniewaz rozpatrywany manipulator jest wyposazony w dwa przeguby,
jedynie dwie sposréd wyliczonych trzech wspdlrzednych zadaniowych mozna
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zmienia¢ niezaleznie poprzez zmiane wspéirzednych przegubowych*. Z tego
powodu czestokro¢ definiuje sie kinematyke manipulatora ograniczong je-
dynie do dwéch wspdirzednych — méwimy wtedy o kinematyce w aspekcie
tych wspélrzednych. I tak, wybierajac z wyrazenia (2.67)" dwie pierw-
sze sktadowe otrzymujemy kinematyke manipulatora w aspekcie wspdlrze-

dnych XpYo
Yi Lici + 12C12)
= =k(x) = . 2.68
Y (92) (x) <11S1 + 1zs12 (2.68)

Podobnie jak poprzednio mamy y; = Xp a Y2 = Yp. Oczywidcie, taki
wybér wspoélrzednych zadaniowych nie jest jedyny. Alternatywnie, mozna
sposéréd wspdirzednych zadaniowych wybraé np. ponownie wspélrzedna X
potozenia efektora w podstawowym ukladzie wspdirzednych XoYoZo oraz
kat ¢ okreslajacy orientacje efektora wzgledem osi Zp tego ukladu. W ta-
kim przypadku dostajemy kinematyke w aspekcie wspdlrzednych Xy

Y1 Lic + 12(?12)
= =k(x) = , 2.6
Yy ( 2) (x) ( x (2.69)

gdzie y1 = X oraz y; = @. |

Przyklad 2.3.8 (Manipulator EDDA)

Jak zauwazyliSmy wczesniej, kinematyke podwéjnego wahadla posiada ma-
nipulator EDDA (Experimental Direct Drive Arm). EDDA jest manipu-
latorem o bezpo$rednim napedzie i nieograniczonych przegubach. Jej kon-
strukcje przedstawia rysunek 2.8. W zalezno$ci od wybranego aspektu ki-
nematyka manipulatora EDDA jest opisana jednym z réwnan (2.67)—(2.69)
z parametrami 1 = 0.3[m], 1, = 0.58[m]. |

Przykiad 2.3.9 (Manipulator typu potréjne wahadtlo)

Przyjmujac x = (x1,%2,x3)" jako wektor wspélrzednych na rozmaitoci kon-
figuracyjnej Q, gdzie x; (i = 1,2,3) oznaczaja katy obrotu w kolejnych
przegubach manipulatora, oraz wybierajac polozenie efektora wzdtuz osi Xo

*Jak sie péZniej okaze (zobacz podrozdzial 2.3.5), manipulator z tak zdefiniowana
kinematyka pozostaje zawsze osobliwy.

TKtére moze byé uwazane za kinematyke w aspekcie wspétrzednych Xo Yo @.

‘Manipulator EDDA znajduje sie w Instytucie Robotyki i Informatyki Uniwersytetu
w Brunszwiku. Za jego udostepnienie jeste$my wdzieczni Prof. F. Wahlowi.
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N ———

Rysunek 2.8 Manipulator EDDA.

i Yp, 1jego orientacje ¢ mierzona katem obrotu wokoét osi Zg jako parametry-
zacje Y1, Yo i y3 rozmaitosci zadaniowej SE(2)%, otrzymujemy kinematyke
manipulatora typu potréjne wahadlo w aspekcie wybranych wspdlrzednych

Y1 Licy + Lerz + 13123
y=1y2 :k(x) = | lisy + las12 + 138123 |- (2.70)
Y3 X1+ X2 +%x3

Czesto manipulator typu potréjne wahadlo jest traktowany jako manipu-
lator redundantny z kinematyka wyrazona w aspekcie wspéirzednych XYy

postaci
Y1 Lict + e + 13C123>
= frd k X = . 2.71
Y <yz> ) (1151 + Lzs12 + 135123 (272)

$Jak w przypadku manipulatora typu podwéjne wahadlo, nie ma potrzeby reprezen-
towania calej grupy SE(3).
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Przyklad 2.3.10 (Manipulator typu SCARA)

W celu wyrazania we wspdlrzednych kinematyki manipulatora typu SCA-
RA wykorzystamy naturalne wspélrzedne przegubowe manipulatora. Po-
niewaz polozenia przegubdéw manipulatora wplywaja jedynie na polozenie
efektora w przestrzeni R> oraz na jedna sktadowa jego orientacji wyrazona
katem obrotu wokét osi Zy, wybierzemy cztery wspélrzedne zadaniowe ma-
nipulatora: wspdlrzedne (y1, yz i y3) okreslajace potozenie efektora manipu-
latora wzgledem podstawowego ukladu wspdélrzednych XoYoZy oraz wspél-
rzedna (y4) w postaci kata obrotu efektora manipulatora wokét osi Zp uktadu
podstawowego. Przy tak wybranych wspélrzednych otrzymujemy prze-
ksztalcenie

Trans(X,y;)Trans(Y,y;)Trans(z,y3)Rot(Z,y4) =

cosys —sinys O yq
sinys cosys O y;
1
0

0 0 Y3
0 0 1

ktérego poréwnanie z kinematyka zdefiniowang réwnaniem (2.48) pozwala
uzyska¢ nastepujaca reprezentacje

Y1 aicr + axci
Y2 arsy + azsn2
— =k(x) = 2.72
Y=, di + x5 (2.72)
Ya X1 +X2+Xxq

W sytuacji, gdy do wykonania zadania potrzebna jest wylacznie zna-
jomo§¢ polozenia efektora manipulatora SCARA, kinematyke

k: R* — R

manipulatora w aspekcie wspéirzednych XyYypZy definiujemy jako

Y1 aicr + axci
y= |y | =kx)= | ars1 + a2 | (2.73)
Y3 di +x3

Poniewaz pelna specyfikacja kinematyki manipulatora przemystowego
wymaga okre$lenia zakresu dopuszczalnych ruchéw w przegubach, na za-
koniczenie dodajmy, ze przestrzedl przegubowa manipulatora typu SCARA
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jest ograniczona w nastepujacy sposéb:

X:{x:(xb...,m)TeR‘“ —%W<X1 < %7% —%W<X2< %7%
0.15[m] < x3 < 0.39[m], —m < x4 < 7}, (2.74)

Przykiad 2.3.11 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Aby wyrazi¢ we wspdlrzednych kinematyke manipulatora IRb-6 zamonto-
wanego na torze jezdnym, rozmaito§¢ zadaniowa sparametryzujemy przy
pomocy trzech wspélrzednych polozenia efektora manipulatora (yi, yz2, y3)
oraz trzech katow Eulera Y-Z-Y (ya4, Ys, Ye¢). Na rozmaitosci konfiguracyjnej
uzyjemy naturalnego uktadu wspélrzednych zadanego przez zmienne prze-
gubowe manipulatora. Dla tak zdefiniowanych wspélrzednych otrzymujemy
przeksztalcenie

TT(ITI.S(X, Y1 )TTG.TI,S(Y, yz)TTaTlS(Z) U3)R0t(y) 94)R0t(z) US)ROt(Y)y6) =

C4C5C6 — 8486 —C4S5 848 + CaC586 Y
85C6 &s 8586 Y2
= | eaa xw sa A s , (2.75)
—54C5C6 — €4S S4S5  C4Ce — S54C556 Y3
0 0 0 1

gdzie przez §; i ¢; oznaczono siny; i cosy;. Pordéwnujac ze sobg macie-
rze (2.49) i (2.75) otrzymujemy reprezentacje kinematyki manipulatora we
wspdirzednych

Y1 c2(azes + azcq + dess)
Y2 —d; + dgcs — ays3 — azsy
y= Y] 2k = | ™ + s2(azc3 + azcs + dess) (2.76)
Ya —X2
Y5 T—X5
Ye T— X6

Dodajmy, ze wybdr wspdlrzednych do reprezentacji kinematyki ma istotny
wplyw na zlozono$¢ réwnan kinematyki.

W dalszych przykiadach bedziemy niekiedy traktowaé manipulator IRb-6
na torze jezdnym jako manipulator redundantny, ktérego kinematyka

k: R — R
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opisuje potozenie efektora manipulatora w aspekcie wspélrzednych XoYpZp
i jest postaci

Y1 c2(axcs + azcs + dgss)
y=|y2| =k(x)=| —di+dscs —azs3 —azss |. (2.77)
Y3 X1 + s2(azc3 + azcq + dgss)

W uzupelnieniu dodajmy, ze przestrzen przegubowa manipulatora IRb-6
zamontowanego na torze jezdnym jest ograniczona przez jego konstrukcje
mechaniczna w nastepujacy sposéb:

X={x=(x1,...,x)" € R®| 0[m] < x; < 1.5[m],
1 1 2
— B <X < 13T RS X3 < B, —5m < Xy < &

0< x5 <7, —T< X6 <7, < X3 — x4 < 137} (2.78)

2.3.4 Jakobiany

Macierz Jacobiego
&
Cox

Je(x) (x), (2.79)

reprezentacji kinematyki manipulatora we wspéirzednych
k: R"— R™ y=k(x)=(ki(x),...,kn(x))T,

nazywamy jakobianem analitycznym manipulatora. Jakobian analitycz-
ny moszna traktowaé jako przeksztalcenie predkosci zmian wspdirzednych
przegubowych w predko$§é zmian wspdlrzednych zadaniowych, przy zadanej
konfiguracji manipulatora,

y =J%x)x. (2.80)

Jest oczywiste, ze posta¢ jakobianu analitycznego zalezy od wyboru ukladu
wspotrzednych (parametryzacji) dokonanego w celu zdefiniowania odwzoro-
wania k.
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Przykiad 2.3.12 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)
Rézniczkujac réwnania kinematyki (2.67) otrzymujemy jakobian anality-
czny
—hisi —lsiz —lsn
(x) = | Licr + ez Len |, (2.81)
1 1

gdzie si, ci, sij 1 ¢yj oznaczaja, odpowiednio, sinxi, cosx;, sin(x; + x;) oraz
cos(x; + x;)*. Podobnie jak w przypadku kinematyki wyrazonej we wspét-
rzednych, mozemy mdéwié¢ o jakobianach analitycznych w aspekcie réznych
wspdlrzednych. Wyliczony wyzej jakobian jest jakobianem analitycznym
w aspekcie wspélrzednych XoYo@. Przez analogie, dla kinematyki zde-
finiowanej wzorem (2.69) otrzymujemy jakobian analityczny w aspekcie
wspdlrzednych XoY)p

_
- 0x

J¢(x)

ok [—1181 — ],2512 —12812] (2 82)

a X)) = —I(X) =

Jix) (x) Licr +lhenn Len
Jakobian analityczny w aspekcie wspdlrzednych Xy odpowiadajacy kine-
matyce (2.69) ma postaé

J¢(x)

ok sy — .
( ):[ Lis1 —Lasi2 12512]. (2.83)

~x 1 1
m

Przykiad 2.3.13 (Manipulator typu potréjne wahadtlo)
Bezposrednie zrdézniczkowanie kinematyki (2.70) potréjnego wahadia po-
zwala wyliczy¢ jakobian analityczny jako macierz

—lis1 —las1o — 13s123 —los12 —13s123  —13s123
JOx) = | bier+Lhenz+lieis Lenn+Les ez |- (2.84)
1 1 1

W podobny sposéb, dla kinematyki (2.71) otrzymujemy

Jo(x) = —lis1 —Las12 —13s123 —L2s12 — 13s123 —138123

= . 2.8
Lict + ez + ez ez +13e123 lzeis (285)

*Przyjmiemy oznaczenia funkcji trygonometrycznych zmiennych q; i x; takie same jak
w formule kinematyki. Z kontekstu zawsze bedzie jasno wynikalo, o funkcjach ktérych
zmiennych méwimy — przez si, ci rozumiemy odpowiednio sinx; i cosx; w przypadku
jakobianéw analitycznych, oraz sin g; 1 cos q; dla pozostalych typéw jakobiandw.
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Przyklad 2.3.14 (Manipulator typu SCARA)
Kinematyce (2.72) manipulatora typu SCARA odpowiada jakobian anali-
tyczny

—a1S1 — azsi2 —AQazsi2 00
ok ajcy + axc ac 00

]’a(x) — &(X) — 1¢1 0 2C12 2012 ] O (286)
1 1 01

Jest rzecza jasna, ze kinematyce (2.73) rozpatrywanej w aspekcie wspéirzed-
nych XoYpZy odpowiada jakobian analityczny uzyskany przez wykreslenie
ostatniego wiersza macierzy (2.86). |

Przyklad 2.3.15 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Na podstawie réwnan we wspétrzednych (2.76) kinematyki manipulatora
IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym obliczamy jakobian analityczny

ok
a = — =
Jé(x) = ax(x)
-0 —Sz(Clng + azcq + d6$5) —QpC283 —A3C284 d6C2C5 0 i
0 0 —azc3  —azcqg —dgss O
|1 calazes + azes + dgss) —azsas3 —azsyss dgsacs O (2.87)
~lo 1 0 0 0 0 7
0 0 0 0 —1 0
0 0 0 0 0 —1]

Latwo zauwazy¢, ze kinematyce (2.77) odpowiada jakobian analityczny zio-
zony z trzech pierwszych wierszy macierzy (2.87). |

Jakobian manipulatora moze by¢ takze zdefiniowany bez odwolywania
sie do ukladéw wspélrzednych. Wrykorzystujac fakt, ze kinematyka mani-
pulatora przyjmuje wartosci w specjalnej grupie euklidesowej’ SE(3), wpro-
wadza sie niezalezne od wspolrzednych pojecie jakobianu geometrycznego,
a dokladniej: jakobianu geometrycznego w ukladzie przestrzeni i jakobianu
geometrycznego w ukladzie ciala, zwanych w skrécie jakobianami geome-
trycznymi w przestrzeni i w ciele. Jakobian geometryczny w przestrzeni
jest rozumiany jako przeksztalcenie predkosci ruchu w przegubach w wek-
tor predkosci efektora w przestrzeni

(2) =raa (2.88)

W

tA wiec w grupie Liego z dobrze okreslona przestrzenia styczna w kazdym punkcie.
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Analogicznie, jakobian geometryczny w ciele stanowi przeksztalcenie pre-
dkosci ruchu przegubéw w wektor predkosci efektora w ciele,

(o) =1iaa (2.89)

Przedstawimy teraz algorytm wyliczania jakobianu geometrycznego w prze-
strzeni. Niech

@) =[5 - J@ - Juaq)]

W celu wyznaczenia i-tej kolumny jakobianu J*(q) zaldzmy, ze wszystkie
przeguby manipulatora, oprdcz przegubu i-tego, zostaly unieruchomione
i przeanalizujmy ruch efektora bedacy rezultatem ruchu w przegubie o nu-
merze i. Niech polozenie efektora wzgledem ukiadu X; 1Yi_1Z;_1 bedzie

opisane wektorem Ti',, a przegub i bedzie typu obrotowego. Woéwczas,

z zaleznoSci (2.12) wynika, ze predkosci efektora w ukladzie przestrzeni
wzgledem uktadu (i — 1)-szego wynosza
wi =e3q, v =T (q0) - (i T (q0). (2.90)

Zajmiemy sie teraz wyliczeniem predkosci T{‘_1 (qi). Niech

i N RL](qi) TL](qi)
i1(gi) = 0 1

oznacza transformacje uktadu (i — 1)-szego w uklad i-ty, zdefiniowana przy
pomocy algorytmu Denavita-Hartenberga. Jezeli polozenie efektora wzgle-
dem ukltadu i-tego oznaczymy przez T, to

b (q) =R (qOTE + T (q0)- (2.91)
Zrézniczkowanie (2.91) wzgledem czasu daje
™ (q) = lesIRE; (q) TG + TL (a0). (2.92)
Wektor T! ;(q;) wyliczamy korzystajac z wyrazenia (2.51)
1(q) = aiR(Z, qi)er + dies. (2.93)
Biorac pod uwage (2.93) i pamigtajac, ze [es3]e3 = 0 obliczamy

Ti 1(qi) = le3]qiaiR(Z, gi)er = le3]qiT 4 (qi)- (2.94)
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W koficu, laczac (2.94) i (2.92) oraz wykorzystujac (2.91) zauwazamy, ze
™ () = le3]qi (RE TP +T ) = [wi '] T (1),

a zatem ]
vy =0. (2.95)

Po obliczeniu predkosci w przestrzeni wzgledem uktadu (i — 1)-szego, wyli-
czamy predkosci w przestrzeni wzgledem ukladu podstawowego korzystajac

7 zaleznosci
Vs \ RB_] [TE)_]] RB_] vis_] ( 6)
ws) | 0 Ry w)’ e
S 0 S

i—-1( 41—1 i— 1
Rl T HAk_ a0), (207)

gdzie

przy oznaczeniu q*~' = (q1,...,qi_1)', przedstawia transformacje uktadu
podstawowego w uktad (i — 1)-szy. Dla i = 1, w powyzszym wzorze nalezy
przyjaé R8 = I3, T8 = 0. Z zaleznosci (2.90) i (2.95) otrzymujemy naste-
pujaca postal i-tej kolumny jakobianu geometrycznego w przestrzeni odpo-
wiadajacej przegubowi obrotowemu manipulatora

Is(q) — (T(l)] (q171) x RBELOl(q171 )>
RBELol(qli1 )

W przypadku gdy i-ty przegub manipulatora jest przesuwny, podobne ro-
zumowanie prowadzi do wniosku, ze wi;1 =0, v =e3q;, a zatem

i—1 i—1
Ji(q) = <R°3k°5(q )>- (2.99)

We wzorach (2.98), (2.99) symbol R}; 3kol(qi*1) oznacza trzecig kolumne ma-
cierzy R(l)q(qi*]) wystepujacej w transformacji (2.97).

(2.98)

Przykiad 2.3.16 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)

Obecnie wyznaczymy jakobian geometryczny w przestrzeni dla manipula-
tora typu podwdéjne wahadlo. Poniewaz ten manipulator jest wyposazony
wylacznie w przeguby obrotowe, do wyznaczenia jakobianu postuzymy sie
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zaleznoscia (2.98). Dla pierwszego przegubu manipulatora dostajemy od

razu
Ji = (O,O,O,O,O,])T. (2.100)

Do wyliczenia kolumny jakobianu geometrycznego w przestrzeni wykorzy-
stamy macierz A} dana zaleznoscia (2.44). W rezultacie otrzymujemy

J5(q1) = (1 sin q1,—1; cos q1,0,0,0,1)7. (2.101)

Jakobian geometryczny w przestrzeni manipulatora typu podwéjne wahadlo
skiada sig¢ z kolumn (2.100), (2.101)

0 0 0 17

0 0
S —
J'(q) = Lsi —lie; 0 0 0 1 (2.102)

Przyklad 2.3.17 (Manipulator typu potréjne wahadtlo)
Dla manipulatora typu potréjne wahadlo, na podstawie zaleznosci (2.98),
wyznaczamy jakobian geometryczny w przestrzeni w postaci

[0 lisg Lis1 + sz i
0 —lLicr —lLicg—Lenz
Fa={y o (2103)
0 0 0
IR 1]

Przykiad 2.3.18 (Manipulator typu SCARA)

Jakobian geometryczny w przestrzeni manipulatora typu SCARA znajdu-
jemy przy wykorzystaniu zaleznosci (2.98) i (2.99)*. Ma on nastepujaca
postaé

[0 aisy 0 aysy+ azsp;2 ]
0 —a1Cq 0 —aiCi — QazCr2
JF(q) = 8 g (1) g (2.104)
0 0 0 0
1 1 0 1
] ] |

{Poszczegdlne kolumny tego jakobianu wylicza sie, odpowiednio, na podstawie macie-
rzy Ag = Lu, Ag, AG, A3.
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Przykiad 2.3.19 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Wyliczmy teraz jakobian geometryczny w przestrzeni J° manipulatora IRb-6
zamontowanego na torze jezdnym. Dla przegubu przesuwnego pierwsza ko-
lumna jakobianu jest zawsze réwna J5(q) = (0,0,1,0,0,0)". Zauwazmy, ze
zaleznosci (2.98) i (2.99) zostaly wyprowadzone przy zalozeniu, ze zmianie
pojedynczej zmiennej przegubowej towarzyszy ruch w jednym przegubie
manipulatora. Niestety, w naszym przykladzie tak nie jest, bowiem np.
zmiana (3 powoduje ruch trzeciego i czwartego przegubu manipulatora (zo-
bacz tabela 2.1). W zwiazku z tym, musimy najpierw dokona¢ zamiany
wspdlrzednych przegubowych, tak by wspomniane zalozenie bylo spelnione.
Mozna to osiagnaé przyjmujac

q=(@d) = (81,82 83,83 + d4, 43 + Ga + ds, ds) -

Teraz, wykorzystujac poszczegdlne macierze A})(q), i=1,...,5, oraz zale-
znos¢ (2.98), wyliczamy kolejne kolumny macierzy iS(q) WYrazonej w no-
wych wspdélrzednych. Po powrocie do wspétrzednych oryginalnych q, zgod-
nie z zalezno$cia

s _ ¥s{en— a(pi]
Fla) =o' () 3, (@,

otrzymujemy macierz

[0 q1 ayc;s3 azcyss  ca(dy + azsz + azss)
0 0 —asc3 —azcy qi1s2 + azc3 + azcq
sy |1 0 —azxsys3 —azsyss sp(dy + azs3 + azss)
Flal=15 4 0 0 52
0 —1 0 0 0
0 0 0 0 —C
—qics — s2(d1ss + axc3_s + azcsa—s) |
qic2ss
c2(dyss + aze3—s5 + azcy—s) . (2.105)
€285
C5
$285 i
w ktérej ci_j oznacza cos(qi — qj). |

Zauwazmy, ze wyprowadzona przez nas posta¢ ogélna jakobianu geome-
trycznego w przestrzeni rézni sie od postaci tzw. jakobianu manipulatora
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podawanej w podrecznikach robotyki. Przyczyna réznicy tkwi w defini-
cji tego obiektu. Mianowicie, jakobian manipulatora jest rozumiany jako
macierz przeksztalcenia predkodci ruchu w przegubach w predkosé liniowa
i predko$é katowa w przestrzeni efektora wzgledem uktadu podstawowego

(T3> ~J"(9)4. (2.106)

W

Dla i-tego przegubu obrotowego otrzymujemy przy takiej definicji jakobianu

R (qi! T (a) — T (qi!
{n(q) _ < 03k01(q ) T_S 0(?_)] 0 (q )))7 (2.107)
Ro3ka(@ )
gdzie ' = (q1,...,qi-1)". Kolumny jakobianu J™(q) odpowiadajace

przegubom przesuwnym manipulatora sa takie same, jak w przypadku ja-
kobianu J*(q). Korzystajac z formut (2.98) oraz (2.106) nietrudno pokazaé,
ze istnieje nastepujacy zwiazek miedzy jakobianem geometrycznym w prze-
strzeni a jakobianem manipulatora

I; —[T§(q)]
=g ). (2108)
0 I3
Przypominamy, ze odwzorowanie [ | zostalo zdefiniowane formulgy (2.10).

Przykiad 2.3.20 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)
Postepujac analogicznie jak w przykladzie 2.3.16, na podstawie zalezno-
§ci (2.107), mozemy wyznaczy¢ jakobian manipulatora typu podwéjne wa-
hadio

[—list —Las1z —Lasiz|
Lici + Lz Len
0 0
J™(q) = 0 e (2.109)
0 0
. 1 1 -
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Przyklad 2.3.21 (Manipulator typu potréjne wahadtlo)
Wykorzystanie zaleznosci (2.107) pozwala otrzymac jakobian manipulatora

typu potréjne wahadlo

[—lis1 — Las12 — U3s123 —las12 — L3s1z —13s123
Lict + Leip+ 13123 Lo+ 13e123 L3eins
0 0 0
m _
J™(q) = ° : : (2.110)
0 0 0
i 1 1 1
|

Przykiad 2.3.22 (Manipulator typu SCARA)
Na podstawie zaleznosci (2.107) i (2.99) otrzymujemy jakobian manipula-

tora typu SCARAS

—a1S1 —azsi2 —Qazsi2 0 0
aicy + azcyz ac;; 0 0
0 0 10
J™(q) = 0 0 0 ol (2.111)
0 0 00
I 1 10 1]
|

W celu wyznaczenia jakobianu geometrycznego w ciele, wystarczy sko-

rzystaé z nastepujacej relacji miedzy predkosciami w ciele i w przestrzeni

(o) -[o %@

latwej do wyprowadzenia na podstawie wzoréw (2.6), (2.9), (2.12). Zakla-
dajac, ze R(q), T(q) sa okreslone wyrazeniem (2.42), otrzymujemy
R3T(q) —RST(q)[TB‘(q)}] Fla).

(2.112)

b =
J°(q) [ 0 RYT(q)

Przypomnijmy, ze dla wektora T = (Ty, To, T3)", [T] oznacza macierz skosnie
symetryczna (2.10).

SDo wyliczenia kolumn macierzy uzyto tych samych macierzy, co w przypadku jako-
bianu J°.
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W postaci jawnej jakobian geometryczny w ciele wyglada nastepujaco.
Jezeli przegub o numerze i jest obrotowy, to i-ta kolumna macierzy J°(q)
wyraza sie jako

R ) o (A1) X RET () TE 4 (q3)
JP(q) = ( 1)3k°1 T 1 1 ) (2.113)
(R 301 (a0)
gdzie q; = (qi,...,qn)". Gdy i-ty przegub jest przesuwny, to
R i
JP(q) = (( 11)8k°1(q )>- (2.114)

We wzorach (2.113), (2.114) symbolem (R{‘L) 3ko) OZRAczyliSmy trzecia ko-
lumne macierzy R (q;) zdefiniowanej, tak samo jak wektor TI' ;(q;), za
posrednictwem formuly

R?fl (ql) 1 1 ql
Al
[ 0 H 1—1(qk)-

Przykiad 2.3.23 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)
Jakobian geometryczny w ciele manipulatora typu podwdéjne wahadlo, wy-
liczony na podstawie zaleznosci (2.113), prayjmuje nastepujaca postaé’

i 1182 O-
L+lc b
0 0
b —
0 0
L 1 1_

Pozostawiamy Czytelnikowi przyjemnos§¢ sprawdzenia, ze jakobiany geome-
tryczne (2.102) i (2.115) manipulatora typu podwéjne wahadto speiniaja
zaleznosé (2.112). [ |

YPierwsza kolumne wyliczamy wykorzystujac macierz kinematyki manipulatora K dana
wzorem (2.46), druga — na podstawie macierzy A7.
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Przyklad 2.3.24 (Manipulator typu SCARA)
Jakobian geometryczny w ciele manipulatora typu SCARA znajdujemy na
podstawie zaleznoséci (2.113) i (2.114)/

[arsq +aisyy azsa 0 O

arcq +ajcyy axey 0 0

0 0 1 0

b _

J°(q) = 0 0o o0 ol (2.116)

0 0O 0 0

i 1 1 0 1]
[ |

Zwiazek pomiedzy jakobianem analitycznym a jakobianem geometrycz-
nym wynika z relacji, jaka zachodzi miedzy predkoscia zmian wspdélrzednych
zadaniowych a predkoscia efektora w przestrzeni lub w ciele. Zalézmy,
dla przykiadu, ze wspéirzedne zadaniowe maja postaé y = (wspdirzedne
kartezjariskie polozenia T, katy Eulera Z-Y-Z (¢, 0,1)). Zwiazek miedzy
predkoscia w przestrzeni wg a pochodnymi katédw Eulera Z-Y-Z wzgledem
czasu uzyskuje sie ze wzoru (2.24) w nastepujacy sposéb

Qs = RRT = R(Z> (p)RT(Z) (P) + R(Z) (p)R(Yv e)RT(Y> e)RT(Z) (P)+

+ R(Z) (P)R(Y) e)R(Z)II))RT(Z)II))RT(Y) B)RT(Z) (P) =
= les]¢ + [R(Z, 9)e2l0 + [R(Z, @)R(Y, 0)es].

Przechodzac do predkosci wektorowej w przestrzeni uzyskujemy zaleznosé
?
W :E((P>9>1l’) e ) (2'117)
U
gdzie

E((P, e)ll)) = [e3>R(Z> (p)e2>R(Z> (p)R(Y) 9)23] =
0 —sin@ cos@sin®
=10 cosep sinesin®|.
1 0 cos o

I Poszczegdlne kolumny tego jakobianu wylicza sie, odpowiednio, na podstawie macie-
rzy Ag =K, A7, A3, A3
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Dla wspélrzednych kartezjanskich polozenia wyliczamy
ve =T— QT =T+ [Tw,.

W rezultacie, transformacja predkosci przyjmuje nastepujaca postaé

— 2. (2.118)

<V5> H?) H]E((P»e>1l))
0 E(e,6,y)

Po utozsamieniu wspélrzednych przegubowych z polozeniami przegubdéw
manipulatora (x = q) znajdujemy nastepujacy zwiazek miedzy jakobianem
analitycznym J(x) odnoszacym si¢ do wspéirzednych (wspélrzedne karte-
zjanskie, katy Eulera Z-Y-Z) w specjalnej grupie euklidesowej a jakobianem
geometrycznym J5(x) w przestrzeni

HS [T]E((P)e)ll))
JPx) = Je(x). (2.119)
0 E(e,6,9)

Podobne relacje mozna wyprowadzi¢ dla innych ukladéw wspélrzednych
(parametryzacji) grupy SE(3) i jej podgrup. W przypadku parametryzacji
kotysanie-kiwanie-myszkowanie, predkosé¢ katowa w przestrzeni wynosi

[0) 0 —sin@ cos@cosO ©
w; =KKM(p,0,Pp) | 6| = |0 cose singcosb 0 |. (2.120)
P 1 0 —sin© VP

Po wzieciu pod uwage definicji predkosci liniowej w przestrzeni oraz zale-
znosci (2.120) otrzymujemy nastepujaca transformacje predkosci

(2.121)

<V > JIE! [-HKKM((P,G,II))

0 KKM(g,6,1)

R
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Dla kompletnoséci dodajmy transformacje predkosci zwiazana z parametry-
zacja Cayleya. Dla predkosci katowej w przestrzeni otrzymujemy zwiazek
w; = C(r)r, (2.122)
w ktérym macierz C(r) wyraza sie formulg
T+13 mm+1 mms—12]

Clr)=2|mr—73 1+7153 mrs+r| . (2.123)
TT3 4Ty T3 —T 14713

W rezultacie, transformacja predkosci w przypadku parametryzacji Cayleya
posiada nastepujaca reprezentacje macierzowa

Ty
L[5 omer) | 2
< S> = 2. (2.124)
@s 0 Cr) 2

T3

Przyklad 2.3.25 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)

W tym przyktadzie zajmiemy si¢ wyprowadzeniem zalezno$ci analogicznej
do (2.119), wiazacej jakobian analityczny J* manipulatora typu podwdjne
wahadlo, zdefiniowanego wzorem (2.81), z jego jakobianem geometrycznym
w przestrzeni J°, okre§lonym przez (2.102). Przed przystapieniem do tego
zauwazmy, ze jakobiany geometryczne (2.102) i (2.115) wyliczono z ogélnych
zaleznos$ci zakladajacych, ze ruch odbywa sie w grupie SE(3), natomiast ja-
kobian analityczny (2.81) zostal wyliczony dla kinematyki wyrazonej we
wspdlrzednych reprezentujacych grupe SE(2). Uwzglednienie tego faktu
spowoduje zmiane rozmiardw macierzy okreslajacej zwiazek miedzy jako-
bianami w stosunku do macierzy (2.119).

Wspélrzedne zadaniowe y wybrane w grupie SE(2) odpowiadaja w gru-
pie SE(3) polozeniu wzdtuz osi X i Y podstawowego ukladu wspdlrzed-
nych XoYoZo oraz obrotowi wokét osi Z tego ukladu. Dlatego, dla tak wy-
branych wspélrzednych

Yi cosys —sinyz O
Ty)=|vyz2], Ry) =R(z,y3) = |siny; cosy; Of.
0 0 0 1
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Jak pokazali$my, macierz predkosci katowej w przestrzeni Qg = RR" = [w,]
jest calkowicie okres§lona przez wektor predkosci katowej w przestrzeni wg =
(wWs1, Ws2, ws3)'. W naszym przypadku

0 —u; 0
Q.,=|ys 0 o0,
0 0 0

CO oznacza, ze W, = e3Yz. Wiemy réwniez, ze wektor predkosci liniowej
w przestrzeni jest réwny v = T — Q;T, co w analizowanym przyktadzie
sprowadza sie do

Y1 +Ya2ys 10 vy Y
vo=U2—yiy3 | = |0 T —y1| | U2
0 00 0] \y;

Zestawiajac otrzymane wyrazenia na ws i vs uzyskujemy

10y2
0 1 —y .

v\ 00 o[V )
w) oo o ||Y)TTYN
00 o W

00 1

Po naturalnym utozsamieniu wspélrzednych konfiguracyjnych q z poloze-
niami przegubéw manipulatora x, okre§lamy zwiazek miedzy jakobianem
analitycznym J(x) odnoszacym sie do wybranego ukladu wspéirzednych
a jakobianem geometrycznym J*(x) w przestrzeni

JP(x) = F(k(x))J(x), (2.125)

gdzie k(x) oznacza kinematyke podwéjnego wahadla wyrazong we wspot-
rzednych w postaci (2.67). Latwo sprawdzié, ze wyliczone wczes$niej jako-
biany (2.81) i (2.102) speiniaja zaleznos¢ (2.125).

Zaleznodci typu (2.125) sa wazne z obliczeniowego punktu widzenia.
Pozwalaja one bowiem wyliczy¢ jakobian analityczny w sytuacjach, gdy
nie jesteémy w stanie wyrazi¢ kinematyki manipulatora we wspéirzednych
w sposéb jawny. |
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Przyklad 2.3.26 (Manipulator typu SCARA)

W celu wyznaczenia relacji wiazacej jakobian analityczny J¢ manipulatora
SCARA z jego jakobianem geometrycznym w przestrzeni J* nalezy postapi¢
dokladnie w taki sam sposéb, jak w przypadku manipulatora typu podwdéjne
wahadlo (przyktad 2.3.25). Po wykonaniu niezbednych przeksztalceri otrzy-
mujemy zwiazek postaci

1 0 0 ajsy+azs |
010 —ai1C1 — azcC2
0 0 1 0
JP(x) = 00 0 0 J¢(x). (2.126)
0 00 0
0 00 1 |
|

Przykiad 2.3.27 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Na zakonczenie znajdziemy zaleznos¢ wiazaca jakobian analityczny manipu-
latora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym, zdefiniowany przez (2.87),
z jego jakobianem geometrycznym w przestrzeni okre§lonym przez (2.105).
Dla wybranych wspélrzednych kinematyki** otrzymujemy

T
Ty = (y1,y2,y3),
R(y) = R(Yay4)R(Z)US)R(Yay6) =
C4C5Cs — S48  —C485 $4Cg + €4C556
= 85 Cs 8586 )
—84C5C¢ — €486 8485  C4Ce — $4C586
gdzie §; i ; oznaczaja siny; i cos y;. Wyliczenie macierzy Qs = RRT pozwala
na okre§lenie wektora predkosci katowe]

§4Ys — 4856 0 84 —C485] [Ya
w, = UslsYs =1 0 & Us
¢4Us + 8485Ys 0 C4 8485 Ys

Nastepnie, po znalezieniu wektora vy = T — QT postaci
U1 —Y3Ys +Y284Ys + (Y28485 — y385)Us
vs = | Y2 + (Y384 — y1€4)Ys — (y18485 + y3&435)Ye |,
Uz +Y1Ys —Y284Us5 + (Y185 +Y28435)Ys

**Sa to wspdlrzedne kartezjariskie polozenia efektora wraz z katami Bulera Y-Z-Y
okreslajacymi jego orientacje.
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otrzymujemy nastepujacy zwiazek miedzy predkosciami w przestrzeni a pre-
dkosciami we wspdlrzednych zadaniowych

100 —y; Y2ly Y2848 —y3ls | [
010 0 —yi€s+Ys84 Y1848 +yzlaSs|| 2
ve) |00 1 vy —Y284 Y185 + Y8435 U3
(ws> “looo o0 3 485 o |- (@227)
000 1 0 Cs Us
000 0 & 855 | \Ue

Na podstawie formuty (2.127), po utozsamieniu wspétrzednych konfigura-
cyjnych q z polozeniami przegubéw manipulatora x, otrzymujemy poszu-
kiwany zwiazek miedzy jakobianem analitycznym J%(x) odnoszacym sie do
wybranych wspétrzednych zadaniowych a jakobianem geometrycznym J*(x)
w przestrzeni

1 0 0 —x;—syax3 ca(dy+ azsz + azss — decs)
010 0 —X1S2 — ayc3 — azcq — dgss
]s (x) = 001 Cc2033 —s7(dy + azs3 + azsg — dgcs)
000 0 —$
000 1 0
000 0 )
X1C5 + $2(d1ss5 + azc3_5 + azca_s) |
—X1C€285
—c2(dyss + axc3 5 + azcss) J9(x), (2.128)
—C285
s
—S$285 i
przy oznaczeniach a3 = ac3 + azcs + dess, ci—j = cos(x; — Xj). [ ]

Konczac rozwazania na temat kinematyki, zwréémy uwage na zalety
wykladniczej reprezentacji kinematyki manipulatora ujawniajace sie przy
obliczaniu jakobianu geometrycznego manipulatora w przestrzeni. Miano-
wicie, nietrudno pokazaé, ze formula predkosci efektora w przestrzeni przyj-
muje postaé

Ve =K(q)K ' (q) =
=01q1 +exp(Ciq1)Cexp(—Ciq1)d + - - - +exp(Ciqr) -+
- expP(Cn-1qn-1)Cn €xp(—Cn1qn-1) - - -exp(—C1q1)qn. (2.129)
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Dzigki zaleznosci (2.58)

exp(Liqi) = exp([(c)vdqi) —(wiTPi)qi_ (2.130)

Macierze wystepujace we wzorze (2.129) po lewej stronie predkosci ru-
chu przegubéw naleza do algebry Liego se(3) grupy SE(3) i sa zdefinio-
wane przez wektory z przestrzeni R® (skretniki), ktére mozna potraktowaé
bezposrednio jako kolumny jakobianu geometrycznego w przestrzeni.

Przykiad 2.3.28 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)

Zgodnie z formulg (2.130), korzystajac z reprezentacji wykladniczej kine-
matyki (2.60), (2.61) mozemy obliczy¢ predkos¢ w przestrzeni efektora ma-
nipulatora typu podwdéjne wahadlo

VS =K(qQ)K'(q) = &1q1 +exp(Liqi)lexp(—Ciq1)q2.  (2.131)

Macierze, przez ktére sa mnozone predkosci w (2.131) naleza do algebry
Liego se(3), a odpowiadajace im skretniki definiujg kolumny jakobianu geo-

metrycznego w przestrzeni. Jak latwo zauwazy¢, macierz {; = {[303} g] jest

réwnowazna wektorowi eg € R®. Druga z macierzy

exp(C1q1)Gexp(—Ciqr) =

_ [R(Z,qﬂ 0} [[33] —hez}

R'(z,q1) 0] [les —LR(z,q1)e;
0 1 0 0 - !

0 1 0 0

ma skretnik (1ys7,—lic1,0,0,0,1)T. W rezultacie, jakobian geometryczny
w przestrzeni

_0 1181

0 —lig

0 0

Jla) = |, , (2.232)
0
|1

0
0
1 -

obliczony przy wykorzystaniu reprezentacji wykiadniczej kinematyki po-
dwdjnego wahadla jest taki sam, jak otrzymany w przykladzie 2.3.16. W
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Przyklad 2.3.29 (Manipulator typu SCARA)
Korzystajac z reprezentacji wyktadniczej (2.63), (2.64) kinematyki manipu-
latora SCARA, obliczamy predkos¢ efektora w przestrzeni

Ve =K(q)K ' (q) = &1g1 + exp(Cr1q1) G2+
+ exp(C1q1) exp(C2q2)C3 exp(—C2q2) exp(—Ciq1)G3 + exp(Ciq1) exp(C242)
exp(C393)Cs exp(—C3q3) exp(—Caq2) exp(—Ciq1)qa. (2.133)
Jako kolumny jakobianu geometrycznego w przestrzeni manipulatora SCA-
RA wezmiemy skretniki odpowiadajace macierzom, przez ktére sa mnozone

predkosci przegubéw manipulatora we wzorze (2.133). Po wykonaniu ele-
mentarnych operacji algebraicznych otrzymujemy nastepujace wyniki:

C] _ I:[e_?)] o:| ~ ec c RG,

0 O ars
—a1Cq
e;] —a1R(z,q1)ez| - 0
exp(CG1q1)Gexp(—Ciqr) = [[03] 4 (0 av) 2] = e R,
0
1

exp(81q1) exp(82q2) 83 exp(—Laqa)exp(—Liqr) = &3 = e3 € R,
exp(C1q1) exp(C2q2) exp(C393)Cs exp(—C3q3)exp(—C2q2) exp(—Ciq1) =

aisi + azsi2

azs; —aic — axCy2
les] —R(z,q1) | —a; — azc; 0 6
= >~ R®.
0 0 <
0 0 0
1
W rezultacie, jakobian geometryczny w przestrzeni
[0 a;s;1 O ajsy+azsy |
0 —a1Cq 0 —a1C1 — azC12
0 0 1 0
S .
0 0 0 0
|1 1 0 1 ]

ma postaé identyczna z (2.104). |
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2.3.5 Konfiguracje osobliwe

Konfiguracje, jakie przyjmuje manipulator w czasie ruchu dziela sie na
dwie klasy: konfiguracje regularne (nieosobliwe) i konfiguracje osobliwe.
Méwimy, ze konfiguracja manipulatora jest regularna, jezeli jakobian geo-
metryczny (w przestrzeni lub w ciele) ma pelny rzad wierszowy, to zna-
czy rzad jakobianu jest réwny wymiarowi rozmaitodci zadaniowej. Zgodnie
z powyzsza definicja, w konfiguracji regularnej przeksztalcenie

s L. Vg
JPiq): q— <w>

jest suriekcjg lintowq. Konfiguracje q manipulatora, w ktérej rzad jako-
bianu geometrycznego jest mniejszy od wymiaru rozmaitosci zadaniowej,

rank J*(q) < dim Z,

nazywamy konfiguracja osobliwa. Zauwazmy, ze manipulator, ktérego liczba
stopni swobody jest mniejsza od wymiaru rozmaitosci zadaniowej, ma wy-
lacznie konfiguracje osobliwe. Z definicji jakobianu geometrycznego wynika,
ze w konfiguracji osobliwej istnieja takie wektory predkoséci ruchu prze-
gubdw, ktére nie powoduja ruchu efektora manipulatora. Oznacza to, ze
manipulator traci zrecznosé ruchu. Stopien utraty zrecznosci ruchu w kon-
figuracji osobliwej mierzy sie liczba zwang korzedem tej konfiguracji

corank q = dim Z —rank J°(q). (2.135)

Korzad konfiguracji osobliwej okreéla liczbe niezaleznych kierunkéw ruchu
w przestrzeni stycznej do rozmaitosci zadaniowej w punkcie K(q), ktérych
nie mozna wygenerowa przy pomocy ruchu przegubdéw w kierunkach do-
puszczalnych w konfiguracji q.

Niech bedzie dana kinematyka K: @ — Z manipulatora o n stopniach
swobody, wraz z jakobianem geometrycznym J*(q). Stosownie do podanej
definicji, konfiguracje osobliwe manipulatora naleza do zbioru

S={q € Q| rank]*(q) < dim Z}. (2.136)

Utozsamiajac konfiguracje ze wspélrzednymi przegubowymi mozemy zale-
zno$¢ (2.136) przepisa¢ w réwnowaznej postaci

S={x € R" rankJ*(x) < dim Z}.
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Poswieémy nieco uwagi zbadaniu podstawowych wlasnodci zbioru S. Jak
latwo zauwazyé, wyznaczenie zbioru konfiguracji osobliwych wymaga roz-
wigzania pewnego ukladu réwnan nieliniowych, zatem konfiguracje oso-
bliwe moga nie by¢ mozliwe do wyznaczenia w sposéb jawny (symboliczny).
Z cigglodci jakobianu geometrycznego jako funkcji konfiguracji wynika, ze
zbidér S jest domkniety. Co wiecej, poniewaz kinematyka manipulatora jest
funkcjg analityczna, zbidr S jest tzw. zbiorem analitycznym, to znaczy
miejscem zerowym pewnej liczby funkcji analitycznych. Jako zbidér anali-
tyczny zbiér konfiguracji osobliwych jest nigdziegesty w przestrzeni prze-
gubowej (o ile tylko manipulator posiada konfiguracje regularne), a wiec
jest zbiorem topologicznie matym*. Generalnie, zbiér S nie jest podrozma-
itoscig przestrzeni przegubowej, jest jednak suma podrozmaitosci (warstw)
ulozonych wzgledem siebie w pewien regularny sposéb’. Wymiar zbioru S
definiuje sie jako najwiekszy wymiar podrozmaitodci sktadajacych sie na
ten zbiér. Zaldézmy, ze wymiar rozmaitosci zadaniowej wynosi m. Niech Sy
oznacza zbidr konfiguracji osobliwych korzedu k. Jest oczywiste, ze

m
S = U Sy.
k=1

Jezeli zbiér konfiguracji osobliwych korzedu k jest podrozmaitoscia prze-
strzeni przegubowej, to jego kowymsiar

codim S = k(n —m + k).

Czesto w celu wyznaczenia konfiguracji osobliwych manipulatora uzywamy
reprezentacji jego kinematyki we wspoélrzednych oraz jakobianu analitycz-
nego. Uzyskane w ten sposéb wyniki bedg takie same, jak w przypadku
wykorzystywania jakobianu geometrycznego, pod warunkiem ze macierze
przeksztalcajace jakobian analityczny w geometryczny' sa nieosobliwe. Oso-
bliwosci tych macierzy sa zrédiem tzw. osobliwosct reprezentacji kinema-
tyki manipulatora.

Przykiad 2.3.30 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)
Wyznaczymy zbiér konfiguracji osobliwych dla manipulatora typu podwdéj-
ne wahadlo. Z definicji konfiguracji osobliwej wynika, ze ten manipulator,

*Tzw. zbiorem I kategorii.
{Zwany stratyfikacja Whitneya.
‘Patrz formuta (2.119).
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opisany kinematyka K(q) postaci (2.46) z jakobianem geometrycznym J*(q)
danym zaleznoécia (2.102), ma wylacznie konfiguracje osobliwe®. Podobna
sytuacja ma miejsce przy ograniczeniu rozmaitosci zadaniowej manipulatora
do grupy SE(2). Jej wymiar wciaz jest wigkszy od maksymalnego rzedu
jakobianu manipulatora.

Konfiguracje regularne w przestrzeni przegubowej rozpatrywanego ma-
nipulatora pojawiaja si¢ dopiero po redukcji wymiaru przestrzeni zadanio-
wej do dwoch. Z taka sytuacja mamy do czynienia, gdy manipulator jest
opisany kinematyka (2.68) z odpowiadajacym jej jakobianem (2.82), badz
kinematyka (2.69) z jakobianem (2.83). W pierwszym przypadku, wyli-
czajac wyznacznik jakobianu J¢(x) otrzymujemy

det J4(x) = LiL; sin x;.

Oznacza to, ze dla manipulatora typu podwdjne wahadlo, opisanego kine-
matyka (2.68), zbidr konfiguracji osobliwych

S ={x = (x1,x2)" € R?| sinx, =0}. (2.137)

Analogicznie, przy kinematyce (2.69) otrzymujemy zbidr konfiguracji oso-
bliwych
S= {x = (x1,x2)" € Rz‘ sinx; = 0}. (2.138)

Przykiad 2.3.31 (Manipulator typu potréjne wahadlo)

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, manipulator typu potréjne wa-
hadlo z kinematyka (2.47) przyjmujaca wartosci na rozmaitosci zadanio-
wej SE(3) jest zawsze osobliwy. Policzenie wyznacznika jakobianu anali-
tycznego J%(x) danego przez (2.84), odpowiadajacego kinematyce (2.70),
prowadzi do wyznaczenia zbioru konfiguracji osobliwych

S = {x = (x7,%x2,%x3)" € R3] sinx; = O}. (2.139)

W celu znalezienia zbioru konfiguracji osobliwych manipulatora typu
potréjne wahadto z kinematyka (2.71), nalezy okresli¢ zestaw

L1 (12s2 + 13523)
D = [ 13(1s3 + l1s23)
L1353

SWymiar rozmaitosci zadaniowej SE(3) wynosi 6; rzad macierzy J*(q) — co najwyzej 2.
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minoréw stopnia 2 jakobianu J%(x) danego zaleznoscig (2.85). Jak widad,
wszystkie minory macierzy (2.85) beda réwne zero jedynie wtedy, gdy s; =
s3 = 0. Poszukiwany zbiér konfiguracji osobliwych mozna wiec zapisaé jako

S = {x = (x1,x2,%x3)" € R?| sinx; = sinx3 = 0}. (2.140)
|

Przykiad 2.3.32 (Manipulator typu SCARA)

Poniewaz manipulator typu SCARA opisany kinematyka (2.48) ma mniej
niz 6 stopni swobody, przyjmuje on wylacznie konfiguracje osobliwe. Przy
kinematyce (2.72) i ograniczeniach (2.74) konfiguracje osobliwe manipula-
tora tworza zbidr

S = {x = (x1,x2,%3,x4)" € X| sinx, =0}, (2.141)

co wynika z postaci wyznacznika jakobianu analitycznego (2.86). Wylicze-
nie minoréw macierzy (2.86), z usunietym ostatnim wierszem, prowadzi do
wniosku, ze zbidér konfiguracji manipulatora SCARA opisanego kinema-
tyka (2.73) jest taki sam jak (2.141). [ |

Przykiad 2.3.33 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Manipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym z kinematyka zdefinio-
wang wzorem (2.49) jest jedynym wéréd analizowanych przez nas przykla-
déw manipulatoréw o rozmaitosci zadaniowej SE(3), ktérego rozmaitosé
przegubowa nie sklada sie wylacznie z konfiguracji osobliwych. Wyznacz-
nik jakobianu geometrycznego w przestrzeni J°(q), danego wzorem (2.105),
jest réwny’
det J*(x) = —azazcas3_4Ss.

Biorac pod uwage ograniczenia ruchu w przegubach manipulatora wyni-
kajace z jego konstrukcji mechanicznej (2.78), zbiér konfiguracji osobliwych
mozemy zapisaé jako

S* = {x = (X1y...,%¢)" € X‘xz =+TVxs=0Vxs :7[}. (2.142)

Wyznacznik jakobianu J¢(x) postaci (2.87) wynosi

detJ“(x) = —azazcy83-4. (2.143)

YPo utozsamieniu zmiennych q ze zmiennymi x.
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Prowadzi to, ponownie po uwzglednieniu ograniczen konstrukcyjnych ma-
nipulatora, do zdefiniowania zbioru konfiguracji osobliwych formutg

S:{x:(x1,...,x6)TeX‘xz:i§}. (2.144)

Inkluzja S C S*, $wiadczy o tym, ze S* zawiera nie tylko osobliwosci mani-
pulatora, lecz takze osobliwosci reprezentacji.

Wyznaczmy jeszcze osobliwo§ci manipulatora IRb-6 zamontowanego na
torze jezdnym, traktowanego jako manipulator redundantny z kinematy-
ka (2.77). Po obliczeniu minoréw rzedu trzeciego jakobianu analitycznego
tego manipulatora stwierdzamy, ze znajduje sie wsréd nich minor posta-
ci apassz_4(axcs + azcq + dgss), ktéry w calej przestrzeni przegubowej ma-
nipulatora X jest rézny od zera. Osznacza to, ze redundantny manipu-
lator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym nie ma w ogdle konfiguracji
osobliwych. |

2.4 Kinematyka robota mobilnego

Po zdefiniowaniu kinematyki manipulatora, bedacego uktadem holonomicz-
nym, zajmiemy sie teraz kinematyka ukladu robotycznego opisanego w uni-
wersum fazowym RN x RN za posrednictwem 1 niezaleznych ograniczeri nie-
holonomicznych. Zalézmy, ze uklad nie podlega ograniczeniom konfigura-
cyjnym (k = 0, a wiec liczba stopni swobody n = N). Tak okre§lony uktad
robotyczny bedziemy nazywaé nieholonomicznym robotem mobilnym lub,
po prostu, robotem mobilnym*. Zadanie, jakie ma realizowa¢ robot mo-
bilny, polega na poruszaniu si¢ w pewnym otoczeniu. Z formalnego punktu
widzenia, kinematyka robota mobilnego jest scharakteryzowana przez uklad
sterowania, liniowy z uwagi na sterowanie, postaci (2.33)

q=G(qu=>) glqhu, (2.145)
o

w ktorym q € R™, uw € R™, m = n — 1. Pola wektorowe sterujace
g1(q), -.., gm(q) sa gtadkie (a nawet analityczne). Bedziemy zakiadal, ze
sterowania uktadu (2.145) naleza do przestrzeni Hilberta 12 [0, T] funkcji
catkowalnych z kwadratem, okre§lonych na pewnym przedziale czasu [0, T]

*W tej ksiazce terminy: robot nieholonomiczny i robot mobilny sa traktowane jako
synonimy. Nie znaczy to, ze negujemy istnienie holonomicznych robotéw mobilnych.
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i przyjmujacych wartosci w R™ (praktycznie, czesto bedziemy mie¢ na
my$li sterowania odcinkami ciaggle lub odcinkami stale, o skoniczonej licz-
bie punktéw nieciggtosci).

Zalézmy, ze dla kazdego stanu poczatkowego qo i zadanego sterowa-
nia u(-) istnieje trajektoria q(t) uktadu (2.145) okreslona na przedziale [0, T].
Zdefiniujmy odwzorowanie przej$cia stanéw ukladu (2.145)

q(t) = @(qo,u(-)), (2.146)

ktdre stanowi poczatkowemu ukiadu qo i sterowaniu u(-) przyporzadkowuje
stan uktadu w chwili t € [0, T]. Oczywiscie, dla t = 0 mamy zawsze
©o(qo,u(-)) = qo. Przy ustalonym stanie poczatkowym o i zmieniajacym
sie sterowaniu u(-) odwzorowanie (2.146) opisuje stany osiagalne w uktadzie
sterowania (2.145) ze stanu qo w chwili t. Jezeli dla kazdego q( zbidr stanéw
osiagalnych w chwili t obejmuje calg przestrzen stanu R", uklad (2.145) na-
zywamy sterowalnym w chwili tf. Uklad sterowalny w dowolnie matej
chwili czasu t > 0 nazywamy sterowalnym w krétkim czasie. Okazuje
sie, ze nieholonomiczno$¢ ukladu (2.145) jest warunkiem wystarczajacym
sterowalno$ci w krétkim czasie przy pomocy odcinkami stalych sterowarl.
Oznacza to, ze dla robota nieholonomicznego odwzorowanie @¢(qo,-) jest
suriekcja przy kazdym qp it > 0.

Niech zadanie realizowane przez robota mobilnego polega na osiggnie-
ciu zadanego stanu qq w okre§lonej chwili t € [0, T] przy ustalonym sta-
nie qo w chwili 0. Traktujac stan qo jako ustalony, mozemy zamiast (2.146)
rozwaza¢ odwzorowanie

Kqot : L2 [0,t] — R™, kqqt(u(-)) = @¢(qo,u(-), (2.147)

ktére nazwiemy kinematyka robota mobilnego w chwili t € [0,T]. Dla
odréznienia, odwzorowanie kq, 1 zdefiniowane przy pomocy formuty (2.147)
dla t = T bedziemy nazywaé kinematykg robota mobilnego. Kinema-
tyka kq, 7 odwzorowuje oo-wymiarowa przestrzen sterowan w przestrzen
stanu ukladu. Odpowiednikiem jakobianu analitycznego manipulatora jest
w tym przypadku rézniczka odwzorowania kq, 7. W celu jej obliczenia
skorzystamy z kinematyki robota mobilnego w chwili t € [0, T]. Réznicz-
kat Dkg,t(u(-)), w punkcie u(-) € L2 [0, 1], jest przeksztalceniem liniowym

Dkgot(u(-)) : LZ[0,t] — R™,

Scidlej, osiggalnym, ale dla ukladéw postaci (2.145) sterowalnoéé jest réwnowazna
osiggalnosci.
{Rézniczka Gateaux.
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okreslonym formuta

) () +yv(). (2.148)

Dkget(u(-))v() = Iy
v=0

Nietrudno zauwazy¢, ze dla t = O rézniczka znika, tzn. Dkq,o(u(-))v(-) =
0. Aby wyliczy¢ Dkg, :(u(-)), zrézniczkujmy obie strony (2.148) wzgledem
czasu

d%Dkqo,t(u(-))V(') =
_ idiy_!f““(“(')”"('” _ d‘iy_o kg () 7)) =
-4 . S ouaoul) ) =
= iy|,_S1tlde,ul) £ WEDI@E) + ()0 =

_ 9(G(q(t))u(t))

2q Dkge,t(u(-))v(-) + G(q(t))v(t).

Jak wida¢, rézniczka Dkq, ¢ (u(-))v(-) kinematyki kq, ¢ jest rozwigzaniem w
chwili t tzw. réwnania wariacyjnego stowarzyszonego z ukladem (2.145).
Réwnanie to przedstawia przyblizenie liniowe ukladu (2.145) wzdiuz pary
(sterowanie, trajektoria) = (u(t), q(t)) przy zalozeniu, ze sterowanie uleglo
matlej zmianie (wariacji) w kierunku v(-). Przy oznaczeniach

At) = —————, B(t) =G(q(t)), (2.149)
mozemy je zapisa¢ w nastepujacy sposdb

q(t) = G(q(t))u(t)
d (2.150)
I Dkqo,t(u(-))v(-) = A(t) DKqy,t(u(-))v(-) + B(t)v(t),
z warunkiem poczatkowym q(0) = o oraz Dkgq,:(w(-)v(-)li=o = 0. Ko-
rzystajac z ukladu réwnan (2.150) wyliczamy rézniczke Dkg, 1(w(-))v(-)
kinematyki w chwili T

.

Dkgy r(()v(-) = L ®(T,$)B(s)v(s)ds, (2.151)
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ktéra bedziemy nazywaé jakobianem analitycznym robota mobilnego. Ma-
cierz fundamentalna @(t, s) wystepujaca w formule (2.151) spetnia réwnanie

d—id)(t, s) =A(t)D(t,s)

przy warunku ®(s,s) = I,. Méwimy, ze rézniczka Dkq, 1(u(-)) ma peny
rzad w punkcie u(-), jezeli DKq, 1(u(-)) jest suriekcja liniowa®. Wlasnosé
»DXKq,,1(u(-)) ma pelny rzad” oznacza, ze jezeli za posrednictwem sterowa-
nia u(-) osiggamy stan (, to kazdy stan q’ z pewnego otoczenia q mozemy
osiagnaé biorac pewne sterowanie w’(-) bliskie u(-). Sterowania u(-), dla
ktérych rzad Dkg, 1(w(-)) nie jest pelny, bedziemy nazywac sterowaniams
osobliwyma.

Sterowania osobliwe robota mobilnego bedziemy nazywaé osobliwos-
ctams kinematyki robota mobilnego. Amnalize osobliwosci kinematyki za-
czniemy od bardzo prostego przykladu. Niech u(-) = 0. Trajektoria u-
ktadu (2.145) odpowiadajaca temu sterowaniu jest, oczywiscie, trajektoria
stata, q(t) = qo. Z definicji (2.150) wynika, ze macierz A(t) = 0, nato-
miast macierz B(t) = G(qo) jest stata. Oznacza to, ze macierz fundamen-
talna @(t,s) = [, za$ jakobian analityczny

.
Dkg, r(OI(:) = G(qo) | v(s)ds = Glqolw
0
dla pewnego w € R™. Latwo zauwazy¢, ze jezeli m < n, to
dim Dkgq,7(0) (LZ,[0,T)) < m<m,

a zatem sterowanie zerowe jest osobliwe w sposéb trywialny.

W ogdlnym przypadku warunki konieczne, jakie musi spetniaé sterowa-
nie osobliwe, otrzymujemy z warunkéw osobliwosci sterowania w pewnym
zadaniu sterowania optymalnego. Niech bedzie dane zadanie sterowania
optymalnego ukladu (2.145) z lagranzianem L(q,u). Zgodnie z wymaga-
niami Zasady Maksimum Pontriagina utwérzmy hamiltonian

H(q>p>p0)u) :pTG(q)u_pOL(q7u)7 (2'152)

w ktérym wspélczynnik py moze by¢ réwny zero. Sterowanie optymal-
ne u(t) nazywamy osobliwym, jezeli po oraz odpowiadajaca mu ekstremala

STzn. wymiar obrazu dikaqoyT(u(-))(]L,Z“[O, T]) =n.
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jest osobliwa'. W tym celu, dla i = 1,2,..., m, musza by¢ spelnione wa-
runki

p'gi(q) =0. (2.153)
Przypominamy, ze zmienna dolaczona nie znika, tzn. p # 0. Aby uzyskad
warunki konieczne, jakie musi spelniaé ekstremala osobliwa (a wiec, a fortio-
ri, takze sterowanie osobliwe), zrézniczkujemy warunek (2.153) wzgledem
czasu

m
P'9il@) =p" ) [ggi(a)w; =p'Xu,gi(q) =0, (2-154)
j=1

gdzie symbolem [X,Y] oznaczyli§my nawias Liego pdl wektorowych, na-
tomiast pole wektorowe X,(q) = G(q)u. Biorac réwnania (2.154) dla
i=1,2,...,m, otrzymujemy zaleznosc¢

M(q,p)Ju=0, (2.155)

w ktérej macierz M(q,p) o elementach mi;(q,p) =p'[gj,gil(q) jest skosnie
symetryczna. Jezeli ta macierz jest nieosobliwa, jedynym sterowaniem oso-
bliwym jest sterowanie zerowe u(-) = 0. W przeciwnym wypadku, poprzez
wytrwate rézniczkowanie zaleznosci (2.154) wyprowadzamy kolejny warunek
konieczny

M(q,p)u =N(q,p,u),
w ktérym i-ta sktadowa wektora N(q,p,u) wyraza sie wzorem

Ni(q,p,u) = ZPT[gk) [ngd](qmiuk-
ik

Kontynuujac rézniczkowanie, mozna wyprowadzi¢ warunki konieczne wyz-
szych rzedéw na sterowanie osobliwe. Do tematu sterowan osobliwych
wrécimy jeszcze raz w podrozdziale 4.1.

Na zakonczenie wywoddéw formalnych przedstawimy prosty przykiad wy-
znaczenia sterowan osobliwych przy pomocy wyprowadzonych powyzej wa-
runkéw koniecznych.

Przyklad 2.4.1 (Sterowanie osobliwe)
Niech bedzie dany uklad sterowania

—q2uy —q2 0 0
. |l w | | o 1 0
q=G(qu= YR Bl I R P Rl P (2.156)
us 0 0 1

tZobacz dodatek A.5.
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gdzie q € R*, u € R3. Z warunku (2.153) wynika, ze

P3—Pp1q2=0 oraz pr=7ps=0. (2.157)

Nietrudno wyliczyé macierz

0 —P1 0
M(q,p)=|p1 0 O =piles],
0 0 0

co pozwala napisaé réwnania (2.155)
piw=0 i pyuy =0. (2.158)

Zauwazmy, ze ze wzgledu na nieznikanie zmiennej dolaczonej, z zaleznos-
ci (2.157) wynika p; # 0, co w polaczeniu z (2.158) daje 1 = u; = 0.
W konsekwencji, warunki konieczne sa spelnione przez sterowanie osobli-
we u(t) = (0,0,u3(t))" przy dowolnym us(t). [ |

2.5 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Podstawowe pojecia kinematyki punktu materialnego i ciata sztywnego mo-
zna znalezé we wstepnych rozdzialach podrecznikéw do mechaniki anali-
tycznej [Gut71, Wit77, RK95] lub robotyki [Pau8l, AS86, Cra93, Lat93,
MLS94, Duf96, 5596, SV97]. Konsekwentne, geometryczne ujecie kine-
matyki ciala sztywnego w jezyku teorii grup i algebr Liego zawiera mo-
nografia [MLS94]. Podstawowe pojecia geometryczne stosowane w robo-
tyce zostaly wylozone w sposéb wyczerpujacy w pracy [Sel96]. Parame-
tryzacje i uktady wspdirzednych w specjalnej grupie obrotéw oraz w spe-
cjalnej grupie euklidesowej naleza do klasycznego materialu podreczniko-
wego [GR84, Cra93, Lat93, MLS94, SV97, Ang9d7]. Oceny réznych para-
metryzacji z punktu widzenia dokladnosci §ledzenia trajektorii dokonano
ostatnio w pracy [C 98]. Formule definiujaca wspdlrzedne wykladnicze
w SE(3) zaczerpneliSmy z pracy [TD94]. Termin , wigzy nieholonomiczne”
zostal wprowadzony przez Hertza, [AKN88]. Postaé ograniczen fazowych
zwana postaciag Pfaffa wywodzi sie z teorii réwnan rézniczkowych czastko-
wych [Zhi92]. Dynamiki ukltadéw nieholonomicznych dotycza prace [NE71]
oraz [V(G94]. Pojecia rozmaitosci rézniczkowej, dystrybucji oraz nawiasu
Liego naleza do geometrii rézniczkowej [Gan87, Spi79]. Narzedzia geometrii
rézniczkowej w zakresie uzywanym do opisu i analizy kinematyki uktadéw
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nieholonomicznych zostaly rozwiniete w obrebie geometrycznej teorii ste-
rowania [Isi89, NS90]. Warunek wystarczajacy nieholonomicznosci wigzéw
przedstawiony w twierdzeniu 2.2.1 oznacza, ze ruch ukiadu nie moze byé
ograniczony do zadnej wladciwej podrozmaitosci uniwersum konfiguracyj-
nego i jest réwnowazny warunkowi sterowalnosci ukladu (2.33), znanemu
jako twierdzenie Chow [Cho39, Isi89, NS90]. Warunek holonomicznosci
ograniczeni fazowych wynika z twierdzenia Frobeniusa [Spi79] i orzeka, ze
ruch uktadu jest ograniczony do pewnej podrozmaitosci uniwersum konfi-
guracyjnego. W przypadku cze§ciowej holonomicznosci kowymiar tej pod-
rozmaitosci moze by¢ mniejszy niz liczba ograniczen fazowych. Wiezy na-
zywane przez nas nieholonomicznymi bywaja w literaturze okreslane mia-
nem catkowicie nieholonomicznych [MLS94]. Punkty, w ktérych otoczeniu
stopienn nieholonomicznosci dystrybucji ulega zmianie, nazywaja sie oso-
bliwo§ciami dystrybucji. Klasyfikacje osobliwosci dystrybucji robota mo-
bilnego zlozonego z ciagnika i przyczep podaje praca [Jea96]. Ze wzgledu
na to, ze kinematyka manipulatora jest odwzorowaniem rozmaitosci, sta-
ramy sie stosowal terminy ,rozmaito$é przegubowa” i ,rozmaito$é¢ zada-
niowa”, w odréznieniu od przestrzeni przegubowej i przestrzeni zadanio-
wej, ktére pojawiaja sie po zdefiniowaniu na tych rozmaitosciach uktadéw
wspollrzednych lub parametryzacji. Reprezentacja Denavita-Hartenberga
nalezy do znanych, standardowych narzedzi analizy kinematyki manipu-
latoréw [DH55, Pau8l, SV97, Ang97, CD98]. Reprezentacja uzywana przez
nas nosi nazwe standardowej; alternatywa jest tzw. reprezentacja zmodyfi-
kowana. Idea reprezentacji wyktadniczej kinematyki manipulatora pochodzi
od Brocketta [Bro84]; zostata ona nastepnie rozwinieta w ksigzce [MLS94].
Przykladem reprezentacji algebraicznej kinematyki manipulatora jest re-
prezentacja kwaternionowa (lub bikwaternionowa) wykorzystujaca wiasnosé
nakrycia grupy SO(3) przez kwaterniony jednostkowe [Sel96, Sic98]. Pojecie
skretnika nalezy do teorii §rub, ktérej podstawy mozna znalezé w pra-
cach [WN92, MLS94]. Termin ,jakobian geometryczny” pochodzi od Si-
ciliano [SS96] i oznacza transformacje predkosci manipulatora, ktérej wy-
liczenie nie wymaga wykorzystania ukladéw wspdlrzednych przegubowych
ani zadaniowych. Przez odwotanie sie do formuly predkosci efektora w ukta-
dzie przestrzeni i w ukladzie ciala zdefiniowaliémy jakobian geometryczny
w przestrzeni i jakobian geometryczny w ciele. Obiekt geometryczny zwany
w literaturze jakobianem manipulatora, [Pau8l, SV97], nie jest zadnym
z wymienionych jakobiandw geometrycznych. Zwiazki miedzy jakobianami
analitycznymi a geometrycznymi sa konsekwencja formuly transformacji
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predkosci (2.119). Formula ta moze réwniez postuzy¢ do analizy osobli-
wosci reprezentacji manipulatora. O osobliwo$ciach reprezentacji traktuje
praca [Dul96]. Zastosowanie reprezentacji wyktadniczej kinematyki do ob-
liczania jakobianu geometrycznego wydaje sie przekonujace. Do najciekaw-
szych aspektédw analizy kinematyki manipulatoréw nalezy zadanie wyzna-
czenia konfiguracji osobliwych [Cra93, MLS94, SV97]. Badania konfigura-
cji osobliwych manipulatoréw zainicjowal Whitney [Whi72]. Problematyka
osobliwodci kinematycznych jest uprawiana przez autoréw tej ksigzki od
wielu lat [Tch90, Tch91, TU92, TD93, T'ch95, Mus96, MT96, TM97, TM98,
Tch98]. Opis kinematyki robota mobilnego jako odwzorowania osiagalnosci
stanéw pewnego ukladu sterowania pochodzi z prac Wena i wspélpracowni-
kéw [DW94, PW96, DW97a, DW97b, DSW98], i pozwala uzyskaé reprezen-
tacje kinematyki robota mobilnego formalnie analogiczna do reprezentacji
kinematyki manipulatora. Wymieniona analogia rozciagga sie na pojecia
jakobianu analitycznego oraz osobliwodci kinematyki. Przy wyprowadze-
niu formuty jakobianu analitycznego (2.151) mozna skorzysta¢ z wynikéw
przedstawionych w ksiazce Sontaga [Son90]. Zadanie sterowania optymal-
nego (2.152) byto rozwazane w pracy [Mon92] i monografii [MLS94]; tam tez
wyprowadzono warunek (2.155). Wiecej informacji na temat sterowan oso-
bliwych w kontekscie Zasady Maksimum Pontriagina mozna znalezé w ksia-
zce [VGO7]. Przykladowy uklad sterowania (2.156) zostal zdefiniowany za
posrednictwem tzw. struktury quasi-kontaktowej w R*.
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Rozdzial 3

Algorytmy kinematyki
odwrotnej manipulatora

Niech bedzie dany manipulator o n stopniach swobody, z rozmaitoscia prze-
gubowa Q i rozmaitoscia zadaniowa Z C SE(3). Zadanie polegajace na
wyznaczeniu kinematyki

K: Q — Z c SE(3).

manipulatora, w postaci reprezentacji Denavita-Hartenberga lub reprezen-
tacji wyktadniczej, nazywa sie prostym (bezposrednim) zadaniem kinema-
tyki. W wyniku jego rozwiazania otrzymujemy zalezno$é polozenia i orien-
tacji efektora manipulatora od konfiguracji jego przegubdéw. Prostemu zada-
niu kinematyki poswieciliSmy wiele miejsca w poprzednim rozdziale. Z pun-
ktu widzenia sterowania manipulatora wazniejsze jest jednak inne zadanie,
polegajace na wyznaczeniu ruchu przegubdw manipulatora zapewniajacego
wykonanie okreslonego ruchu efektora na rozmaitosci zadaniowej. To ostat-
nie zadanie nazywa sie odwrotnym zadaniem kinematyk: i formutuje w na-
stepujacy sposéb:

Majac dana trajektorie ruchu z4 : Z — Z na rozmaitosci zada-
niowej, okreslona na pewnym przedziale czasu Z C R, wyznaczy¢
odpowiadajaca jej trajektorie ruchu przegubdéw qq : Z — Q,
takgzedlate Z

K(qa(t) = za(). (3.1)

Sformulowane przez nas odwrotne zadanie kinematyki nazywa sie zadaniem
ciggtym. W szczegdlnym przypadku, zadanie manipulatora moze polegaé

95
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na osiggnieciu jednego, okre§lonego polozenia i orientacji efektora z4 € Z.
Takie zadanie odwrotne nazywamy punktowym. Rozwigzaniem zadania
punktowego jest polozenie przegubéw qq, takie ze K(qq) = zq4.

Zadanie odwrotne moze by¢ w naturalny sposéb sformutowane we wsp6l-
rzednych zadaniowych i przegubowych. Przy sformulowaniu we wspdlrzed-
nych, majac dana trajektorie yq(t) w przestrzeni zadaniowej i kinematy-
ke k : R™ — R™, nalezy wyznaczy¢ trajektorie x4(t) w przestrzeni prze-
gubowej, taka ze dlateZ

ya(t) =k(xa(t)). (3.2)

Z matematycznego punktu widzenia, odwrotne zadanie kinematyki polega
na rozwigzaniu uktadu réwnan nieliniowych (3.2) ze wzgledu na wektor
wspdlrzednych przegubowych x4(t) w kazdej chwili t € Z. Oczywistym
warunkiem koniecznym istnienia rozwigzania jest zadanie, by trajektoria
przeznaczona do realizacji w przestrzeni zadaniowej byla zawarta w zbio-
rze wartosci odwzorowania k. Zbiér ten bedziemy nazywaé przestrzenig
roboczg manipulatora, W = k(R™)*. Jezeli wystepuja ograniczenia ruchu
przegubdw, przestrzed robocza jest obrazem dopuszczalnych polozend prze-
gubéw. Zauwazmy, ze w przypadku gdy wymiar m przestrzeni zadanio-
wej jest wiekszy od liczby stopni swobody manipulatora, przestrzen robo-
cza bedzie stanowié ,maly” podzbiér przestrzeni zadaniowej, a zatem tylko
bardzo szczegdlne trajektorie zadaniowe znajdg si¢ w przestrzeni roboczej
manipulatora i uzyskaja atrybut realizowalnosci. Zalézmy, ze zadana tra-
jektoria yq(t) € W jest gladka funkcja czasu. Wéwczas odwrotne zadanie
kinematyki posiada rozwigzanie dla kazdej chwili t € 7, ale rozwigzanie to
ani nie musi by¢ jednoznaczne, ani nie musi zaleze¢ w sposéb gladki od
czasu. Jezeli manipulator jest nieredundantny, liczba rozwiazai zadania
odwrotnego moze by¢ skoficzona lub nieskoriczona, zaleznie od typu kon-
figuracji osobliwych manipulatora. Dla manipulatora redundantnego zbiér
rozwiazan zadania odwrotnego jest z reguly mocy continuum.

Zgodnie z klasyfikacja przeprowadzong w podrozdziale 2.3.5, wszystkie
konfiguracje, jakie moze przyja¢ manipulator w trakcie ruchu, dziela sie na
regularne i osobliwe. Analogiczny podzial mozna wprowadzi¢ w obrebie
odwrotnych zadan kinematyki. Powiemy, ze odwrotne zadanie kinematyki

*Nasza definicja przestrzeni roboczej jest szersza od definicji podrecznikowej, w mysl
ktérej przestrzed robocza sklada sie wylacznie z osiagalnych polozen (nie orientacji) efek-
tora.
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jest regularne, je$li realizacja trajektorii ruchu efektora nie wymaga wpro-
wadzenia manipulatora w konfiguracje osobliwe. W przeciwnym wypadku
odwrotne zadanie kinematyki bedziemy nazywali osobliwym.

3.1 Regularne odwrotne zadanie kinematyki

Przedstawimy teraz metody rozwigzania regularnego odwrotnego zadania
kinematyki. Mozliwe strategie rozwiazania tego zadania sg dwojakie: sym-
boliczne (dajace rozwigzanie w postaci jawnej) i numeryczne. Rozwigzanie
zadania w postaci jawnej uzyskujemy dzieki analizie struktury manipulatora
i opisujacych go réwnan kinematyki, prowadzacej do wyrazenia kinematyki
odwrotnej manipulatora w postaci symboliczne;j

qekK'(z) (3:3)

dla kinematyki opisanej przez (2.40), lub jako

x ek (y) (3-4)

dla kinematyki postaci (2.65)*. Wyznaczenie jednego z powyzszych wyrazen
wzdluz zadanej trajektorii ruchu w przestrzeni zadaniowej pozwala na zna-
lezienie odpowiadajacej jej trajektorii ruchu przegubéw. Rozwiazanie od-
wrotnego zadania kinematyki w postaci numerycznej wymaga wprowadze-
nia uktadéw wspéirzednych zadaniowych i przegubowych, i polega na przed-
stawieniu zaleznodci miedzy predkosciami ruchu w przestrzeni zadaniowej
i przegubowej manipulatora w postaci ukltadu réwnan rézniczkowych. Przy-
kladowo, dla manipulatora nieredundantnego bedzie to uktad réwnan

x = (J9 " (x)y, (35)

gdzie J*(x) oznacza jakobian analityczny manipulatora. Wynikowg trajek-
torie przegubowa wyliczamy przez scatkowanie ukiadu (3.5) dla konkretnej
trajektorii zadanej zawartej w przestrzeni roboczej. W podobny sposdb
mozna uzyskaé rozwigzanie odwrotnego zadania kinematyki z wykorzysta-
niem innych niz analityczny jakobianéw manipulatora.

Rozwigzania w postaci symbolicznej, aczkolwiek zazwyczaj trudne do
znalezienia, maja te przewage nad rozwigzaniami numerycznymi, ze nie wy-
magaja wielokrotnego powtarzania obliczer. Do ich znalezienia wystarcza

*Zapisy (3.3), (3.4) oznaczaja, ze otrzymany uklad réwnan kinematyki odwrotnej moze
mie¢ wiele rozwiazan 1 nalezy dokonaé¢ wyboru jednego z nich.
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bowiem jednorazowe okreSlenie odpowiednich wyrazeid symbolicznych wyli-
czanych nastepnie wzdluz réznych trajektorii zadanych. W przeciwienstwie
do tego, rozwigzanie w postaci numeryczne] wymaga catkowania ukladu
réwnan rézniczkowych (3.5) dla kazdej z zadanych trajektorii, przy uzyciu
numerycznych metod iteracyjnych.

W dalszym ciggu, w dwdch kolejnych podrozdzialach, przedstawimy
metody rozwigzania regularnego odwrotnego zadania kinematyki manipu-
latora, zaliczane do klasy metod symbolicznych. Trzeci podrozdzial po-
Swiecimy opisowi kilku metod jakobianowych pozwalajacych na numeryczne
rozwiazanie zadania odwrotnego.

3.1.1 Bezposrednie podejscie algebraiczne

Rozwigzanie odwrotnego zadania kinematyki przy zastosowaniu bezposre-
dniego podejscia algebraicznego polega na formalnym przeksztalceniu réw-
nan kinematyki manipulatora do postaci zalezno$ci opisujacych odwzoro-
wanie odwrotne do kinematyki. Ze wzgledu na nieliniowo$¢ réwnai oraz
zazwyczaj nieunikniona niejednoznacznos¢ rozwiazai, realizacja takiego po-
dejscia czesto napotyka na trudnosci. Zastosowanie bezposredniego podej-
Scia algebraicznego zilustrujemy na przykladach.

Przykiad 3.1.1 (Manipulator typu podwdéjne wahadtlo)

Rozwazmy kinematyke (2.68) manipulatora typu podwdjne wahadlo. Pod-
niesienie do kwadratu skladowych wektora y i ich dodanie prowadzi do
réwnania

yi+u3 =1 + 15+ 2 lycy,

z ktérego otrzymujemy

:y%_‘_y%_]’%_% (36)
241 ) '

c2

Widzimy, ze rozwigzanie zadania istnieje tylko wtedy, gdy prawa strona
réwnosci (3.6) przyjmuje wartosci w przedziale [—1, 1]; w przeciwnym przy-
padku punkt docelowy lezalby poza przestrzenia robocza manipulatora.
Gdy punkt ten znajduje sie wewnatrz przestrzeni roboczej, mozemy sko-

rzystaé z tozsamosci
s2=44/1—¢3 (3-7)
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1 wyliczy¢ kat x; x; = atan2(sy, cy). (3-8)
W zaleznosci od wyboru znaku we wzorze (3.7) otrzymujemy dwa rozwia-
zania. Przedstawiony schemat postepowania (znalezienie sinusa i cosinusa
kata, a nastgpnie wyliczenie kata przy uzyciu funkcji atan2) jest czesto wy-
korzystywany przy wyznaczaniu symbolicznej postaci odwzorowania opi-
sujacego kinematyke odwrotna.

Zajmiemy sie teraz wyliczeniem skladowej x; wektora x. Wykorzystujac
wzory na sinus i cosinus sumy katéw i oznaczajac L=+ Lycy, L= Lysa,
przeksztalcamy réwnania kinematyki (2.68) do postaci

~ (licr — sy
y= T]S]-i-TzC] !

przy oznaczeniach r = /13 + 12 i y = atan2(l;, 1), Iy = rcosy, I, = rsinvy.
Korzystajac z tego otrzymujemy

B (Tcosyq —rsinys1> B <rcos(y+x1)>

TCOSYS] + Tsinycy rsin(y + x1)

co w dalszym ciggu pozwala na wyliczenie kata v 4+ x; w postaci

Y +x7 = atan2 (&) L

- 7) = atan2(yz,y1),

a stad x1 = atan2(yz,y1) — atan2(1, 1). (3.9)

Zauwazmy, ze wybdr znaku w (3.7) wplywa za posrednictwem 1; i 1, na
wyliczona wartos¢ x;. Zestawiajac razem wyrazenia (3.9) i (3.8) otrzymamy
symboliczne réwnania kinematyki odwrotnej manipulatora typu podwdéjne
wahadlo w aspekcie wspélrzednych XYy, w postaci

_ (atanZ(yz,y1) —atan2(lys, 11 + lzcz)> (3.10)

atan2(sy,cy)

2 2_12_712
: _ Yty _ 2
gdzie c; = T, yasy=d24/1—cj5.

“Funkcja atan2(x,y) wylicza arctg */, z uwzglednieniem znakéw przy x i y w celu

wyznaczenia ¢wiartki, w ktérej lezy wyliczany kat: przy x, y dodatnich jest to pierwsza
¢wiartka, przy x ujemnym, y dodatnim — druga ¢wiartka, przy x, y ujemnych — trzecia,
a przy x dodatnim, y ujemnym — czwarta.



100 Algorytmy kinematyk: odwrotne; manipulatora

Dla kinematyki manipulatora typu podwdjne wahadlo okre§lonej w as-
pekcie wspdlrzednych Xy réwnaniami (2.69), znalezienie wyrazen symbo-
licznych opisujacych kinematyke odwrotna jest znacznie prostsze. Po pod-
stawieniu drugiego réwnania kinematyki do réwnania pierwszego dostajemy

Yy = Lici+ b cosyy,

skad obliczamy ¢; = ‘J‘*lzl%yz Nastepnie, biorac s; = +4/1—c? otrzy-
mujemy

X7 = atan2(sq,cq).

Wykorzystanie drugiej skltadowej kinematyki (2.69) pozwala zapisa¢ réw-
nania kinematyki odwrotnej manipulatora w aspekcie wspétrzednych Xy

jako
. atan2(sy,cq) (3.11)
Y2 — atan2(sy, cq)
z funkcjami s i ¢; zdefiniowanymi jak wyze;j. |

Przyklad 3.1.2 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Rozpatrzmy kinematyke manipulatora IRb-6 opisana réwnaniami (2.76).
Rozwigzanie trzech ostatnich réwnan ze wzgledu na skladowe wektora x
jest natychmiastowe

X2 = —Ys4
X5 =T — Vs (3-12)
X6 = TT— Ye.

Pozostate trzy réwnania kinematyki (2.76) moga zostaé przedstawione w po-
staci

1 .
ac3 + azcq = U dgsinys
CosYg

azs3 + azsqs = —dgcosys — dy — Yz (3-13)

x1 =Yz +sinys(azcs + azeq + dgsinys).

Przy oznaczeniu wyrazed niezaleznych od zmiennych przegubowych jako

wy = cfs‘ﬁ — dgsinys oraz wy; = —dgcosys — di — Y, tatwo zauwazyd, ze

pierwsze dwa réwnania uktadu (3.13) opisuja kinematyke manipulatora typu
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podwdjne wahadlo w aspekcie wspdéirzednych polozenia, ze wspdlrzednymi

przegubowymi (x3,%4 —x3) i zadaniowymi (w1, w;)!. Dla takiej kinematyki
réwnania kinematyki odwrotnej sa dane przez!

x3 = atan2(wy,w;) — atan2(aszs4_3, ay + azcq_3)

(3.14)

X4 = atan2(ss-3,c4-3) + X3,

2 2_ 2.2
gdzie c4_3 = %, S4—3 = £4/1 —cﬁfg. Roéwnania (3.12), (3.13)
i (3.14) daja tacznie nastepujace wyrazenie symboliczne dla kinematyki od-

wrotnej manipulatora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym

Yz +yjtanyy
—Y4
atan2(W2)W]) — atan2(a3s4,3, a —+ a3c473)
X=T = .
() atan2(ss—3,c4-3) +x3 ,  (3.15)
T—Ys5
T—Ye

przy oznaczeniach c4-_3, s4—3, Wi i wy objadnionych powyzej. Ze wzgledu na
ograniczenia zakresu ruchu w przegubach manipulatora, z dwéch mozliwych
rozwigzan (dostepnych ze wzgledu na znak + w wyrazeniu na s4_3) nalezy
wybra¢ rozwigzanie ze znakiem minus. Rozwiazanie (3.15) jest dobrze
okreslone w calej przestrzeni roboczej manipulatora, poza polozeniami dla
ktérych cosys = 0, co ma miejsce, gdy manipulator przyjmuje konfiguracje
osobliwe. Sposdb rozwiazania zadania odwrotnego w przypadku osobliwym
objasnimy w przykladzie 3.2.6. |

3.1.2 Podejscie geometryczne

Przykladem odmiennego od bezposredniego podejscia algebraicznego spo-
sobu podejscia do odwrotnego zadania kinematyki manipulatora jest po-
dejsécie geometryczne. Ceche wyrdzniajaca podejscie geometryczne stanowi
dekompozycja przestrzennej geometrii manipulatora na szereg figur geome-
trii plaskiej. Dla zilustrowania podej$cia geometrycznego postuzymy sie
dwoma przykitadami.

TPoréwnaj z (2.68).
tZobacz przyklad 3.1.1.
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Y2 ——

X

Rysunek 3.1 Plaskie zaleznosci geometryczne w manipulatorze typu podwdéjne
wahadlo.

Przykiad 3.1.3 (Manipulator typu podwdéjne wahadto)

Rozwazmy najpierw manipulator typu podwdéjne wahadlo z kinematyka opi-
sana wzorem (2.68). Na rysunku 3.1 pokazano tréjkat utworzony przez
ramiona wahadla o dlugosciach 1; i 1, oraz odcinek o diugosci l taczacy
poczatek ukladu podstawowego z efektorem manipulatora. Linig przery-
wang zaznaczono inng mozliwg konfiguracje manipulatora prowadzaca do
tego samego polozenia efektora. Korzystajac z réwnosci 12 = y% + y% oraz
cos(T— x2) = —cosxp, z twierdzenia cosinuséw obliczamy

2 2 12 12
Cyrty -l -1
cy = SR . (3.16)

Zauwazmy, ze rozwiazanie réwnania (3.16) istnieje tylko wtedy, gdy jego
prawa strona ma warto$¢ z przedziatu [—1,1]. Poniewaz s, = +4/1 — c%,
obliczamy

xy = atan2(s,,c2). (3-17)

Ze wzoru (3.17) otrzymujemy obie wartosci kata x, stanowigce rozwiazanie
zadania.

W celu wyznaczenia kata x; wykorzystamy katy \ i (3, zaznaczone na
rysunku 3.1. Przy danym potozeniu efektora manipulatora (yi,yz), wyli-
czamy natychmiast

B = atan2(yz,y1).
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Kat ¥ znajdujemy stosujac ponownie twierdzenie cosinuséw, ktére po pod-
stawieniu 1? = y? + y3 prowadzi do réwnania

yi+yi+h-1

211\/912+U%

Po wyznaczeniu katéw 3 i P, kat x; obliczamy jako

x1=p +1, (318)

gdzie znak plus dotyczy przypadku x; < 0 (dokladniej 0 < [x;| mod 27 < 7),
a znak minus odnosi si¢ do przypadku x; > 0 (7t < |x2| mod 27 < 27). Zale-
znosci (3.18) i (3.17) sa rozwigzaniem odwrotnego zadania kinematyki dla
manipulatora typu podwdéjne wahadlo. |

cos\ =

Przykiad 3.1.4 (Manipulator typu SCARA)
Obecnie zastosujemy podejscie geometryczne do rozwiazania odwrotnego
zadania kinematyki dla manipulatora przemystowego SCARA traktowanego
jako manipulator redundantny z kinematyka opisang wzorem (2.73).
Zauwazmy, ze po zrzutowaniu szkieletu manipulatora SCARA na pta-
szczyzne XoYp, jego geometria w pelni odpowiada podwdéjnemu wahadiu
pokazanemu na rysunku 3.1. W zwiagzku z tym, dwie pierwsze zmienne
przegubowe (x; i x;) moga zosta¢ wyliczone w sposéb analogiczny jak w po-
przednim przykladzie.
Z kolei, analiza mozliwoéci ruchowych manipulatora wzdtuz osi zy pro-
wadzi do wykrycia zaleznosci

dy +x3 =y3,

z ktérej mozna wyliczyé zmienng przegubowa x3. Poniewaz zmienna prze-
gubowa x4 nie wplywa na polozenie efektora manipulatora, a jedynie na
jego orientacje, jej warto§¢ moze by¢ dowolna. |

3.1.3 Metody jakobianowe
Metoda jakobianu odwrotnego

Zal6ézmy, ze ciagle zadanie odwrotne kinematyki we wspéirzednych posiada
rozwigzanie x4(t). Wéwczas, poprzez rézniczkowanie wzgledem czasu obu
stron zaleznoéci (3.2), otrzymujemy uktad réwnai rézniczkowych

ok

Yg = &(Xd)*d = J%(xa)xaq- (3.19)
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Przyjmijmy, ze wymiar przestrzeni przegubowej jest réwny wymiarowi prze-
strzeni zadaniowej (= n) i niech wzdluz trajektorii x4(t) jakobian anali-
tyczny J%(xq) bedzie nieosobliwy. Algorytm metody jakobianu odwrotnego
rozwiazania odwrotnego zadania kinematyki polega na scatkowaniu ukladu
nieautonomicznych réwnan rézniczkowych

xa = (J4 " (xa)Ya, (3-20)

ktdérego rozwiazanie x4(t) jest poszukiwana trajektoria w przestrzeni prze-
gubowej. Do wyznaczenia tej trajektorii potrzebna jest znajomo$é wa-
runku poczatkowego xo, ktéry wyliczamy rozwigzujac punktowe zadanie
odwrotne yo = yq(0) = k(xo). Zadanie punktowe mozna rozwigzaé ko-
rzystajac z algorytmu Newtona pozwalajacego wyznaczyé xo jako grani-
ce limy o &(t) trajektorii uktadu

& =—a(J*) " (E)(K(E) —yo) (3.21)

zainicjowanego w dowolnym stanie poczatkowym &, € R", z paramet-
rem « > O okre§lajacym szybkos§¢ zbieznosci algorytmu. Z polaczenia algo-
rytméw (3.20) i (3.21) mozna otrzymacé asymptotyczny algorytm kinema-
tykt odwrotnes

%= (J97 %) (M — alk(x) —ya))- (3-22)

Przy dowolnym warunku poczatkowym trajektoria ukitadu (3.22) dazy asy-
mptotycznie do x4(t).

Obecnie przejdziemy do zilustrowania metody jakobianu odwrotnego
dwoma przyktadami odwrotnego zadania kinematyki dla manipulatoréw
nieredundantnych.

Przyklad 3.1.5 (Manipulator typu podwdéjne wahadtlo)

Dla manipulatora typu podwdjne wahadlo, w przykladach 2.3.7 i 2.3.12,
wyprowadzili§my réwnania kinematyki we wspélrzednych i jakobian anali-
tyczny w dwdéch aspektach: wspdéirzednych XYo@ oraz wspdlrzednych Xo Y.
Poniewaz w pierwszym przypadku manipulator jest zawsze osobliwy, zaj-
miemy sie rozwigzaniem odwrotnego zadania kinematyki dla przypadku
drugiego, tzn. dla manipulatora z kinematyka opisana réwnaniem (2.68)
i jakobianem analitycznym danym zaleznoscia (2.82). W obliczeniach przyj-
miemy l; =5, 1, =3.
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Rysunek 3.2 Sciezka ruchu zadana w przestrzeni roboczej manipulatora typu
podwdjne wahadlo.

Zalézmy, ze efektor manipulatora ma podaza¢ wzdituz trajektorii zada-
niowej majacej postaé okregu

_ (yar(t)\ _ (54 2sin(Et)
yalt) = <ydz(t)> B ( 2cos(§t5) )’ (3-23)

w przedziale czasu Z = [0,10]. Rysunek 3.2 przedstawia $ciezke w prze-
strzeni roboczej manipulatora odpowiadajaca zadanej trajektorii. Intere-
suje nas znalezienie trajektorii przegubowej manipulatora pozwalajacej na
realizacje trajektorii (3.23).

Rozpoczynamy od rozwigzania punktowego zadania odwrotnego dla po-
lozeniayo =yq(0) = (5,2)". W tym celu postuzymy sie algorytmem Newto-
na opisanym przez réwnanie rézniczkowe (3.21), z jakobianem J%(x) i kine-
matyka k(x) danymi odpowiednio przez (2.82) i (2.68). Uktad réwnan (3.21)
zostal zainicjowany w stanie poczatkowym &, = (1,1)". Na rysunku 3.3
przedstawiono przebieg uzyskanych trajektorii dla réznych wartosci para-
metru o algorytmu. Jak widaé, im wieksza warto§¢ parametru o, tym
szybciej trajektoria ukladu dazy do wartosci ustalonej, ktéra jest warun-
kiem poczatkowym, pozwalajacym na rozwiazanie odwrotnego zadania ki-
nematyki przy pomocy algorytmu jakobianu odwrotnego. Z przeprowa-
dzonych obliczen wynika, ze warunek poczatkowy xo = (—0.201,1.74)7*,

*Zauwazmy, ze jest to jedno z dwéch mozliwych rozwigzah zadania punktowego. Dru-
gim rozwiazaniem jest (0.962,—1.74)". To, ktére z rozwiazaii otrzymamy, zalezy od wa-
runku poczatkowego w algorytmie Newtona.
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Rysunek 3.3 Rozwigzanie punktowego zadania odwrotnego uzyskane przy po-
mocy algorytmu Newtona.

Aby rozwigza¢ zadanie odwrotne, catkujemy ukiad réwnan (3.20) poczy-
najac od xo. Rysunek 3.4 przedstawia polozenia, predkosci i przyspieszenia
w przestrzeni przegubowej pozwalajace na zrealizowanie trajektorii (3.23).
Zauwazmy, ze po zakonczeniu realizacji trajektorii, w chwili t = 10, mani-
pulator wraca do stanu poczatkowego, co oznacza, ze znaleziona trajektoria
przegubowa moze by¢ wielokrotnie powtarzana. Jednak przy interpreta-
cji wynikéw uzyskanych przy pomocy metod numerycznych powinni§my
zachowal nalezyta ostroznosé. Bowiem, jedli przyjrzymy sie dokladnie prze-
biegowi bledéw towarzyszacych metodzie (zobacz rysunek 3.5, bledy zdefi-
niowano jako e(t) = yq(t) —k(x(t)), € = yqa(t) — J(x(t))x(t), gdzie x(t)
i x(t) oznaczaja potozenia i predkodci w przegubach manipulatora uzyskane
jako rozwigzanie) zauwazymy, ze po jednokrotnej realizacji trajektorii po-
jawit sie biad polozenia efektora manipulatora. Jest to spowodowane nie-
doktadnoéciag metod numerycznych zastosowanych do rozwigzania réwnan
rézniczkowych!. Przy powtarzaniu trajektorii powstajace bledy moga sie
kumulowac.

Uzyjemy teraz do rozwigzania zadania odwrotnego asymptotycznego al-
gorytmu kinematyki odwrotnej opisanego zaleznoscia (3.22). Podobnie jak
w przypadku algorytmu Newtona, uktad (3.22) zostal zainicjowany w punk-
cie xo = (1,1)". Rysunek 3.6 przedstawia trajektorie uzyskane przy po-
mocy algorytmu asymptotycznego z parametrem o« = 1. Bledy polozenia
i predkosci efektora, zdefiniowane jak poprzednio, zostaly pokazane na ry-
sunku 3.7. Jak wida¢, bledy, ktérych gléwnym Zrédlem w tym przypadku
jest metoda, maleja asymptotycznie do zera. Widaé¢ takze, ze praktycz-
nie od chwili t = 4 uzyskana trajektoria pokrywa sie¢ z trajektoria wy-

"W przykladach prezentowanych w tym rozdziale symulacje wykonano w §rodowisku
MATHEMATICA®, a do numerycznego rozwiazywania réwnan rézniczkowych zastoso-
wano metode Rungego-Kutty czwartego lub piatego rzedu.
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Rysunek 3.4 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla podwdéjnego wahadla uzyskane
przy pomocy algorytmu jakobianu odwrotnego.
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Rysunek 3.5 Bledy potozenia i predkosci efektora przy algorytmie jakobianu
odwrotnego.
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Rysunek 3.6 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla podwéjnego wahadla uzyskane
przy zastosowaniu asymptotycznego algorytmu kinematyki odwrotne;.
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Rysunek 3.7 Bledy polozenia i predkosci efektora przy asymptotycznym algo-
rytmie kinematyki odwrotnej.
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Rysunek 3.8 Btledy polozenia przegubdéw manipulatora wynikajace z zastoso-
wania algorytmu jakobianu odwrotnego przy niedokladnosci wyznaczenia stanu
poczatkowego (X1(0),%2(0)) = (0.05,0.05).

znaczona za posrednictwem algorytmu jakobianu odwrotnego, przedsta-
wiong na rysunku 3.4. Oczywiscie, i tym razem pojawiaja sie bledy nume-
ryczne, ale wielokrotnie mniejsze od bledéw metody. Szybkos§é zbieznosci
btedu zalezy od wartosci parametru «, jednakze duzym warto$ciom «, dla
ktérych bledy szybko daza do zera, towarzysza duze predkosci i prazyspie-
szenia w poczatkowym okresie realizacji trajektorii.

Na zakonczenie zbadamy wplyw dokladnoSci wyznaczenia warunku po-
czatkowego na przebieg trajektorii uzyskanej jako rozwigzanie odwrotnego
zadania kinematyki przy uzyciu algorytmu jakobianu odwrotnego. Przyj-
mijmy, ze przy wyznaczaniu stanu poczatkowego kazdego z przegubdéw po-
pelniono biad o wartosci 0.05. Rysunek 3.8 pokazuje, jak blad stanu poczat-
kowego wplywa na odchylenie X przebiegu trajektorii od trajektorii poka-
zanej na rysunku 3.4. Rysunek 3.9 przedstawia bledy polozenia i predkosci
efektora manipulatora towarzyszace takiemu odchyleniu. Z rysunku wynika,
ze dla rozwigzania uzyskanego w wyniku zastosowania algorytmu jakobianu
odwrotnego blad predkosci efektora manipulatora nie zalezy od doktadnosci
wyznaczenia warunkéw poczatkowych, wystepuje natomiast blad polozenia
efektora zalezny od niedokladnosci wyznaczenia tych warunkdéw. ]

Przykiad 3.1.6 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Zalézmy, ze manipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym, z kine-
matyka zdefiniowang wzorem (2.76), ma za zadanie przemieszczaé efektor
wzdluz linii Srubowej

Yar (t) 0.7 +0.2sin(5t)
Yas(t) 0.7 +0.2cos(5t)
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Rysunek 3.9 Bledy polozenia i predkosci efektora powstale przy zastoso-
waniu algorytmu jakobianu odwrotnego przy niedokladnosci wyznaczenia stanu
poczatkowego (X1(0),%2(0)) = (0.05,0.05).

przy niezmiennej orientacji efektora danej przez

Yaa(t) 0
yas(t) | = [, (3-25)
Yas(t) T

w przedziale Z = [0,10][s]. W celu okreslenia przebiegu trajektorii prze-
gubowej manipulatora rozwigzaliSmy uklad réwnai rézniczkowych (3.20)
z jakobianem analitycznym J%(x) postaci (2.87), zainicjowany w punkcie
poczatkowym x(0) = (0.9,0.,1.29,—-0.529,0.,0.)7 (warto$¢ uzyskana przy
uzyciu algorytmu Newtona (3.21)). Rysunek 3.10 przedstawia przebiegi cza-
sowe zmiennych przegubowych X1, X3, x4 oraz x3 — x4 uzyskane w wyniku
obliczend. Zmienne Xy, X5 1 X¢, nie pokazane na rysunku, mialy stale wartosci
réowne 0. Jak widaé, uzyskana trajektoria znajduje sie w zbiorze konfigura-
cji dopuszczalnych X okre§lonym przez (2.78), co oznacza, ze moze zostaé
zrealizowana. Chcemy zwréci¢ uwage Czytelnika na fakt, ze czestokroé ta-
kie wyznaczenie trajektorii zadanej w przestrzeni zadaniowej manipulatora,
aby znalazla sie ona wewnatrz jego przestrzeni roboczej, a tym samym, by
zachodzila wymieniona wilasnoé¢, jest trudne. Giéwna tego przyczyna sa
problemy z analitycznym okresleniem granic przestrzeni roboczej manipu-
latora, zwlaszcza gdy wspodlrzedne zadaniowe zawieraja czeS¢ okreslajaca
orientacje efektora. Zadanie mozna upro$ci¢ przez zmniejszenie wymiaru
przestrzeni zadaniowej manipulatora i potraktowanie go jako redundantny.
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Rysunek 3.10 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu odwrot-
nego.

W przytoczonym przykladzie mozna np. zrezygnowal z okre§lenia orien-
tacji efektora manipulatora i przyjaé, ze manipulator IRb-6 zamontowany
na torze jezdnym jest manipulatorem redundantnym z kinematyka opisana
réwnaniami (2.77)%. [ |

Metoda jakobianu pseudoodwrotnego

WezZmy teraz pod uwage odwrotne zadanie kinematyki dla manipulatora
redundantnego, ktérego kinematyka jest opisana formula y = k(x) przy
warunku dimx = n > dimy = m. Jezeli istnieje rozwigzanie x4(t) za-
dania, réwnanie (3.19) obowiazuje. Niech jakobian analityczny J¢(x) ma
wzdtuz trajektorii x4(t) pelny rzad (= m). Poniewaz zwykta odwrotnosé
macierzy J°(x) nie istnieje, w uktadzie (3.20) trzeba uzy¢ (prawostronnej)
pseudoodwrotnosci jakobianu analitycznego’. Przypominamy, ze pseudo-
odwrotno§¢ macierzy A opisuje rozwigzanie ukladu réwnan liniowych

w=Av

spelniajace warunek minimalizacji formy kwadratowej

Viv) = %VTWV

tZobacz przyklady 3.1.8-3.1.11.
$Zobacz dodatek A.1.
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z symetryczng, dodatnio okres§lona macierza W. Wyznaczenie pseudood-
wrotno$ci sprowadza sie zatem do rozwigzania zadania optymalizacji kwa-
dratowej z ograniczeniami réwnosciowymi. Po rozwigzaniu tego zadania
dla A =J%(x) otrzymujemy nastepujaca zaleznosé

S (x) = WJ9T(x) (Je (oW 1JeT(x)) . (3.26)

Macierz (3.26), zwana pseudoodwrotnoscig jakobianu analitycznego jest
macierza rozmiaru n X m o tej wlasnosci, ze

T (%) = L. (3.27)

Pseudoodwrotno$¢ jakobianu jest podstawowym skladnikiem metody ja-
kobianu pseudoodwrotnego, wedlug ktdrej rozwiazanie zadania odwrot-
nego otrzymuje si¢ przez scatkowanie (nieautonomicznego) uktadu réwnan
rézniczkowych

*a = Jy (Xa)Ya, (3-28)

zainicjowanego w punkcie xo, takim ze yo = yq(0) = k(xo). Analogicznie
do zaleznosci (3.21), warunek poczatkowy xp mozna obliczy¢ przy pomocy
algorytmu Newtona, biorac granice limy ., &(t) trajektorii uktadu

£ =—au (8)(k(E) —yo). (3-29)

Odpowiednikiem algorytmu (3.22) jest w przypadku redundantnym naste-
pujacy algorytm asymptotyczny

% =Jof (x)Yq — a(k(x) —ya)). (3-30)

Ponizej, na przyktadach manipulatora typu potréjne wahadlo i manipu-
latora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym, przedstawimy rozwiazanie
odwrotnego zadania kinematyki przy zastosowaniu pseudoodwrotnosci ja-
kobianu ]3\# (x) z macierza W = 1,,.

Przykiad 3.1.7 (Manipulator typu potréjne wahadlo)
Rozpatrzmy manipulator redundantny typu potréjne wahadlo z kinema-
tyka opisang wzorem (2.71) i jakobianem analitycznym (2.85). Przyjmijmy

dlugosci ramion manipulatora réwne 1y = 5, 1, = 3, I3 = 2. Zadaniem
manipulatora jest wykonanie ruchu wzdluz trajektorii w postaci okregu
o réwnaniach
yar(t) 5+ 2sin(3t)
t) = = .
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Rysunek 3.11 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla potréjnego wahadla uzyskane

przy pomocy algorytmu jakobianu pseudoodwrotnego.

w przedziale czasu Z = [0,20]. Zwr6émy uwage na fakt, ze podczas reali-
zacji trajektorii efektor manipulatora powinien wykona¢ dwa obiegi okregu
w przestrzeni roboczej.

Po scatkowaniu ukladu réwnai rézniczkowych (3.29), zainicjowanego
w punkcie & = (1,1, 1)7, otrzymujemy rozwigzanie xo = (—0.325,1.23,1.57)7
punktowego zadania odwrotnego dla yqo = yq(0) = (5,2)"Y. Punkt xo
postuzy jako warunek poczatkowy przy rozwiazaniu uktadu réwnai (3.28),
pozwalajacych na znalezienie rozwiazania postawionego zadania. Trajek-
toria uzyskana przez scalkowanie ukladu (3.28) zostala przedstawiona na
rysunku 3.11. Zauwazmy, ze kolejnym obiegom efektora po okregu towa-
rzysza rozne sekwencje polozefi przegubdéw manipulatora. Przy wielokrot-
nym powtarzaniu trajektorii daje sie zauwazy¢ tendencja do poruszania
przede wszystkim poczatkowymi przegubami manipulatora. Analiza prze-
biegu bledéw polozenia i predkosci efektora pokazanych na rysunku 3.12
wskazuje, ze, podobnie jak w przypadku metody jakobianu odwrotnego (zo-

YZobacz przyklad 3.1.12.
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Rysunek 3.12 Bledy polozenia i predkosci efektora przy algorytmie jakobianu
pseudoodwrotnego.

bacz rysunek 3.5), sg to bledy numeryczne.

Obecnie, do rozwiazania zadania uzyjemy algorytmu asymptotyczne-
go (3.30), wynikajacego z polaczenia algorytmu jakobianu pseudoodwrot-
nego i algorytmu Newtona. Rozwiazanie otrzymane w wyniku scatkowania
réwnan (3.30) przy parametrze o = 5 przedstawia rysunek 3.13. Podobnie
jak w poprzednim przypadku, uklad réwnan zostal zainicjowany w punk-
ciex = (1,1,1)". Z rysunku widaé, ze uzyskane rozwiazanie dasy asympto-
tycznie do rozwiagzania uzyskanego przy uzyciu algorytmu jakobianu pseudo-
odwrotnego (zobacz rysunek 3.11), czemu w poczatkowej fazie ruchu towa-
rzysza duze predkosci w przegubach. Oczywiscie, tak samo jak w przypadku
nieredundantnym, predkosci te zaleza od wartosci parametru «. |

Przykiad 3.1.8 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

W tym przykladzie manipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym po-
traktujemy jako manipulator redundantny z kinematyka (2.77). Zadamy,
aby efektor manipulatora poruszat si¢ wzdtuz trajektorii yq4(t) postaci (3.24)
dla czasu t € 7 = [0,10][s]. Jak widaé, w tym przyktadzie okregliliSmy je-
dynie sposéb zmian polozenia efektora manipulatora, nie precyzujac jak
ma sie zmienial jego orientacja. Poniewaz rozpatrywany manipulator jest
redundantny, do rozwigzania odwrotnego zadania kinematyki uzyjemy me-
tody jakobianu pseudoodwrotnego zdefiniowanej wzorem (3.28). Przebieg
trajektorii przegubowej manipulatora dla konfiguracji poczatkowej x(0) =
(0.9,0.,1.29,-0.529,0.,0.)" (wartoéé uzyskana za pomoca algorytmu New-
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Rysunek 3.13 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla potréjnego wahadla uzyskane
przy pomocy algorytmu asymptotycznego z pseudoodwrotnoscia jakobianu.

tona (3.29)) przedstawia rysunek 3.14. Nie pokazany na rysunku kat xg
przyjmowatl stale warto§¢ 0. Dokonajmy krétkiego poréwnania tej trajek-
torii z trajektoria uzyskana w przykladzie 3.1.6 w wyniku zastosowania
metody jakobianu odwrotnego, pokazang na rysunku 3.10. Oczywiscie,
réwniez ta ostatnia trajektoria jest jednym z rozwiazani zadania odwrot-
nego. Jednakze, w przypadku nieredundantnym ustalenie orientacji, z jaka
mial zostaé wykonany ruch po linii §rubowej spowodowalo, ze ruch efektora
zostal zrealizowany przez poruszanie jedynie pierwszego, trzeciego i czwar-
tego przegubu manipulatora. W rozwiazaniu uzyskanym metoda jakobianu
pseudoodwrotnego nie porusza sie jedynie szésty przegub manipulatora.
Dopiero po wielokrotnym powtdrzeniu ruchu po linii Srubowej otrzymujemy
ta metoda rozwiazanie, w ktérym ruch jest praktycznie efektem porusza-
nia jedynie dwéch pierwszych przegubdéw manipulatora. Przyklad takiego
rozwiazania przedstawiono na rysunku 3.15. Rozwiazanie to uzyskano przez
scatkowanie ukladu réwnan rézniczkowych (3.28) zainicjowanych w punk-
cie x(0) = (1.8,—0.91,0.091,0.076,0.27,0.)" wyliczonym przy pomocy al-
gorytmu (3.29). Zauwazmy, ze otrzymana trajektoria nie lezy w granicach
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Rysunek 3.14 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu pseudo-
odwrotnego.

przestrzeni przegubowej manipulatora opisanej zaleznoscia (2.78), przez co
jej realizacja nie jest mozliwa. Unikniecie takich sytuacji umozliwi przedsta-
wiona nizej modyfikacja metody jakobianu pseudoodwrotnego, zilustrowana
przyktadem 3.1.9. n

Okazuje sig, ze trajektoria x4(t) spetniajaca uktad réwnaii (3.28) stanowi
szczegdlne rozwigzanie odwrotnego zadania kinematyki dla manipulatora
redundantnego. Jak bowiem latwo zauwazy¢, zaleznosé (3.27) prowadzi do
spostrzezenia

1) (1o = Jf )2 (%) =0,
z ktérego wynika, ze odwzorowanie

v (L= Jof ]2 (0) v (3.32)

stanowi projekcje przestrzeni R™ na przestrzen zerowa Ker J¢(x) jakobianu



3.1 Regqularne odwrotne zadanie kinematyks 117

X1 X2
1.8 -0.7
L7 - 0.8
1.6 0.9
15
t
t 2 4 6 8 10
YRV IRV G - L1
X3
0.4 0.2)(4
0.3 0.15
0.2 ol
0.1
t 0.05
2 4 6 8 10 t
-0.1 l 2 4 6 8 10
-0.2 - 0.05
X5 X3-
0.4 30X
0.38 0.4
0.36 0.2
0.34 ¢
0.32 ¢ 2 4 6 8 10
-02
028 2 \ji 6 -8 10
026 -04

Rysunek 3.15 Alternatywne rozwigzanie zadania odwrotnego dla manipulatora
IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jako-
bianu pseudoodwrotnego.

analitycznego. Korzystajac z tej wlasnosci, mozemy do prawej strony ukiadu
réwnan (3.28) doda¢ dowolny wektor nalezacy do Ker J¢(x), bedacy obrazem
pewnego wektora v € R™ przez odwzorowanie (3.32). W efekcie, otrzymu-
jemy metode jakobianu pseudoodwrotnego z projekcjq, zgodnie z ktéra
rozwiazanie ogélne zadania odwrotnego dla manipulatora redundantnego
spelnia nastepujacy uklad réwnan rézniczkowych

%a = I (xa)ga + (Tn = I3 (xa)] " (xa)) v, (3-33)

v € R", z warunkiem poczatkowym xo wyliczonym przy pomocy algorytmu
Newtona z projekcjq

E=—aJif (B)0c(E) —yo) + (I —JW @) V. (3:34)

Oba algorytmy (3.34), (3.33) mozna polaczyé w jeden algorytm asympto-
tyczny kinematyk: odwrotnej, dla ktérego warunek poczatkowy xo moze
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by¢ wybrany w sposéb arbitralny,

% = Juf 0o — alk(x) ~ya)) + (L =Ty 00 )) v, (3.35)

Przy t — +oo rozwigzanie ukladu (3.35) dazy do trajektorii uktadu (3.28).
Wybdr wektora v zalezy od dodatkowych kryteridéw, jakie powinna spelniaé
trajektoria przegubowa x(t). Jezeli przeguby manipulatora sa ograniczone,
naturalnym kryterium jest wymaganie, by polozenia przyjmowane przez
przeguby byly mozliwie bliskie §rodka zakresu ruchu przegubdéw (dalekie
od mechanicznych ograniczeni ruchu przegubéw). Funkcja odleglosci moze

mieé postac 1 & xi—% V

100= 302 (o) (3.36)
gdzie Xi, XimMm, Xim Ozhaczaja, odpowiednio, wspdlrzedne §rodka zakresu ru-
chu oraz gérnego i dolnego ograniczenia ruchu w i-tym przegubie manipula-
tora. Aby uzyskaé rozwigzanie odwrotnego zadania kinematyki respektujace
wymaganie unikania granicznych polozen przegubéw manipulatora, w algo-
rytmie (3.33) lub (3.35) nalezy zdefiniowaé wektorv = —f3 a%&:‘), 3 > 0. Inne
wybory wektora v moga mie¢ na celu maksymalizacje manipulowalno$ci ma-

nipulatora. Przedstawimy je w podrozdziale 3.1.5.

Przykiad 3.1.9 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Zalézmy, ze efektor manipulatora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym,
opisanego kinematyka (2.77), ma wykonywa¢ ruch wzdtuz trajektorii yq(t)
opisanej wzorem (3.24) dla chwil czasu t € Z = [0,10][s]. Interesuje nas
znalezienie trajektorii przegubowej manipulatora odpowiadajacej trajekto-
rii okre$lonej w przestrzeni zadaniowej. Jedno z rozwiazan takiego zadania,
uzyskane w wyniku scatkowania ukladu (3.28) z macierza W = I, przed-
stawiono na rysunku 3.16 (dwa inne rozwigzania mozna znalezé w przy-
kitadzie 3.1.8). W przedstawionym przypadku jako punkt startowy wy-
brali§my punkt x(0) = (1.13,—0.31,1.23,—0.51,0.014,0.) " znaleziony w wy-
niku rozwiazania réwnan (3.29). Wartos¢ nie pokazanego na rysunku 3.16
kata x¢ jest stale rowna 0. Jak widaé z rysunku, otrzymane rozwigzanie nie
lezy w dopuszczalnym zakresie zmian zmiennych przegubowych okre§lonym
przez (2.78) (linig przerywana pokazano minimalng warto$¢ kata x3). Aby
zapobiec tej sytuacji, nalezy w miejsce algorytmu (3.28) zastosowaé algo-
rytm (3.33) z wektorem v wybranym jako antygradient odleglosci (3.36).
Rozwigzanie uzyskane w ten sposéb (z macierza W = I) przedstawia rysu-
nek 3.17. |
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Rysunek 3.16 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu pseudo-
odwrotnego.

Metoda jakobianu rozszerzonego

Problem, jaki sie pojawia przy przejciu od ukltadu (3.19) do ukladu (3.20)
przy rozpatrywaniu kinematyki manipulatoréw redundantnych, bywa roz-
wiazywany inaczej niz poprzez zastosowanie pseudoodwrotnosci jakobianu.
Naturalna alternatywe stanowi wprowadzenie tzw. rozszerzonego jakobia-
nu analitycznego, bedacego macierza kwadratowa i nieosobliwa. Zalézmy,
ze dany jest jakobian analityczny J*(x) = % (x) rozmiaru mxn. Wybierzmy
zestaw n — m gladkich (analitycznych) funkcji f = (f1,f2,...,from)’
R™ — R™™ i wprowadZmy n — m ograniczeil réwnosciowych (typu ogra-
niczen konfiguracyjnych)

f1 (X) = fZ(x) == fn—m(x) =0. (3-37)
Zadamy, by dodatkowe ograniczenia byly niezalezne,

rank ﬁ(x) =n—m,
0x
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Rysunek 3.17 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu pseudo-
odwrotnego z projekcja.

i tworzymy rozszerzony jakobian analityczny
%k
d
Je(x) = [a’;](x), (3:38)
ox

ktéry jest macierza kwadratowa. Ograniczenia f(x) musza by¢ dobrane w ta-
ki sposéb, by rozszerzony jakobian byt nieosobliwy, przynajmniej wzdiuz
poszukiwanej trajektorii x4(t). Zaktadajac, ze rozwigzanie zadania odwrot-
nego przy ograniczeniach (3.37) istnieje, zrézniczkujemy zaleznosci

y =k(x)
0 =f(x)
wzgledem czasu otrzymujac

<g> =J*(x)x. (3-39)
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Stosownie do metody jakobianu rozszerzomego, rozwigzanie odwrotnego
zadania kinematyki uzyskujemy przez scaltkowanie ukitadu réwnan réznicz-
kowych

o= %) "0xa) (51), (5.40)

przy warunku poczatkowym xo = limi_;+ &(t), gdzie &(t) jest trajektoria
uktadu

E——agee) ' (e) (M), (3.41)

Potaczenie wyrazen (3.40) i (3.41) daje asymptotyczny algorytm kinema-
tykt odwrotnej

= () o) (S0 T D), (3.42)

zbiezny do rozwigzania zadania odwrotnego przy t — +oc.

Przykiad 3.1.10 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Przyjmijmy ponownie, ze zadanie manipulatora IRb-6 zamontowanego na
torze jezdnym polega na wykonaniu ruchu efektora wzdtuz trajektorii yq(t)
zadanej wzorem (3.24) dla chwil czasu t € Z = [0, 10][s]. Dodatkowo zaza-
dajmy, aby ruch ten zostal zrealizowany bez poruszania pierwszym, pigtym
i sz6stym przegubem manipulatora, co mozna zapisa¢ w formie ograniczen
konfiguracyjnych (3.37) jako

X1 =X10, X5 =X50, X6 = X60,

gdzie x;p oznacza i-ta skladowa konfiguracji poczatkowej manipulatora. Do-
laczajac powyzsze réwnania do réwnan kinematyki manipulatora (2.77)
i rézniczkujac catosé¢ otrzymujemy jakobian rozszerzony manipulatora J*¢(x)
odpowiadajacy wybranym ograniczeniom. Rozwiazanie ukladu réwnan ré-
zniczkowych (3.40), z tak wyliczonym jakobianem, zainicjowanego w punk-
cie poczatkowym x(0) = (0.9,0.,1.29,—0.529,0.,0.)", przedstawiono na ry-
sunku 3.18 (nie pokazany kat x4 byt stale réwny 0). Jak widaé z rysunku,
otrzymana trajektoria spelnia natozone ograniczenia. |
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Rysunek 3.18 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane przy wykorzystaniu algorytmu jakobianu roz-
SZErzZonego.

Metoda jakobianu transponowanego

Niech teraz bedzie dane punktowe zadanie odwrotne, polegajace na ob-
liczeniu konfiguracji przegubdéw x4 odpowiadajacej umieszczeniu efektora
w okreflonym punkcie Y4 przestrzeni zadaniowej. Zauwazmy, ze do osia-
gniecia tego celu dobrze nadaja si¢ algorytmy (3.21), (3.29) i (3.41) zaini-
cjowane przy dowolnym &y € R™. Co wiecej, przy zalozeniu, ze jakobian
analityczny jest pelnego rzedu, tzn. rank J¢(x) = m, algorytm

% = —aJ *T(x) (k(x) —ya), (3-43)

przy « > 0, jest algorytmem mnajszybszego spadku zapewniajacym ruch
w przestrzeni przegubowej w kierunku przeciwnym do gradientu funkcji
kwadratu btedu

Vix) = 5 (k(x) —ya)' (k(x) —ya).

Algorytm (3.43) jest algorytmem metody jakobianu transponowanego.
Trajektoria ukladu (3.43) zmierza w kierunku punktéw réwnowagi spel-



3.1 Regqularne odwrotne zadanie kinematyks 123

Rysunek 3.19 Rozwigzanie punktowego zadania odwrotnego dla manipulatora
IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym uzyskane przy wykorzystaniu algorytmu
jakobianu transponowanego.

niajacych zaleznosé¢ J¢T (x)(k(x) —yq) = 0. Latwo zauwazyé, ze o ile tylko
rank J4(x) = m, punktami x réwnowagi uktadu (3.43) sa rozwigzania za-
dania odwrotnego k(x) = yq. Jest rzecza oczywista, ze z obliczeniowego
punktu widzenia algorytm najszybszego spadku (3.43) jest znacznie mniej
zlozony niz algorytm (3.29).

Przykiad 3.1.11 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
W celu zilustrowania dziatania algorytmu (3.43) zalézmy, ze naszym zada-
niem jest znalezienie punktu startowego xo dla trajektorii (3.24) (tzn. ta-
kiego xo, ze k(xo) =y (0) przy kinematyce k(x) opisanej réwnaniem (2.77)).
W tym celu rozwiazemy uklad réwnan rézniczkowych (3.43) zainicjowany
w punkcie x(0) = (1,1,1,1,1,1)". Wyniki, przy réznych wartosciach para-
metru «, przedstawia rysunek 3.19.

Analogicznych obliczenn dokonaliSmy postugujac si¢ algorytmem (3.29)
wykorzystujacym pseudoodwrotnosé jakobianu analitycznego manipulatora
(macierz W = [;). Rezultat jest pokazany na rysunku 3.20. Po poréwnaniu
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Rysunek 3.20 Rozwigzanie punktowego zadania odwrotnego dla manipulatora
IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym uzyskane przy wykorzystaniu pseudood-
wrotnosci jakobianu.

obu rysunkéw latwo zauwazyé, ze algorytm z pseudoodwrotno$cig jakobianu
charakteryzuje sie szybsza zbieznodcia. Cena, jaka trzeba za to zaplacic, jest
czas obliczen. Czas znajdowania rozwiazania z uzyciem jakobianu transpo-
nowanego byl prawie o trzy rzedy krétszy od czasu potrzebnego na uzyskanie
rozwiazania przy pomocy algorytmu (3.29) przy takich samych wartosciach
parametréw. |

Geometryczne metody jakobianowe

Algorytmy kinematyki odwrotnej we wspdlrzednych, przedstawione formu-
tami (3.20), (3.28), (3.33) i (3.40), mozna zaadaptowaé do rozwiazania zada-
nia odwrotnego postawionego w sposéb ogélny, bez odwotania do ukladéw
wspélrzednych. W tym celu zalézmy, ze jest dana trajektoria z4(t) €
Z C SE(3) na rozmaito$ci zadaniowej, okre§lona w chwilach t € 7 C R.
Aby znalezé odpowiednia trajektorie ruchu przegubdw qq(t), wyliczamy
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predkosé¢ w ukladzie przestrzeni

fi: |:[wosd] V(S)d:| :id(t)za] (t)

i wyznaczamy wektory wgq, vsq. Zwiazek miedzy predkosciag q ruchu prze-
gubéw a wektorem predkosci (vl,wI)T jest okreslony przez jakobian geo-
metryczny w przestrzeni

(o) =raa (3.49)

Odpowiednikiem algorytmu (3.33) jest w tym przypadku algorytm

ao=i @ (00) + (- F@aPlad)v. (39

S

Analogicznie, dodajac do kinematyki K(q) manipulatora n—m niezaleznych
ograniczen, jak w formule (3.37), otrzymujemy rozszerzony jakobian geome-
tryczny w przestrzeni

se J*(q)
= .46
i formulujemy odpowiednik algorytmu (3.40) w postaci
Vsd
4a=J)"(qa) | wsa |- (3-47)
0

3.1.4 Metoda mnoznikéw Lagrange’a

Rozwazmy kinematyke manipulatora redundantnego wyrazong we wspét-
rzednych
y =k(x),

gdziex € R™",y € R™, m < n, i zal6zmy, ze punktowe zadanie odwrotne po-
lega na znalezieniu konfiguracji przegubéw odpowiadajacej osiggnigciu przez
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efektor ustalonych wspélrzednych zadaniowych y4. Metoda mnoznikéw La-
grange’a polega na wprowadzeniu pewnej funkcji oceny jakosci zachowania
manipulatora H(x), okreslonej na przestrzeni przegubowej, i sprowadzeniu
zadania odwrotnego do zadania optymalizacji warunkowej funkcji H(x) przy
ograniczeniu réwno§ciowym

F(x) =k(x) —yqa =0. (3.48)

Standardowa metoda rozwiazania takiego zadania wymaga zdefiniowania
lagranzianu
L(x,A) = H(x) + ATF(x)

zawierajacego wektor mnoznikéw Lagrange’a A € R™. Warunki konieczne
optymalnosci maja postac

J*T (A = h(x), (3-49)
przy oznaczeniach J%(x) = %(x), h(x) = —%(x). Zalézmy, ze pierwsze

m kolumn jakobianu analitycznego J(x) jest niezaleznych. W celu wyeli-
minowania z ukladu réwnai (3.49) wektora A podzielimy te réwnania na
dwie grupy zlozone, odpowiednio, z m pierwszych réwnan oraz z pozosta-
lych n — m réwnan, w nastepujacy sposéb

IaT(X)A — |: Jm(x) :|A — ( hm(x) )
) .

Jn-m(x hn_m(x)

Do wyliczenia mnoznikéw Lagrange’a wykorzystamy pierwsza grupe réwnan
otrzymujac

A =T (X)hy(x). (3.50)

Podstawienie (3.50) do drugiej grupy réwnan pozwala uzyskaé nastepujaca
zaleznosé

[_]nfm(x)];m] (x) ]Infm] h(x) = 0. (3-51)

Rozwigzanie odwrotnego zadania kinematyki jest teraz réwnowazne rozwia-
zaniu ukladu n réwnan zlozonego z (3.48) oraz (3.51).

Przykilad 3.1.12 (Potréjne wahadlo)
Szukamy rozwiazania Xy punktowego zadania odwrotnego dla potréjnego
wahadta z przykiadu 3.1.7, dla punktu yq0 = (5,2)", ktéry jest punktem
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Rysunek 3.21 Rozwiazanie punktowego zadania odwrotnego dla potrdéjnego wa-
hadla uzyskane przy wykorzystaniu pseudoodwrotnosci jakobianu.

startowym trajektorii (3.31). Zadanie to mozna rozwigza¢ tak samo jak
w przyktadzie 3.1.7, wykorzystujac uklad réwnan rézniczkowych (3.29).
Przebieg trajektorii uktadu (3.29) dla @ = 5, W = I3 oraz warunku po-
czatkowego & = (1,1,1)" przedstawia rysunek 3.21. Na rysunku poka-
zali§my takze przebieg funkcji manipulowalno$ci manipulatora m(x(t))*
wzdluz otrzymanej trajektorii. Jako rozwiazanie zadania punktowego otrzy-
mujemy w ten sposéb konfiguracie xo = (—0.325,1.23,1.57)7, dla ktérej
manipulowalno$é¢ wynosi m(xg) = 20.7.

Podany wyzej sposéb pozwala na znalezienie jednego z wielu rozwigzan
zadania odwrotnego. Jezeli interesuje nas rozwigzanie spelniajace dodat-
kowe kryteria, do jego okre§lenia mozemy postuzy¢ sie metoda mnoznikéw
Lagrange'a z odpowiednio dobrang funkcja oceny jako$ci zachowania mani-
pulatora H(x). Zalézmy, ze zalezy nam na znalezieniu rozwigzania potozo-
nego mozliwie daleko od konfiguracji osobliwych. W tym celu funkcje H(x)
przyjmiemy w postaci kwadratu funkcji manipulowalnosci m(x). Po doko-
naniu takiego wyboru, w wyniku rozwiazania ukladu réwnan (3.48), (3.51)
za pomoca algorytmu Newtona otrzymujemy przebiegi polozenia przegubdw
manipulatora i manipulowalno$ci przedstawione na rysunku 3.22. Rozwia-
zaniem zadania punktowego jest wektor polozenia przegubdéw manipula-
tora xo = (—0.525,2.29, —0.869)", dla ktérego manipulowalnosé¢ osigga war-
tosé m(xp) = 22.3. [ |

*Zdefiniowanej w nastepnym podrozdziale.
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Rysunek 3.22 Rozwiazanie punktowego zadania odwrotnego dla potrdjnego wa-
hadla uzyskane metoda mnoznikéw Lagrange’a.

3.1.5 Elipsoida manipulowalnosci

Z definicji jakobianu analitycznego lub geometrycznego manipulatora wy-
nika, ze obydwa typy jakobiandéw mozna traktowaé jako zalezne od biezacej
konfiguracji przeksztalcenia liniowe predkosci ruchu w przegubach w pred-
ko§¢ ruchu efektora. Dla ustalenia uwagi rozwazmy jakobian analitycz-
ny J*(x) jako przeksztalcenie predkosci

y =] (x)x.
Zdefiniujmy sfere jednostkowa w przestrzeni predkosci przegubowych
S — (x| 2 = 1}

i wyznaczmy jej obraz w przestrzeni predkodci zadaniowych korzystajac
z zaleznosci (3.28) przy zalozeniu, ze macierz W = I,. W wyniku otrzymu-
jemy elipsoide

Bnx) = {y |97 1207 00) 'y =1}, (3.52)
zwana elipsordg manipulowalnosci. Macierz
M(x) = J¢(x)]T (x)

rozmiaru m X m nazywamy macterzq manipulowalnosci. Z definicji ma-
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cierzy manipulowalnodci i twierdzenia Rayleigha-Ritza* wynika nastepujace
oszacowanie

A [VIIF VMY < A V]2,

gdzie Amx), XMM oznaczaja, odpowiednio, najmniejsza i najwieksza war-
tos¢ wilasna macierzy M(x). W konsekwencji, elipsoida (3.52) zawiera sig
w pierScieniu sferycznym ograniczonym dwiema sferami

. 2 . 2 =~
Yl* =AM oraz [[Yl|° = Ampx)

o0 promieniach | /Apmx), XM(X). Elipsoida manipulowalnosci obrazuje zdol-
nosci manipulacyjne manipulatora zwane zrecznoscia manipulatora; w szcze-
gblnodci to, na ile elipsoida odbiega od sfery wskazuje na stopieri anizotro-
pit dzialania manipulatora w danej konfiguracji. W konfiguracji izotro-
powej, tzn. gdy Amx) = XM(X), elipsoida manipulowalnoéci staje sie sfera.
Miarg liczbowa manipulowalnos$ci w danej konfiguracji jest objetos¢ elipso-
idy manipulowalnosci'

m(x) = \/det M(x), (3-53)
ktéra w przypadku manipulatora nieredundantnego jest réwna

m(x) = |det J(x)]. (3-54)
Funkcja m(x) nazywa sie funkcjg manipulowalnosct manipulatora. Jak
wynika z definicji (3.53), manipulowalno$¢ w konfiguracji x jest réwna pier-

wiastkowi kwadratowemu z iloczynu wartosci wiasnych macierzy manipulo-
walnosci,

(3-55)

Zgodnie z oczekiwaniem, manipulowalno§é¢ maleje do zera w konfiguracjach
osobliwych.

*Zobacz dodatek A.1.
tScigle, objetosé elipsoidy manipulowalnodci = m(x)V(qu), gdzie V(qu) oznacza
objetosé sfery jednostkowej w R™.
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Rysunek 3.23 Przykladowa elipsoida manipulowalnosci dla manipulatora typu
podwdjne wahadlo oraz wplyw odleglosci od konfiguracji osobliwej na ksztalt elip-
soidy.

Wartoéci wlasne macierzy manipulowalno§ci moga postuzy¢ do zdefinio-
wania innych miar zrecznosci manipulatora. Do wazniejszych miar nalezy
tzw. stopient uwarunkowania konfiguracji x,

(3-56)

ktérego duze warto§ci wskazuja na znaczny stopien anizotropii konfigura-
cji x. Dla konfiguracji bliskich osobliwym stopien uwarunkowania ro$nie
nieograniczenie. Funkcje m(x), k(x) moga by¢ wykorzystywane w algoryt-
mach kinematyki odwrotnej typu (3.33) do uzyskania trajektorii x(t) za-
pewniajacej duza manipulowalnosé lub izotropowo§¢ manipulatora. W tym
celu za wektor v w wyrazeniu (3.33) nalezy podstawi¢ odpowiednio

0Kk(x)
ox '’

om(x)

lub
0x "

v="_5 - B B > 0.

Przykiad 3.1.13 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)

Rysunek 3.23 przedstawia przyktadows elipsoide! manipulowalnosci dla ma-
nipulatora typu podwdjne wahadlo (wykres po lewej stronie), oraz wplyw
odleglosci od konfiguracji osobliwej na ksztalt tej elipsoidy (wykres po pra-
wej stronie). Jak widaé, w miare zblizania si¢ do osobliwosci, powierzchnia
ograniczona elipsa maleje, by w konfiguracji osobliwej spas¢ do zera (elipsa
degeneruje si¢ do odcinka). [ |

W istocie — elipse.
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3.2 Osobliwe odwrotne zadanie kinematyki

We wszystkich rozwazanych dotad algorytmach kinematyki odwrotnej wy-
magana byla nieosobliwo$¢ jakobianu manipulatora, czyli pelny rzad wier-
szowy macierzy J¢(x), J*(q), J°(q), J™(q). Wystepowanie konfiguracji oso-
bliwych manipulatora ma wplyw na istnienie i jednoznaczno$é rozwigzania
odwrotnego zadania kinematyki. Ze wzgledu na zle uwarunkowanie ope-
racji wyznaczania odwrotnosci (pseudoodwrotnosci) jakobianu manipula-
tora w poblizu konfiguracji osobliwych, co moze prowadzi¢ do nieograniczo-
nego wzrostu predkodci ruchu przegubéw manipulatora, osobliwe zadanie
odwrotne kinematyki wymaga zastosowania specjalnych algorytméw.

3.2.1 Unikanie osobliwosci
Pojecia podstawowe

Istnienie konfiguracji osobliwych manipulatoréw posiadajacych nieograni-
czone przeguby obrotowe ma Zrédlc w odmiennej geometrii rozmaitosci
konfiguracyjnej i rozmaitosci zadaniowej manipulatora. Ta przyczyna oso-
bliwosci kinematyki ma charakter fundamentalny i nie moze by¢ usunieta
poprzez przekonstruowanie manipulatora (z wyjatkiem mechanicznego ogra-
niczenia zakresu ruchu w przegubach obrotowych). W szczegélnosci, zwie-
kszenie liczby stopni swobody manipulatora (wprowadzenie redundancji)
nie eliminuje konfiguracji osobliwych, chociaz powoduje, ze ich obecnos¢
staje sie mniej ucigzliwa. Okazuje sie bowiem, ze redundancja manipu-
latora moze zostal wykorzystana do unikniecia pewnych konfiguracji oso-
bliwych przy realizacji zadania manipulatora. Aby przedstawié zagadnie-
nie unikania konfiguracji osobliwych w sposéb precyzyjny, zalézmy, ze jest
dana reprezentacja kinematyki manipulatora redundantnego (n > m) we
wspoirzednych (2.65),

k: R*" —R™ y=k(x). (3.57)

Konfiguracje osobliwe kinematyki, traktowanej jako odwzorowanie, naleza

do zbioru
rank <]‘1(x) = ak(x)) < m}.

— R™
S {x S %

Powiadamy, ze konfiguracja osobliwa x € S jest mozliwa do unikniecia, je-
zeli istnieje nieosobliwa konfiguracja x’ manipulatora, taka ze k(x) = k(x’).
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W przeciwnym razie, konfiguracja x jest niemoziiwa do unikniecia. Wia-
snos§¢ ,,mozliwa do unikniecia” oznacza, ze polozenie i orientacja efektora
w przestrzeni zadaniowej, osiagalne w konfiguracji osobliwej, moga by¢ zre-
alizowane w innej, nieosobliwej konfiguracji manipulatora. Jezeli ta kon-
figuracja nieosobliwa lezy w pewnym (malym) otoczeniu konfiguracji oso-
bliwej x, méwimy ze konfiguracja x jest lokainie mozliwa do unikniecia.
Jak tatwo zauwazy¢, wiasnos¢ ,lokalnie mozliwa do uniknigcia” jest moc-
niejsza od witasnosci ,,mozliwa do unikniecia”. Jezeli w pewnym otoczeniu
konfiguracji x nie ma nieosobliwej konfiguracji x’, takiej ze k(x) = k(x'),
to x nazywamy konfiguracja lokalnie niemozliwg do unikniecia. Ta ostat-
nia wlasno§é jest w oczywisty sposéb stabsza od wlasnoéci ,,niemozliwa do
unikniecia”.

Kinematyka o stopniu redundancji 1

Kryteria wlasnosci ,konfiguracja osobliwa mozliwa do unikniecia” przed-
stawimy najpierw przy zalozeniu, ze stopien redundancji kinematyki (3.57)
wynosi 1, tzn. gdy n = m+ 1. W tym celu stowarzyszymy z kinematyka
pewien uklad dynamiczny

x = X(x), (3-58)

zwany uktadem dynamicznym ruchu wiasnego, w ktérym poszczegdlne
sktadowe pola wektorowego X(x) = (X;(x),...,Xn(x))" definiuje sie formula

Xi(x) = (—1)"" det J*(x), (3-59)

a symbol J'(x) oznacza jakobian analityczny J%(x) z usunieta i-ta kolumna.

Mozna pokazaé, ze uklad dynamiczny ruchu wlasnego zostal zdefinio-
wany w taki sposob, ze X(x) € KerJ%(x), pole X ma zerowa dywergencje,

divX(x) = tr %(x) =0,
ox

a jego punkty réwnowagi X(x) = 0 znajduja si¢ w konfiguracjach osobliwych.
Wynika stad, ze trajektoria ukladu (3.58), rézna od punktu réwnowagi,
sktada sie z konfiguracji nieosobliwych. Co wiecej, wzdluz trajektorii tego
uktadu kinematyka k(x) przyjmuje stata warto$¢. Oznacza to, ze trajektorie
leza na tzw. rozmaitosci ruchu wiasnego kinematyki. Jezeli pewna trajek-
toria zbliza sie asymptotycznie przy t — +oo do punktu réwnowagi ukladu
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dynamicznego ruchu witasnego, oznacza to, ze wartosci wspélrzednych zada-
niowych przyjmowane przez kinematyke manipulatora w punkcie réwnowagi
i na trajektorii sg takie same. W konsekwencji, konfiguracja osobliwa od-
powiadajaca punktowi réwnowagi ukiladu dynamicznego ruchu wiasnego
jest mozliwa do unikniecia. Jezeli natomiast punkt réwnowagi nie posiada
dazacych do/od niego trajektorii uktadu (3.58), to odpowiadajaca mu konfi-
guracja osobliwa jest niemozliwa do unikniecia. Wyrazajac to spostrzezenie
w sposéb formalny powiemy, ze konfiguracja osobliwa x jest mozliwa do
unikniecia, jezeli punkt x jest asymptotycznie stabilnym lub niestabilnym
punktem réwnowagi uktadu (3.58). Konfiguracja x jest niemozliwa do unik-
niecia, jezeli x jest punktem réwnowagi uktadu (3.58), stabilnym w sensie
Lapunowa. Dzieki takiemu sformulowaniu, rozstrzyganie czy dana konfi-
guracja osobliwa manipulatora jest mozliwa czy niemozliwa do unikniecia
zostalo sprowadzone do badania stabilnodci ukladu dynamicznego ruchu
wlasnego. Elementarnym warunkiem wystarczajacym na to, aby konfigu-
racja osobliwa x byla lokalnie mozliwa do uniknigcia (a wigc mozliwa do
uniknigcia) jest, by macierz przyblizenia liniowego uktadu (3.58) w punkcie
réwnowagi posiadata warto$é wlasng o réznej od zera czesci rzeczywistej.

Badanie stabilno$ci ukladu (3.58) upraszcza si¢ znacznie przy odpowied-
nim wyborze wspélrzednych przegubowych. Niech xo = (Xo1y. -y Xom—1,
Xom,Xon)' oznacza konfiguracje osobliwa kinematyki (3.57) korzedu 1, co
oznacza, ze jakobian analityczny J¢(xq) = %(xo) ma rzad m—1. Bez utraty
ogdblnosci mozemy zalozyé, ze w konfiguracji xo jakobian analityczny spelnia
nastepujacy warunek

ok 0k
aX] aXm_]
rank : : (xo) =m—1. (3.60)
Okm—1 . Okm 1
0Xx1 0Xm_1

Korzystajac z wlasnosci (3.60) zdefiniujemy w pewnym otoczeniu xy nowy
uktad wspéirzednych

&= @(x) = (k1 (X),...,km,1 (x),xm,xn)T. (361)
Nietrudno sprawdzié, ze rank %‘)‘:— (x0) = mn, zatem, na mocy twierdzenia

o funkcji odwrotnej*, (3.61) jest odwzorowaniem lokalnie wzajemnie jed-
noznacznym i gtadkim (tzn. lokalnym dyfeomorfizmem). W nowych wspét-

*Zobacz dodatek A.2.
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rzednych kinematyka y = k(x) przyjmuje postaé
y=ko@ (&) =h(&) = (&, Em-1,hm (&),

w ktérej funkcja hy, spelnia warunek hy, 0@ (x) = ki (x). Uktad dynamiczny
ruchu wlasnego upraszcza si¢ w nowych wspéirzednych do postaci (n =
m+1)

é.] =0 - ém—] =0
: Ohpm (&)
_ (__1\ym+] m
: Ohm (&)
— (=1 )Mz S
Co wiecej, poniewaz wspdtrzedne &7 = kq1(xo),. .., &mo1 = km_1(x0) sa state

na trajektoriach ukladu, dynamika ukladu (3.62) redukuje si¢ do dynamiki
uktadu hamiltonowskiego w R?

dH(q,p) .  9H(q,p)
Py (3-63)

op

z hamiltonianem H(q,p) = (=1)™ Ty (ki(Xo), - - -, km—1(x0), 4, )"

Punktem réwnowagi ukiadu (3.63) jest qo = Xom, Po = Xon. Ze wzgledu
na to, ze punkty réwnowagi uktadu hamiltonowskiego sg punktami krytycz-
nymi hamiltonianu H(q,p), stabilne w sensie Lapunowa beda te punkty,
w ktérych hamiltonian osigga minimum badZ maksimum, natomiast niesta-
bilne sa punkty, w ktérych hamiltonian ma punkt siodtowy. Wynika stad
nastepujace kryterium.

Twierdzenie 3.2.1 Niech xo = (Xo1,-..,Xom, Xon)' € R" oznacza konfi-
guracje osobliwg korzedu 1 kinematyki k(x) = (k1(x),ka(x), ..., km(x))T
o stopniu redundancyi 1 spetniajgce; warunek (3.60). Zdefiniugymy wy-
roznitk A konfiguracji osobliwej

°H  9°H
3gZ2  dqd
A(XO) = det agH a%,}l) (XOm» XOn)-
opdq  op?
Wowczas, jezelt wyroznik
A(Xo) > 0,

tZobacz dodatek A.3.
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to konfiguracja xo jest lokalnie niemozliwa do unikniecia. W przypadku,
gdy wyrdznik
A(Xo) < O,

konfiguracja xo jest lokalnie mozliwa do unikniecia. W oryginalnych
wspotrzednych w przestrzent przegubowej

A(xy) = AB — C?,

przy czym wyrazenia A, B, C sq okreslone przez nastepujqce zaleznosci:

A azkm B akm—1 TPakm—1 R akm—1 _Taka—l
o oxd, OXm OXm OXm g
B azkm B akmfl T p akmfl g akmfl B Tazkmfl
2 OXn OXn O0Xn oxz '
_ O (AT okt ok
X OXn OXn 0Xm OXm
akmfl azka
~R T

OMxXn  OXmOxXn'

natomiast macierz P 1 wektory wierszowe R, S, T speiniajg réwnania

k™ Ak,
oxm—1 = Jxm-1’
aka—]
k™! T kM1 . a)q(‘)xmfl - azkm
oxm—1 oxm—1 az];mq T dxm—Tlogxm—1’
OXp_10x™1
akmf1 N azkmf1 akmfl T akmfl B azkm
oxm-1 X OX™ ! OxXm oxm1  dxpoxm—1’
akmf1 azkmf1 akmf1 TPakm71 _ azkm
oxm—1 Oxy 0x™! Oxn xm—1  9x oxm1’
W powyzszych wzorach k™' = (k1,...,km-1)", xX™ " = (x1,...,%m-1)",

n =m+ 1, a wszystkie pochodne czqstkowe nalezy obliczyé w konfigu-
racjr osobliwej Xo.
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Kinematyka o stopniu redundancji > 1

Obecnie zajmiemy sie kinematyka y = k(x) o dowolnym stopniu redundan-
cjit=m—m > 1. Niech xy oznacza, jak poprzednio, konfiguracje osobliwg.
Jakobian analityczny J*(x) = %(x) ma obecnie rozmiar m x n. Ustalmy

zbidr wskaznikéow 1 < 11 < - -+ < g1 < ni zdefiniujmy uklad dynamiczny

X =Xi, i (%), (3.64)
ktérego pole wektorowe Xi, i, ., (X) = (X iy 1 1(X)see ey Xiyipsyn(x))7
ma skladowe

Xiy i k(%) =
O, jeZelik#i],...,ier],
= 1 s Tak S (3.65)
(—1)™" det odiet (x), jezeli k =1, dla pewnego .
W wyrazeniu (3.65) ia]k.__imﬂ (x) oznacza macierz rozmiaru m x m zlozona
z kolumn jakobianu analitycznego J¢(x) o numerach 1iy,..., i;,11, 2 usunieta
kolumna numer k. Biorac wszystkie kombinacje wskaznikéw 1ir,..., ima1

uzyskujemy rodzing ukladéw dynamicznych postaci (3.64), zwanych ukta-
dami hamiltonowskims stowarzyszonymi z kinematyka k. Pola Xj, i, .,
nosza nazwe hamiltonowskich. Podobnie, jak w przypadku stopnia redun-
dancji r = 1, pola hamiltonowskie X;, i, ,(x) € Ker Je(x)}, ich dywergen-
cja div Xy, .1,.,, (x) = 0, a konfiguracja osobliwa x¢ jest punktem réwnowagi
kazdego uktadu hamiltonowskiego. Mozliwos¢ lub niemozliwo§¢ unikniecia
konfiguracji xo bedzie zalezna od przebiegu trajektorii ukladéw hamilto-
nowskich w poblizu punktu réwnowagi. Pociagga to za soba nastepujacy
warunek wystarczajacy na to, aby konfiguracja osobliwa byla mozliwa do
uniknigcia: jest tak, jezeli istnieje taki uklad hamiltonowski Xi, i, ., (x),
ktérego macierz przyblizenia liniowego w punkcie xy posiada warto§¢ wlasna
0 niezerowej czesci rzeczywistej.

Skoncentrujemy teraz naszg uwage na konfiguracjach osobliwych korze-
du 1. Dla kazdej konfiguracji korzedu 1 istniejg takie wspélrzedne w prze-
strzeni przegubowej, okreélone w pewnym otoczeniu konfiguracji osobli-
wej, ze uklady hamiltonowskie (3.64) przyjmuja szczegdlnie prosta postad.

{Zauwazmy, ze pola hamiltonowskie naleza do dystrybucji rozpietej przez kolumny
macierzy cht]a —I,.
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Zalézmy, ze w konfiguracji osobliwej xo jakobian analityczny manipulato-

ra J%(xo) = ak ~ (x0) spelnia warunek
ok kg
0xq 0Xm—1
rank : : (xo) =m—1. (3.66)
Okm—1 Okm—1
aX] e axm,1

Korzystajac z (3.66), zdefiniujemy wokét xy uktad wspdirzednych
£, = (kl (X), LRER km—1 (X),Xm, cee axn)T-
Kinematyke y = k(x) w nowych wspdirzednych mozna zapisaé jako

Yy =ko (P71 (E-) :h(Z,) = (a])-")amfhhm(&))-r)

przy czym funkcja h., (&) spelnia warunek hm o@(x) = kn(x). W no-
wych wspdlrzednych tylko pola Xi2. mmsi(&), 1 = 1,2,...,1 — m, nie sa
tozsamosciowo réwne zeru, przy czym
ohn (&
X]Z...mm+i,m(£.) = (*1 )m-H am()
E,m-‘ri (367)
X]Z...mm+i‘ m+i(£) = (_]) “Aaz
0&m

natomiast pozostate sktadowe pola X112, mm+i(&) znikaja. Z definicji (3.67)
wynika istnienie zbioru niezmienniczego

M:{‘E:(ah---)an)TERn‘ Ej:kj(x0)>j:1)---)m_1}7

wspdlnego dla wszystkich pdél hamiltonowskich. Oznaczmy wspéirzedne na
zbiorze M = R™ ™ jako 8 = (6p,...,0nm)" i niech X} | . . bedzie
ograniczeniem pola X1z, mm+i, 1 = 1,2,...,m —m, do zbioru niezmienni-
czego M. Zdefiniujmy funkcje

H(e) = hm(k1 (XO)) oo )km71 (Xo), eOa e] Yooy en—m)- (368)

Nietrudno pokazaé, ze

)
20,

n120H(6)

0,

(_])m+

Xqulm mi, 0(9)
(3-69)

X]Z mmi, 1(9) (_])
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Co wiecej, funkcja H(0) jest catka pierwsza (stala ruchu)’ kazdego z pél
wektorowych (3.69), co oznacza, ze

dHXM (0) = 0.

12..mm+i
Bezposredniag konsekwencja istnienia statej ruchu jest nastepujacy rezultat.
Twierdzenie 3.2.2 Niech Xo = (X01,X02, « - -, Xom—1, Xoms « -, Xon )| € R
bedzie konfiguracjg osobliwg korzedu 1 kinematyk: manzpulatora k(x) =

(k1 (x), k2 (%), ..., kin(x))T 0 stopniu redundancji > 1 spetniajgcej waru-
nek (3.66). Zatdimy, Ze macierz Hessego statej ruchu

9%H
H(xo) = TGZ(XOTmXOmH) ce vy Xon) (3.70)

ma niezerowe wartosci wtasne 1 okreslmy wndeks I'(xo) macierzy H(xo)
jako liczbe ujemnych wartosct wtasnych H(xy). Wdowczas, jezels

F(XQ) =0 lub r(Xo) :n—m—H,
to xo jest konfiguracjq lokalnie niemozliwg do unikniecia. Jezeli
1< F(XO) <Sn—m,

to konfiguracja xo jest lokalnie mozliwa do unikniecia. W oryginal-
nych wspdtrzednych w przestrzeni przegubowej, macierz (3.70) mozna
wyrazi¢ w nastepujace] formie

Hxo) = ~MT(X = PIM — (MT(Y - Q) +
+(MTY—-Q)") +(W-8),

gdzie

akm—1 —1 akm—1 2

M = , X = &,
oxm-1 0Xm o(xm—1)2

_ &, W= azﬁ,
XM= 19x, X2,
—1

Ok [ Ok™! o%km-1

P — i,j<m-—1,

7 e <axm1 ) ox;0x; 7 bIsm

SZobacz dodatek A.3.
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—1
Ok [ Ok™ T\ 02km!
Qij = oxm—1 <axm—1 ) aXian ’ rsm-— 1: m<jsn,
g _ Okm (OK™ o2 m<i j<n
Y axm4 axm” aXian ! = =
przy oznaczeniach X™ ' = (x1,...,%Xm-1)", Xm = (Xmy...,xn)', k™! =
(K1y..., km1)" oraz przy zatozeniu, Ze wszystkie pochodne czgstkowe

zostaty obliczone w konfiguracji osobliwe] xo7.

Przykiad 3.2.1 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Dla ilustracji warunkéw unikania konfiguracji osobliwych podanych w twier-
dzeniu 3.2.2 rozwazymy kinematyke manipulatora IRb-6 zamontowanego na
torze jezdnym w aspekcie wspdirzednych potozenia,

Y1 cor + e(cacscq + 5286)
y=|y2 | =k(x) = X1 + $27 + e(s2¢5¢6 — €286) , (3-71)
Y3 —d; + decs — azs3 — azss — ecgSs

z efektorem przesunigtym o pewna odlegtos¢ e. W réwnaniu (3.71) para-
metr 1 = azc3 + azcq + dgss. Wspblrzedne przegubowe i zadaniowe zostaty
ponumerowane w taki sposéb, zeby byt spelniony warunek (3.66). Wy-
bierzmy konfiguracje osobliwa xo = (x1, X2, s, %, 0, 74)T. Po wykonaniu
odpowiednich obliczen stwierdzamy, ze macierz H(xy) w tej konfiguracji ma
postaé

@w 0 0 0
0 a3 0 0

Hixo)= | o o L el (3.72)
0 0 e 0

Latwo sprawdzié, ze macierz H(x() ma jedna ujemna warto$¢ wiasng, zatem
jej indeks T'(xo) = 1. Wynika stad, na mocy twierdzenia 3.2.2, ze wybrana
konfiguracja osobliwa jest mozliwa do unikniecia. ]

YW przypadku, gdy stopien redundancji v = 1, wyznacznik macierzy H(xo) jest réwny
wyréznikowi A(xo). Wyrdznik A(xo) > 0 oznacza, ze H(xo) ma obie wartosci wlasne jed-
nakowego znaku, A(xo) < 0 — ze wartosci wlasne sa przeciwnych znakéw. W rezultacie,
twierdzenie 3.2.1 staje sie szczegdlnym przypadkiem twierdzenia 3.2.2.
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3.2.2 Metoda postaci normalnych
Pojecia podstawowe

Zasada unikania konfiguracji osobliwych przy rozwiazywaniu odwrotnego
zadania kinematyki moze by¢ zastosowana do manipulatoréw redundant-
nych wylacznie w odniesieniu do tych konfiguracji osobliwych, ktére sa
mozliwe do uniknigcia. Wszelako jednak, dla manipulatoréw nieredun-
dantnych lub dla niemozliwych do unikniecia konfiguracji osobliwych ma-
nipulatoréw redundantnych, potrzebne sa specjalne algorytmy kinematyki
odwrotnej, zdolne do wyznaczenia trajektorii ruchu przegubéw przechodza-
cych przez konfiguracje osobliwe. Takie algorytmy bedziemy nazywacé algo-
rytmamsi osobliwe; kinematyk:t odwrotnej. Przypomnijmy sformutowanie
odwrotnego zadania kinematyki manipulatora we wspdirzednych:

Majac dana kinematyke manipulatora y = k(x) i trajektorie za-
daniowa yq(t), t € Z, wyznaczyé trajektorie przegubowa x4(t),
taka ze ya(t) = k(xa(t)).

Przy rozwiazywaniu osobliwego odwrotnego zadania kinematyki dopusz-
czamy, aby trajektoria przegubowa przechodzila przez lub w poblizu kon-
figuracji osobliwych manipulatora. Do metod pozwalajacych na uzyska-
nie rozwigzania tego zadania w postaci jawnej nalezy metoda postaci nor-
malnych. Jej gléwna idea polega na przeksztalceniu odwrotnego zadania
kinematyki dla kinematyki oryginalnej do zadania dla reprezentujacej ja
réwnowaznej postaci normalnej, rozwigzaniu zadania dla postaci normal-
nej i przeksztatceniu uzyskanego rozwigzania z powrotem do wspélrzednych
kinematyki oryginalne;j.

Zdefiniowanie postaci normalnej kinematyki wymaga wprowadzenia po-
jecia réwnowaznosci odwzorowan, zgodnie z ktérym dwa odwzorowania sa
réwnowazne, jezeli staja sie identyczne w odpowiednio dobranych uktadach
wspdlrzednych. Bardziej formalnie, gladkie odwzorowania f,g : R™ — R™
nazywamy réwnowaznymi, jezeli istnieja uklady wspéirzednych (dyfeomor-
fizmy) @ : R™ — R i{p : R™ — R™, takie ze diagram

rRr —f g™

@l Jlb

Rt —9 Rgm

jest przemienny, tzn. b of = g o @. Rdéwnowaznos¢ odwzorowan jest lo-
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kalna, jezeli uktady wspdtrzednych ¢, U sa okreslone lokalnie. Uzywana
przez nas réwnowaznos$¢ wywodzi si¢ z teorii osobliwosci odwzorowan i nosi
nazwe RL-réwnowaznosci (right-left). Klasa odwzorowan réwnowaznych
danemu odwzorowaniu f moze by¢ reprezentowana przez odpowiednio wy-
branego przedstawiciela tej klasy, nazywanego postaciqg normalng odwzo-
rowania f. Zwykle wymaga sie, aby posta¢ normalna byla ,prosta” z este-
tycznego punktu widzenia*. W zagadnieniach kinematyki manipulatoréw
posta¢ normalna powinna przede wszystkim umozliwiaé rozwigzanie od-
wrotnego zadania kinematyki.

Niech k : R™ — R™, y = k(x), n > m oznacza kinematyke mani-
pulatora. Zaldzmy, ze xo € R" jest konfiguracja regularna, tzn. taka ze
rank %(xo) = m. Zdefiniujmy lokalne uktady wspétrzednych

& =@(x) = (k(x) —k(x0), Xmi1y- -y xn)T,

n=vy) =y —kxo). (3.73)

Zgodnie z twierdzeniem o funkcji odwrotnej, odwzorowanie ¢ jest lokal-
nym dyfeomorfizmem przeksztalcajacym pewne otoczenie konfiguracji xg
na pewne otoczenie 0 € R™. Analogicznie, VP jest lokalnym dyfeomorfizmem
odwzorowujacym otoczenie yo = k(xo) na otoczenie 0 € R™. Latwo za-
uwazy¢, ze dyfeomorfizmy (3.73) przeksztalcaja kinematyke k(x) do postaci

n=%ko(&) =vokoe (&) = (&,...,&m). (3-74)

Jak widzimy, przy uzyciu dyfeomorfizméw (3.73) jesteSmy w stanie spro-
wadzi¢ kinematyke nieosobliwa do postaci liniowej projekcji R™ na R™f
bedacej postacig normalng kinematyki nieosobliwej. Poniewaz powyzsza
elementarna obserwacja jest istotna z punktu widzenia odwrotnego zadania
kinematyki i zadania §ledzenia trajektorii, sformulujemy ja formalnie.

Whniosek 3.2.1 Zatozmy, ze xo jest konfiguracjg regularng kinematy-
kit k : R" — R™, y = k(x). Wowczas, kinematyka ta jest lokalnie

*Jak zaznaczyliémy we Wprowadzeniu, za patrona metody postaci normalnych obie-
ramy W. Ockhama.

"W rozumieniu teorii osobliwosci kinematyka k(x) jest lokalnie RL-réwnowazna po-
staci (3.74). W dalszej czeéci niniejszego podrozdziatu bedziemy méwié, ze kinematyka
jest lokalnie réwnowazna pewnej postaci normalnej lub ze mozna jg przeksztalci¢ do pew-
nej postaci normalne;j.
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réwnowazna lintowe] projekcyi

T

Ko(X1y. 00y Xn) = (X150 0y Xm) (3.75)

Uzywajac jezyka postaci normalnych powiemy, ze algorytmy kinematyki
odwrotnej manipulatoréw opisane w podrozdziale 3.1 moga by¢ stosowane
jedynie do kinematyki majacej posta¢ normalna typu liniowej projekcji.
W tym miejscu pojawia sie pytanie: W jaki sposéb rozwiazaé¢ odwrotne
zadanie kinematyki w przypadku kinematyki, ktéra nie jest réwnowazna
postaci (3.75)7

Algorytm

Metoda pozwalajaca na rozwiazanie tak postawionego zadania jest metoda
postaci normalnych. Zgodnie z przestaniem metody, rozwiazanie odwrot-
nego zadania kinematyki sformulowanego dla kinematyki oryginalnej spro-
wadzone zostaje do rozwigzania odwrotnego zadania kinematyki dla postaci
normalnej kinematyki. Przy zalozeniu, ze trajektoria zadana przecina oso-
bliwosci w dyskretnych chwilach czasu, dyrektywy postepowania wynikajace
z metody postaci normalnych mozna sformulowaé¢ w postaci nastepujacej
procedury.

Krok 1. Dla kinematyki okre§lonej we wspoirzednych k : R* — R™,
y = k(x) i trajektorii zadanej yq(t), t € Z = [tp, ti] znalez
zbidér konfiguracji osobliwych S i wyznaczy¢ uporzadkowany zbidr
chwil {t;i} = T, i > 0, w ktdérych trajektoria yq4(t) przecina zbidér
wartosci osobliwych k(S) kinematyki k. Przyja¢ to = t,, i = 1.
Jesli chwila ty nalezy do otoczenia ts; przejsé¢ do kroku 3.

Krok 2. Zastosowa¢ do rozwiazania zadania kinematyki odwrotnej dla cza-
sow t € [ti1,tsi — &, przy wybranym ¢; > 0, jedna z me-
tod pozwalajacych na rozwiazanie regularnego odwrotnego za-
dania kinematyki, opisanych w podrozdziale 3.1, z warunkiem
poczatkowym x4(ti_1), takim ze yq(ti—1) = k(xq(ti—1)).

Krok 3. Okredli¢ konfiguracje osobliwa xs; = X(tsi), wyznaczyé postaé nor-
malng ko kinematyki k w otoczeniu tej konfiguracji oraz znalezé
uktady wspétrzednych @ : U — @(U), E = @(x)id: V —
Y(V), n = P(y) okreslone na otwartych otoczeniach U > x4
iV 3> k(xs), takie ze

koo @(x) = ok(x). (3.76)



3.2 Osobliwe odwrotne zadanie kinematyk: 143

Krok 4. Wyrazi¢ trajektorie zadana yq4(t) € V (dla t € [ty — &5, tsi + €il)
we wspoélrzednych 1, zgodnie z zaleznoscia

na(t) =d(yalt).

Krok 5. Rozwiaza¢ odwrotne zadanie kinematyki dla postaci normalnej ko
i trajektorii zadanej ng(t), tzn. znalezé &£4(t) € @(U), ktére spel-
nia réwnanie

Na(t) =Kko(&a(t)).

Krok 6. Przeksztalci¢ uzyskane rozwiazanie &4(t) z powrotem do oryginal-
nych wspélrzednych przegubowych obliczajac

xa(t) = @ ' (£4(t)) € WL

Krok 7. Przyjaé t; = ts;+¢i, a nastepnie 1 « i+1. Jesli tg; € T powtorzyé
kroki 2-6. W przeciwnym razie, jesli ti_1 < tx, wykonaé krok 2
dla chwil czasu t € [t;_1, tx]. W wyniku potaczenia rozwiazania re-
gularnego (otrzymanego w kroku 2) i osobliwego (z kroku 6) uzy-
skujemy kompletne rozwiazanie odwrotnego zadania kinematyki
w postaci trajektorii x4(t), t € [tp, ti] okreslonej w przestrzeni
przegubowej manipulatora.

Jak widaé, algorytm metody postaci normalnych skiada sie z dwéch za-
sadniczych czeéci: pierwszej, pozwalajacej na wyznaczenie odcinkéw trajek-
torii przebiegajacych w otoczeniu konfiguracji regularnych (krok 2), i dru-
giej, w ktérej sa okreslane odcinki trajektorii polozone w otoczeniu konfi-
guracji osobliwych (kroki 3-6). Rozwiazanie osobliwego odwrotnego zada-
nia kinematyki polega wiec na sukcesywnym wyznaczaniu nieosobliwych i
osobliwych fragmentéw trajektorii przegubowej, a nastepnie ich polaczeniu
w fazie koficowej (krok 7). O dlugosci fragmentéw osobliwych, okreslone;
parametrami ¢;, a co za tym idzie o doborze wartosci tych parametrow,
decyduja mozliwoSci metody rozwigzania regularnego zadania kinematyki
odwrotnej, zastosowanej w kroku 2 algorytmu, oraz wielko§¢ dziedziny dy-
feomorfizméw @ i P wyznaczonych w kroku 3. W skrajnych przypad-
kach, cala poszukiwana trajektoria moze by¢ wyznaczona wylacznie z wy-
korzystaniem albo osobliwej (patrz przykiad 3.2.3), albo nieosobliwej (patrz
przyktady 3.2.4 i 3.2.6) czesci algorytmu.
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Analiza algorytmu metody postaci normalnych prowadzi do wniosku,
ze najtrudniejsze do realizacji sg kroki 3 i 5. W kroku 3 musimy okresli¢
posta¢ normalng kinematyki w konfiguracji osobliwej oraz znalezé postacie
dyfeomorfizméw transformujacych kinematyke do postaci normalnej. Prak-
tyczny sposéb znajdowania dyfeomorfizméw zostanie przedstawiony nieco
dalej, na przyktadzie manipulatora typu podwdjne wahadto (przyktad 3.2.3)1.
Drugim trudnym do przejscia etapem algorytmu jest krok 5. Postaé nor-
malna kinematyki musi by¢ wystarczajaco prosta, aby bylo dla niej mozliwe
rozwiazanie odwrotnego zadania kinematyki. Dyskusja tego zagadnienia
zajmiemy sie w dalszej czesci niniejszego podrozdzialu, po wyznaczeniu ty-
powych postaci normalnych kinematyki.

Obecnie przedstawimy sposoby okres§lania postaci normalnych kinema-
tyki. Zgodnie z rozwazaniami przeprowadzonymi w rozdziale 2.3.5, konfi-
guracje korzedu 1, nalezace do zbioru Sy, tworza najwiekszy podzbidr konfi-
guracji osobliwych, czesto niemozliwych do unikniecia podczas planowania
i $ledzenia trajektorii. Z tego wzgledu skupimy uwage na analizie kinema-
tyki manipulatoréw w otoczeniu konfiguracji nalezacych do S;. Naszym
celem bedzie podanie warunkéw, ktére pozwola na zdefiniowanie postaci
normalnych kinematyki w otoczeniu konfiguracji osobliwych korzedu 1.

Postacie normalne

Rozpatrzmy reprezentacje kinematyki we wspélrzednych, w formie odwzo-
rowania analitycznego

k: R* — R™, y=k(x) = (ki(x),...,km(x))". (3-77)
Oznaczmy przez xo € St konfiguracje osobliwa korzedu 1 kinematyki. Dla xg

mamy

ok
rank &(xo) =rank J%xo) =m—1, (3.78)
gdzie J¢(x) oznacza jakobian analityczny manipulatora. Zauwazmy, ze dla
kinematyki y = k(x) i konfiguracji osobliwej xo € S, po zastosowaniu
odpowiedniej permutacji wspdlrzednych (x1,...,%Xn) i (Y1y...,Ym), warun-

tPokrétce, wykorzystuje sie w tym celu wlasnosé, ze dyfeomorfizmy ¢ i\ sa anali-
tyczne, moga wiec by¢ reprezentowane przez ich rozwinigcia w szereg Taylora. JesteSmy
w ten sposéb w stanie wyznaczy¢ je z dowolnie duza dokladnoscia.
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kowi (3.78) mozna nada¢ postaé

Ok Ok
aX] aXm,]
rank : : (xp) =m—1. (3-79)
Okm—1 - Okm—1
0x1 0Xm—1

Zdefiniujmy dla macierzy J¢(x) zbiér n — m + 1 podmacierzy J*(x),
i=m,m+1,...,n rozmiaru m x m zlozonych z m — 1 pierwszych kolumn
J¢(x) oraz kolumny i-tej tej macierzy. Oznaczmy przez v, Vimii,-. .., Vn baze
przestrzeni Ker J¢(xo). Warunek réwnowaznosci kinematyki kwadratowej
postact normalnej przedstawia nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.3 Niech xo bedzie konfiguracjg osobliwg korzedu 1 ki-
nematyki k(x) spetniajgcej warunek (3.79). Wowczas, jezeli

d(detJem)

d(det ]am—H)
rank : (x0)Vm vl =n—m+1, (3.80)

d(det J)

to w pewnym otoczeniu konfiguracji Xo kinematyka k(x) jest réwnowaz-
na kwadratowej postact normalnej

ko(%) = (X1,X2y«« oy Xm—1, 4 (Xmy - - ,xn))T, (3.81)

gdzie q(Xmy ..., xn) = —X5 — - — XA 1, +Xh o+ + X%, dla pewne-

gos=0,....,n—m+1,

Nietrudno sprawdzi¢, ze warunek rzedu (3.80) nie zalezy od przyjetych
ukladéw wspdlrzednych przegubowych i zadaniowych.

Dla kinematyki nieredundantnej, z podanego twierdzenia mozna wycia-
gna¢ nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.2.2 Niech x¢ bedzie konfiguracjg osobliwg korzedu 1 kine-
matyk: nieredundantne; k : R* — R" speiniajgcej warunek (3.79)

przy m=n. Jezel:
d(detJ%) (xo)v #0, (3.82)

gdzie wektor v jest rozungzaniem réwnania J*(xo)v = 0, to w pewnym
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otoczeniu konfiguracji Xy kinematyka k(x) jest réwnowazna kwadrato-
wej (parabolicznej) postaci normalnej

.
ko(x) = (X1,X2y -y Xn1,X3) . (3-83)

Przeprowadzone dotad badania konfiguracji osobliwych kinematyki mani-
pulatoréw wykazuja, ze kwadratowa posta¢ normalna jest najpowszech-
niejsza postacia normalna kinematyki w otoczeniu konfiguracji osobliwych
korzedu 1. Mniej rozpowszechnionym typem postaci normalnej jest hiper-
boliczna postac normalna. W celu okredlenia warunkéw jej wystepowania,
dla kinematyki (3.77) spelniajacej warunek (3.79) zdefiniujmy w otoczeniu
konfiguracji osobliwej x( lokalny uklad wspéirzednych

E=@(x) = (K(x)y- ey Kino10), Xmy - oy Xn) (3.84)

przeksztalcajacy otoczenie U punktu xo w otoczenie V punktu & = @(xo).
Nazwijmy przekrojem otoczenia V zbidr

Vin={&=(&,&,..., &) € V| &, =&n,,
512 = E:Olz)-“) E,lr = E’Olr}'

Utwérzmy zbiér n — m + 1 podmacierzy J*(x), i = m,m+1,...,n, okre-
$lonych tak samo, jak poprzednim twierdzeniu. Warunki istnienia hiperbo-
licznej postaci normalnej kinematyki podaje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.4 Niech Xxo bedzie konfiguracjg osobliwg korzedu 1 ki-
nematyk: k(x) spetniajgce; warunek (3.79) © niech @(x) bedzie zdefinio-
wane przez (3.84). Jezeli istniejq wskainikt i1,...,i, € (mym+1,...,n},
T =n—m+ 1, wraz z odpowiadajgcyms im wskaZnikamsi ji,...,jr €
{1,2,...,m— 1}, takie ze

det ] o m*‘] —det]®| #0 A det] o' =0
v u i
detJ2o@7 " #£0 A det]% o' =0
vil viliz
det J% o @~ 20 A det]* o =0,

1 eeip g
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oraz dla s =1,2,...,7

. 0@ —1
d(det J**)(xo) (a(xO)> #0,
X jskol
to w pewnym otoczeniu konfiguracyi Xo kinematyka k(x) jest réwnowaz-
na hiperbolicznej postact normalnes

Ko(%) = (X1yX2y -+ oy X1y Xiy Xy + -+ - + X0, X5,) - (3.85)

Podobnie jak w przypadku kwadratowej postaci normalnej, na podsta-
wie powyzszego twierdzenia jesteSmy w stanie sformulowaé wniosek do-
tyczacy wystepowania hiperbolicznej postaci normalnej kinematyki niere-
dundantnej.

Whniosek 3.2.3 Niech xy bedzie konfiguracjg osobliwg korzedu 1 kine-
matykr nieredundantne; k : R — R", speiniajgce; warunek (3.79)
przy m = n, 1 niech @(x) bedzie zdefintowane wzorem (3.84) réwniez
dla m =n. Oznaczmy przez S1 zbidr konfiguracji osobliwych korzedu 1
kinematyki k(x). Zatéimy, Ze

detJoly = detJ@o @], # 0.

Jezeli istnieje wskaznik j € {1,2,...,n— 1}, taki ze
e '(Vj)csinu (3.86)
oraz ]
a o )
d(detJ%)(xo) [ 5= (x0)) #0, (3-87)
ox jkol

to w pewnym otoczeniu konfiguracji xo kinematyka k(x) jest réwnowaz-
na hiperbolicznej postact normalnes

ko(%) = (x1,X2, - - Xn1, Xj%n) . (3-88)

Przed pokazaniem przykladéw zastosowania metody postaci normal-
nych przedyskutujemy rozwiazanie odwrotnego zadania kinematyki dla pa-
rabolicznej i hiperbolicznej postaci normalnej kinematyki nieredundantne;j’.
W przypadku pierwszej z nich, zdefiniowanej jako

y =ko(x) = (thz)---,xnf],Xﬁ)T,

SZasygnalizowane w kroku 5 algorytmu przedstawionego na stronie 142.
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dla trajektorii zadaniowej yq(t) = (ya1(t),...,yan(t))" zaleznej w sposéb
gtadki od czasu i przechodzacej w chwili ts przez konfiguracje osobliwa (tzn.
takiej, ze yan(ts) = 0), otrzymujemy nastepujace cztery rozwiazania od-
wrotnego zadania kinematyki

:
xa(t) = (yar(t), -+, Yan1 (8, £/ 5an (V) (3.89)

xa(t) = (yar (1), Yanr (0, £5g(t — 6)V5an0),  (3.00)

z ktérych jedynie dwa ostatnie sg zawsze gladkie. Widzimy, ze warunkiem
koniecznym istnienia rozwiazania jest speinienie nieréwnosci yqgn(t) = 0.
Dla hiperbolicznej postaci normalnej

Y =ko(x) = (X1,X2, -y Xn_1, XXn) |,

j = 1,...,n— 1, przy zalozeniu gtadkiej trajektorii zadaniowej yq(t) =
(ya1(t)y...,yan(t))" przechodzacej przez konfiguracje osobliwa w chwili ts ¥,
otrzymujemy rozwigzanie odwrotnego zadania kinematyki

xa(t) = To(Ya(t) = (yar(t), ., Yan-1(t),7o(t))", (3.91)

gdzie 1o(t) = %i’;((tt)) dla t # t; oraz ro(t) jest nieokreslone dla t = t;. Za-

uwazmy, ze warunkiem koniecznym istnienia rozwiazania zadania odwrot-
nego jest yan(ts) = 0. Aby uzyskana wéwczas trajektoria x4(t) byta ciagla,
Udn(T)

spoéréd mozliwych wartosci 1o(ts) nalezy wybraé ry(ts) = lin% TOR
T—ts Jdj

Obecnie zilustrujemy na przykladach sposéb okre§lenia postaci normal-
nych kinematyki w otoczeniu konfiguracji osobliwych oraz zastosowanie me-
tody postaci normalnych do rozwigzania osobliwego odwrotnego zadania
kinematyki.

Przykiad 3.2.2 (Manipulator typu podwéjne wahadtlo)

Manipulator typu podwéjne wahadlo moze zostaé opisany kinematyka po-
staci (2.68), ze zbiorem konfiguracji osobliwych (2.137). Okre§lmy postacie
normalne kinematyki podwdéjnego wahadta. Oczywiscie, w otoczeniu konfi-
guracji regularnych kinematyka jest réwnowazna liniowej postaci normalnej

ko(x) = (x1,%2)T,

I Tzn. takiej, ze yaj(ts) = 0.
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na mocy wniosku 3.2.1. Manipulator przyjmuje konfiguracje osobliwa, gdy
jego drugie ramie jest w pelni wyprostowane (x; mod 27t = 0) lub catkowicie
zlozone (x; mod 27 = 7). Na podstawie analizy jakobianu analitycznego
manipulatora (2.82) latwo zauwazyé, ze wszystkie konfiguracje osobliwe ki-
nematyki (2.68) sa korzedu 1. Zmiana kolejnosci wspéirzednych przegubo-
wych zgodnie z zaleznoscig

(7_(1>7_¢2) = (XZ)X1 )7

prowadzi do zdefiniowania kinematyki

Y1 > 1y cos X3 + 1, cos(X1 +X3)
= — k(%) = .
Y (92) (%) <11 sinX; + Ly sin(X) +%2) /)’ (3-92)

ktorej jakobian analityczny
Al —Lsin(X +%2) —lysink; — Lysin(Xy + X2)
Je(x) = - < _ N
Lycos(X1 +%X2) lycosxy + Lycos(X1 + X2)
a zbidr konfiguracji osobliwych $; = {X = (%1,%2)" € R?| sin% = 0}. Ki-
nematyka (3.92) spelnia warunek (3.79), jesli sinXp; # 0. Rozwigzanie
réwnania J%(Xo)v = 0 dla Xy = (Xo1,%02)" € S1 mozna wybraé jako

v (41 +1,,—1,)", dla %o mod 2 =0,
(L —1,,1,)",  dla %o mod 2w = .

Rézniczka wyznacznika jakobianu analitycznego ma postaé

111;,0), dlax d2m =0,
d(de”a)(io):{(m ) a Xo1 mod 27

(—4i1,,0), dla Xo; mod2mt = T
W konsekwencji, lewa strona nieréwnosci (3.82) jest réwna

LL (L + 1), dla Xo; mod2m =0,
LL (L, —1;), dla X mod2mr =,

i dla X7 mod 27t = 0 jest zawsze rézna od zeral, a dla Xo; mod 27t = 7t jest
niezerowa wtedy i tylko wtedy, gdy 1 # ;. Przeprowadzenie podobnej
analizy po dodatkowej zmianie kolejnosci wspétrzednych zadaniowych kine-
matyki (wéwczas warunek (3.79) jest speiniony, jesli cosXo, # 0) prowadzi
na podstawie wniosku 3.2.2 do nastepujacego stwierdzenia.

I Prayjmujemy, ze 11,1, > 0.
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Whniosek 3.2.4 Kinematyka manipulatora typu podwdine wahadto po-
swada paraboliczng postaé normalng

ko(x) = (x1,%3)',

w otoczeniu konfiguracyi osobliwych xgp mod2m =0, a przy 1 # 1, takze
w otoczeniu konfiguracji osobliwych xoy mod 27t = 7.

Widzimy, ze jedynymi konfiguracjami manipulatora, dla ktérych nie okre§li-
lismy dotychczas postaci normalnej sg konfiguracje osobliwe xp mod 2t = 7t
przy l; = l,. Przyjmijmy xo; = 7, co przy kinematyce (3.92) odpowiada
konfiguracji osobliwej %o = (71, %02)". Do okreslenia postaci normalnej w tej
sytuacji postuzymy sie wnioskiem 3.2.3. Zgodnie z zaleznoscia (3.84), zde-
finiujmy w otoczeniu tej konfiguracji osobliwej uklad wspéirzednych

£ — <£1> — o®) = <l1 cosXy + LE cos(Xq + 722)>. (3.93)

& X2

Odwzorowanie (3.93) jest wzajemnie jednoznaczne dla otoczenia punktu
osobliwego Xo = (Xo1,X02)" postaci

U= (F+a o) x (F-ouF+a)

przy 0 < o < T/,. Dla takiego otoczenia U, N Sy = {m} x (% — 5+ oc),

a zatem
e(UyNSy) = {(11 cos Xy + 1 cos(Xq +7¢2),7‘<2)T‘ Xp=m §—a<
<X < %—i—oc}:{((11—12)cos£2,£2)T] %—O(<<(,2< %—Foc}.

7 drugiej strony, otoczenie V punktu & = @(Xo) = ((11 — 12) cos Xo2, X02)"
przyjmuje postaé

Vo =0Uy) = {(&1,8)7] & =L cos Xy + 1 cos(R1 + X2),
&2 = X, (7_(1))_(2)1- € uoc};
skad otrzymujemy
Vo = {((li — 1) cos X2, £2)T| T —x < &5 < T+ «}.

Widaé wiec, ze dla 1} = 1, jest prawdziwa zalezno$é¢ @ (U, N'S;) = V4, co
oznacza spelnienie warunku (3.86).
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Dla dtugosci ramion 1y = 1, rézniczka wyznacznika jakobianu analitycz-
nego w punkcie Xy = (71, %02)" ma postaé

d(detJ*)(%0) = (—14,0),

0@ _ . l]17x 0
g — sin o2
<a)z (x°)> [ o 1l

Wida¢ stad, ze warunek (3.87) jest spelniony, gdyz

a macierz

o (00N L
dlaet)*)5o) (o)) = oo
W ten sposéb ustaliliSmy postaé normalng kinematyki manipulatora ty-
pu podwoéjne wahadlo dla konfiguracji osobliwej xo, = 7, przy L1 = 1y
isinxg; # 0. Po przeprowadzeniu podobnej analizy, przy dodatkowej zamia-
nie miejscami wspélrzednych zadaniowych y; iy, kinematyki, dochodzimy
do nastepujacej konkluzji.

Whniosek 3.2.5 W otoczeniu konfiguracji osobliwych xo» mod 27t = 7t ki-
nematyka manipulatora typu podwdine wahadto, ktérego ramiona majq
jednakowe dtugosci (11 = 1;), jest réwnowazna hiperbolicznej postact
normalnej
T
ko(x) = (x1,x1%2) . -

Przykiad 3.2.3 (Manipulator typu podwéjne wahadto)
W tym przykladzie opiszemy pierwszy, przyblizony sposéb rozwiazania od-
wrotnego zadania kinematyki z wykorzystaniem metody postaci normal-
nych. Drugi sposéb, w ktérym korzystamy z rozwigzania regularnego od-
wrotnego zadania kinematyki w postaci jawnej (przyktad 3.1.1) i wnioskéw
plynacych z metody postaci normalnych, przedstawia przykiad nastepny.
W obliczeniach przyjmiemy |} =5, 1, = 3.

Niech zadaniem manipulatora bedzie przemieszczenie efektora wzdiuz
trajektorii zadaniowej majacej postaé okregu

_ (yar(t)\ _ (64 2sin(Et)
yalt) = <yd2(t)> B < 2cos(§t5) )’ (3-94)

w przedziale czasu Z = [0, 10]**. Rysunek 3.24 przedstawia §ciezke w prze-

**Poréwnaj z trajektoria z przyktadu 3.1.5.
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SoT -

Rysunek 3.24 Sciezka zadana w przestrzeni roboczej manipulatora typu podwéj-
ne wahadlo.

strzeni roboczej manipulatora (obszar zakropkowany) odpowiadajaca zada-
nej trajektorii. Naszym celem jest znalezienie trajektorii przegubowej ma-
nipulatora pozwalajacej na realizacje trajektorii (3.94). Zauwazmy, ze tra-
jektoria ta zostala tak dobrana, aby jej realizacja wymagata wprowadzenia
manipulatora w konfiguracje osobliwa, co powoduje, ze préba rozwigzania
zadania metoda jakobianu odwrotnego konczy sie niepowodzeniem.

Zgodnie z pierwszym krokiem algorytmu metody postaci normalnych,
musimy wyznaczy¢ zbiér chwil, w ktérych trajektoria (3.94) przecina obraz
zbioru konfiguracji osobliwych k(S) przy S zdefiniowanym wzorem (2.137).
Latwo pokazaé, ze dla manipulatora typu podwdjne wahadlo dzieje sie tak
wtedy i tylko wtedy, gdy

yi () +yht) = (L £ L)?,

co w analizowanym przykladzie sprowadza sie do jednego z dwéch wa-
runkéw: 40 + 24sin(7st) = 64, albo 40 + 24sin("/st) = 4. Pierwszy
warunek jest speilniony dla tg; = 2.5, gdy manipulator osiaga konfigura-
cie xs = (0,0)". Zblizanie sie trajektorii przegubowej do konfiguracji osobli-
wej potwierdza préba rozwigzania zadania odwrotnego metodg jakobianu
odwrotnego; podczas numerycznego rozwigzywania uktadu réwnan (3.20)
otrzymujemy komunikat o zlym uwarunkowaniu ukladu spowodowanym
wystapieniem osobliwosci, co uniemozliwia jego rozwigzanie (w przepro-
wadzonych symulacjach komunikat taki otrzymaliSmy w chwili t = 2.496).

Zajmiemy sie obecnie wyznaczeniem osobliwego fragmentu poszukiwa-
nej trajektorii, zgodnie z algorytmem metody postaci normalnych. Krok 3
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algorytmu wymaga wyznaczenia postaci normalnej kinematyki. Na podsta-
wie wniosku 3.2.4 wiemy, ze w konfiguracji osobliwej x; = (0,0)" kinematyka
badanego manipulatora jest réwnowazna parabolicznej postaci normalnej.
Naszym zadaniem jest zatem znalezienie uktadéw wspétrzednych & = @(x),
n = VP(y), w ktérych bedzie spelniona zalezno§é (3.76). Odwzorowan @,
VP bedziemy szukal w postaci rozwinie¢ w szereg Taylora. Cala operacje
przeprowadzimy w dwdéch etapach. W pierwszym etapie znajdziemy uklady
wspdtrzednych X = @(x), § = P(y), ktére sprowadzaja rozpatrywana kine-
matyke do postaci k(X) = (X1, 7(%X))"T, w drugim — uklady wspéirzednych
E=0(%),n= IT)(g) redukujace kinematyke k(X) do parabolicznej postaci
normalnej ko(§) = (51,£§)T. Odwzorowania @(x), P(y) znajdziemy jako
zlozenia

E=0ox)=@op(x)
(3-95)

n=9%y) =body).

Po zmianie kolejnodci wspéirzednych zadaniowych kinematyki (2.68)
majacej na celu spelnienie warunku (3.79), kinematyka manipulatora przyj-
muje postaé

5s1 4 3s12
y =k(x) = ( .

5¢1 + 3¢z (3.96)

Po rozwinigciu kinematyki (3.96) w szereg Taylora w otoczeniu punktu oso-
bliwego xs = (xs1,%s2)" = (0,0)" otrzymujemy

o 3)-

<8x1 — 3x3 + 3% — 3xdxg — 3xixd — X340t (x))
= ?

8 — 4x% —3x1%2 — %X% + o*(x)

gdzie o™(x) oznacza mala funkcje rzedu n-tego ze wzgledu na sktadowe we-
ktora x™. Wybér odwzorowar @(x) i ¥(y) w postaci

% =0x) = (k(x —xs),x2 —xs2)"
7 =1v(y) =y —k(x,),

W ogélnosci, dla kinematyki nieredundantnej o liczbie stopni swobody n, do posta-
cik(X) = (X1,...,%n_1,7(X))7, zwanej prenormalng.
HTzn. w rozwinieciu Taylora o™ (x) najnizsza potega X wynosi n.
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czyli

X =

_— Y1
b <92—8)’

prowadzi do uzyskania kinematyki k(X) opisanej wyrazeniem

<8x1 — %x? + 3% — %xfxz — %xpc% — %xg + 04(x)>
X2

e _ o “
=k(x) =Pokod ](x):( i ] _)j |
’ —16X7 — 1655 + o' (%) (3-97)
gdzie
@—1 (%) = <z1g>_<1 + 30%77? - %iz + %)‘qig + %7—% + 04(72)).
X2

Bedziemy teraz szukaé pary odwzorowan & = @(X) = (§1(X), §2(X))"
in =) = (§:(5), $2(5))" spetniajacych réwnanie (3.76) dla k(x) = k(x)
i parabolicznej postaci normalnej ko(§) = (5,1,5%)T. Na wstepie zauwazmy,
ze dla pierwszych wspdétrzednych poszukiwanych przeksztalced mamy &; =
@1(X) = X1, m = P1(§) = 1. Aby znalezé ¢(X) i (2(§), zaléimy ze
rozwiniecie w szereg Taylora odwzorowania @(X) ma postaé

(& A [ X
t= <az) == <¢>z(>z)>’

gdzie §2(%) = 1% + axX2 + a3%? + aX1%; + asx; + 0°(X), a; =+ a5 — pa-
rametry rozwiniecia. Wéweczas, ztozenie kinematyki ko (&) z @(X) prowadzi

do wyrazenia
(M) x o e(®) — X1

gdzie §3(%) = a?%? + 2a1ax%% + a2%3 + 2a1a3%3 + 2(a2a3 + aras)RI%p +
2(ara4+ aq a5)>'q7'<% +2aza57'<3 +0*(%). Z drugiej strony, rozwiniecie w szereg
Taylora odwzorowania @(g) postaci

fmyy  a Y1
n= (ﬂz) =vi)= (@2(‘3))7
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gdzie 11 (g) = b1G2+baiy +b35% +ba3 +0*(§1) zawiera wspétcaynnik by =
+1 i nieznane parametry b,-b,!, po zlozeniu z k(%) daje

(MY B okix) — X
1= () =9E0 = (e ) (3:99)

gdzie P, (k(X)) = byx; — 11—6b17'<% + bgi% + b4>'<? — }—wa'c% +0*(X). Poréwnanie
wspétczynnikéw przy odpowiednich potegach w (3.98) i (3.99) pozwala
stwierdzi¢, ze kinematyka (3.97) przyjmuje paraboliczng posta¢ normalng
we wspOlrzednych

AN U1
nbw = (0 )
Y=\ g — Lot + o' (1)
Analogicznie, na podstawie zaleznosci (3.95), mozemy stwierdzi¢ to samo
o kinematyce (2.68) wyrazonej we wspdlrzednych

£ = ox) = 8X1+3X2+03(X)
C o= \/Alsz+o3(x)

_ _ Y2
n=v)= (8 —y1— eyi + 04(yz)>'

Jak wynika z kroku 6 algorytmu metody postaci normalnych, do rozwigzania
zadania odwrotnego bedziemy potrzebowaé odwzorowania @', ktére ma
postaé

(3.100)

/s
x— @ (£) = (;;51 - \/23—0524-03(5.)).

%Ez + 03(&)

Wiyliczone przeksztalcenia umoszliwiajg rozwigzanie zadania w otocze-
niu konfiguracji osobliwych. Analiza przebiegu trajektorii zadanej pozwala
przyjaé, ze cala trajektoria lezy w tym otoczeniu, dzigki czemu rozwiazanie
zadania bedzie sie skladaé jedynie z czesci osobliwej. Zgodnie z krokiem 4 al-
gorytmu metody postaci normalnych, natozenie odwzorowania P (y) danego

Szczegdtowa analiza dyfeomorfizmu ﬁ)(g] prowadzi do wniosku, ze dla dowolnego n
jeSt on dany jako Il’(g) = (g]» cosyYno, igﬂ + f(gl) sy Ynaa ))Ty gdZie f(g1 yeroyYn—i ))
jest pewna funkcja analityczna, taka ze f(0) = 0.
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przez (3.2.3) na trajektori¢ zadana (3.94) pozwala na wyliczenie trajektorii
zadaniowej Mng(t) dla parabolicznej postaci normalnej. Rozwiazanie oso-
bliwego odwrotnego zadania kinematyki dla tej postaci normalnej wedlug
zaleznosdci (3.90) (krok 5 algorytmu), a nastepnie wyliczenie odwzorowa-
nia (3.100) wzdluz otrzymanego rozwiazania (krok 6), prowadzi do trajek-
torii pokazanych na rysunku 3.25. Przedstawione rozwiazanie uzyskano przy
rozwinieciu odwzorowan (3.2.3) w szereg Taylora z dokladnoscia do wyrazow
rzedu siédmego. W wyrazeniu (3.90) przyjeto znak plus. Biedy potozenia
i predkosci efektora manipulatora przy tak uzyskanej trajektorii ilustruje ry-
sunek 3.26. Rysunek 3.27 pokazuje §ciezke rzeczywista (linia ciagla) w prze-
strzeni roboczej uzyskana w wyniku rozwigzania zadania, przedstawiona
na tle Sciezki zadanej (linia przerywana). Modut btedu potozenia efektora
osiaga maksymalng warto§¢ 0.122 dla chwili t = 7.88. Dodajmy, ze dla
czaséw t € [1,4] maksymalna wartosé btedu spada do poziomu 4 x 107 (dla
czaséw t € [2,3]F jest to juz tylko 2 x 1077, to znaczy duzo ponizej poziomu
bledéw numerycznych towarzyszacych metodom jakobianowym). W celu
zmniejszenia bledédw nalezaloby wykorzystaé jedynie fragment przedstawio-
nego rozwiazania osobliwego, a pozostala czesé trajektorii znalezé zgodnie
z krokiem 2 algorytmu metody postaci normalnych lub okresli¢ dyfeomor-
fizmy @, P z wieksza dokladnoscia. Mozna tez skorzystaé z metody postaci
normalnych w sposéb zilustrowany nastepnym przykladem. |

Przykiad 3.2.4 (Manipulator typu podwéjne wahadlo)

W tym przykladzie przedstawimy rozwigzanie osobliwego odwrotnego za-
dania kinematyki otrzymane metoda postaci normalnych polaczona z bez-
posrednia metoda algebraiczna®.

Jak wynika z wyrazed (3.89), (3.90) opisujacych rozwiazania osobli-
wego odwrotnego zadania kinematyki dla parabolicznej postaci normalnej,
w otoczeniu konfiguracji osobliwych tego typu mozliwe sa cztery rézne tra-
jektorie przegubowe realizujace zadany ruch. Krétka analiza rozwigzania
odwrotnego zadania kinematyki dla manipulatora typu podwdjne wahadto
przy uzyciu bezposredniego podejscia algebraicznego, opisanego za pomoca
wzoru (3.10), prowadzi do wniosku, ze w otoczeniu konfiguracji osobli-
wych rozwiazanie to opisuje jedynie dwie trajektorie realizujace zadany
ruch. Sa to trajektorie typu (3.89). Aby uzyska¢ w postaci jawnej dwa
pozostale rozwiazania (typu (3.90)), nalezy zmodyfikowaé postaé funkcji s;

1Wiec wciaz w duzej odleglosci od konfiguracji osobliwej.
SZobacz przyktad 3.1.1.
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t
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Rysunek 3.25 Przyblizone rozwigzanie osobliwego zadania odwrotnego dla
podwdéjnego wahadla uzyskane metoda postaci normalnych.

€1 ey
0.03 t
2 4 6 8 0
0.025 - 0.02
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é] éz
0.03
0.02 0.05
0.01 ¢
R E— 0 t 2 4 8 10
- 0.01 - 0.05
-0.02
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Rysunek 3.26 Bledy potozenia i predkosci efektora przy metodzie postaci nor-
malnych w wersji przyblizone].
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Yz

Rysunek 3.27 Sciezka zadana i $ciezka rzeczywista efektora manipulatora typu
podwdjne wahadlo.

wystepujacej w réwnaniach (3.10) definiujac ja jako

s) ==+ H Sgn(t - tsi)ﬂ:

tsi€T

gdzie T jest zbiorem chwil opisanym w kroku 1 algorytmu na stronie 142.

Jesli trajektoria zadaniowa wymaga jednokrotnego wprowadzenia manipu-

latora w konfiguracje osobliwa, wéwczas funkcja s, = +sgn(t—ts)4/1 — c%,

gdzie ts oznacza chwile osiggniecia przez manipulator konfiguracji osobliwej.

Zaldézmy, ze zadaniem manipulatora jest ponownie realizacja trajektorii
zadanej wyrazeniem (3.94). Rozwiazanie tego zadania bezposrednia me-
toda algebraiczna (zaleznos§¢ (3.10) z funkcja s, dang przez (3.7)) przedsta-
wiliémy na rysunku 3.28. Rozwiazanie uzyskane po uwzglednieniu oméwio-
nych wyzej modyfikacji przedstawiono na rysunku 3.29. Poréwnanie tych
rozwigzan wykazuje, ze, w przeciwienstwie do pierwszego, drugie z nich
jest gladkie w calej swojej dziedzinie. W chwili t; = 2.5, gdy manipu-
lator osigga konfiguracje osobliwa, pojawia sie skok predkosci trajekto-
rii przegubowej (ktéremu teoretycznie towarzysza nieskonczone przyspie-
szenia w przegubach), powodujacy szarpniecie przegubéw manipulatora.
Na zakonczenie dodajmy, ze obu przedstawionym rozwigzaniom towarzy-
szyly bledy polozenia efektora na poziomie dokladnosci prowadzonych obli-
czeri (10710). [ |
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Rysunek 3.28 Rozwiazanie osobliwego zadania odwrotnego dla podwdjnego wa-
hadla uzyskane bezposrednia metoda algebraiczna.
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Rysunek 3.29 Dokladne rozwigzanie osobliwego zadania odwrotnego dla podwdj-
nego wahadla uzyskane metoda postaci normalnych.
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Przykiad 3.2.5 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)
Rozpatrzmy manipulator IRb-6 zamontowany na torze jezdnym, opisany
kinematyka (2.76), ktérego zbiér konfiguracji osobliwych jest zdefiniowany
przez (2.144). Po zmianie kolejnosci wspéirzednych

{(7_‘1)722)7_‘3)%4)7_‘5)7_‘6) = (X63X2>X3)X4)X5)X1)

(g] ) 132)1]3394»95»136) = (96) Y2,Y3,Y4,Ys5, Y1 )
otrzymujemy kinematyke manipulatora w postaci

T — X1
—dj + dgcs — azsz — azsy
X6 + s2(azc3 + azcq + dess)
—%
T — X5
cr(azes + azeq + dgss)

§=k(x) =

gdzie si, c; oznacza odpowiednio sinX; i cosX;. Zauwazmy, ze dokonana
zmiana wspélrzednych nie zmienia zbioru konfiguracji osobliwych (2.144),
zlozonego jedynie z osobliwosci korzedu 1. Dla tak okreslonej kinematyki
lewa strona warunku (3.79) przyjmuje warto$¢ a,asz sin X; sin(xX3—%x4), ktéra,
po uwzglednieniu ograniczen konstrukcyjnych manipulatora, w konfigura-
cjach osobliwych jest zawsze rézna od zera. W otoczeniu

3

- 1 -
187[ < X3 < ﬁ’n) _§7T < X4

punktu osobliwego Xo = (X1, 7%, X3, X4, X5, %) zdefiniujemy, zgodnie z réw-
naniem (3.84), lokalny uktad wspdlrzednych

™T—Xq
£ —d; + decs — ars3 — azsy
X _ X6 + s2(azc3 + azcs + dess)
&= . =(X) = _
&6 T — X5
X6

W nowych wspéirzednych & = @(Xo) = (T — Xo1, —dy + dgcos — azs03 —
— . _ _ T .
3804, Xo6 + A2€03 + a3C04 + deSo05, —7%2, T — Xo5, X0s) ', gdzi€ Soi, Coi Oznacza
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sinXo; 1 cosXo;. Otoczenie V = @(U) punktu &, jest réwne

V = {(m—%y,—d; + decs — az83 — a384, X + s2(a2¢3 + azcs + dess),
- - o 17 o 1
_XZaﬂ_X5aX6)T‘_7’[<X1<ﬂ) O<X2<ﬁ’n) %W<X3<%7Ta

2 < 5 5 T 5 13 < 1 <
—SM<X < 3, RS —X < T 0<% < 57, 0 <R < 155

Wybierajac zbidr V4 = Vi3 x { =7} x V4o I otrzymujemy @' (V4) = V41 x
{70} X Vg i stwierdzamy, ze @' (V4) C S1NU co oznacza, ze jest spelniony
warunek (3.86) z wniosku 3.2.3. Rézniczka wyznacznika jakobianu anali-
tycznego (2.143) wynosi

d(det J)(Xo) = (0, axaz sin(x03 — x04),0,0,0,0).

ol

Poniewaz element (%(Xo)); jest réwny —1, warunek (3.87) jest takze

spelniony. W rezultacie, z wniosku 3.2.3 wynika nastepujaca konkluzja.

Whniosek 3.2.6 W otoczeniu konfiguracjt osobliwych kinematyka ma-
mepulatora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym jest réwnowazna
hiperbolicznej postaci normalnej

ko(x) = (x1,...,%5,Xex4)". (3.101)
|

Przyklad 3.2.6 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

Zalézmy, ze zadaniem manipulatora IRb-6 zamontowanego na torze jezdnym
jest przemieszczenie efektora wzdluz trajektorii zadaniowej, okre§lonej w as-
pekcie wspdlrzednych XoYoZop01, gdzie @, 0 i1 sa katami Eulera Y-Z-Y,
wyrazeniem

0.2sin (5t)
—0.7 —0.01t

Yar(t)
yalt) = d: | 1+0.2cos (5t) (3.102)
: 74 03sin (51) |
Yas(t) -

7T

dla przedziatu czasu t € Z = [0,10][s]. Analiza kinematyki manipulatora,
okreslonej w aspekcie tych wspdlrzednych zaleznoscia (2.76), prowadzi do

Wi eR — zbiory otwarte.
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wniosku, ze realizacja trajektorii zadanej wymaga wprowadzenia manipula-
tora w konfiguracje osobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy

Yaq, (ts) =0,

w chwili t;, takiej ze yq,(ts) = +7/. Dla trajektorii (3.102) warunek
ten jest spetniony dla t; € T ={0, 2,4, 6,8, 10}[s] i powoduje, ze zadanie nie
moze zostaé rozwigzane ani korzystajac z regularnych metod jakobianowych,
ani przy uzyciu podejicia algebraicznego™*.

Widag¢, ze zgodnie z algorytmem metody postaci normalnych powinnis-
my powtdrzy¢ jego kroki 2—6 sze§ razy, otrzymujac tym samym trajektorie
przegubowa zlozong z jedenastu fragmentéw, poczawszy od fragmentu oso-
bliwego. Zgodnie z wczesniejsza zapowiedzia postapimy jednak inaczej. Jak
pokazano w poprzednim przykladzie, w konfiguracjach osobliwych rozpatry-
wana kinematyka jest réwnowazna hiperbolicznej postaci normalnej (3.101).
Aby przy takiej postaci normalnej uzyskane rozwiazanie bylo ciggle, nalezy
do jego okreslenia skorzysta¢ z zaleznosci (3.91), co oznacza, ze w konfigu-
racjach osobliwych rozwigzanie bedzie mialo postaé

xa(t) = o' 1im rolilyalv)). (3.103)

Ze wzgledu na gladkoéé odwzorowania @' (&), wyrazenie (3.103) mozna
przeksztalci¢ do postaci

Xa(ts) = lim @~ (rol(ya(1)))).

Poniewaz @' (ro(W(yq(T)))) jest rozwiazaniem odwrotnego zadania kine-
matyki uzyskanym przy uzyciu bezposredniego podejécia algebraicznego,
dochodzimy do konkluzji, ze w przypadku osobliwym rozwigzanie odwrot-
nego zadania kinematyki moze by¢ okre§lone jako

xa(ts) = lim r(ya(7)), (3-104)

T—ts

gdzie r(y) jest dane przez (3.15). Trajektorie przegubowe uzyskane przy
uzyciu formuty (3.104), odpowiadajace trajektorii zadaniowej (3.102), prze-
dstawia rysunek 3.30. Nie pokazane na rysunku skladowe trajektorii sa

IJesli dla takiego ts skladowa yaq, (ts) trajektorii nie jest réwna O to znaczy, ze trajek-
toria lezy poza przestrzenia robocza manipulatora.
**W tym drugim przypadku, w wyrazeniach opisujacych kinematyke odwrotna w oso-
bliwosciach pojawia sie dzielenie przez zero.
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Rysunek 3.30 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane metoda postaci normalnych.

stale réwne 0. Bledy popelnione podczas obliczen zawieraly sie w granicach
doktadnosci prowadzonych obliczerr numerycznych (107'9). |

3.2.3 Metoda jakobianu dolaczonego

W przypadku punktowego zadania odwrotnego algorytm osobliwej kinema-
tyki odwrotnej powinien by¢ w stanie wyznaczy¢ konfiguracje osobliwe reali-
zujace okres§lone potozenie i orientacje w przestrzeni zadaniowej. W tym celu
rozwazymy najpierw punktowe zadanie odwrotne przy okreslonym y4, dla
kinematyki nieredundantnej y = k(x) o n stopniach swobody. Przy braku
konfiguracji osobliwych do rozwigzania tego zadania stosowali§my algorytm
Newtona (3.21). Obecnie przedstawimy pewne uogdélnienie algorytmu New-
tona, zwane algorytmem Newtona-Smale’a. Wybierzmy konfiguracje po-
czatkowa xo. Jezeli k(xo) = yq, to zadanie odwrotne jest rozwiazane.
W przeciwnym wypadku zalézmy, ze w kazdej konfiguracji jest spelniony
warunek transwersalnosct

rank [J(x) k(xo) ~ya] =n. (3.105)

Warunek ten jest w oczywisty sposéb spelniony w konfiguracjach regular-
nych. Natomiast, jezeli x oznacza konfiguracje osobliwa, to warunek trans-
wersalnosci wymaga, by wektor k(xo) — yq uzupelniat przestrzen genero-
wang przez kolumny jakobianu analitycznego J*(x) do przestrzeni zadanio-
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wej R™, zatem byl transwersalny do podprzestrzeni rozpietej przez kolumny
tej macierzy w konfiguracji x. W konfiguracji osobliwej spelnienie warunku
transwersalnoSci pociaga za soba wymaganie, aby korzad konfiguracji byt
rowny 1. Dla takich konfiguracji warunek transwersalnodci jest mozliwy
do spelnienia dzigki odpowiedniemu doborowi konfiguracji poczatkowej lub
docelowych wspéirzednych zadaniowych. Przy spelnionym warunku (3.105)
algorytm Newtona-Smale’a jest zdefiniowany za posrednictwem uktadu réw-
nan rézniczkowych

x = —acadjJ*(x) (k(x) —ya), (3.106)

z warunkiem poczatkowym xo, w ktérym adj J®(x) oznacza macierz dolgczo-
na jakobianu analitycznego J¢(x)*. Przypominamy, ze macierz dolaczona
posiada nastepujaca wiasnosé

(adj J4)J* =J%adjJ* = det J°L,.

Znak wspoélczynnika o w algorytmie (3.106) jest taki jak znak wyznacznika
jakobianu w punkcie startowym algorytmu, sgn o« = sgndetJ%(xq). Algo-
rytm Newtona-Smale’a zapewnia asymptotyczne rozwigzanie punktowego
zadania odwrotnego w tym sensie, ze limi ;o X(t) = X4 oraz yq = k(xq).
Algorytm ten mozna rozszerzy¢ na punktowe zadanie odwrotne dla kine-
matyki redundantnej y = k(x), m > n. Wybierzmy konfiguracje poczat-
kowa x¢ 1 niech yq4 oznacza docelowe wspélrzedne zadaniowe. Przyjmijmy
warunek transwersalnosci postaci

rank [J*(x)J*T(x) k(xo) —ya] = m. (3.107)

Biorgc to pod uwage, rozwigzanie zadania odwrotnego otrzymuje sie jako
granice przy t — —+oo trajektorii x(t) uktadu

x = —aJT(x) adj (J* ()] (x)) (k(x) —ya), (3.108)

zainicjowanego w Xo. We wzorze (3.108) adj ponownie oznacza macierz dola-
czona, natomiast znak wspdlczynnika « jest taki jak sgn det (]a(xo)]aT (xo)).
Analiza dzialania algorytmu Newtona-Smale’'a pokazuje, ze w wyniku re-
alizacji trajektorii bedacej rozwigzaniem ukladu (3.106) lub (3.108), ruch
w przestrzeni zadaniowej odbywa si¢ wzdtuz linii prostej y =yo+s(Ya—Yyo),
przy czym rozwiazanie zadania odwrotnego odpowiada warto§ci parame-
tru s = 1. W efekcie, w przestrzeni zadaniowej zostaje zdefiniowany pewien

*Zobacz dodatek A.1.
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Rysunek 3.31 Trajektorie przegubowe uzyskane przy zastosowaniu algorytmu
Newtona-Smale’a.
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Rysunek 3.32 Trajektorie przegubowe uzyskane przy zastosowaniu algorytmu
Newtona.

prostoliniowy tor ($ciezka) ruchu, a celem algorytmu kinematyki odwrotnej
jest zapewnienie ruchu wzdluz tego toru. Dynamika ruchu wzdluz toru ma
znaczenie drugorzedne.

Przykiad 3.2.7 (Manipulator typu podwdéjne wahadto)
Rozpatrzmy manipulator typu podwdjne wahadlo, ktérego ramiona maja
dlugos¢ l; = 5, 1, = 3, opisany kinematyka (2.68). Niech naszym zada-
niem bedzie okreslenie konfiguracji manipulatora, przy ktérej jego efektor
osigga punkt yq = (8,0)7 trajektorii (3.94) dla t = 2.5. Jak wiemy z po-
przednich przykitadéw, w tym celu manipulator musi przyja¢ konfiguracje
osobliwg. Efekt zastosowania algorytmu Newtona-Smale’a (3.106) zainicjo-
wanego w punkcie xo = (1,1)", przy réznych wartosciach parametru «,
przedstawia rysunek 3.31.

Nieco zaskakujacym wydaje sie spostrzezenie, ze postawione wyzej za-
danie mozna takze rozwigzaé stosujac algorytm Newtona (3.21), pomimo
#le uwarunkowanego ukladu réwnaii opisujacych ten algorytm (osobliwa
macierz J(§)). Komplet wynikéw analogicznych do przedstawionych na
rysunku 3.31, uzyskany przy pomocy algorytmu Newtona, pokazuje rysu-
nek 3.32. |
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3.2.4 Metoda przestrzeni zerowej

Gdyby péjs¢ dalej za tokiem rozumowania przedstawionym w poprzednim
podrozdziale i dopusci¢ jako rozwiazanie odwrotnego zadania kinematyki
kazdy ruch w przestrzeni zadaniowej wzdtuz zadanego toru yq(s), bez okre-
Slania dynamiki tego ruchu, to mozliwosci rozwigzania osobliwego zada-
nia odwrotnego wzrosna. Niech zatem bedzie dany manipulator nieredun-
dantny z kinematyka y = k(x). Sformutujmy odwrotne zadanie kinematyki
w nastepujacy sposob:

Dana jest krzywa yq(s) w przestrzeni zadaniowej, znalez¢ tra-

jektorie ruchu przegubdéw x4(t) i dobra¢ dynamike ruchu wzdtuz
krzywej yq(s) (tzn. zalezno§é parametru od czasu), tak aby

ya(s(t)) =k(xq(t)). (3-109)

Aby rozwiazal tak rozszerzone zadanie, potraktujemy s jako dodatkowa
wspollrzedng przegubows i zdefiniujemy odwzorowanie

F(x,s) =k(x) —yals). (3.110)

Zaktadajac, ze istnieje rozwigzanie (xq4(t),s(t)) zadania odwrotnego, obli-
czamy pochodna lewej strony wyrazenia (3.110) wzgledem czasu. Na mocy

zaleznosci (3.109)
[aF(x,s) aF(x,s)} <x) o
ox Js $ '

skad wynika, ze trajektoria (x4(t), s(t)) stanowi kraywa catkowa uktadu dy-
namicznego ruchu wiasnego dla kinematyki (3.110)

(’Zd) = X(xq,s). (3.111)

Pole wektorowe ruchu wiasnego X(x,s) € Ker [% g—ﬂ definiuje sie w spo-
séb kanoniczny formula (3.59), a zatem

OF(x,s) OF(x,s)]"

, 112
0x 0s (3 )

Xi(x,8) = (—=1)"" det [
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gdzie wyznacznik jest obliczany po usunieciu i-tej kolumny z macierzy Ja-
cobiego odwzorowania F(x,s). Zauwazmy, ze ostatnia sktadowa pola wek-
torowego ruchu wiasnego, X, 1(x,s) = detJ%(x), co oznacza, ze dynamika
ruchu wzdtuz krzywej yq(s) jest zdefiniowana przez uklad

$ =detJ%(xq). (3-113)

Widzimy, ze efektor zatrzymuje sie w obrazach konfiguracji osobliwych.
Jezeli dodatkowo przyjaé¢ warunek transwersalnosci
rank []a(x) dyd(s)] =n, (3.114)
ds
to w kazdym punkcie X(x,s) # 0, a zatem trajektoria w przestrzeni przegu-
bowej przechodzi przez konfiguracje osobliwe bez zatrzymania.

Przykiad 3.2.8 (Manipulator typu podwéjne wahadto)

Jak wiemy, metoda przestrzeni zerowej pozwala na rozwigzanie osobliwego
odwrotnego zadania kinematyki przy danej Sciezce w przestrzeni zadanio-
wej. Przyjmijmy wiec, ze zadanie manipulatora polega na wykonaniu ruchu
efektora wzdluz Sciezki w ksztalcie okregu*

~ (yai(s)\ _ [6+ 2sin(Zs)

yals) = (yd2(5)> = < 2COS(%SS) ) (3-115)
Ponownie, §ciezke dobrano tak, aby zawierata konfiguracje osobliwe (tutaj
dla smod 10 = 2.5). W rezultacie zastosowania metody przestrzeni zerowej
otrzymujemy parametryzacje czasowa s(t) zadanej §ciezki oraz trajektorie
przegubowa x4(t) odpowiadajace trajektorii zadaniowej yq(s(t)). Przebiegi
te, wynikajace z rozwigzania uktadu réwnan (3.111) zainicjowanych w punk-
cie xo = (0.805,—1.37)7, so = 0, przedstawiaja rysunki 3.33 i 3.34.

Jak widaé z rysunkéw, w przedziale czasu Z = [0,10] efektor mani-
pulatora wykonal niemal pie¢ obrotéw. Kazdorazowo, gdy manipulator
zblizal sie do konfiguracji osobliwej, zatrzymywat sie. Symulacje pokazuja,
ze w metodzie nie mamy wpltywu ani na to, czy manipulator przejdzie przez
konfiguracje osobliwg (czemu na skutek zmiany wyznacznika jakobianu ma-
nipulatora zawsze towarzyszy zmiana kierunku realizacji §ciezki — zobacz
réwnanie (3.113)), czy tylko ulegnie odbiciu od niej, ani na to, w ktéra strone
zachodzi ruch (funkcja s(t) nie musi by¢ monotoniczna). W przedstawionym

*Ktérej odpowiada miedzy innymi trajektoria (3.94).
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Rysunek 3.33 Parametryzacja czasowa §ciezki uzyskana metoda przestrzeni ze-
rowej.

przypadku trajektoria przegubowa najpierw przechodzi przez osobliwogé
w chwili t = 1.24, nastepnie doznaje odbicia (w dwdch chwilach t = 3.35,
t = 5.47) i przechodzi ponownie (przy t = 7.60). Zauwazmy, ze z dala
od konfiguracji osobliwych uzyskane rozwiazania charakteryzuja sie duzymi
predkosciami i bardzo duzymi przyspieszeniami (poréwnaj rozwigzania me-
toda postaci normalnych — przyklady 3.2.3 i 3.2.4, oraz metoda jakobianu
odpornego — przyktad 3.2.9). Bledy towarzyszace rozwigzaniu metoda
przestrzeni zerowej pokazuje rysunek 3.35. |

3.2.5 Metoda jakobianu odpornego

W praktyce czesto wystarczajace jest uzyskanie przyblizonego rozwigzania
zadania odwrotnego. Dominujaca metoda przyblizong jest metoda naj-
mniejszych kwadratéw pozwalajaca na otrzymanie algorytméw analogicz-
nych do (3.20), (3.28), (3.33), dobrze okres§lonych takze w poblizu konfigu-
racji osobliwych. Istota metody najmniejszych kwadratéw jest zastapienie
odwrotnosci lub pseudoodwrotnosci jakobianu analitycznego, Zle uwarunko-
wanego w konfiguracjach osobliwych, odwrotnoscia przyblizona, lecz uod-
porniong na obecno$é¢ osobliwosci. Odwrotnosé przyblizong wyznacza sie
przez minimalizacje kwadratowej funkcji jakosci

VIw) = WV 3w J ) v — ] ),

bedacej suma wazong energii ruchu w przegubach oraz kwadratu biedu
predkosci, w ktérej A > O jest waga skitadnika energii. Po wykonaniu odpo-
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Rysunek 3.34 Trajektorie polozenia, predkosci i przyspieszenia przegubdw uzy-
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wiednich przeksztalcen wyliczamy

Jx) = (AL +JoT(x)Je(x)) " JoT(x) =
=JT(x) (AL 4+ J%(x)Jo7 (x))f]. (3.116)

Zauwazmy, ze druga z formul w wyrazeniu (3.116) przy A = O staje si¢
prawostronng pseudoodwrotnoscia J#(x) jakobianu analitycznego (zdefi-
niowanego dla macierzy W = I,). W ogdlnosci, rola parametru A polega na
zapewnieniu istnienia macierzy odwrotnych definiujacych J**(x) w konfigu-
racjach osobliwych manipulatora. Poniewaz przy A > 0

JO)JMN ) # I oraz  JP(x)J4(x) # I,

rozwiazanie zadania odwrotnego przy zastosowaniu odwrotnosci J%*(x) jest
przyblizone. Zastepujac w formutach (3.20), (3.28) (J¢)~'(x) lub J*¥(x)
przez J*(x) otrzymujemy nastepujacy algorytm jakobianu odpornego

xa = ] (xa)Yq- (3.117)

Przy zalozeniu, ze konfiguracja poczatkowa xo tego algorytmu jest nieoso-
bliwa, mozemy do jej wyznaczenia postuzy¢ sie algorytmem (3.21) lub (3.29).
Uodporniona na osobliwosci wersja algorytmu (3.33) ma postaé

xa = Jxa)Uq + (In — J*M(x4)J%(xq)) V. (3-118)

Przykiad 3.2.9 (Manipulator typu podwéjne wahadto)

Aby przekonac sig, jakie sa skutki uodpornienia na osobliwosci metody jako-
bianu odwrotnego, rozwigzemy najpierw metoda jakobianu odpornego zada-
nie postawione w przyktadzie 3.1.5. Niech efektor manipulatora ma podazaé
wzdluz trajektorii zadaniowej (3.23). Rozwiazanie tak postawionego za-
dania uzyskane po scatkowaniu réwnan (3.117) z parametrem A = 0.001,
zainicjowanych w punkcie xg = (—0.201,1.74)", wyglada podobnie do roz-
wigzania przedstawionego na rysunku 3.4. Réznica pojawia sie natomiast
w przebiegach bledéw polozenia i predkosci efektora. W tym przypadku,
oprécz bledéw numerycznych, wystepuja bledy metody, co wyraznie widaé
na rysunku 3.36 (poréwnaj z rysunkiem 3.5). Prowadzi to do zwigkszenia
sumarycznych bledéw o ponad jeden rzad wielkosci. Dodajmy, ze czas ob-
liczen wzrést w podobnym stosunku.
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Rysunek 3.36 Bledy polozenia i predkosci efektora towarzyszace trajektorii re-
gularnej przy algorytmie jakobianu odpornego.

Przejdzmy teraz do rozwigzania odwrotnego zadania kinematyki metoda
jakobianu odpornego w sytuacji, gdy trajektoria zadana wymaga osiagniecia
konfiguracji osobliwej. W tym celu zazadajmy, aby efektor manipulatora
podazal wzdtuz trajektorii zadaniowej (3.94). Rozwiazujac to zadanie z wy-
korzystaniem réwnan (3.117) z parametrem A = 0.001, zainicjowanych w pu-
nkcie xo = (0.805,—1.37)7, otrzymujemy trajektorie przedstawione na ry-
sunku 3.37. Poréwnanie tych trajektorii z rozwigzaniami zadania uzyska-
nymi dotychczas (zobacz rysunki 3.28 i 3.29) prowadzi do wniosku, ze sa
one podobne do rozwigzania otrzymanego bezposrednia metoda algebra-
iczng. Réznice miedzy tymi rozwigzaniami dotycza wartosci przyspieszen
w przegubach manipulatora i wielkosci bledéw. Dazigki zastosowaniu me-
tody jakobianu odpornego, przyspieszenia zostaly zredukowane z wartosci
teoretycznie nieskonczonej do poziomu pojedynczych Md/s2 (jest to na-
dal znaczna warto$¢ w poréwnaniu z przyspieszeniami wzdluz analogicz-
nych trajektorii wynikajacymi z metody postaci normalnych). Redukcja
ta zostala okupiona wielkoscia powstalych bledéw, przedstawionych na ry-
sunku 3.38, ktére w tym przypadku przyjmuja znaczace wartosci (o dwa
rzedy wigksze od bledéw podstawowej metody jakobianowej). Cecha charak-
terystyczna uzyskanego rozwiazania jest to, ze maksymalne wartosci btedéw
pojawiaja sie w chwilach, gdy trajektoria zadana osigga konfiguracje oso-
bliwe. Oczywiscie, bledy te mozna zmniejszy¢ przez zmniejszenie wartosci
parametru A, ale towarzyszy¢ temu bedzie wzrost przyspieszen w przegu-
bach manipulatora w poblizu konfiguracji osobliwych. |
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Rysunek 3.37 Rozwiazanie osobliwego zadania odwrotnego dla podwdjnego wa-
hadla uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu odpornego.
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Rysunek 3.38 Bledy polozenia i predkosci efektora towarzyszace trajektorii oso-
bliwej przy algorytmie jakobianu odpornego.
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Rysunek 3.39 Rozwiazanie zadania odwrotnego dla manipulatora IRb-6 zamon-
towanego na torze jezdnym uzyskane przy pomocy algorytmu jakobianu odpornego.

Przykiad 3.2.10 (Manipulator IRb-6 na torze jezdnym)

W tym przykladzie ponownie przyjmiemy, ze zadaniem manipulatora IRb-6
zamontowanego na torze jezdnym jest przemieszczenie efektora wzdluz tra-
jektorii (3.102). Rozwiazanie tego zadania metoda jakobianu odpornego
przedstawia rysunek 3.39. Uzyskane rozwigzanie jest bardzo podobne do
rozwiazania mozliwego do osiagniecia metoda postaci normalnych. Réznice
dotycza dwéch szczegdtdéw. Po pierwsze, bledy metody jakobianu odpornego
ksztaltuja sie na poziomie 1073, podczas gdy metodzie postaci normalnych
towarzysza jedynie bledy numeryczne rzedu 107'°. Po drugie, znalezienie
rozwiagzania metoda jakobianu odpornego byto ponad 1000-krotnie bardziej
czasochlonne niz rozwiazanie zadania metoda postaci normalnych. Na do-
miar zlego, przy wielokrotnym powtarzaniu trajektorii zadanej bledy w me-
todzie jakobianu odpornego kumuluja sie. |
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3.3 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Klasyczna definicje przestrzeni roboczej manipulatora podaja na przyklad
prace [Lat93, S596]. Odwrotne zadanie kinematyki manipulatora nalezy do
podstawowych zadan robotyki [MLS94, SV97, 5596, Ang97, CD98]. Z re-
gularnym zadaniem odwrotnym mamy do czynienia wtedy, gdy w celu
jego rozwiazania nie ma potrzeby wprowadzania manipulatora w konfigu-
racje osobliwe. Jak zaznaczyliSmy, wystepowanie konfiguracji osobliwych
jest konsekwencja odmiennej geometrii rozmaitodci przegubowej i rozma-
itosci zadaniowej [Got86, BW88]. Systematyczna technike rozwiazania od-
wrotnego zadania kinematyki w postaci jawnej, bazujaca na wykladniczej
reprezentacji kinematyki, stanowi dekompozycja zadania odwrotnego na
tzw. podproblemy Padena-Kahana, [MLS94]. Przy omawianiu algorytméw
kinematyki odwrotnej ktadziemy szczegélny nacisk na metody jakobiano-
we [MLS94, SV97, S596]. Wykorzystanie pseudoodwrotnosci jakobianu ana-
litycznego do rozwiazania zadania odwrotnego w przypadku kinematyki re-
dundantnej oméwiono szczegétowo w monografii [Nak91]. Koncepcje wyko-
rzystania formuty (3.33) do ksztaltowania przebiegu trajektorii przegubdéw
stosownie do zalozonych kryteriéw sformutowal Liégeois [Li€77]. Funkcja
odlegtosci przedstawiona wzorem (3.36) zostala zaczerpnieta z ksigzki [SS96].
Algorytm kinematyki odwrotnej wykorzystujacy pojecie jakobianu rozsze-
rzonego podat Bailleul [Bai85]. Algorytm (3.43) pochodzi od Siciliano [SS96].
Wada algorytméw redundantnej kinematyki odwrotnej wykorzystujacych
pseudoodwrotnosé jakobianu jest brak powtarzalnosc: [KH83], ktéra polega
na tym, ze zamknietym trajektoriom (torom) w przestrzeni zadaniowej od-
powiadaja zamkniete trajektorie (tory) w przestrzeni przegubowej. Kryteria
powtarzalnosci zostaty sformutowane przez Brocketta [Bro84], a nastepnie
rozwiniete przez Shamira i Yomdina [SY88]. Powtarzalnymi algorytmami
kinematyki odwrotnej zajmowat sie Maciejewski [RM94]. Od wady braku
powtarzalnogci jest wolny algorytm kinematyki odwrotnej oparty na za-
stosowaniu mnoznikéw Lagrange’a, zaproponowany przez Changa [Cha87].
Elipsoida manipulowalno$ci i miara manipulowalnosci (3.53) sa autorstwa
Yoshikawy [Yo0s84, Yos91]. Manipulowalno$¢ nalezy do podstawowych miar
zrecznosci manipulatora. Zagadnieniu miar zrecznosdci 1 fundamentom pro-
jektowania zrecznych manipulatoréw poswiecono prace [KB87, PB94, SBI6].
Na mozliwo$¢ unikania konfiguracji osobliwych przy sterowaniu ruchem
manipulatoréw redundantnych zwrdcili uwage Bailleul, Hollerbach i Broc-
kett [BHBB84]. Zagadnienia unikania osobliwosci dotycza prace [Bed9l,
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BF91]1i[Sha90, Beig97, SOC97]. Wtasnosci ,konfiguracja lokalnie mozliwa do
unikniecia” i , konfiguracja lokalnie niemozliwa do unikniecia” wraz z kry-
teriami tych wlasnosci zakorzenionymi w teorii hamiltonowskich uktadéw
dynamicznych i w postaciach normalnych kinematyki zostaly wprowadzone
w pracach [TM95, Tch95b, Tch97, Tch98]. Twierdzenie 3.2.1 pochodzi
z pracy [TM95]. Pojecie rozmaitosci ruchu wiasnego zostalo wprowadzone
przez Burdicka [Bur89, Bur91]. Hamiltonowskie pola wektorowe zdefinio-
wano w ksigzce [AGLV93]. Twierdzenie 3.2.2 zostalo wykazane w arty-
kule [Tch95b]. Do automatycznej analizy osobliwosci kinematyki wediug
kryteriéw przedstawionych w podrozdziale 3.2.1 stuzy program KOSMA,
opisany w pracy [Piw98]. Idea klasyfikacji kinematyki manipulatoréw przy
pomocy prostych modeli matematycznych zwanych postaciami normalnymi
nalezy do standardowych narzedzi teorii osobliwosci odwzorowan, [GG73,
AVGZ85, Arn93]. Pierwsze préby takiej klasyfikacji mozna znalezé w pra-
cach [Tch90, Tch91]. Uzyskane pdzniej wyniki dotycza gtdéwnie warunkéw
transformacji kinematyki nieredundantnej i redundantnej do kwadratowej
(parabolicznej) i hiperbolicznej postaci normalnej [T'ch95a, MT96, T'ch98|.
Twierdzenie 3.2.3 pochodzi z pracy [Tch98]. Twierdzenie 3.2.4 prezentu-
jemy po raz pierwszy w niniejszej ksiazce. Jest ono naturalna konsekwencja
wczedniejszych wynikéw czastkowych [Mus96, TMZ97, Tch99]. Podstawy
metody postaci normalnych, polegajacej na rozwiazaniu osobliwego odwrot-
nego zadania kinematyki przez jego redukcje do réwnowaznego zadania
dla postaci normalnej kinematyki przedstawiono w pracach [Mus96, TM97,
TM98]. Metoda postaci normalnych zostata poddana weryfikacji ekspe-
rymentalnej na manipulatorze AdeptOne*, [TM98], oraz na manipulato-
rze IRb-6 zamontowanym na torze jezdnym [MT98]. Wykorzystanie idei
geometrii i topologii rézniczkowej do badania kinematyki manipulatoréw,
bliskie podejsciu zastosowanemu w metodzie postaci normalnych, zawieraja
m. in. prace Kieffera [Kie92, Kie94|, Pai i Leu [PL92], Shankara i Sara-
fa [SS95] oraz Chena, O'Neila i Senga [CSO97, OCS597, SOC97]. Podstawy
metody rozwigzania zadania kinematyki odwrotnej, znanej obecnie jako
metoda jakobianu dotaczonego, zostaly podane w pracy [TD93], w ktorej
zaproponowano zastosowanie do osobliwego odwrotnego zadania kinema-
tyki manipulatora tzw. uogélnionego algorytmu Newtona, pochodzacego od
Smale’a, [Sma76] i nazwanego w podrozdziale 3.2.3 algorytmem Newtona-

*Za umozliwienie przeprowadzenia tych badai jeste$my zobowiazani Prof. W. Jacako-
wi, Uniwersytet Johannesa Keplera, Linz, Austria.
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Smale’a. Metoda zostala rozwinieta przez Nencheva i wspélpracownikéw
w pracach [NU97, T97, NTU98]. Metoda przestrzeni zerowej pochodzi od
Nencheva [Nen95]; metoda nawigzuje do pewnych idei sformutowanych przez
Sampei i Furute [SF88] oraz Kieffera [Kie92, Kie94]. Zastosowanie metody
najmniejszych kwadratéw do uzyskania przyblizonego algorytmu kinema-
tyki odwrotnej zaproponowali Nakamura i Hanafusa [NH86, Nak91l] oraz
Wampler II [Wam86]. Szczegdélowa analiza tego sposobu podejicia zostata
przeprowadzona w pracy [CSE94]. Problematyka osobliwosci kinematyki
manipulatoréw i algorytméw osobliwej kinematyki odwrotnej stanowi ob-
szar znacznej aktywnosci badawczej. Jej celem jest opracowanie algorytmoéw
zapewniajacych duzg dokladnos¢ przejécia przez konfiguracje osobliwe i za-
razem nieskomplikowanych pojeciowo i obliczeniowo. W tym kontekscie nie-
dostatkiem metody postaci normalnych jest konieczno$§é rozpoznania typu
osobliwosci przed zastosowaniem algorytmu.
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Rozdzial 4

Kinematyka odwrotna
robotow mobilnych

W podrozdziale 2.4 pokazalismy, ze modelem kinematyki robota mobilnego
jest pewien uklad sterowania. Wyznaczajac trajektorie tego ukladu dla za-
danego stanu poczatkowego i réznych sterowan dopuszczalnych potrafimy
okresli¢ zbiér standéw osiggalnych ukiladu w kazdej chwili czasu. Przez po-
traktowanie kinematyki robota mobilnego jako odwzorowania osiagalnosci
ukladu sterowania skonstruujemy odpowiednik odwzorowania przestrzeni
przegubowej w przestrzen zadaniowa, ktdére stanowi model kinematyki ma-
nipulatora. Ta odpowiednio$§¢ pozwoli nam na zastosowanie do rozwigzania
odwrotnego zadania kinematyki robota mobilnego algorytmu Newtona, zde-
finiowanego w przestrzeni sterowan. Jak zobaczymy w III czesci ksigzki, po-
sta¢ modelu kinematyki robota mobilnego pozwala takze na zastosowanie
innych, bardziej specyficznych algorytmoéw kinematyki odwrotnej. Wsze-
lako podejscie oparte na algorytmie Newtona zastuguje na wyréznienie ze
wzgledu na jego adekwatnos$¢ do obu klas robotéw: manipulacyjnych i mo-
bilnych.

4.1 Metoda Newtona

Niech bedzie dana kinematyka robota mobilnego w formie ukladu sterowania

q=G(qu=>) gilqhu, (41)
i=1

181
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ktéry przy ustalonym stanie poczatkowym qo € R™ i horyzoncie czaso-
wym T > 0 definiuje odwzorowanie kq, v(u(-)) (2.147), oraz niech q4 € R"
oznacza stan docelowy. Zadanie wyboru sterowania w(-) € L2 [0, T], takie-
go ze

@et(qo,u(-)) =kq,,7(ul)) =qaq,

nazywamy odwrotnym zadaniem kinematyk: lub zadaniem planowania
ruchu robota mobilnego. Naszym celem bedzie przedstawienie metody
Newtona rozwiazania odwrotnego zadania kinematyki robota mobilnego,
korzystajacej z pojecia jakobianu i analogicznej do metod jakobianowych
kinematyki odwrotnej manipulatoréw. Aspekty obliczeniowe metody New-
tona, a takze inne algorytmy planowania ruchu robota mobilnego zostang
omowione w III czesci ksigzki.

Niech Dkg, 1(u(-)) oznacza jakobian analityczny (2.147). Przy ustalo-
nym u(-) i dla zadanego wektora w € R" (kierunku ruchu w przestrzeni
zadaniowej robota mobilnego) rozwazmy réwnanie liniowe

Dkgo,r(u(-)v(:) =w,

ktérego rozwigzanie prowadzi do wyznaczenia sterowania v(-). Podobnie jak
to zrobiliSmy w przypadku skonczenie wymiarowym, wyliczymy obecnie
pseudoodwrotno$¢ jakobianu Dkg, 1(u(-)). Pseudoodwrotnoéé ta stanowi
rozwiazanie nastepujacego izoperymetrycznego zadania wariacyjnego:

Znalezé minimum funkcjonatu

1 , 1 (T
T = WO =3 [ Vinses @)

przy ograniczeniu réwnosciowym
T

Dkg, rfu(-v() = | O(T sIB(s)v(s)ds = w.

Standardowa metoda rozwiazania tego zadania wymaga wprowadzenia roz-
szerzonej funkcji podcatkowej funkcjonatu (4.2)

Fiv,A 1) = %vTv +ATO(T, t)B(t)v
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zawierajacej wektor mnoznikéw Lagrange’a A € R™ i rozwigzania odpo-
wiednich réwnan Eulera-Lagrange’a. Po wyeliminowaniu wektora A otrzy-
mujemy nastepujace rozwigzanie

v(t) = BT (0O (T M (ul-)w. (43)

Macierz
-

Mg, 1(u() = L@(T,s)s(s)BT(sz(T,s)ds, (4.4)

ktérej odwrotno$¢ wystepuje w zaleznosci (4.3) jest znana jako macierz
Grama liniowego, zaleznego od czasu uktadu sterowania*

£ =A(t)E +B(t), (4.5)

stowarzyszonego z ukladem podstawowym (4.1) i okreslonego wzdluz pary
(sterowanze, trajektoria) = (u(t),q(t)). Przypomnijmy, ze macierze ukta-
du (4.5) zostaty zdefiniowane w nastepujacy sposéb

Aft) = —————, B(t) =G(q(t). (4.6)

Nieosobliwo$¢ (dodatnia okre§lono§é) macierzy Grama jest warunkiem ko-
niecznym i wystarczajacym nieosobliwosci sterowania u(-)f, co stanowi za-
razem warunek konieczny i wystarczajacy sterowalnosci uktadu (4.5). Za-
uwazmy, ze przy nieosobliwym sterowaniu formuta (4.3) definiuje (prawo-
stronna) pseudoodwrotnosé jakobianu analitycznego robota mobilnego

(Dkqo,T)#(u()) R — L%L[O)T]x ( )
7
(Dkgo,7)# () (W) (t) = BT()®@T(T, )M, | (u(-))w. :
Nietrudno bowiem pokazaé, ze

Dkqp,7(w(-)) (Dkgo,r)* (1) (W) = w.

Po dokonaniu niezbednych przygotowan, mozemy teraz przedstawié¢ algo-
rytm kinematyk: odwrotne)j robota mobilnego, bedacy odpowiednikiem al-
gorytmu (3.29) kinematyki odwrotnej manipulatora (algorytmu Newtona).

*Poréwnaj z (2.150).
tZobacz podrozdzial 2.4.
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W myél algorytmu Newtona, sterowanie u(-) powinno by¢ elementem 1-pa-
rametrowej rodziny sterowan {u.(-)|T € R} w przestrzeni ILZ [0, T] spelnia-
jacym réwnanie

du(+)
dt

= —(Dkgo,1)¥ (1e(-)) (Kqo,7(1c(-)) — qa)- (4.8)

W przedstawionym algorytmie (D kq o.7)7 (uc(+)) oznacza pseudoodwrotnosé (4.7)
jakobianu analitycznego, za$§ o > 0 jest parametrem. Przy zalozeniu, ze ja-
kobian robota mobilnego Dkq, 1(w:(-)) jest petnego rzedu wzdtuz krzywej
u.(-), granica ciggu sterowan lim; oo u(-) = u(-) jest rozwiazaniem za-
dania odwrotnego kq, 1(u(-)) = qq. Korzystajac z zaleznosci (4.4) i (4.7)
mozemy zapisaé algorytm (4.8) w chwili t jako

du(t)
dt

= —aBl(t)®(T 1)
T —1
(LQT(T,sJBT(sJBI(stl(T,s)ds> (kqo 7 (ul(-)) — qa)s (4.0)

gdzie macierz fundamentalna @~ (t,s) zostalta wyliczona z réwnania

d%CDT(t,s) = A (t)D,(t,s), D (s,s) =1,

przy zalozeniu, ze macierze A.(t), B;(t) zaleza od aktualnej pary (stero-
wanze, trajektoria) = (u,(t), q-(t)), to jest

_ 9(G(q(t))u(t)) B.(t) = G(qx(1). (4.10)

Jak widaé, algorytm (4.8) kinematyki odwrotnej robota mobilnego wymaga
nieosobliwosci sterowania u(-), ktéra jest réwnowazna dodatniej okreslo-
noéci macierzy Grama. Warunki konieczne i wystarczajace nieosobliwosci
sterowania sa nastepujace.

Twierdzenie 4.1.1 Macierz Grama My, 1(u(-)) jest dodatnio okreslona
wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie istnieje wektor p € R™, p £0, tak: ze

p'O(T,t)Bi(t) =0 (4.11)

dla kazdego t € [0,T] oraz i = 1,2,...,m. W réwnaniu (4.11) ®(t,s)
oznacza macierz fundamentalng uktadu (4.5), natomiast Bi(t) jest i-tg
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kolumng macierzy B(t) zdefintowane; formutq (4.6). Warunek (4.11)
jest rownowazny stwierdzeniu, ze nie istnieje réine od zera rozwigza-
nie p(t) réwnania dotgczonego

G T
o (a( (qé‘;))u(t))) o (12)
takie ze
p'gi(q) =0 (4.13)

dlate [0,T] orazi=1,2,...,m.

Zauwazmy, ze druga czes¢ powyzszego twierdzenia orzeka, ze macierz Grama
jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ekstremala (u(t),q(t),p(t))
nie jest ekstremala osobliwa ukladu (4.1)%, a zatem stanowi uzasadnienie
uzywanej przez nas wczesniej formuly (2.153).

Ze wzgledu na koniecznos$¢ obliczania macierzy fundamentalnej ®(t,s),
wyznaczenie macierzy Grama (4.4), a wigc badanie osobliwosci sterowania,
jest w ogélnym przypadku mozliwe wylacznie na drodze numerycznej. Jed-
nak, jezeli wiadomo, ze sterowanie u(-) jest gtadka lub analityczna funkcja
czasu, to korzystajac z tego, ze pola wektorowe g;(q) uktadu (4.1) sg zawsze
gladkie lub analityczne, mozna wyprowadzi¢ z warunku (4.13) nastepujace
warunki nieosobliwosci sterowania.

Twierdzenie 4.1.2 Zalézmy, Ze zardwno uktad (4.1), jak @ sterowa-
nia u(-) sq gtadkie. Dla uktadu stowarzyszonego (4.5) zdefintujmy ciqg
macterzy

Bo(t) =B(t), Bipi(t) =A(t)Bi(t) — —Bi(t), i>0.

dt
Wéwczas, jezeli istnieje takie naturalne k, ze w pewnej chwili s € [0, T]
rank [By(s),B1(s),...,Bk(s)] =n, (4.14)

to sterowante u(-) jest nieosobliwe. Jezelt uktad (4.1) 1 sterowania sq
analityczne, warunek (4.14) jest warunkiem koniecznym i wystarczajg-
cym nieosobliwoséct sterowania u(-).

1Zobacz dodatek A.4.
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4.2 Elipsoida mobilnosci

Przez analogie do koncepcji manipulowalno$ci manipulatoréw, wykorzy-
stamy teraz macierz Grama Mg, 1(u(-)) do wprowadzenia dla robotéw mo-
bilnych odpowiednika pojecia manipulowalnodci, zwanego mobilnoscig ro-
bota. Przede wszystkim zauwazmy, ze na mocy definicji (2.148) jako-
bian Dkgq, 1(u(-)) przy ustalonym sterowaniu u(-) € IL2 [0, T] stanowi prze-
ksztalcenie predkosci zmian (wariacji) sterowad w predkosé¢ ruchu robota
mobilnego,
Dkgy 7 (u()v(-) = w.

Poniewaz przestrzen wariacji sterowan (= L2 [0, T]) jest unormowana, mo-
zemy zdefiniowaé w niej sfere jednostkowa

.
S = {v(-) cL2[0, 71| [v(-)|* = JOvT(t)v(t) dt = 1}. (4.15)

Zbadajmy obraz tej sfery w przestrzeni predkosdci ruchu robota mobilnego.
Poniewaz v(-) = (DKq,,1)%(u(-))w, obrazem sfery (4.15) jest elipsoida,
ktéra bedziemy nazywaé elipsoidg mobilnosct

BT (w() = {w] ((Dkgo,r)# wl-))w)" (Dkgy,r) (wl-))w =

= WM w()w =1} (4.16)
Dlugo$é najkrétszej i najdluzszej pélosi elipsoidy mobilnodci wyznaczaja,
odpowiednio, pierwiastki kwadratowe z najmniejszej i najwiekszej wartosci
wlasnej macierzy Mg, t(u(-)). Macierz My, 1(u(-)) bedziemy nazywaé ma-
cierzq mobilnosci sterowania u(-) przy ustalonych qo oraz T. Miare obje-
tosci elipsoidy mobilnosci B3 (u(-))

Mgy T(u()) = /det Mg 7(u(-) (4.17)

nazwiemy mobilnoscig robota mobilnego przy sterowaniu u(-). Jak tatwo
zauwazy¢, przy sterowaniach osobliwych mobilno$é robota spada do zera.

4.3 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Przedstawienie kinematyki robota mobilnego w formie nieliniowego ukladu
sterowania (4.1) prowadzi w naturalny sposéb do okreslenia kinematyki jako
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odwzorowania osiagalnosci tego uktadu i sformutowania odwrotnego zadania
kinematyki jako zadania poszukiwania sterowan zapewniajacych osiaggniecie
przez uklad sterowania zadanego stanu docelowego. Tak postawione zada-
nie odwrotne bywa czesto nazywane zadaniem planowania ruchu robota
mobilnego [Lat93]. W niniejszym rozdziale zwrdciliSmy uwage tylko na
dwa aspekty zadania planowania ruchu, mianowicie na mozliwos¢ zasto-
sowania do rozwiagzania tego zadania algorytmu Newtona w nieskoiczenie
wymiarowe] przestrzeni sterowan ukladu (4.1) oraz na mozliwo$¢ zdefi-
niowania elipsoidy mobilnoéci i zaproponowania kryterium mobilnosci ro-
bota mobilnego w sposéb analogiczny do miary manipulowalnodci mani-
pulatora. Inne aspekty problematyki planowaniu ruchu, sterowania i na-
wigacji robotéw mobilnych beda omawiane w III czedci ksigzki. Zada-
nie planowania ruchu robotéw mobilnych posiada bardzo bogata litera-
ture. Pierwsza praca na ten temat, po§wiecona zagadnieniu optymalnego
ukladania toréw kolejowych, zostala napisana przez Markowa ponad sto lat
temu [Mar87]. Do pionierskich prac wspdlczesnych naleza artykuly Du-
binsa [Dub57] oraz Reedsa i Sheppa [RS90]. Rozwdj tematyki planowa-
nia, jaki nastgpit w latach 90-tych, wynikal z zainteresowania planowaniem
ruchu zaréwno robotykéw [LC93, MLS94, CSB96, Lau98], jak i matema-
tykéw, ktorzy traktowali zadanie planowania jako pewne zadanie geome-
trii subriemannowskiej [Str83, VG94, Mon95, AS95, BR96]. Na postep
w dziedzinie metod planowania ruchu miat znaczny wplyw rozwéj geome-
trycznej teorii sterowania [Isi89, NS90], ktérej wyniki znalazty bezposrednie
zastosowanie do uktadéw typu (4.1) [Her78, Her80, Bro81, Bro82, Sus82,
Sus90, F795, JkR98]. Wyprowadzenie postaci macierzy Grama (4.4) uktadu
stowarzyszonego z (4.1), oraz pseudoodwrotnosci jakobianu analityczne-
go (4.7) mozna znaleZ¢ w monografii Sontaga [Son90]. Stamtad tez po-
chodzi twierdzenie 4.1.1 i warunek sterowalnosci przedstawiony w twier-
dzeniu 4.1.2. Dowdd tego warunku, wykorzystujacy twierdzenie Chow,
zawiera rozprawa doktorska Lobry’ego [Lob72]. Algorytm Newtona (4.8)
pochodzi od Wena [DW94, PW96], patrz takze [Son98]. Na znaczenie ste-
rowan osobliwych dla klasyfikacji uktadéw sterowania zwrécit uwage Bon-
nard [Bon91, Bon98]. Odpowiadajace tym sterowaniom tzw. krzywe ab-
normalne odgrywaja wazna role przy geometrycznej klasyfikacji dystrybu-
cji [Mon95, Zhi95]. Nowy niezmiennik tzw. struktur Goursata, ktérych mo-
delem jest robot mobilny zlozony z traktora ciggnacego przyczepy, zwany
typem osobliwosci, i jego zwiazek z wektorem wazrostu dystrybucji oraz krzy-
wymi abnormalnymi zostal wykryty w pracy [PLR99]. Pojecie elipsoidy
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mobilnoéci i miary mobilnosci (4.17) zostaly wprowadzone po raz pierwszy
w tej ksigzce. Naturalne rozszerzenie zadania planowania ruchu do ukladéw
robotycznych zlozonych z platformy mobilnej i zamontowanego na niej ma-
nipulatora (tzw. manipulatoréw mobilnych) jest aktualnie przedmiotem na-
szych badan.
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Rozdzial 5

Algorytmy sterowania
manipulatoréow sztywnych
w przestrzeni zadaniowej

Rozdziatl ten jest poswiecony zagadnieniom sterowania manipulatoréw szty-
wnych, a wiec uktadéw robotycznych o nieruchomej podstawie (bazie) zbu-
dowanych z laicucha ramion bedacych cialami sztywnymi, polaczonych
sztywnymi przegubami. Manipulator moze by¢ czeécig robota manipulacyj-
nego lub by¢ umieszczony na platformie mobilnej*. Zgodnie z klasycznym
paradygmatem automatyki, najwczesniejsze algorytmy sterowania uzywane
w robotach traktowaly dynamike manipulatora jako zbidér nie sprzezonych
ze soba liniowych obiektéw sterowania rzedu drugiego, opisujacych poje-
dyncze stopnie swobody. Do kazdego z tych obiektéw stosowano regula-
tor typu PD lub PID. To tradycyjne podejscie dominuje nadal w robotach
przemystowych, nie jest ono jednak w stanie zagwarantowaé odpowiedniej
jakosci sterowania wymaganej we wspdlczesnych zastosowaniach robotéw.
Wiadomo bowiem, ze podczas realizacji ruchéw o duzym zakresie zmian
polozenia i predkosci, istotna role zaczynaja odgrywaé nieliniowo$ci dyna-
miki oraz sprzezenia dynamiczne miedzy ogniwami. Wysokie wymagania
dotyczace stabilnosdci i doktadnodci stawiane obecnie ukladom sterowania
manipulatoréw moga by¢ spelnione wtedy, gdy algorytmy sterowania opie-
raja sie na kompletnych, nieliniowych réwnaniach dynamiki manipulatora.
Gdy model dynamiki manipulatora nie jest w pelni znany, uzywane sg al-
gorytmy sterowania adaptacyjnego lub odpornego. Algorytmy sterowania

*Taki uklad robotyczny nazywa sie manipulatorem mobilnym.
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wykorzystujace model dynamiki manipulatora zaczynaja obecnie by¢ sto-
sowane przez czolowych producentéw w robotach przemystowych.

Zadania sterowania manipulatora mozna sklasyfikowaé¢ w zaleznosci od
pozadanego zachowania efektora. Najczestszym celem sterowania jest prze-
prowadzenie efektora od okreslonego punktu poczatkowego do punktu kon-
cowego przestrzeni zadaniowej. W nowoczesnych robotach pojawia sie jed-
nak potrzeba zapewnienia ruchu efektora wzdluz zadanej, zaleznej od czasu
trajektorii. Taki ruch jest niezbedny w przypadku, gdy zadaniem robota jest
spawanie, malowanie, skrawanie, ciecie lub operacje montazowe, a w nieda-
lekiej przysztoéci precyzyjne operacje chirurgiczne, itp.

W naszych rozwazaniach skoncentrujemy sie na algorytmach sterowa-
nia zapewniajacych §ledzenie zadanej trajektorii (zadaniowej lub przegubo-
wej). Przyjmiemy zalozenie o regularnosci trajektorii zadanej, a mianowicie
zatozymy, ze zadana trajektoria jest gladka i ograniczona wraz z dwiema
(dla manipulatora sztywnego) lub czterema (w przypadku manipulatora
o elastycznych przegubach) pierwszymi pochodnymi wzgledem czasu.

W dalszej czgsci tego rozdzialu przedstawimy zagadnienie sterowania
w przestrzeni zadaniowej manipulatora, a wiec w przypadku, gdy zostala za-
dana trajektoria efektora. W rozdziale 6 opiszemy algorytmy sterowania ma-
nipulatoréw sztywnych, dla ktérych jest mozliwe przeksztalcenie trajektorii
okre§lonej w przestrzeni zadaniowej w trajektorie zadang w przestrzeni prze-
gubowej. Osobnym zadaniem jest uzyskanie algorytméw sterowania dla ma-
nipulatoréw elastycznych. W praktyce moga wystapi¢ dwa rodzaje zjawisk
elastycznych, a mianowicie elastycznos§¢ przegubdéw lub elastycznosé ramion
manipulatora. Uwzglednienie efektéw elastycznych powoduje rozszerzenie
modelu matematycznego opisujacego zachowanie manipulatora (modelu dy-
namiki) i wymaga zastosowania specyficznych algorytméw sterowania, in-
nych niz w przypadku manipulatoréw sztywnych. Algorytmy sterowania
manipulatoréw z elastycznymi przegubami zostang oméwione w rozdziale 7.

5.1 Dynamika ukladu robotycznego

Dla uktadu robotycznego z uniwersum fazowym RN x RN, nie podlegajacemu
ograniczeniom konfiguracyjnym ani fazowym, a wiec o liczbie stopni swo-
body n = N, definiujemy gtadka (analityczna) funkcje Lagrange’a L(q,q),
zwana lagranzianem, rozumiang jako réznica energit kinetycznej i poten-
cjalnej uktadu, L(q,q) = K(q,q)—V(q). Na mocy Zasady Najmniejszego
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Dziatania Hamiltona, réwnania dynamak: uktadu robotycznego przyjmuja
postaé¢ réwnan Eulera-Lagrange’a®

doL(q,q) 9L(q,q)
dt 0oq oq

=F, (5.1)

gdzie wektor F symbolizuje uogdlnione sity niepotencjalne dziatajace na
uktad (tarcie, opory ruchu, sity wiezéw, oddziatywania sterujace itp.). U-
ktad (5.1) jest ukltadem réwnai rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu,

0’L(q,q)..  0°L(q,q). 0L(q,q) _
> + - - =F.
oq 2q9q oq
Zwazywszy, ze energia kinetyczna ukiadu robotycznego ma postaé formy
kwadratowej predkosci unogélnionej z symetryczng i dodatnio okreslona ma-
cierza formy zalezna od wspélrzednych uogélnionych, tzn.

(5-2)

1. .
K(9,4) = 54'Q(a)d,

uzyskujemy na podstawie (5.2) nastepujaca ogélna postaé¢ réwnan dynamiki
ukladu robotycznego

Q(q)q +C(q,9)q +D(q) =F. (53)

W powyzszym réwnaniu macierz formy energii kinetycznej Q(q) petni role
macierzy inercjt ukladu, wektor C(q,q)q opisuje wplyw sit (momen-
tow sit) Coriolisa i odsrodkowych, a wektor D(q) = %;q) jest wektorem sit
grawitacyi. Elementy macierzy sit Coriolisa i od§rodkowych C(q, q) mozna

wyrazié przez elementy macierzy inercji w nastepujacy sposéb
n .
Cij(q,9) = ) ci(q)dx, (5.4)
k=1

gdzie wspdlczynniki

i 1 /0Qi(q)  9Qi(q) 9Qjk(q)
ij(‘l)=2< a()]kq + Qa:jq - a]:iq> (5-5)

nazywaja sie symbolami Christoffela I rodzaju macierzy inercji.

*Zobacz dodatek A.6.
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Bezposrednio z definicji wynikaja nastepujace wlasnosci modelu dyna-
miki (5.3):

e macierz inercji Q(q) jest symetryczna i dodatnio okreslona (a wiec
nieosobliwa),

e pochodna macierzy inercji wzdtuz trajektorii przegubowej jest wyzna-
czona przez macierz sit Coriolisa i od§rodkowych

Q@) =Cla, ) +CT(a,4). (5)

Zakladajac, ze na i-ta wspdlrzedna uogdlniona uktadu dziala sterowanie wu,
oraz ze wszelkie inne niepotencjalne sity uogélnione (np. sity tarcia) mozna
opisa¢ pewna funkcja —((q,q,t), model dynamiki (5.3) uktadu robotycz-
nego bez ograniczen przyjmuje postaé

Q(q)q +C(q,9)q +D(q) +C(q,q,t) =, (5.7)

gdzie w = (u,...,u,)". W nastepnym podrozdziale wyznaczymy po-
szczegllne sktadniki modelu dynamiki ukladu robotycznego, jakim jest ma-
nipulator o sztywnych ramionach i sztywnych przegubach, zwany w skrdcie
manipulatorem sztywnym.

5.2 Dynamika manipulatora sztywnego

Energia kinetyczna i potencjalna manipulatora sztywnego o n stopniach
swobody sklada sie z energii kinetycznej i energii potencjalnej kazdego z ra-
mion manipulatora wraz z jego ukladem napedowym. Dwa kolejne ramiona
i uktad napedowy przedstawia schematycznie rysunek 5.1.

Rozwazmy najpierw energie kinetycznag elementu masy dm ramienia
o numerze i, ktérego polozenie wzgledem ukladu X;YiZ; zwigzanego z tym
ramieniem jest okre§lone przy pomocy wspélrzednych jednorodnych 1y =
(xi, i, 2z, 1)T. Zakladajac, ze transformacja kinematyczna

A§ (0") = [T A (av),
gdzie ¢ = (q1,...,q:i)", ukladu podstawowego XoYoZo w uklad X;Y;Z;
jest znana, obliczymy wspéirzedne elementu dm w ukladzie podstawowym
jako A}) (qi) 1i. Predko$¢ elementu dm wzgledem ukladu podstawowego
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Yo

Zy

Rysunek 5.1 Ogniwo manipulatora wraz z ukladem napedowym.

wynosi v = A}) (qi) Ti. W konsekwencji, energia kinetyczna elementu dm
i-tego ramienia
dK _]d _1d T_1d Ai i TAiTi
L=5dmvov=> mtr (w') = 5 mtr( 6(qh) rirfAY (q ))
Calkujac energie kinetyczne wszystkich elementéw ramienia nr i, wyliczamy
energie kinetyczna ramienia

Ki(q',q") = 1tr (Ao (') JLAY (aY) =
= dA} dA}
Z (an I i<aq (q )> )q)qk (5.8)

W powyzszym wzorze Ji, = framle l1‘11' dm oznacza macierz inercji i-tego
ramienia. W celu obliczenia energii kinetycznej uktadu napedowego ramie-
nia i-tego bedziemy zaktada¢d, ze ramie i-te jest napedzane przez silnik elek-
tryczny zamocowany na ramieniu (i — 1)-szym, w przegubie i-tym, w taki
sposdb, ze stojan silnika stanowi cze§é ramienia (i — 1)-szego, natomiast
wirnik silnika obraca sie wokdt osi z; 1 ukladu X; 1Yi 1Zi1. Z wirni-
kiem i-tego silnika zwiazemy uklad wspéhrzednych X/ v/ ,z/ ,, ktérego
poczatek pokrywa sie z poczatkiem ukiadu X;_1Yi_1Zi_1, obracajacy sie
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wraz z wirnikiem wokét osi Z; 1. Niech 94 oznacza polozenie wirnika. Wéw-
czas, przeksztalcenie ukladéw Xi_1Yi_1Zi1 — X/ Y/ ;Z/ , jest opisane
macierza Rot(z,9;). Transformacja uktadu podstawowego XoYoZo w uktad
wirnika X/ ;Y/ ;Zz{ ; ma postaé

A5 (@ 9) = Ay (@) Rot(2,00).

W celu obliczenia energii kinetycznej wirnika wybierzemy element masy
wirnika dm o wspélrzednych jednorodnych s; = (xi,Vyi,zi, 1)’ wzgledem
uktadu X/ Y/ ;Zz{ ;. Wspélrzedne tego elementu w ukladzie podstawowym
83 okredlone wzorem A})_](qi_]) Rot(z,d;)si, a predko§é wynosi

v = A})_] (qi_]) Rot(z,9;)s; + Aé_I(qi_]) Rbt(Z, di)si.
Energia kinetyczna elementu dm moze byé przedstawiona w nastepujacej
formie

1 1
K, = 5dmv-v =5 dmtr (wl) =

A b i T,
- %dmtr <A5_](q1_]) Rot(Z,9:)sis]Rot"(Z,9:) (A};‘) (q“‘)) N

+ % dmtr (A};‘ (q*") Rot(z, 9)sisRot"(z,;) (A}") (g )) n

) . . T
+ % dm tr (AB_](ql_I) ROt(Z,ﬁi)SisiTRotT(Z,ﬁi) (AB_1> (q1—1 )> 4

+ %dmtr (A5'(a"") Rot(z, 9)sisTRot (2, 8:) (AT ") (q)).

Energie kinetyczna wirnika silnika nr i obliczymy catkujac elementarne ener-
gie dKy, w obrebie wirnika,

KMi(qF]»ﬁi»in >Si> - J dKMi =
wirnik i
1] A (g1 R Rot' i) (i
= Jtr (A5 (@) Rot(z,9)JmRot (2, 90) (A5 1) (a ) +
1/ T —les]l O aionyT/ i1y) &
+ tr AO (q )ROt(Z,f}i)IMiROt (Z,ﬁi) 0 0 (AO )(q ) d+
1. (i o [les] 0
e (AO (q 1)[03 0] Rot(Z, 9],

RotT (2,0 [ "¢ 0 (A5 @) . (s0)
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. . _ . T . . .o . .
W powyzszej formule Ja, = fwimik . $i8; dm oznacza macierz inercji wirnika
nr i. Korzystajac z wlasnodci operacji §ladu macierzy i biorac pod uwage
postaé macierzy

Al(g1) = [Rl ]((;1 ) T}ﬂ(ﬁ”)}

przeksztalcamy ostatni sktadnik wyrazenia (5.9) w nastepujacy sposéb

o ( AL (g) {[eg} g} Rot(Z,9:)jw Rot™ (Z,9:) {—[gs] g} A qi_l)) -

i (]MiRotT(Z,ﬁ-l) [‘[(‘;3] (‘j (AF) (¢ AL (g ) F 5 g} Rot(Z, ))

2
tr (IMi [[((3)3] g}) _ J (x{ +yi)dm =1,
wirnik i

gdzie [; oznacza moment bezwladnosci wirnika silnika wzgledem osi Z;_;
ukladu X;_1VYi_1Z;_1. PokazaliSmy, ze trzeci skladnik energii kinetycznej
wirnika ma postaé
1 .
Eliﬂf.
Wykonujac rézniczkowanie wzgledem czasu w wyrazeniu (5.9), otrzymu-
jemy ostatecznie

KMi(qH,ai,qif1 B) =

n Al 1 aAi—l . T o
Z ( (@) Rot(Z, 04w Rot"12,00)( 8~ (a* 1)) >qjqk+
j k=

n i— 1
+Ztr( A5 (q- ')Rot(Z,Si)]MiRotT(Z,{)i)[_[:;3] g} (Aél)T(qi]))qui—l—

1 .
+Eli‘912~ (5.10)

W manipulatorze sztywnym transmisja napedu do przegubu jest opisana
przez przelozenie przekladni, kiq; = ¥;. Biorac to pod uwage oraz wprowa-
dzajac oznaczenie

Jir, = Rot(z,9:)Jm,Rot (z,9;),
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zapisujemy energie kinetyczna (5.10) w postaci

1 AT AT Y\
=52 tr| 5o (q”)m<a§k (q”)> dj it

= (oA ., [~lesl O], . . .
+Ztr< asj (g ) Mi|: 03 O} (A})])T(ql‘)> Kidjdit

1 )
+ EK%quf. (5.11)

Sumaryczna energia kinetyczna wszystkich ramion i uktadéw napedowych
manipulatora sztywnego jest opisana formula

K(q,q) = 2q 'Q(q)q, (5.12)

z symetryczna, dodatnio okre§lona macierza Q(q), ktérej elementy maja
posta¢ wynikajaca z wyrazen (5.8), (5.11), mianowicie

n—1 i i T
Qs Ztr (aA <IL IKAM) (g’;f (qi)>> +

OAL oAL Y
+tr (an(Q)ILn<aqk (Q)>> +

OAS ey [lesl O
+tr <’a§|j(qk N, [ 063 0] (A]S1)T(qk—1)> Kk + szljéjk. (5.13)

We wzorze (5.13) 0y oznacza funkcje zwana deltq Kroneckera, okreslona

formula
1,  jezelii=j,
Oij = S
0, jezelii#]j.

Dla i = 0 macierz A}) definiujemy jako macierz jednostkowa Iy.

Energia potencjalna manipulatora pochodzi od oddzialywania pola gra-
witacyjnego Ziemi. W celu obliczenia energii potencjalnej ramienia nr i
(wraz z ukladem napedowym), mozna je potraktowaé jako masg¢ punk-
towa m; skupiong w $rodku masy ramienia. Zakladajac, ze R; oznacza
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wspdlrzedne jednorodne §rodka masy w ukladzie X;Y;Z;, obliczamy energie
potencjalng i-tego ramienia jako

Vi = —mig"Aj (q") Ry, (5.14)

gdzie g = (g1,92,93,0)" jest wektorem przyspieszenia ziemskiego w ukla-
dzie podstawowym. Catkowita energia potencjalna manipulatora

V(q) = — Z mig'A§(q!) R (5.15)
i1

Forma energii kinetycznej definiuje dwa pierwsze elementy modelu dy-
namiki (5.7) (macierz inercji Q(q) i macierz sit od§rodkowych i sit Corioli-
sa C(q,q)), natomiast gradient energii potencjalnej %(q) wyznacza wektor
sit grawitacji D(q). Okreslenie skladnika niepotencjalnego ((q,q,t) wy-
maga specjalnych badan. Jezeli skladnik ten nie wystepuje, réwnania dy-
namikt manipulatora sztywnego uzyskuja postaé

Q(q)q +C(q,q)q +D(q) =u. (5.16)

Mozna pokazac, ze poszczegdlne elementy modelu dynamiki (5.16), oprécz
wlasnosci ogdlnych (5.6), maja nastepujace wlasnosci

1Q(a)]l < Qm, (5.17)
Clq,x)y =C(q,y)x, (5-18)
IC(q,x)|| < Cmlfxll, (5-19)

ID(q)]| < Dwm, (5.20)

przy czym Qm, Cm, Dm > 0 sa pewnymi statymi, a wlasno$¢ (5.20) zachodzi
dla manipulatoréw o przegubach obrotowych lub ograniczonych przegubach
przesuwnych. W powyzszych zaleznosciach norma wektora powinna by¢ ro-
zumiana jako norma euklidesowa, natomiast jako norme macierzy bierzemy
norme indukowana przez norme euklidesowa

IA] = \/Aara,

gdzie AMm oznacza najwieksza warto$é wlasna symetrycznej macierzy M*.

*Zobacz dodatek A.1.
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Przykiad 5.2.1 (Manipulator EDDA)

Rozpatrzmy manipulator EDDA, ktérego model kinematyki zostal opisany
w przykladzie 2.3.8. Dynamika tego manipulatora moze by¢ wyrazona
réwnaniem (5.16), przy czym macierz inercji, macierz sit Coriolisa i wektor
grawitacji maja postaé

|07 +0.604cosq2 03+ 0.304cosq; (5.21)

= 63—1—0364003 @ 0; ! 5

— [ qq] 4+ (12)] 0.364 sin q>, (5.22)
1

~ (6c0sq + 94 cos(qr + q2)>

—9 ( 84 cos(q1 + q2) ' (5:23)

Parametry modelu dynamiki przyjmuja nastepujace wartosci nominalne

07 = I1 + I + myl} = 3.1[kg -m?],
0, = mip1 + myly = 9.5[kg . m],

0; = I, = 0.24[kg -m?], (5-24)
04 = mypr = 0.77[kg - m],
przy oznaczeniach
m; — masa i-tego ogniwa,
pi — polozenie $rodka masy i-tego ogniwa w i-tym ukladzie
wspéirzednych,
i — dlugosé i-tego ogniwa,
I; — moment bezwladnosci i-tego ogniwa (wzgledem osi Z u-
ktadu X;YiZz;),
g — warto$¢ przyspieszenia ziemskiego. u

5.3 Sterowanie w przestrzeni zadaniowej manipu-
latora

W niniejszym rozdziale rozwazymy zadanie polegajace na §ledzeniu trajek-
torii przez manipulator sztywny przy zalozeniu, ze zadana jest trajekto-
ria w przestrzeni zadaniowej manipulatora yq4(t) € Z C R™ co oznacza,
ze efektor manipulatora ma sie porusza¢ wzdluz zadanej krzywej w prze-
strzeni, zachowujac okreslona orientacje. Przyjmujemy, ze model manipu-
latora obejmuje zaréwno réwnania dynamiki, jak i réwnania kinematyki
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(odwzorowanie stan-wyjscie), i ma postaé

Q(q)4+C(q,q9)q +D(q) =
(5-25)

y =k(q).

5.3.1 Linearyzacja i odsprzeganie wejsSciowo-wyjsciowe

WprowadZmy w ukladzie (5.25) nowe wspéirzedne

x=gq
£=4q,

i wyrazmy réwnania ukladu w tych wspélrzednych w postaci afinicznego
uktadu sterowania z funkcja wyjscia

x=§
£E=F(x,E)+Gx)u (5.26)
y =k(x),

gdzie F(x,&) = —Q~' C(x,£)£+D(x)), G(x) = Q'(x). Przyjmijmy

dodatkowo, ze mampulator jest nieredundantny, a zatem liczba stopni swo-
body manipulatora (i liczba wejs¢ sterujacych) jest réwna wymiarowi wek-
tora wspéirzednych polozenia i orientacji efektora, czyli liczbie wyjs¢ (tzn.
n = m). Idea algorytmu sterowania przedstawionego ponizej opiera si¢ na
dwoéch elementach. Pierwszym jest odsprzezenie i linearyzacja modelu
manipulatora, czyli uzyskanie takiego nieliniowego sprzezenia zwrotnego,
ktore po zastosowaniu do modelu manipulatora spowoduje, ze i-te sterowa-
nie bedzie oddziatywalo wylacznie na i-tg sktadowa wektora wyjsciowego,
natomiast odwzorowanie wejscie-wyjscie stanie sie¢ liniowe. Drugi element
algorytmu sterowania jest standardowy i sprowadza si¢ do zastosowania
w odsprzezonym modelu manipulatora liniowego regulatora PD z korekcja.

Konstrukcje odsprzegajacego i linearyzujacego sprzezenia zwrotnego dla
modelu (5.26) rozpoczniemy od wyliczenia kolejnych pochodnych czasowych
wyjéé y; wzdluz trajektorii uktadu. Dla wyjécia y; otrzymujemy

yi(t) = ki(x(t)),
Git) = aki(x))-( ~ 0ki(x)

ox  ox &
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Zauwazmy, ze U; nie zalezy bezposrednio od sterowania. Policzymy pocho-
dna rzedu drugiego

Gi(t) 2 (aki(x)£> g4 Jalty

T x| ox ox
9%ki(x) ki (x)
—zT 1 1 —
= BTN e+ S (Flx, £) + G ) =
9%ki(x) oki(x) oki(x)
T 1 1 i
= ET e+ S EFGE) + ) TG,
Zapisujac analogiczne réwnania dla i = 1,...,n otrzymujemy nastepujacy
uktad réwnan
y =P(x,&) + H(x)u, (5-27)
w ktérym
0%ki(x),  dki(x)
ral i i
Pi(x) E-) — E) axz E, + x F(X, Ev)?
ok
Hx) = KX G,
ox

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy zalozenie, ze macierz H(x) jest nie-
osobliwa dla kazdego x. Jest ono spelnione wtedy, gdy jakobian analitycz-
ny J4(x) = %(x) jest petnego rzedu, a wiec gdy manipulator nie przyjmuje
konfiguracji osobliwych (przy realizacji zadanej trajektoriiyq(t)). Poniewaz
macierz G(x) jest zawsze odwracalna, przyjete zatozenie pozwala zastosowaé

do uktadu (5.27) sprzezenie zwrotne
u=-—H'x)PxE& +H (x)v (5.28)
i przeksztalci¢ go do postaci

Ui = vy, i=1,...,n, (5.29)

co oznacza pelne odsprzezenie wej§¢ i wyj$é oraz liniowo§é odwzorowania
wejscie-wyjscie.

Po uzyskaniu liniowego i odsprzezonego modelu manipulatora bedziemy
szukaé sterowania v(t) generujacego trajektorie y(t) efektora w taki sposéb,
aby blad §ledzenia

e(t) =y(t) —yalt) (5.30)
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Rysunek 5.2 Przebieg bledéw $ledzenia przy zastosowaniu algorytmu od-
sprzegania wejciowo-wyjéciowego ze wzmocnieniami K, = diag{10000} i Kq =
diag{1000}.

dazyt asymptotycznie do zera. W celu osiagniecia zadanego zachowania
manipulatora, do kazdego wejscia v; dolaczymy lokalny regulator typu PD
z korekcja co oznacza, ze sygnal podawany na wejscie uktadu (5.29) bedzie
miat postaé

v=yq—Kay—Yq) —Kp(y —ya). (5.31)
Macierze Kq = diag{kqi} > 0 i1 K, = diag{kpi} > 0, i = 1,...,n, s3 dia-
gonalnymi macierzami wzmocniel lokalnych regulatoréw PD. Taki wybdr
macierzy wzmocniei gwarantuje, ze blad regulacji okre§lony réwnaniem
rézniczkowym

e+Kqe+Koe=0

zanika do zera eksponencjalnie, gdy t dazy do +oo.

Przyklad 5.3.1 (Manipulator EDDA)

Dziatanie algorytmu odsprzegania wejsciowo-wyjSciowego zilustrujemy na
przykladzie manipulatora EDDA. Niech zadanie sterowania polega na §le-
dzeniu trajektorii cyklicznej wyrazonej w przestrzeni zadaniowej manipula-
tora (w aspekcie wspéirzednych XoYy) réwnaniem

_ (yar(t)\ [ 0440.1cost
yalt) = (ydz(t)> B <—0.6+O.1 sint>'

Rysunek 5.2 przedstawia wykresy biedu (5.30) $ledzenia wspéirzednych
polozenia efektora*. Symbol e; oznacza biad Sledzenia wspdlrzednej yi,
natomiast symbol e; — blad $ledzenia wspélrzednej y;. |

Z przeprowadzonych symulacji wynika, ze przystepujac do implementa-
cji algorytmu odsprzegania, nalezy zwrécié szczegdlna uwage na zapewnienie

*Symulacje wykonano w $rodowisku MATLAB® + SIMULINK®.
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odwracalno$ci jakobianu analitycznego manipulatora. Praktycznie oznacza
to nie tylko, ze przy realizacji trajektorii zadanej manipulator nie przyj-
muje konfiguracji osobliwych, lecz takze nie zbliza sie do nich. Algorytm
odsprzegania jest trudny do implementacji ze wzgledu na duza wrazliwogé
na warunki poczatkowe, wybdér metody catkowania, a takze na wartosci
wzmocnied K, Kg.

5.3.2 Transformacja do zadania sterowania w przestrzeni
przegubowej

Wigkszos¢ algorytméw sterowania manipulatordéw sztywnych dotyczy stero-
wania w przestrzeni przegubowej. Aby zastosowaé takie algorytmy do stero-
wania w przestrzeni zadaniowej manipulatora, niezbedne jest przeniesienie
trajektorii zadanej, okre§lonej w naturalny sposéb w przestrzeni zadaniowej,
do przestrzeni przegubowej. Polega ono na rozwiazaniu odwrotnego zada-
nia kinematyki i wyliczeniu n-wymiarowego wektora trajektorii zadanych
zdefiniowanych dla kazdego przegubu manipulatora. Potrzebne algorytmy
kinematyki odwrotnej manipulatora zostaly omdéwione w rozdziale 3.

5.4 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Klasyczne uktady sterowania manipulatoréw mozna znalezé w wiekszosci
podrecznikéw [Pau8l, Cra93, SV97]. Doniesienie o wdrozeniu algorytméw
sterowania opartych na modelu dynamiki manipulatora przez firm¢ KUKA
pochodzi od Hirzingera [H ' 98]. Formalizm lagranzowski i hamiltonowski
mechaniki analitycznej stanowi przedmiot klasycznego wykladu mecha-
niki [RK95, AM78, Arn78]. Wyprowadzenie réwnaid dynamiki manipula-
tora przedstawione w podrozdziale 5.2 jest réwniez klasyczne [Pau81, AS86,
SV97]. Identyfikacja parametréw modeli kinematyki (zwana kalibracja kine-
matyki) i dynamiki manipulatoréw nalezy do podstawowych zadaii robotyki
[5596, Koz98, MRD91]. Bardziej wnikliwe potraktowanie dynamiki uktadéw
napedowych okaze si¢ przydatne w rozdziale po§wieconym modelowi dy-
namiki manipulatora o elastycznych przegubach. Idea sterowania w prze-
strzeni zewnetrznej z odsprzezeniem modelu pochodzi od Freunda [Fre82].
Metoda ta jest znana w geometrycznej teorii sterowania pod nazwa metody
odsprzegania wejsciowo-wyjsciowego [Isi89, NS90]. Okreslenia interakcji dy-
namicznych i odsprzezenia manipulatora IRb-6 dokonano w pracy [GW86].
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Rozdzial 6

Algorytmy sterowania
manipulatoréow sztywnych
w przestrzeni przegubowe]

W niniejszym rozdziale przedstawimy algorytmy sterowania manipulatoréw
sztywnych wykorzystujace rézny stopien znajomogci matematycznego opisu
zachowania manipulatora. W przypadku, gdy znany jest model dynamiki
manipulatora, przy syntezie algorytméw sterowania stosuje sie dwa podej-
Scia. Pierwsze podejécie polega na wykorzystaniu odwracalno$ci macie-
rzy bezwladnog§ci manipulatora i prowadzi do algorytméw typu oblicza-
nego momentu. Z punktu widzenia geometrycznej teorii sterowania, me-
toda obliczanego momentu stanowi przyklad linearyzacji dynamiki ukladu
przez statyczne sprzezenie zwrotne. W zasadzie, procedura linearyzacji
modelu manipulatora przy pomocy sprzezenia zwrotnego pozwala usunaé
z dynamiki manipulatora wszystkie sktadniki nieliniowe, ale z praktycznego
punktu widzenia posiada ona istotne ograniczenia polegajace na wymaga-
niu pelnej znajomosci modelu dynamiki oraz koniecznosci obliczania modelu
w trybie on-line.

Drugie podejscie prowadzi do algorytméw sterowania typu dysypatyw-
nego. W przeciwienistwie do algorytméw typu obliczanego momentu, al-
gorytmy typu dysypatywnego nie wymagaja sprzezenia linearyzujacego.
Dgzialanie tych algorytméw polega na rozpraszaniu energii ukladu w taki
sposéb, aby dla ukiadu sterowania z zamknieta petla sprzezenia zwrot-
nego blad $ledzenia polozenia i predkosci przegubdéw manipulatora zmierzat
asymptotycznie do zera.

209
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Zaldézmy, ze model dynamiki manipulatora ma postaé

Q(q)q +C(q,9)q +D(q) +C(q,q,t) =u. (6.1)

Model (6.1) rézni sie¢ od modelu (5.16) obecnoscia wektora ((q, q,t), ktéry
oznacza réznego rodzaju sily niepotencjalne, wilaczajac efekty wynikajace
z niedokladnodci modelowania. Algorytmy typu obliczanego momentu i ty-
pu dysypatywnego wymagaja pelnej znajomosci modelu manipulatora. O-
czywidcie, w praktyce model dynamiki manipulatora jest zawsze obarczony
niepewnoscig. Nieznajomo$¢ modelu mozna podzielié na dwa rodzaje: nie-
znajomo$¢ parametryczng i nieznajomosé strukturalng. Nieznajomos¢ pa-
rametryczna polega na tym, ze znane sa wszystkie skladniki réwnan modelu
(znana jest ich posta¢ funkcyjna), natomiast nie sa znane pewne parametry
tych réwnan. Model manipulatora zawiera wiele parametrow, ktére zaleza
od wlasnosci fizycznych manipulatora, takich jak dlugosci ramion oraz masy
i momenty bezwladnosci ramion, a takze od wtasnosci przenoszonego 1a-
dunku, itp. Zauwazmy, ze zmienna masa i moment bezwiadnosci przeno-
szonego tadunku powoduje zmiany parametréw modelu dynamiki w trakcie
pracy manipulatora.

Innego rodzaju nieznajomo$¢ modelu stanowi nieznajomo$é struktu-
ralna, ktéra polega na tym, ze nie jest znana zalezno$§é funkcyjna miedzy
pewnymi zmiennymi modelu. Nieznajomo$¢ strukturalna modelu jest cze-
sto skutkiem niedokladno$ci modelowania dynamiki manipulatora. W mo-
delu (6.1) wszystkie nieznane oddziatywania, ktérym podlega manipulator,
mieszcza sie w skladniku ((q, q,t). Oddzialywania te zostana potraktowane
jako zaburzenia modelu podstawowego (5.3).

Poniewaz z regulty model dynamiki manipulatora nie jest dokladnie zna-
ny, szczegblne zainteresowanie robotykéw budza algorytmy sterowania za-
pewniajace §ledzenie trajektorii pomimo nieznajomosci modelu. W teorii
sterowania sa znane dwa rozwiazania tego problemu: algorytmy sterowa-
nia adaptacyjnego i algorytmy sterowania odpornego. Sterowanie adap-
tacyjne polega na zaprojektowaniu ukladu sterowania, ktéry dostosowuje
swoje dzialanie do zmian obiektu sterowania w taki sposdb, aby cel ste-
rowania zostal osiggniety. Typowy adaptacyjny algorytm sterowania wy-
korzystuje uklad estymujacy nieznane parametry modelu i generuje sygnat
sterujacy w oparciu o otrzymane estymaty parametréw. Z tego wzgledu,
uklady adaptacyjne sa najczesciej wykorzystywane w sytuacji, gdy mo-
del jest obarczony nieznajomoscia parametryczna. Uklady adaptacyjne sa
skomplikowane, zwlaszcza w przypadku, gdy zawieraja uklad estymacji. Sa
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one skuteczne, lecz kosztowne i trudne do realizacji. Opracowano wiele
algorytméw sterowania manipulatora, ktére sa adaptacyjnymi wersjami al-
gorytméw typu obliczanego momentu i algorytméw typu dysypatywnego.

Konkurencyjne rozwiagzanie problemu sterowania przy niepelnej zna-
jomo$ci modelu stanowia algorytmy sterowania odpornego®. Algorytmy
odporne wykorzystuja pewne aprioryczne oszacowania parametréw modelu
i w oparciu o taka informacje zapewniaja poprawne sterowanie dla wszyst-
kich dopuszczalnych zaburzed modelu. Ze wzgledu na brak ukladu estyma-
cji odporne uklady sterowania sa znacznie prostsze niz adaptacyjne, cechuja
sie jednak strukturalng nadczynnoscia (np. nadmiernym wzmocnieniem) dla
wartosci parametréw innych niz ekstremalne.

W polowie lat osiemdziesigtych w dziedzinie sterowania adaptacyjnego
pojawil sie nowy paradygmat, ktéry umozliwil opracowanie prostych al-
gorytméw sterowania zapewniajacych osiggniecie celu sterowania dla calej
klasy obiektéw na podstawie znajomosci sygnaléw wyjsciowych obiektu.
Dla ukladéw liniowych minimalnofazowych odpowiednie uklady sterowa-
nia zostaly nazwane uniwersalnym: adaptacyjnym: uktadams sterowania
(w skrécie UAUS). Uklady uniwersalne s adaptacyjne w tym sensie, ze reali-
zuja zadanie sterowania korzystajac z ograniczonej informacji o obiekcie (je-
dyne informacje, jakie posiada uklad sterowania, to informacje strukturalne
na temat liniowosci i minimalnofazowosci obiektu sterowania), nie zawieraja
jednak ukladu estymacji parametréw. Uwaza sig, ze sposéb dzialania uni-
wersalnych ukladéw sterowania imituje postepowanie czlowieka, ktéry ma
sterowal obiektem o nieznanych parametrach. Wyobrazmy sobie czlowieka,
ktéry prébuje balansowaé tyczka ustawiong na dloni. Na poczatku jego ru-
chy, majace na celu utrzymanie tyczki w pozycji pionowej, s przesadnie ob-
szerne, lecz po krétkim okresie prob i bleddéw ich amplituda i czestotliwosé
maleje i tyczka jest trwale utrzymywana w poblizu polozenia réwnowagi.
Po zmianie tyczki na inng wynik do§wiadczenia jest podobny. Uniwersalne
adaptacyjne uklady sterowania charakteryzuja sie prosta budowa, brakiem
ukladu estymacji i skutecznodcia dzialania.

Dziatanie uniwersalnego adaptacyjnego ukladu sterowania mozna zilu-
strowaé na przykladzie zadania stabilizacji obiektu liniowego. Kazdy uklad
nalezacy do klasy minimalnofazowych uktadéw liniowych, jednowejsciowych

*Zastosowany tu termin ,odporny” odpowiada, przyjetemu w $rodowisku automa-
tykéw tlumaczeniu angielskiego przymiotnika ,robust”. Spoéréd alternatywnych jego
przekladdéw, zaproponowanych przez robotykdw, najbardziej przypadia nam do gustu
propozycja ,,chedogi”, autorstwa dra hab. A. Kasiniskiego.
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i jednowyjsciowych, o stopniu wzglednym réwnym 1, postaci

q(t) = Aq(t) +bu(t)

- (6.2)
y(t) =c'q(t),

gdzie A € R™™ b € R™, ¢ € R™, ¢'b > 0, daje sie ustabilizowaé za pomoca
dynamicznego sprzezenia zwrotnego od wyjscia

u(t) = —k(t)y(t)

k(t) = y*(t).
Mozna by oczekiwaé, ze znajomos¢ znaku wyrazenia ¢'b jest warunkiem
koniecznym zbieznodci kazdego adaptacyjnego algorytmu stabilizacji. Jed-
nak, dzieki wprowadzeniu pojecia funkcji przetaczajacej, okazalo sie mozliwe
zaproponowanie adaptacyjnego ukladu stabilizacji, pomimo ze znak wyra-
zenia c¢'b jest nieznany. W rezultacie, jezeli tylko ¢'b # 0, uklady po-

staci (6.2) mozna ustabilizowaé przy uzyciu uniwersalnego adaptacyjnego
ukladu sterowania

{u(t) = N{k(t))y(t)

gdzie N(-) jest tzw. funkcjq Nussbauma, to znaczy funkcja odcinkami
prawostronnie ciagly, spelniajaca warunki

Przykladowymi funkcjami Nussbauma sa funkcje N(k) = k?cosk i N(k) =
cos(k“/z)ekz. Mechanizm sterowania jest nastepujacy: uklad adaptacji opi-
sany réwnaniem kK = y? monotonicznie zwieksza k(t), a funkcja przela-
czajaca N(k) przyjmuje na przemian wartosci dodatnie i ujemne o rosnacej
amplitudzie i czasie trwania. Je§li poprawny znak funkcji N jest staly w cza-
sie dostatecznie dlugim na to, aby sygnal wyjsciowy y obiektu z zamknieta
petla sprzezenia zwrotnego zmniejszyt sie do zera, to adaptacja wzmocnienia
dynamicznego k zatrzyma sie na pewnej skoriczonej wartosci.
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6.1 Algorytmy wymagajace pelnej znajomosci mo-
delu

6.1.1 Algorytmy typu obliczanego momentu

Dokladna linearyzacja

Najbardziej znany algorytm typu obliczanego momentu korzysta z lineary-
zacji modelu dynamiki manipulatora przy pomocy statycznego sprzezenia
zwrotnego. Aby przedstawié idee tego algorytmu, rozwazmy model dyna-
miki manipulatora sztywnego

Q(q9)4§+C(q,49)g +D(q) =u (6.3)

Na wejécie uktadu podajmy sygnat sterujacy

u=Q(q)v+C(q,q)q9 +D(q), (6.4)

gdzie v jest nowym wektorem sterowan. Po podstawieniu sterowania (6.4)
do modelu dynamiki manipulatora (6.3) otrzymujemy réwnanie uktadu z za-
mknieta petla sprzezenia zwrotnego postaci

Q(q)g = Q(q)v,

lub réwnowazne mu réwnanie liniowe

q=v, (6.5)

uzyskane dzieki odwracalnodci macierzy bezwtadnosci Q(q).
W celu zapewnienia $ledzenia trajektorii qq(t) w uktadzie zlinearyzo-
wanym, wystarczy podaé na wejscie v sygnal z regulatora PD z korekcja

v =qq—Kqe —Kge, (6.6)

gdzie e(t) = q(t) — qq(t) oznacza biad §ledzenia polozenia, a diagonalne
macierze Kq > 0 oraz K, > 0 opisuja wzmocnienia czgsci rézniczkujacej
oraz proporcjonalnej regulatora PD. Réwnanie bledu w zamknietej petli
sprzezenia zwrotnego jest nastepujace

é+Kee +Kpe =0,

a zaproponowany wybér macierzy Kq i K, zapewnia eksponencjalng zbiez-
no$¢ bledu éledzenia do zera.
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Rysunek 6.1 Przebieg bledéw sledzenia przy zastosowaniu algorytmu linearyzacji
przez sprzezenie zwrotne ze wzmocnieniami K, = diag{300} i K4 = diag{50}.

Przykiad 6.1.1 (Manipulator EDDA)

Zalézmy, ze zadanie sterowania manipulatora EDDA o modelu dynamiki
zdefiniowanym przez (5.16), (5.21)—(5.23) polega na $ledzeniu trajektorii
zadanej w przestrzeni przegubowej

qralt) cos (3t)
Y= = : 6.
dalt (qzd(t) sin(2t) (6.7)
Bledy $ledzenia powyzszej trajektorii manipulatora zostaly przedstawione
na rysunku 6.1%. =

Algorytm Wena-Bayarda

Drugim przedstawicielem algorytmoéw typu obliczanego momentu jest algo-
rytm zaproponowany przez Wena i Bayarda

u=0Q(qa)4q + C(qqa,94)qq + D(qa) —Kaeé —Kpe. (6.8)

Latwo zauwazy¢, ze algorytm (6.8) sktada sie z dwdch sktadnikéw. Pierwszy
z nich, o charakterze korekcyjnym, wymaga znajomo$ci modelu manipula-
tora wzdluz zadanej trajektorii przegubowej. Drugi skladnik, za pomoca
regulatora PD o stalym wzmocnieniu, generuje poprawke zalezna od biedu
Sledzenia e(t) = q(t) — qq(t) i jego pochodnej wzgledem czasu. W celu
wykazania zbieznosci algorytmu sterowania manipulatora opisanego réwna-
niem (6.8) rozwazmy funkcje Lapunowa

V(e e t) = %éTQ(q)é + %eT(Kp +eKg)e +ee'Q(q)e, (6.9)

*Symulacje zamieszczone w tym i nastepnym rozdziale wykonano w $rodowisku MAT-
LAB® + SIMULINK®.
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gdzie q = qq + e, a ¢ jest pewna stalg dodatnia. Z wiasnodci form kwa-
dratowych' otrzymujemy warunek na e zapewniajacy dodatnig okreslonosé

funkcji Lapunowa
M, + /A, + ),

0<e< ,
2Aq

przy czym AQ = ming AQ(q), AQ = maxgq AQ(q), za$§ \\q oznacza najmniejsza

warto$¢ wlasng symetrycznej macierzy M. Zauwazmy, ze istnienie Aq wy-

nika z wlasnosci (5.17). Przed oszacowaniem pochodnej funkcji Lapunowa V

zapiszmy réwnania manipulatora z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego
Q(q)e = -AQq, —C(q,q)e —ACqy — AD —Kye —Kqe
q=qq+e (6.10)
q = qd + éz

gdzie AQ = Q(q) —Q(qa), AC = C(q,q) —C(da, 44), AD = D(q) —D(qa).

Korzystajac z tw1erdzen1a o wartosci sredniej’ mozna pokazaé, ze pochodna

po czasie funkcji Lapunowa opisanej wzorem (6.9) wzdtuz trajektorii uktadu
zamknietego (6.10) da sig¢ oszacowaé w nastepujacy sposéb

< —Ble|? — (A —S]e|)lle]l?,

gdzie A, B, S sa pewnymi liczbami dodatnimi. Warto§¢ parametru S wynika
z oszacowania modelu dynamiki wzdluz trajektorii zadanej i dla konkretnej
trajektorii zadanej jest ustalona. Parametr B mozna dowolnie powigkszaé
poprzez wybdr coraz wigkszych wartosci wzmocnien K, natomiast para-
metr A ro$nie wraz ze wzrostem wzmocnien K.

Zdefiniujmy parametr &; = % (AKP +eAg, — sZAQ). Jesli zachodzi

B>0, A>S
gdzie Vo = V(e(0),€(0),0), to mozna udowodni¢, ze dla A, A; spetniajacych
O0<A <B, 0<AM<A-=S %3,
jest prawdziwa nieréwno$§é

V < —Alel® — Azllell? (6.11)

tZobacz dodatek A.1.
1Zobacz dodatek A.2.



216 Algorytmy sterowania manipulatorow sztywnych. . .

€ €
1 1
0.5 0.5&
0 0
-0.5 -0.5
-1 t -1 t
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Rysunek 6.2 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu algorytmu Wena-
Bayarda ze wzmocnieniami K, = diag{300} i K4 = diag{50}.

Algorytm Wena-Bayarda zapewnia tzw. péiglobalna stabilnoé¢ zamknietego
ukladu sterowania. Oznacza to, ze dla kazdego warunku poczatkowego ist-
nieja wzmocnienia Kq i K, zapewniajace eksponencjalng zbieznos$¢ bledu
§ledzenia do zeraS.

Przykiad 6.1.2 (Manipulator EDDA)

Podobnie jak w algorytmie linearyzacji statycznej, celem sterowania jest
$ledzenie trajektorii przegubowej opisanej réwnaniem (6.7). Bledy powstale
przy zastosowaniu algorytmu Wena-Bayarda do $ledzenia trajektorii zadanej
przedstawiono na rysunku 6.2. |

6.1.2 Algorytmy typu dysypatywnego
Algorytm Slotine’a-Li

Najbardziej znanym algorytmem sterowania manipulatoréw typu dysypa-
tywnego jest algorytm Slotine’a-Li

w=Q(q)d, +C(q,d)d, + D(q) — Kas, (6.12)

w ktérym funkcja q.(t) jest tzw. trajektoria odniesienia zdefiniowana na-
stepujaco
d, =4y Ae, (6.13)
natomiast zmienna
s=q—g,=¢é+Ae, (6.1)

nosi nazwe zmiennej §lizgu.

SZauwazmy, ze im wiekszy jest poczatkowy blad ledzenia, tym wzmocnienia te musza
by¢ wieksze.
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Diagonalne macierze A > 01i K4 > 0 sa parametrami algorytmu sterowa-
nia. Latwo pokazaé, ze réwnania manipulatora z zamknieta petla sprzezenia
zwrotnego sa nastepujace

Q(q)s + C(q,q)s +Kas =0

q=e+qq (6.15)
e=s—Ae.

Dla dowodu stabilnosci algorytmu Slotine'a-Li mozna wykorzystaé naste-
pujaca funkcje Lapunowa

V(e,s, t) = %STQ(q)s. (6.16)

Pochodna wzgledem czasu funkcji V(e,s,t) jest réwna

V=sTQlq)s + 15 Qlgls.

Policzymy pochodng funkcji Lapunowa wzdtuz trajektorii uktadu zamknie-
tego (6.15)

V=T (-C(g,d)s —Kas) + 35" Qla)s =
= —5'C(q,q)s —s'Kas + %STQ(q)s.
Z wlasnodci (5.6) i z wtasnosci form kwadratowych otrzymujemy
V=—s"Kgs < —AKstHZ. (6.17)
Korzystajac z oszacowania
V(e,s,t) < %XQusuz
i z nieréwnosci (6.17) mozna pokazaé eksponencjalng zbieznos¢ algorytmu*
s >0, gdy t— 4.

Poniewaz s = e + Ae — 0, to przy odpowiednim wyborze elementéw ma-
cierzy A biad §ledzenia e(t) réwniez zanika do zera eksponencjalnie.
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Rysunek 6.3 Przebieg bledéw §ledzenia przy algorytmie Slotine’a-Li z parame-
trami A = diag{4} i Kq = diag{75}.

Przyklad 6.1.3 (Manipulator EDDA)

W celu zilustrowania zachowania manipulatora przy sterowaniu wedlug al-
gorytmu Slotine’a-Li, przeprowadzili§my symulacje komputerowe przebiegu
$ledzenia trajektorii przegubowej (6.7) manipulatora EDDA. Wykresy bte-
déw zostaly przedstawione na rysunku 6.3. |

Zwr6émy uwage na fakt, ze sktadnik Kgs algorytmu Slotine’a-Li ttumiacy
bledy jest réwnowazny regulatorowi PD o wzmocnieniach KgA i Ky. Widaé,
ze elementy macierzy A, bedac sktadnikiem wzmocnienia cze$ci proporcjo-
nalnej P regulatora, wplywaja na szybkos§¢ dazenia bledu §ledzenia trajek-
torii e(t) do zera.

Algorytm Sadegha-Horowitza

Innym algorytmem wykorzystujacym pojecie §lizgu jest algorytm sterowa-
nia Sadegha-Horowitza

u =Q(q)4; +C(q,49)q, + D(q) —Kas —Re, (6.18)

w ktéorym wszystkie zmienne zostaly zdefiniowane tak samo jak w algo-
rytmie Slotine’a-Li. Jedynym elementem réznigcym oba wspomniane algo-
rytmy jest wyraz proporcjonalny do btedu Re wystepujacy we wzorze (6.18),
z diagonalna macierza wzmocnieii R > 0.

Algorytm sterowania Sadegha-Horowitza jest pewna modyfikacja algo-
rytmu Slotine’a-Li. Mozna pokazaé za pomoca drugiej metody Lapunowa,
ze algorytm Sadegha-Horowitza jest eksponencjalnie stabilny. Dowéd eks-
ponencjalnej stabilnosci algorytmu Sadegha-Horowitza zostal umieszczony
w dodatku C.

*Zobacz dodatek C, wzér (C.9).
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Rysunek 6.4 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu algorytmu Sadegha-
-Horowitza z parametrami K4 = diag{75}, A = diag{2} i R = diag{150}.

Przykiad 6.1.4 (Manipulator EDDA)
Przyktadowe przebiegi bledéw §ledzenia trajektorii przegubowej (6.7) ma-
nipulatora EDDA zostaly zamieszczone na rysunku 6.4. |

Analogicznie jak w przypadku algorytmu Slotine'a-Li, drugi skladnik
algorytmu Sadegha-Horowitza, réwny Kgs + Re, jest réwnowazny regulato-
rowi PD o wzmocnieniach P = K4A +R i D =K.

Uniwersalny adaptacyjny algorytm sterowania

Znajomos$ci modelu manipulatora wzdluz zadanej trajektorii przegubowej
wymaga uniwersalny adaptacyjny algorytm sterowania postaci

u=0Q(qa)dq +C(qa,9q4)94 + D(qa) —k(t)P1e —k(t)P2e.  (6.19)
State P, P, sa dodatnie, natomiast e(t) oznacza biad §ledzenia polozenia
zdefiniowany nastepujaco

e(t) = (er(t),...,ei(t),...,en(t))" = q(t) — qalt).

Macierz k(t) = diag{ki(t)}, i = 1,...,n, reprezentuje wzmocnienia lokal-
nych uniwersalnych ukladéw Sledzenia. Lokalny ukiad uniwersalny dla i-te-
go przegubu manipulatora ma wzmocnienie zmieniane wedlug regutly

ki(t) = (Pre; + P2&)%,  i=1,...,n. (6.20)

Czesto przyjmuje sie zalozenie, ze k;(0) > 0, co zapewnia dodatnio§é wzmoc-
nien ki(t) w kazdej chwili czasu t > 0.

Z postaci réwnania (6.19) wida¢, ze sterowanie manipulatora jest suma
dwéch skladnikéw

U =Uuq + Uypiy-
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Skladnik ug ma charakter korekcyjny i jest liczony w oparciu o znajomosé
modelu manipulatora wzdtuz zadanej trajektorii. Drugi skladnik sterowania
jest regulatorem PD o dynamicznym wzmocnieniu k(t) generowanym przez
uklad uniwersalny

Wuniw = —k(t)Pre — k(t)Pse. (6.21)

Aby dowiesé stabilnosci algorytmu sterowania, wybierzmy nastepujaca fun-
kcje Lapunowa

. 1. .o .

V(e & k,t) = EeTQ(q)e + EeTk(P1 +ePr)e+ee'Q(qle,  (6.22)
gdzie q = qq +e, ¢ >0, a k =k(t) jest macierza dynamicznych wzmocnien
lokalnych uniwersalnych ukltadéw §ledzenia. Podobnie jak w algorytmie
Wena-Bayarda, warunkiem dodatniej okre§lono$ci funkcji Lapunowa jest

PZAk(O) + \/P%AIZC(O) + 4AQP]AK(O)
2Aq '

O0<e<

Przed przystapieniem do oszacowania pochodnej funkcji Lapunowa V, za-
piszmy réwnania manipulatora z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (6.19)

Q(q)e = -AQqq — C(q,q)e — ACqq — AD —kPre —kPe
k = diag{Pye; + P,¢é;)?
q=4qq+te
q = qd + é:
przy oznaczeniach AQ = Q(q) — Q(qa), AC = C(q,q) — C(qqa,44), AD =
D(q) — D(qq). Twierdzenie o wartodci $redniej pozwala pokazaé, ze po-

chodna wzgledem czasu funkcji Lapunowa opisanej wzorem (6.22) wzdluz
trajektorii uktadu zamknietego (6.23) da sig oszacowaé w nastepujacy sposob

(6.23)

V < —(B—E|le|* —DJé|)[le]|* — (A —S|e])]le]*.

Parametry A, B, D, E, S sa pewnymi liczbami dodatnimi. Warto$§é para-
metru S wynika z oszacowania modelu dynamiki wzdiuz trajektorii zadanej
i dla konkretnej trajektorii zadanej jest ustalona. Parametry A, B, D, E
mozna dowolnie powigkszaé poprzez odpowiedni wybdér wartosci Py i P;.
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Zdefiniujmy wyrazenia

1 2
E,] = z (P]Ak(o) + EPZAk(O) — & /\Q)7
A&

&= .
P12y 0) + €P22(0)

Jesli spelnione sg nieréwnosci

Vo VO VO
B>E-2 4D/, A>S /L2
&1 & &1

gdzie Vo = V(e(0),€(0),0), Aqg = maxq AQ(q) oraz A\g = ming AQ(q), to
mozna pokazaé, ze dla Aq, A, spelniajacych

0<?\1<B—E&—D E, O<AM<A-S E,
&1 & &1

prawdziwa jest nieréwnosé
' 2 2112
V< —Mllell” = Azllefl” (6.24)

Przedstawiony uniwersalny algorytm sterowania jest péiglobalnie asympto-
tycznie stabilny, przy czym biad §ledzenia trajektorii e(t) oraz btad $ledzenia
predkosci e(t) zanikaja do zera eksponencjalnie. Zaleta algorytmu uniwer-
salnego w poréwnaniu z algorytmami o statycznym wzmocnieniu w petli
sprzezenia zwrotnego jest mniejsza wartos¢ sit i momentéw sterujacych u
potrzebnych do uzyskania pozadanego zachowania manipulatora.

Przykiad 6.1.5 (Manipulator EDDA)

Przyktadowe przebiegi bledéw §ledzenia trajektorii przegubowej (6.7) ma-
nipulatora EDDA przy wykorzystaniu uniwersalnego adaptacyjnego algo-
rytmu sterowania zostaly zamieszczone na rysunku 6.5. W trakcie symu-
lacji wzmocnienia lokalnych ukladéw uniwersalnych ustalily sie na warto-
§ciach Kyust = 17 1 Koyet = 6.5. [ |

Symulacje pokazuja, ze wszystkie algorytmy przedstawione w podroz-
dzialach 6.1.1 i 6.1.2 zapewniaja poréwnywalna jakos§¢ §ledzenia trajekto-
rii, natomiast réznia si¢ pod wzgledem tatwosci implementacji komputero-
wej. W praktyce najlatwiej jest zaimplementowaé algorytm Wena-Bayarda.
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Rysunek 6.5 Przebieg btedéw §ledzenia przy zastosowaniu uniwersalnego adap-
tacyjnego algorytmu sterowania z parametrami P; = 20, P, =41 k;(0) = 0.1.

W tym algorytmie skladowa korekcyjna wuy sterowania moze zostaé obli-
czona w trybie off-line, co zmniejsza zaréwno zajeto§é pamieci kompu-
tera, jak i czas trwania biezacych obliczerl. Uniwersalny adaptacyjny algo-
rytm sterowania moze byé traktowany jako dynamiczna wersja algorytmu
Wena-Bayarda. Skladowa ug4 sterowania réwniez wylicza si¢ w tym przy-
padku off-line, jednak konieczno$§é wyznaczania dynamicznego wzmocnie-
nia zwigksza wymagania co do wielkosdci potrzebnych zasobéw obliczenio-
wych. Pozostale algorytmy wymagaja obliczania dodatkowych zmiennych,
a przez to sa jeszcze trudniejsze do implementacji.

6.2 Algorytmy sterowania przy parametrycznej
nieznajomosci modelu

Jak powiedzieliémy na wstepie, nieznajomogcia parametryczng modelu na-
zywa si¢ sytuacje, gdy znane sg wszystkie elementy modelu dynamiki mani-
pulatora (znana jest posta¢ funkcyjna wszystkich zaleznosci miedzy zmien-
nymi opisujacymi zachowanie), natomiast nie sg znane parametry wystepu-
jace w tych réwnaniach. Z postaci modelu dynamiki manipulatora przedsta-
wionej w podrozdziale 5.2 wynika, ze kazde ramie jest opisane przy pomocy
dziesigciu parametréw dynamiki (elementéw macierzy inercji ramienia), za-
tem model manipulatora o n stopniach swobody zawiera 10n parametréw
dynamiki, ktére zalezg od jego wlasnodci fizycznych. Na ogél parametry
dynamiki sa nieznane lub znane tylko w przyblizeniu. Najczestsza przy-
czyna zmiany tych parametréw jest zmienna masa i moment bezwladnosci
tadunku przenoszonego przez manipulator. W dalszych rozwazaniach przyj-
miemy zalozenie, ze w trakcie §ledzenia konkretnej trajektorii przegubowej
parametry dynamiki pozostaja ustalone, aczkolwiek moga by¢ nieznane.
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W przedstawionych nizej adaptacyjnych algorytmach sterowania bedzie-
my sie postugiwaé modelem manipulatora, ktéry jest liniowy ze wzgledu na
nieznane parametry 6

Q(q)e)q + C(q>q)9)q —+ D(q)a) = Y(q)q>q) q)6 =1u, (6'25)

gdzie 0 € RP, zas Y(q,q,q,q) jest macierza rozmiaru n X p zwana ma-
cierzq regresji. Parametry 0 wystepujace w réwnaniu (6.25) sa parame-
trami zastepczymi modelu, bedacymi pewnymi funkcjami parametréw fi-
zycznych, a nie bezposrednio parametrami fizycznymi. W zapisie macierzy
regresji przyjmujemy, ze trzeci argument odnosi sie do predkosci q, ktéra
jest mnozona przez macierz C(q,q). Nietrudno zauwazy¢, ze macierz regre-
sjiiY(q,4q,q,q) zalezy w sposéb liniowy od trzeciego i czwartego argumentu.

Przyklad 6.2.1 (Manipulator EDDA)

Manipulator EDDA opisany réwnaniami macierzowo-wektorowymi (5.16)
z macierzami Q, C i wektorem D zdefiniowanymi przez (5.21)—(5.23) posiada
nastepujacy réwnowazny opis w postaci (6.25):

L Y Y Y Y
Y@a,q,d8 =" 2P e (6.26)

0 Y Yy

Elementy Yi; macierzy w réwnaniu (6.26) sa nastepujace:

Y11 = qq,
Y12 = gcos gy,
Y13 = g2,

Y14 = 0.3(2471 + q2) cos q2 + gcos(q1 + q2)+

—0.3(41 + 142 + 43) sin qa,
Y3 = a1+ qa,
Y24 = 0.3G71 cos q2 + gcos(qr + qz2) + 0.3q% sin qz,

natomiast wektor @ = (01,...,04)" jest wektorem nieznanych parametréw
zastepczych modelu, ktérych wartosci nominalne podaje formuta (5.24).
Model manipulatora EDDA opisany réwnaniami (6.26) zostanie uzyty do
symulacji komputerowych adaptacyjnych algorytméw sterowania. |

Przy projektowaniu adaptacyjnego algorytmu sterowania zapewniajace-
go Sledzenie zadanej trajektorii qq4(t) w ukladzie (6.25) nalezy postepowaé
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w nastepujacy sposob:
e zalozyé, ze w kazdej chwili dysponujemy pewna ocena, czyli esty-
mata 0(t) wektora nieznanych parametréw 0,

e znalez¢ algorytm sterowania u wykorzystujacy biezaca wartosé esty-
maty wektora nieznanych parametréw,

e znalez¢ algorytm estymacji nieznanych parametréw generujacy w ka-
zdej chwili kolejng ocene 0 (t),

e udowodni¢ asymptotyczna stabilno§é adaptacyjnego ukladu sterowa-
nia zlozonego z podsystemu sterowania i podsystemu estymacji.

6.2.1 Algorytmy adaptacyjne typu obliczanego momentu
Adaptacyjny algorytm linearyzacji

Adaptacyiny algorytm linearyzacjt otrzymuje sie wprost z algorytmu ste-
rowania zaprojektowanego dla przypadku nieadaptacyjnego (6.4). W tym
celu, zamiast rzeczywistych wartosci nieznanych parametréw, nalezy wyko-
rzystaé ich biezace estymaty

u= Q(q,@) v+ C(q, q,é) q+ D(q,@)

v=4q4—Kse—Kpe.

(6.27)

Wstawiajac sterowanie (6.27) do modelu dynamiki manipulatora (6.25) o-
trzymujemy réwnanie ukladu z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego

Q(a,0) (& +Kae +Kye) = Y(a,4,6, 48, (6.28)

w ktérym 6(t) = 0(t)—0 jest bledem estymacji parametréw. Przy zalozeniu,

ze macierz Q(q,@ jest nieosobliwa, réwnanie (6.28) przyjmuje postac

é +Kae +Kpe = Q'(a,0) Y(a,4,4, 86,
lub réwnowazna posta¢ wyrazona za pomoca zmiennych stanu
1=Az+BQ'(a,0)¥(a,4,4,§)8, z=(e"eT),  (6:20)

gdzie
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Algorytm estymacji parametréw jest nastepujacy
6(t) =0(t) =—TY"(q,4,4,d) (Q") '(q,0) BP=. (6.30)

Macierz I' =TT > 0 jest macierza wzmocnien algorytmu estymacji, nato-
miast macierz P = PT > 0 jest rozwigzaniem réwnania Lapunowa

AP +PA =M, (6.31)

dla pewnej macierzy M = M" > 0, ktéra bedzie odpowiadaé za szybko§é
zbieznosci zmiennej z do zera.
Wybierzmy nastepujaca funkcje Lapunowa dla uktadu (6.29)—(6.30)

V(z,08) = %ZTPZ + %éTr—lé. (6.32)

Pochodna wzgledem czasu funkcji V(z,é,t), wyliczona wzdluz trajektorii
uktadu zamknigtego (6.29)—(6.30), jest réwna

" 1. 1 - P 1
V(z,0) = 5 TPz + EzTPz +0'T1776 = —EzTMz (6.33)
i zawiera macierz M wprowadzona w réwnaniu (6.31). Z réwnosci (6.33)
wynika, ze adaptacyjny algorytm linearyzacji jest globalnie asymptotycznie
stabilny.

Przykiad 6.2.2 (Manipulator EDDA)

Aby zilustrowa¢ dzialanie adaptacyjnego algorytmu linearyzacji, ponownie
rozwazymy zadanie §ledzenia trajektorii (6.7) manipulatora EDDA. Wy-
kresy bledéw $ledzenia w poszczegdlnych przegubach manipulatora zostaty
przedstawione na rysunku 6.6. |

Prezentowany algorytm jest uogélnieniem algorytmu linearyzacji przez
statyczne sprzezenie zwrotne na przypadek parametrycznej nieznajomosgci
modelu dynamiki manipulatora. Algorytm posiada kilka wiasnosdci utrud-
niajacych jego implementacje. Po pierwsze, algorytm estymacji wymaga
pomiaru przyspieszen w przegubach. W praktyce jest to bardzo utrud-
nione, poniewaz wiekszo§¢ robotéw nie posiada czujnikdédw przyspieszenia, a
wyliczanie sygnalu przyspieszenia poprzez rézniczkowanie sygnatu polozenia
wprowadza znaczne zaszumienie sygnalu przyspieszenia. Druga istotng wada
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Rysunek 6.6 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu adaptacyjnego algo-
rytmu linearyzacji z parametrami K, = diag{300}, K4 = diag{50}, I' = diag{20}.

adaptacyjnego algorytmu linearyzacji jest konieczno§é odwracania estymo-

wanej macierzy bezwiadnosci Q@,@VZ Odwracanie macierzy ng,ﬁ dla
manipulatoréw o wielu stopniach swobody jest nie tylko czasochlonne i

skomplikowane numerycznie ale réwniez czesto niemozliwe. Wynika stad,
ze chociaz macierz bezwtadnogci manipulatora z parametrami nominalnymi
jest zawsze dodatnio okres§lona, to estymowana macierz Q( ,6) nie posiada
tej wlasnosci i przy pewnych wartosciach 0 moze sta¢ sie osobliwa. Nalezy
rowniez podkredli¢ fakt, ze algorytm estymacji nie gwarantuje zbieznosci
estymat parametréw dynamiki do ich rzeczywistych wartosci.

Algorytm adaptacyjny Bayarda-Wena

Bayard i Wen zaproponowali rodzine adaptacyjnych algorytméw sterowa-
nia wykorzystujacych stopniowo coraz mniejsza wiedze o modelu dynamiki
manipulatora. W obrebie tej rodziny najmniejszej wiedzy o dynamice ma-
nipulatora wymaga nastepujacy algorytm sterowania

u= Q(qd,é) G+ c(qd,qd,é) qq+ D<qd,6> —Kgé —Kye =
=Y(qa,d4,94,d4)0 —Keé —Kpe, (6.34)

z algorytmem estymacji parametréw

A

e(t) = *FYT(qcqu)qdaCid)(éJr Ee)- (6'35)

Zaklada sie, ze Kg = Kg >0,K, = Kg > 01l =TT > 0. Przed przystapie-
niem do badania stabilnosci algorytmu przedstawimy réwnania dynamiki
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manipulatora z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego (6.34), (6.35)

Q(q)é = -AQq, —C(q,q)é — ACqq — AD+ i
—Kpe —Kqe +Y(qq,944,94,d4)0

A

0(t) = —TY'(qa,qa, qa, Ga) (€ + ce) (6.36)
q=4qq+te
q = qd + é:

gdzie AQ = Q(q) —Q(qq), AC = C(q,q) —C(qq,94), AD =D(q) —D(qa).
Dla uktadu oplsanego réwnaniami (6.36) wybieramy funkcje Lapunowa

Tar 1x
5678, (6.37)

v(e,e,é,t) — VO 4
zawierajaca funkcje Lapunowa VO dla nieadaptacyjnego algorytmu Wena-
-Bayarda zdefiniowang wzorem (6.9). Mozna pokaza¢, ze pochodna funk-
cji V obliczona wzdtuz trajektorii uktadu (6.36) wynosi

~ ~

+01r7'8. (6.38)

(<>}

v = \'/0 + éTY(qcb qd) qd) qd)é + SeTY(qcb qd) qd) qd)

Wida¢, ze po wstawieniu réwnania (6.35) opisujacego algorytm estymacji
parametréw do wzoru (6.38), prawdziwe jest oszacowanie

V < —Bllel* — (A —S|lel])[le]?,

z parametrami A, B, S identycznymi jak w przypadku algorytmu Wena-
-Bayarda. Oznacza to, ze dla A, A, spelniajacych zaleznosci

V
0<A<B, 0<A<A-—S5 ?0
1

prawdziwa jest nieréwnosé

V< Ml — Azl (6.39)

Wszystkie wystepujace tu zmienne i parametry zostaly zdefiniowane w roz-
dziale omawiajacym algorytm Wena-Bayarda*. Algorytm (6.34), (6.35) jest

*Kolejnoéé nazwisk w algorytmach Wena-Bayarda i Bayarda-Wena nie jest przypad-
kowa, lecz wynika z kolejnosci nazwisk autoréw artykuléw, w ktérych te algorytmy zostaly
opublikowane.
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Rysunek 6.7 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu adaptacyjnego algo-
rytmu Bayarda-Wena z parametrami K, = diag{300}, K4 = diag{50} i I' = diag{20}.

polglobalnie asymptotycznie stabilny. Oznacza to, ze dla dowolnych wa-
runkéw poczatkowych istnieja wzmocnienia regulatora PD (czyli wartosci
elementéw macierzy Kq i K;), ktére zapewniaja zbiezno$¢ btedu Sledzenia
trajektorii e(t) = q(t) — qq(t) do zera. Zaleta algorytmu Bayarda-Wena
jest duza odporno$é na zaklécenia, natomiast istotna wada sa bardzo duze
wartodci wzmocniei Ky i K, konieczne do zapewnienia stabilnosci algo-
rytmu. Roéwniez ten algorytm nie gwarantuje zbieznosci estymat do no-
minalnych wartosci parametréw.

Przyklad 6.2.3 (Manipulator EDDA)

Aby zilustrowaé dzialanie powyzszego algorytmu, pokazemy przykitadowe
wykresy bledéw Sledzenia trajektorii dla manipulatora typu EDDA. Po-
dobnie jak w przypadku nieadaptacyjnym, trajektoria zadana jest opisana
réwnaniem (6.7). Wykresy bledéw $ledzenia trajektorii przegubowej zostaty
przedstawione na rysunku 6.7. |

6.2.2 Algorytmy adaptacyjne typu dysypatywnego
Algorytm adaptacyjny Slotine’a-Li

Adaptacyjny algorytm Slotine’a-Li wywodzi sie z algorytmu (6.12) uzywa-
nego przy pelnej znajomosdci modelu manipulatora, z ta réznica, ze zawarte
w nim prawo sterowania zamiast rzeczywistych wartosci wektora nieznanych
parametréw modelu 0 wykorzystuje ich biezace estymaty 0:

u=Q(a,0) &, +C(q,4,8) 4 + D(q,8) — Kas =
=Y(q,q,4,,d,)8 —Kas.  (6.40)
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Rysunek 6.8 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu adaptacyjnego algo-
rytmu Slotine’a-Li z parametrami Kq = diag{75}, A = diag{4} i ' = diag{20}.

Wszystkie sygnaly wystepujace we wzorze (6.40) sa takie same jak sygnaty
dla algorytmu nieadaptacyjnego i zostaly zdefiniowane nastepujaco:

€e=(q—(qq,
q, =qq —Ae, (6.41)
s=q—q, —eé+Ae

Jako algorytm estymacji przyjmiemy nastepujacy algorytm
0(t) = -TY'(q,4,4,,G,)s, (6.42)
gdzie ' jest symetryczna, dodatnio okres§long macierza wzmocnieri adapta-
cyjnych rozmiaru p X p, za$§ p jest liczba parametréw zastepczych.
Adaptacyjny algorytm Slotine’a-Li cechuje sie eksponencjalng zbiezno-
$cig bledu §ledzenia trajektorii e do zera. Dowdd jego stabilnosci znajduje
sie w dodatku C. Algorytm ten nie gwarantuje zbieznoéci estymat niezna-
nych parametréw do ich warto$ci nominalnych.

Przyklad 6.2.4 (Manipulator EDDA)

W celu zaprezentowania dzialania powyzszego algorytmu, na rysunku 6.8
przedstawimy wykresy bledéw $ledzenia trajektorii (6.7) dla manipulatora
eksperymentalnego EDDA. |

Algorytm adaptacyjny Sadegha-Horowitza

Podobnie jak Bayard i Wen, Sadegh i Horowitz zaproponowali rodzing ada-
ptacyjnych algorytméw sterowania wykorzystujacych rézny stopied zna-
jomo$ci modelu dynamiki manipulatora. Sposréd adaptacyjnych algoryt-
moéw sterowania z tej rodziny rozwazymy algorytm wykorzystujacy prawo
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sterowania

u= Q(qda/e\) (.id + C(qd> qd>/9\) qd + D<qd>/e\) - de — Re — KfHest =
=Y(qa,da,da,§a)8 —Kas —Re — K¢[le|’s (6.43)

oraz algorytm estymacji parametréw

0(t) = —TY'(qq, 44, da, da)s. (6.44)
W algorytmie e = q — qq jest bledem §ledzenia trajektorii, s = e + Ae
oznacza zmienng §lizgu, analogicznie do wersji nieadaptacyjnej, wspéiczyn-
nik K¢ > 0, za§ macierze wzmocniefl spelniajag warunki Ky = Kg > 0,
R=R">0,T=T">0iA =A"T > 0. Do przeprowadzenia analizy
stabilnodci powyzszego algorytmu wykorzystamy réwnania dynamiki mani-
pulatora z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego

Q(q)$ = —C(q,q)s — Re —Kgs — K¢le||’s + Y(qa, 4, 4q, §4)0 + AY
0(t) = —TY(qq, 44, da, da)s

q=qq+e
s=q—(q,=¢é+Ae,

(6.45)

gdZie AY = (Y(qd> qd) qd) qd) *Y(qa q>qr)qr))e Dla uktadu (6~45) Wybie'
ramy funkcje Lapunowa

V(e,s,0,t) = VO(e,s, t) + %éTr—‘é + %?\Af\eTe, (6.46)

w ktérej sktadnik V° oznacza funkcje Lapunowa nieadaptacyjnego algo-
rytmu Sadegha-Horowitza zdefiniowana wzorem (C'.4), a A = 3 (Mg +2)™.
Pochodna funkcji Lapunowa V wzdtuz trajektorii uktadu (6.45) mozna osza-
cowaé nastepujaco

V(e,,8,1) < —a1llsll* — Aoalell%, (6.47)

gdzie o7, 02 sa pewnymi stalymi dodatnimi. Algorytm (6.43)—(6.44) zo-
stal wybrany z rodziny adaptacyjnych algorytméw Sadegha-Horowitza ze
wzgledu na to, ze jest globalnie asymptotycznie stabilny. Inna wazna zaleta
tego algorytmu jest zaleznos¢ sktadnika korekcyjnego w prawie sterowania'
jedynie od zadanej trajektorii przegubowej. Algorytm ten nie gwarantuje
zbieznosci bledu estymacji parametréw dynamiki 6(t) do zera.

*Zobacz dodatek C.
TCzyli czeéci algorytmu sterowania wymagajacej znajomosci modelu dynamiki.
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Rysunek 6.9 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu adaptacyjnego al-
gorytmu Sadegha-Horowitza z parametrami Kq = diag{75}, A = diag{2}, R =
diag{150}, I' = diag{20} i K¢ =12.

Przyklad 6.2.5 (Manipulator EDDA)

Aby zilustrowaé dziatanie algorytmu pokazemy, podobnie jak w przypadku
nieadaptacyjnym, bledy $ledzenia trajektorii przegubowej (6.7) manipula-
tora EDDA. Wykresy bledéw polozenia przegubdéw zostaly przedstawione
na rysunku 6.9. |

Z przeprowadzonych badad wynika, ze spo$réd prezentowanych algo-
rytméw adaptacyjnych najtrudniejszy do implementacji komputerowej jest
adaptacyjny algorytm linearyzacji. Wymaga on pomiaru przyspieszen prze-
gubdéw manipulatora oraz odwracania estymowanej macierzy bezwladnosci.
Najprostsze do praktycznego zastosowania sg adaptacyjne algorytmy Bayar-
da-Wena i Sadegha-Horowitza, ktére wykorzystuja do estymacji parametréw
i do prawa sterowania model robota obliczany wzdluz zadanej trajektorii.

6.3 Algorytmy sterowania przy strukturalnej nie-
znajomosci modelu

Nieznajomo$¢ strukturalna modelu dynamiki manipulatora pojawia sig, gdy
nie jest znana postaé funkcyjna zaleznosci miedzy zmiennymi stanu manipu-
latora. Przykladem takich trudnych do wyznaczenia zaleznosci jest funkcja
opisujaca tarcie i opory ruchu.

W dalszych rozwazaniach zalozymy, ze dynamika manipulatora o n stop-
niach swobody jest opisana nastepujacym modelem

Q(q,0)q +C(q,q,0)q +D(q,0) + ¢(t) =
= Y(q) q>q) q)e +C(t) =u, (6~48)

gdzie ¢ € R™ oznacza wektor potozed przegubdéw, ¢ € R"™ jest wektorem
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predkosci przegubdéw, Q(q,0) jest symetryczna, dodatnio okreslona ma-
cierza bezwtadnosci, C(q, q,0) opisuje sity odsrodkowe i Coriolisa, za§ wek-
tor D(q,0) reprezentuje oddzialtywania grawitacyjne. W modelu wszystkie
oddzialywania wplywajace na manipulator, majace nieznana postaé, zostaty
potraktowane jako zaburzenia i oznaczone symbolem ((t).

6.3.1 Algorytm sterowania slizgowego

W celu przedstawienia algorytmu sterowania slhizgowego przyjmiemy, ze
dynamika manipulatora jest opisana réwnaniem (6.48). Zalézmy, ze para-
metry 0 wystepujace w modelu sa nieznane i dopuéémy oddzialywanie na
wspdlrzedne przegubowe manipulatora nieznanych zaburzed*. Zaburzenia
dzialajace na wspélrzedna i moga byé opisane pewna nieznanag funkcja
czasu (i(t), gdzie i = 1,...,n. Zadanie sterowania bedzie polegaé na
$ledzeniu zadanej trajektorii qq4(t) w przestrzeni przegubowej manipulatora,
pomimo nieznajomosci parametréw i w obecnogci nieznanych zaburzen.

Aby mozliwe bylo znalezienie sterowania §lizgowego zapewniajacego §le-
dzenie trajektorii, niezbedne jest posiadanie pewnej apriorycznej informa-
cji na temat nieznanych elementéw modelu. W dalszych rozwazaniach
bedziemy zakladali, ze zaréwno nieznane parametry jak i zaburzenia sa
ograniczone, tzn.

0 <0f, lGI<g, i=1,...m, (6.49)

a wartos$ci ograniczen 0 1 (I sg znane. Oznacza to, ze uzycie algorytmu
$lizgowego do sterowania manipulatora jest mozliwe jedynie wtedy, gdy
mozna przewidzie¢ zakres zmian nieznanych parametréw i zaburzen.

Algorytm sterowania §lizgowego przypomina pod wzgledem formalnym
adaptacyjny algorytm sterowania Slotine’a-Li, rézni sie jednak brakiem
ukladu estymacji parametréw. Do sterowania jest wprawdzie wykorzy-
stywana pewna ocena wektora nieznanych parametréw @, jednak jest ona
wybierana w spos6b arbitralny przed rozpoczeciem procesu regulacji jako
staly wektor spelniajacy zalozenie (6.49). Prawo sterowania w algorytmie
Slizgowym ma postaé

u':Y(q»q>qr)qr)é_de_ngn(s): (6.50)

przy czym sygnaly q, i s speiniaja zalezno$¢ (6.41). Symetryczna i dodatnio
okre§lona macierz K4 ma zapewnia¢ zbieznoé¢ algorytmu sterowania.

*Jest to przypadek nieznajomosci strukturalnej modelu.
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W pordéwnaniu z algorytmem Slotine’a-Li, nowym elementem prawa
sterowania (6.50) jest sktadnik o charakterze przelaczajacym Ksgn(s) =
(k1sgn(s1)y...,knsgn(sn))", ktéry ma za zadanie ttumi¢ bledy wynikle z nie-
znajomos$ci modelu. Zauwazmy, ze obecno§é skladnika przelaczajacego w
réwnaniu (6.50) powoduje niecigglo§¢ wzgledem czasu proponowanego al-
gorytmu sterowania. Najwieksza trudnoS$cig przy implementacji algorytmu
sterowania $lizgowego jest dobdér wspélczynnikéw wzmocnienia ki w taki
sposéb, aby algorytm stal sie zbiezny.

Zastosujmy teraz sterowanie (6.50) do modelu (6.48) wyrazonego w postaci
zaleznej liniowo od nieznanych parametréw

Y(q>q> q, q)e +(t) = Y(% 4,4, qr)/e\ —Kgs — Ksgn(s)
e=q—qq (651)
s=e+Ae=q—q,.

Po prostych przeksztalceniach i podstawieniu 6 = 60 uzyskujemy réwna-
nie dynamiki ukladu z zamknietg petla sprzezenia zwrotnego

Q(q,0)s + C(q,4,0)s = Y(q,4,d,,4,)0 — Kas+
—Ksgn(s) —¢(t), (6.52)

gdzie
q=e+dq.

Aby udowodnié zbieznos¢ algorytmu sterowania §lizgowego, zastosujemy
metode funkcji Lapunowa. Rozwazmy nastepujaca funkcje

V(s,e,t) = %STQ(q,G)S, (6.53)
zawierajaca symetryczna i dodatnio okreslona macierz bezwladnosci mani-
pulatora Q(q,0). Policzmy pochodna wzgledem czasu funkcji (6.53) wzdtuz
trajektorii ukladu (6.52), skorzystajmy z warunku sko$nej symetrii (5.6)
i podstawmy wyrazenie Q(q,0)s uzyskane z réwnania (6.52). W rezultacie,
po prostych przeksztalceniach, otrzymamy

V= —s"Kqs —s"(Ksgn(s) + £(t) — Y(q,d,,,G,8). (6.54)
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Drugi sktadnik pochodnej (6.54) jest suma nastepujacych elementéw

Si (k sgn Sl + (:1 Z YUG ) = ki‘Si| + Cisi — Z Yijéjsi =

= [sil (k + Gisgn(si) — 2 ; Y65 sgn(sJ)
Zdefiniujmy teraz wspoélczynniki k; jako

ki = Z Zijog + & + i, (6.55)
j

gdz1e |Y1)| Zi; wyraza ograniczenia modelu wzdtuz trajektorii odniesienia,
= 10, + 0F > |6;] jest oszacowaniem maksymalnego bledu popetnionego
podczas wyboru estymaty parametréw, zas n; jest pewna liczba dodatnia.
Przy przyjetej definicji wspdlczynnikdéw ki uzyskujemy nastepujace osza-
cowanie pochodnej funkcji Lapunowa wzdtuz trajektorii uktadu (6.52)

n
V < —STKdS — ZT]1|81| < 0. (6.56)

i=1

Z twierdzenia La Salle’a-Yoshizawy wynika, ze trajektorie uktadu (6.52)
daza do O przy t — +o0o0. Oznacza to, ze blad §ledzenia e speinia réwna-
nie € = —Ae. Poprzez wybdér macierzy A w taki sposéb, aby jej wartosci
wlasne lezaly w prawej pélplaszczyznie zmiennej zespolonej, zagwaranto-
wana jest asymptotyczna stabilnos¢ §ledzenia. Algorytm sterowania $li-
zgowego wyrdznia sie prostotg i niewrazliwo$ciag na zmiany parametréw
manipulatora oraz zewnetrzne zakidcenia, np. efekty tarcia w przegubach,
jednakze pod warunkiem, ze mozliwe jest oszacowanie zakresu zmian nie-
znanych wielkog§ci. Algorytm sterowania §lizgowego moze byé zastosowany
takze woéwczas, gdy oszacowanie zaklécen zewnetrznych jest zalezne od
czasu, tj. [Gi(t)] < C(t); otrzymuje sie wéwczas wspéiczynniki wzmocnie-
nia k; zalezne w sposéb jawny od czasu.

Nalezy jednakze pamieta¢ o pewnej wadzie powyzszego algorytmu po-
legajacej na tym, ze aby oszacowaé wartos$ci wspdlczynnikéw k; gwaran-
tujace stabilno§é algorytmu $lizgowego, niezbedna jest znajomo§é¢ maksy-
malnej predkosci ruchu w przegubach. W przypadku, gdy predkoéé ta nie
jest znana, nie mozna uzyskac oszacowan Z;; elementéw macierzy Yi;. W ta-
kim wypadku wartosci wspélczynnikéw k; mozna dobraé wylacznie metoda
symulacyjna lub eksperymentalng.
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Rysunek 6.10 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu algorytmu §lizgowego
z parametrami Kq = diag{75}, A = diag{4}, K = diag{100} i 6=0.

Przykiad 6.3.1 (Manipulator EDDA)

Dla zilustrowania dzialania powyzszego algorytmu, pokazemy przebiegi ble-
déw $ledzenia trajektorii zadanej (6.7) dla manipulatora EDDA. Wykresy
bledéw polozenia przegubdéw zostaly przedstawione na rysunku 6.10. |

6.3.2 Algorytm Qu-Dorseya — regulator PD o stalym wzmo-
cnieniu

W poprzednich podrozdziatach dokonali§my przegladu uktadéw sterowania
zapewniajacych §ledzenie zadanej trajektorii i dopuszczajacych kolejno co-
raz wiekszy stopien nieznajomogci modelu dynamiki manipulatora. W kon-
sekwencji, pojawia sie pytanie, czy jest mozliwe sprowadzenie bledu §ledze-
nia trajektorii do zera, jesli model manipulatora jest calkowicie nieznany
(nawet wzdtuz trajektorii odniesienia). Odpowiedz na tak postawione pyta-
nie jest negatywna. Mozna pokazaé, ze zastosowanie do modelu manipula-
tora (6.25) klasycznego regulatora PD* z diagonalnymi macierzami wzmoc-
nien Kq >0i K, >0

u=-Kqse—Kye (6.57)

powoduje, ze w ukladzie z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego
Q(q)4 +C(q,q)q + D(q) +Kae + Kye =0,
przy t — +oo blad §ledzenia trajektorii

e(t) = q(t) — qa(t) — By(0).

“Bez generowania sterowania odniesienia uq, ktére wymaga chociaz cze$ciowej zna-
jomoséci modelu dynamiki.
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Rysunek 6.11 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu algorytmu Qu-
-Dorseya ze wzmocnieniami K, = diag{1500} i K4 = diag{50}.

Symbol B, (0) oznacza kule domknieta o pewnym promieniu A > 0 i §rodku
w punkcie 0 € R™. Innymi stowy, blad §ledzenia polozenia w procesie re-
gulacji moze nie zanika¢ do zera, ale z uplywem czasu dazy¢ do pewnej
niezerowej wartosci ustalonej. Wynika stad, ze jezeli do kazdego przegubu
manipulatora dotaczymy lokalny regulator PD, to blad $ledzenia trajektorii
bedzie dazyt do pewnego przedzialu zawierajacego 0. Wyznaczenie wartosci
ustalonej bleddéw sledzenia polozenia w poszczegdlnych przegubach wymaga
znajomosci funkcji szacujacych model dynamiki manipulatora. Istotna za-
leta algorytmu sterowania (6.57) jest jego prostota, tatwos§¢ implementacji
oraz mozliwo$¢ kontrolowania obszaru, do ktérego dazy blad e(t), poprzez
wybér odpowiednio duzych wzmocnien Kq i K.

Przykiad 6.3.2 (Manipulator EDDA)

Aby zobrazowaé dzialanie algorytmu Qu-Dorseya, pokazemy przebiegi ble-
déw powstalych podczas $ledzenia trajektorii przez manipulator EDDA,
opisanej wzorem (6.7). Wykresy bledéw potozenia przegubéw zostaty przed-
stawione na rysunku 6.11. |

6.3.3 Algorytm A-$ledzenia — regulator PD o dynamicznym
wzmochnieniu

Jak pokazali§my, zastosowanie regulatora PD o stalym wzmocnieniu za-
pewnia dazenie bledu §ledzenia trajektorii e(t) do kuli domknietej o pro-
mieniu A i érodku w punkcie O € R™. Takie dzialanie algorytmu sterowania
bedziemy nazywali A-S§ledzeniem trajektorii*, przy czym A > 0. Obecnie
zaproponujemy specjalny A-Sledzqcy uniwersalny algorytm sterowania

*$ledzeniem trajektorii z bledem nie wiekszym niz A.
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z tzw. martwa strefa, zapewniajacy nastepujaca wiasnosé
Pie(t) + P2é(t) = By(0), O0<Py,P,€R, gdy t— +oo,

gdzie e(t) = q(t) —qq(t), e(t) = q(t) — q4(t). Latwo pokazaé, ze zbieznosé
kombinacji liniowej bledéw e i é do kuli o promieniu A i $Srodku w zerze
implikuje zbieznosé¢ btedu e(t) do kuli o promieniu 7‘/P].

W celu wyprowadzenia algorytmu A-§ledzenia trajektorii rozwazymy mo-
del dynamiki manipulatora postaci (6.25). Zatézmy, ze A > 0 i podajmy na
wejscie u manipulatora opisanego réwnaniem (6.25) sterowanie

u(t) = —k(t)E(t), (6.58)

gdzie
E(t) = Pre(t) + P2e(t). (6.59)

Wzmocnienie k(t) sterowania bedziemy adaptowaé zgodnie z regula

(B =AEN,  jezeli [[E]| > A,

(6.60)
0, jezeli |[E]| < A,

k= dA(E)[[E| = {

przy zalozeniu, ze k(0) > 0. Uktad z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego
jest opisany nastepujacymi réwnaniami

Q(q)é =—Cl(q,q)ée — kPre(t) — kP,e(t) —Q(q)d4 — C(q,9)4, — D(q)
k = dy(E)|[E|| (6.61)
q=4dqaq+e.
W dalszych rozwazaniach pokazemy, ze uklad (6.61) posiada nastepujace
wlasnosci:
E(t) = Pre(t) + Pé(t) — BA(0) przy t— +oo,

lim k(t) < oo.
t—+o0

(6.62)

W tym celu rozpatrzmy funkcje Lapunowa postaci

"N 1 %
V(E,k)ZVA(E)Jrg(k—b: )zzd%(E)+§( —bj) (6.63)
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przy czym

(6.64)

1 LIEI =A%, jezeli [E|| > A,
! Z(E)_{z IE| €|

VA(E) = -d
! » 0, jezeli ||E|| < A,

za§ a i b s3 pewnymi znanymi liczbami dodatnimi. Dowdéd zbieznosci al-
gorytmu A-$ledzenia wymaga przyjecia zalozenia o ograniczonej predkosci
manipulatora. Przy takim zalozeniu mozna pokazaé, ze prawdziwa jest
nastepujaca nieréwnosé

V< —k<O. (6.65)

Z (6.65), (6.63) i (6.64) wynika, ze trajektorie e(t), k(t) sa ograniczone.
Co wiecej, z twierdzenia La Salle’a-Yoshizawy wnioskujemy, ze trajektorie
ukladu z zamknietg petla sprzezenia zwrotnego daza do zbioru

[E[l <A, (6.66)

co jest réwnowazne wlasnosci (6.62). Po prostych przeksztalceniach mozna
pokazaé, ze jedli zachodzi (6.66), to dla kazdego przegubu mamy

AA

ei(t) — [—P], PJ przy t— +oo,
czyli kazda sktadowa btedu e(t) dazy do znanego przedziatu domknietego.

Algorytm A-§ledzenia jest odporny na zakldcenia. Wystepujacy w nim
parametr A > 0, czyli szeroko$¢ martwej strefy (strefy nieczutosci), ustalamy
przed przystapieniem do regulacji na podstawie przewidywanej wielko§ci
zaktocen. Jesli tylko warto§¢ wzmocnienia P; bedzie dostatecznie duza,
mozna zagwarantowac zbiezno§¢ biledu ei(t) do malego, wybranego przez
nas otoczenia punktu 0, dla kazdego i = 1,...,n. Nalezy podkresli¢, ze
szerokos¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie¢ biad §ledzenia polozenia, zalezy
jedynie od doboru wartodci parametréw A i Py algorytmu sterowania, a nie

zalezy od stopnia znajomo$ci dynamiki manipulatora.

Przyklad 6.3.3 (Manipulator EDDA)

Dziatanie algorytmu A-§ledzenia zilustrujemy na przykladzie zadania §le-
dzenia trajektorii opisanej wzorem (6.7) dla manipulatora EDDA. Wy-
kresy bledéw polozenia przegubdéw zostaly przedstawione na rysunku 6.12.
W czasie trwania symulacji wzmocnienie ukladu uniwersalnego ustalilo sie
na wartosci ks = 57. |
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Rysunek 6.12 Przebieg bledéw §ledzenia przy zastosowaniu algorytmu A-§ledze-
nia z parametrami P; =30, P, =11 A =0.5.

Spodréd algorytméw sterowania przedstawionych w tym rozdziale, naj-
prostszym i najczeSciej wykorzystywanym w praktyce jest algorytm Qu-
-Dorseya, a wiec statyczny regulator PD. Algorytm A-§ledzenia jest nieco
bardziej skomplikowany, bowiem wymaga obliczania wzmocnienia dyna-
micznego, ale za to daje mozliwo$¢ kontrolowania doktadnodci $ledzenia.
Algorytm §lizgowy jest najtrudniejszy do praktycznej implementacji, poza
tym prowadzi czesto do wzbudzenia w ukladzie sterowania drgasi granicz-
nych, polegajacych na przetaczaniu sterowania z duzg czestotliwoscig w po-
blizu powierzchni §lizgu.

6.4 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Ukladem dysypatywnym nazywa si¢ uklad, w ktérym przyrost energii wew-
netrznej jest mniejszy od energii dostarczonej do ukladu. Znaczenie wla-
snosci pasywnosci i dysypatywnos$ci dla badania stabilnodci ukltadéw, w tym
uktadéw sterowania robotéw, zostalo objasnione w pracach [SL88, Spo98].
Koncepcja adaptacyjnych ukladéw sterowania nie wykorzystujacych iden-
tyfikacji parametréow zostala sformulowana przez Mareelsa [Mar84], Mar-
tenssona [Mar85] oraz Morse’a [Mor83]. W pracy [Mor83] Morse postawit
hipoteze, ze znajomos§¢ znaku wyrazenia c'b* jest warunkiem koniecznym
zbieznosci algorytméw adaptacyjnej stabilizacji. Hipoteze Morse’a sfalsyfi-
kowat Nussbaum [Nus83], ktéry wprowadzit pojecie funkcji przetaczajacej
i zdefiniowal adaptacyjny ukiad stabilizacji dla systemdéw liniowych pierw-
szego rzedu, jednowejsciowych i jednowyjsciowych, przy czym znak c'b byt
nieznany. Pomyst ten rozwingli Byrnes i Willems [BW84]. W przypadku
uktadéw (6.2) o wielu wejsciach i wielu wyjsciach (wéwczas m = p > 1,

*Zobacz wzdr (6.2).
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a wektory b, ¢ zastepujemy macierzami B, C), Ilchmann i Townley [[T93]
oraz Schmid [Sch91] pokazali, ze przy zatozeniu, ze widmo macierzy CB lezy
w dodatniej pdlplaszczyznie plaszczyzny zespolonej, uklad sterowania

u(t) = —k(t)y(t), k(t) =y

jest uniwersalnym adaptacyjnym ukladem stabilizacji. Najogélniejsze roz-
wigzanie problemu syntezy uniwersalnego uktadu sterowania, nie wyma-
gajace zalozenia na temat minimalnofazowosci ani stopnia wzglednego o-
biektu podano w pracach [Mar85, MP96]. Od poczatku lat dziewiecdzie-
siatych nasilily sie¢ badania majace na celu rozszerzenie klasy obiektéw, dla
ktérych uniwersalne uklady sterowania dziataja poprawnie. Ilchmann [11c93,
[T93] rozszerzyt klase obiektéw stabilizowalnych przy pomocy uniwersal-
nych ukladéw sterowania o uktady o wielu wejsciach i wyjsciach, a takze
o uklady o stopniu wzglednym 2 oraz o uklady z nieliniowym zaburze-
niem. Praetzel-Wolters [PW93] oraz Schmid [Sch91] zdefiniowali uniwer-
salne uklady sterowania dla obiektéw liniowych, niestacjonarnych, oddzia-
lujacych na siebie poprzez interakcje. Dalsze prace nad uniwersalnymi ada-
ptacyjnymi ukladami sterowania zmierzaja w kierunku rozszerzenia klasy
obiektéw sterowania o uklady nieliniowe, jak réwniez uklady o wyzszych
stopniach wzglednych i uklady z wektorowym wzmocnieniem w petli sprze-
zenia zwrotnego. Udana préba zastosowania uniwersalnych ukltadéw stero-
wania do sterowania obiektami nieliniowymi bylo uzycie tych ukiadéw do
sterowania manipulatoréw [Maz96a, Maz96b], robotéw mobilnych [MH97,
Maz98] i proceséw chemicznych [AI95]. Algorytm linearyzacji statycznej
w wersji adaptacyjnej i nieadaptacyjnej mozna znalezé w pracy [Ber93].
Dynamika silnikéw napedzajacych przeguby zostala uwzgledniona w arty-
kule [T"91]. Klasa nieadaptacyjnych algorytméw Wena-Bayarda zostata
przedstawiona w artykule [\WB88], zad ich wersje adaptacyjne przedsta-
wiono w [BW88]. Dowody stabilnosci wszystkich algorytméw podanych
przez Wena i Bayarda oraz uniwersalnego adaptacyjnego algorytmu stero-
wania opieraja si¢ na lemacie Wena-Bayarda (patrz dodatek B), ktéry jest
w rzeczywistosci twierdzeniem o lokalnej stabilnosci. Pojecie stabilnogci
pdiglobalnej zostalo wprowadzone w [TP94]. Wsrdd adaptacyjnych algo-
rytméw obliczanego momentu nalezy wymienié¢ algorytm Middletona-Good-
wina [MG88], w ktérym poprzez zastosowanie odpowiedniego filtru udato sie
uniknaé¢ pomiaru przyspieszenia manipulatora, oraz algorytm Sponga-Or-
tegi [SO90] zapewniajacy odwracalno$¢ estymowanej macierzy bezwladnosci
manipulatora. Sposrdd algorytméw wykorzystujacych pojecie zmiennej §li-
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zgu, algorytm Slotine’a-Li w wersji nieadaptacyjnej i adaptacyjnej oraz
algorytm §lizgowy mozna znalezé w [SL87, SL88]. Algorytm sterowania
§lizgowego robota IRb-6 zaproponowali Gosiewski i Szynkiewicz w refera-
cie [GS88]. W pracy [SL89] wprowadzono zmodyfikowane algorytmy esty-
macji parametréw, ktore zapewniaja zbieznosé estymacji, o ile jest spetniony
warunek trwatego wzbudzenia. Z kolei, klasa algorytmdéw sterowania wpro-
wadzona przez Sadegha-Horowitza, w tym oba algorytmy przedstawione
w tym rozdziale, znajduje si¢ w pracy [SH90]. Algorytm Qu-Dorseya wraz
z dowodem zostal przedstawiony w [QD91]. Przykladem zastosowania ukia-
déw uniwersalnych do sterowania manipulatora jest algorytm A-§ledzenia
trajektorii [Maz96b]. Dowdd zbieznosci tego algorytmu bazuje na twier-
dzeniu La Salle’a-Yoshizawy, ktore zostalo przedstawione w dodatku B.
Mozliwos¢ liniowej parametryzacji modelu dynamiki manipulatora ma zna-
czenie fundamentalne [SV97, Koz98]. W celu przeanalizowania dzialania
algorytméw sterowania opisanych w tym rozdziale wykonali§émy badania
eksperymentalne na manipulatorze EDDA. Badania pokazaly, ze zaden
z algorytméw nie gwarantowal redukcji do zera bledu éledzenia, a jedy-
nie zapewnial ustalenie si¢ btedu §ledzenia na pewnej nieznacznej wartosci.
Wynikalo to prawdopodobnie z nieliniowoéci ukladéw napedowych manipu-
latora EDDA, odgrywajacej role nieliniowego zaburzenia przyjetego modelu
dynamiki. Algorytmy uniwersalne bez strefy nieczulosci okazaly sie najbar-
dziej wrazliwe na obecnos¢ tego zaburzenia, co objawilo sie utrata przez nie
stabilnodci. Jedynymi algorytmami, ktére umozliwily istotne ograniczenie
ustalonej wartosci bledu $ledzenia byly: algorytm Qu-Dorsey’a i algorytm
A-§ledzenia, przy czym ten ostatni algorytm w przeprowadzonych ekspery-
mentach zapewnial najwigksza dokladnos¢ §ledzenia.

Literatura

[AI95] F. Allgoewer i A. Ilchmann, Multivariable adaptive A-tracking for nonli-
near chemical processes. W: Proc. Europ. Contr. Conf., strony 1645—
1651, Rome, 1995.

[Ber93] H. Berghuis, Model-Based Robot Control: from Theory to Practice.
Rozprawa doktorska, University T'wente, Enschede, 1993.

[BW84] C. I. Byrnes i J. C. Willems, Adaptive stabilization of multivariable
linear systems. W: Proc. IEEE Conf. Deciston Control, vol. 2, strony
1574-1577, 1984.



242

Algorytmy sterowania manipulatorow sztywnych. . .

[BWSS]

[GS88]

[11c93]

[1T93]

[Koz98|

[Mar84]

[M&r85]

[Maz96a]

[Maz96b]

[Maz98|

[MG88]

[MHO97]

[Mor83]

[MP96]

D. S. Bayard i J. T. Wen, New class of control laws for robotic manipu-
lators: Part 2 — adaptive case. Int. J. Control, 47(5):1387-1406, 1988.

A. Gosiewski 1 W. Szynkiewicz, Zastosowanie algorytmu ruchu slizgowe-
go do uktadu sterowania manipulatora robota. W: Materiaty 2 Krajowej
Konferencyi Robotykz, vol. 1, strony 141-150, Wroctaw, 1988.

A. llchmann, Non-Identifier-Based High-Gain Adaptive Control.
Springer-Verlag, London, 1993.

A. Ilchmann i S. Townley, Simple adaptive stabilization of high-gain
stabilizable systems. Systems & Contr. Lett., 20:189-198, 1993.

K. Kozlowski, Modelling and Identification in Robotics. Springer-Ver-
lag, Berlin, 1998.

[. Mareels, A simple selftuning controller for stably invertible systems.
Systems € Contr. Lett., 4:5-16, 1984.

B. Martensson, The order of any stabilizing regulator is sufficient a
priori information for adaptive stabilization. Systems & Contr. Lett.,
6:87-91, 1985.

A. Mazur, Algorytmy sterowania robotéw oparte na zasadzie uni-
wersalnego adaptacyjnego uktadu sterowania. Rozprawa doktorska,
Instytut Cybernetyki Technicznej, Politechnika Wroctawska, 1996.

A. Mazur, Uniwersalny adaptacyjny A-§ledzacy uklad sterowania ro-
bota. W: Materiaty 5 Krajowej Konferencji Robotykz, strony 124-131,
Swieradéw Zdréj, 1996.

A. Mazur, Universal adaptive tracking controller for nonholonomic mul-
tibody wheeled mobile robots. W: Proc. MMAR Symposium, vol. 3,
strony 937-944, Miedzyzdroje, 1998.

R. H. Middleton i G. C. Goodwin, Adaptive computed torque control
for rigid link manipulations. Systems € Contr. Lett., 10:9-16, 1988.

A. Mazur i R. Hossa, Universal adaptive A-tracking controller for wheeled
mobile robots. W: Proc. IFAC SyRoCo Conference, vol. 1, strony 33—
37, Nantes, 1997.

A.S. Morse, Recent problems in parameter adaptive control. W: I. D. La-
ndau, (red.), Outils et Modéles Mathématiques pour l’Automatique,
I’Analyse de Systéemes et le Traitement du Signal, strony 733-740.
Editions du CNRS3, Paris, 1983.

I. Mareels i J. W. Polderman, Adaptive Systems: An Introduction.
Birkhauser, Boston, 1996.



Literatura 243

[Nus83]

[PW93]

[QD91]

[Schol]

[SHOO]

[SL87]

[SL88]

[SL89]

[S090]

[Spo9s]

[SV97]

[T+91]

[TPY4]

[WBS8S]

R. D. Nussbaum, Some remarks on a conjecture in parameter adaptive
control. Systems & Contr. Lett., 3:243-246, 1983.

D. Praetzel-Wolters, Adaptive control without parameter identification.
W: Proc. Int. Symp. MTNS, strony 311-337, 1993.

Z. Qu1iJ. Dorsey, Robust tracking control of robots by a linear feedback
law. IEEE Trans. Robotics Automat., 36(9):1081-1084, 1991.

S. Schmid, Adaptive Synchronization of Interconnected Systems. Roz-
prawa doktorska, University of Kaiserslautern, 1991.

N. Sadegh i R. Horowitz, Stability and robustness analysis of a class of
adaptive controllers for robotic manipulators. Int. J. Robotics Rese-
arch, 9(3):74-94, 1990.

J. J. E. Slotine i W. Li, On the adaptive control of robot manipulators.
Int. J. Robotics Research, 6(3):49-59, 1987.

J. J. E. Slotine 1 W. Li, Adaptive manipulator control: A case study.
IEEE Trans. Autom. Contr., 33(11):995-1003, 1988.

J. J. E. Slotine i W. Li, Composite adaptive control of robot manipula-
tors. Automatica, 25(4):509-529, 1989.

M. Spong i R. Ortega, On adaptive inverse dynamics control of rigid
robots. IEEE Trans. Autom. Contr., 35(1):92-95, 1990.

M. W. Spong, On feedback linearization of robot manipulators and
riemannian curvature. W: J. Bailleul, S. S. Sastry i H. J. Sussmann,
(red.), Essays on Mathematical Robotics, strony 185-202. Springer-
Verlag, New York, 1998.

M. Spong i M. Vidyasagar, Dynamika © sterowanie robotéw. WNT,
Warszawa, 1997.

T. J. Tarn et al., Effect of motor dynamics on nonlinear feedback robot
arm control. /[EEE Trans. Robotics Automat., 7(1):114-122, 1991.

A. Teel i L. Praly, Global stabilizability and observability imply semi-
global stabilizability by output-feedback. Systems € Contr. Lett.,
22(5):313-325, 1994.

J. T. Wen i D. S. Bayard, New class of control laws for robotic ma-
nipulators: Part 1 — non-adaptive case. Int. J. Control, 47(5):1361-
1386, 1988.






Rozdzial 7

Algorytmy sterowania
manipulatorow
o elastycznych przegubach

W manipulatorze moga wystapi¢ dwa rodzaje sit elastycznosci powoduja-
cych powstanie niedokitadnoéci §ledzenia trajektorii: elastycznod§é ramion
uwzglednienie w modelu dynamiki umozliwia istotna poprawe jakosci ste-
rowania.

Elastycznosé ramion pojawia sie w przypadku manipulatoréw o ramio-
nach zbudowanych z lekkich materialéw oraz wtedy, gdy ramiona mani-
pulatora sg znacznej dlugo$ci. Taka konstrukcja manipulatora powoduje
uginanie sie ramion podczas pracy i powstanie niedoktadno$ci pozycjonowa-
nia. Uwzglednienie elastycznosci ramion prowadzi do skomplikowanych mo-
deli dynamiki opisanych réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Oprécz
elastycznosci ramion moze wystapi¢ elastycznos$é przegubdéw manipulatora,
zwiaszcza w przypadku manipulatoréw o napedzie niebezposrednim. Skut-
kiem elastycznos$ci przegubdéw jest pojawienie sie réznicy miedzy polozeniem
uktadu napedowego (watu silnika) a potozeniem napedzanego przegubu. Za
bledy powstajace przy przekazywaniu napedu odpowiadaja takie zjawiska
fizyczne jak tarcie, poslizg i luzy w przekiadniach, efekty histerezy oraz sity
sprezystos$ci. Model manipulatora o elastycznych przegubach jest wprawdzie
skonczenie wymiarowy”*, ale znacznie bardziej zlozony od modelu manipu-
latora sztywnego. W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do sytuacji,

*W przeciwiefistwie do modelu manipulatora z elastycznymi ramionami.

245
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w ktérych przyczyna elastycznosci przegubdw sa wylacznie sity sprezysto-
§ci. Przy ograniczeniu uwagi do matlych, sprezystych deformacji przegubéw,
uzasadnione jest zalozenie, ze sily sprezystosci zaleza od tych deformacji
w sposéb liniowy.

W poréwnaniu ze sztywnym manipulatorem, model manipulatora o ela-
stycznych przegubach wymaga do kompletnego opisu stanu manipulatora
dwukrotnie wiekszej liczby wspdlrzednych uogélnionych. W modelu mani-
pulatora z elastycznymi przegubami liczba wej$é sterujacych jest mniejsza
niz liczba mechanicznych stopni swobody. Z tych powoddéw, zadanie ste-
rowania staje sie znacznie trudniejsze niz zadanie sterowania dla manipu-
latoréw sztywnych. W szczegdlnosci, implementacja algorytmu sterowania
opartego na statycznym sprzezeniu zwrotnym wymaga instalacji sensoréw
mierzacych zaréwno polozenie waldéw silnikéw, jak i polozenie przegubdw.

Niniejszy rozdzial przedstawia wybrane algorytmy sterowania zapew-
niajace §ledzenie trajektorii przegubowej manipulatordw o sztywnych ra-
mionach i elastycznych przegubach. Sposéréd algorytméw sterowania ma-
nipulatoréw o elastycznych przegubach omdéwimy wylacznie algorytmy nie-
adaptacyjne, a ich dzialanie zilustrujemy na przykladach.

7.1 Dynamika manipulatora o elastycznych prze-
gubach

Podobnie jak w przypadku manipulatora sztywnego, réwnania dynamiki
manipulatora o elastycznych przegubach uzyskamy przy pomocy formali-
zmu Lagrange’a przedstawionego w podrozdziale 2.2. Zalézmy, ze mani-
pulator posiada n stopni swobody i ze z kazdym stopniem swobody jest
zwigzany uklad napedowy. W takiej sytuacji, do opisu dynamiki manipu-
latora beda potrzebne wspéirzedne uogélnione q' = (q},...,qL)T € R"
okreslajace polozenia przegubéw, oraz q° = (qi,..., qfl)T € R™, ktére de-
finiuja polozenia waléw silnikéw napedzajacych. Odpowiednie predkosci
uogélnione oznaczymy symbolami q',q* € R™. Elastycznoéé transmisji
napedu od ukladu napedowego do przegubu bedziemy modelowaé przy po-
mocy liniowej sprezyny poddanej sitom skrecajacym. Przyjmiemy, ze ukla-
dem napedowym ramienia nr i manipulatora jest silnik elektryczny, ktérego
stojan stanowi czes$¢ (i—1)-szego ramienia, a wirnik obraca si¢ razem z i-tym
ogniwem wokét osi Zi—q ukladu wspétrzednych Xi_1Yi_1Zi_; (zobacz rysu-
nek 7.1).
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Yo

Zy

Rysunek 7.1 Schemat polaczenia elastycznego pomiedzy dwoma ramionami ma-
nipulatora o elastycznych przegubach.

Rozwazania analogiczne do tych, ktére przeprowadziliSmy w podroz-
dziale 5.2, pozwalaja uzyska¢ nastepujace wyrazenia na energie kinetyczna
i-tego ramienia i i-tego ukladu napedowego

K (a",4") = 5 tr (A§ (@) TLAT (a') =

LD h(aAa(q]i)

9 1 1
2 o’ aq]. o4y

;
) a4 (7.1)

Km (@' af,q'2,47) = 7t (Ao "(q" ) T, (Ao 1) (q' 1))+

e <A51 (@), [ o g] (A})‘)T(q”1)> (@) (72)

W powyzszych wzorach Ji, oznacza macierz inercji i-tego ramienia, Ja,, L

sa, odpowiednio, macierza inercji i momentem bezwitadnosci i-tego wirnika

wzgledem osi Z;_1 ukladu X; 1VYi_1Zi_1, /I\Mi = RO'I',(Z, q%) IMiROtT(Z, q%),

natomiast A}) oznacza macierz transformacji uktadu podstawowego XoYoZo
w uklad X;YiZi, qH = (q}, ceey qI)T

Oznaczmy pierwszy i drugi sktadnik prawej strony wyrazenia (7.2) ja-

ko Km,1 1 Kpm,2. Przy zalozeniu, ze wirnik i-tego silnika ma posta¢ walca*

*Ogdlniej — wykazuje symetrie obrotowa wzgledem osi Z.
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obracajacego sie wokél osi Z;_1 uktadu Xi_1VYi_1Zi_1, ktérego §rodek masy
pokrywa sie z poczatkiem tego ukladu, nietrudno pokazaé, ze macierz iner-
cji Jm, jest diagonalna i ma postac

Jm, = diag{a, «i, Bi, Vil

Dla macierzy Jm, zachodzi zwigzek /TMi =Jm,, a zatem

1 Aie1\ o Tie
Kay1 :E (A 1(qh 1)JMi (Ao 1) (q1 1)) -
n AL (g1 AL (¢ T .
s | )IM1< s @) ) g

1 1
Ao 9g; Ody

I\’I

Podobnie
Kz = tr (Aé“(q”“)IMi [—E)Cﬂ g] (A})—])T(qh 1)> i
n AL (@) [—aules] O] . . Y
=) tr ("afﬁ)[ “o[eﬂ o} Mé“f(q““)) 46i- (74)
=1 j

Calkowita energia kinetyczna manipulatora z ukladami napedowymi jest
suma energii (77.1) i (7.2) 1 ma postaé formy kwadratowej

oSBT () oo

q

Elementy macierzy Q(q') sa zdefiniowane przez wzory (7.1), (7.3) W naste-
pujacy sposéb (poréwnaj z (5.13))

Al dAL (g
Q]k Ztr ;((]:I)(]Li +IM1+1)<§(?)> +
4; dx

.
0AS(q') [0A3(q")
+tr aq} Ji. 2a] . (7.6)

Do obliczenia elementéw macierzy S(q'™ ') wykorzystamy wyrazenie (7.4),
z ktérego otrzymujemy

aAk—1 q1k71 - i[ ] 0
Sjk(q]n_]) = tr (06211) [ “033 O] (A](§1)T(q1k])>' (77)
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Co wiecej, poniewaz

aAlgf1 (q1k—1)

aq] :0 d]_a j:k,k—i_],...)n,
)

macierz S(q'™") jest gérno-tréjkatna, tzn.

0 Siz(al) Siz(ahra3) - Sim(alr---ran 1)
o 0 $23(q3) -+ San(ddy-rdmoy)
S@™ =1 : : (7:8)
0o 0 0 T S .
0 0 0 0

Macierz I wystepujaca w formie kwadratowej (7.5) sktada si¢ z momentéw
bezwladnosci wirnikdéw,

I= diag{h, Iz, ceey In}.

Energia potencjalna manipulatora o elastycznych przegubach skilada sie
z energii potencjalnej ramion wraz z ukladami napedowymi oraz z energii
potencjalnej elastycznosci przegubdw. Zakladajac, ze energia elastycznosci

Ve(q',q?) = %(cﬂ -q%) K(q' - ), (7.9)

gdzie K = diag{ky, ..., kn} jest macierza wspdlczynnikéw elastycznosci prze-
gubdw, i korzystajac z zaleznosci (5.15), zapiszemy energie potencjalng ma-
nipulatora w postaci

V(q',q%) =) mig'Ai(q")Ri+ Ve(q',q?). (7.10)
im1

Z réwnan Eulera-Lagrange’a dla lagranzianu
L(q] ) q2> q] y qZ) = K(q]»qzw q1 ) qZ) - V(q]»qz):

gdzie K jest dane przez (7.5), a V przez (7.10) otrzymujemy réwnania
dynamiki manipulatora o elastycznych przegubach

. NPT Y. RS
Q(q1)q1 +S(q1 1)q2 +S(q1 1)qZ_EW (qls(q1 1)q2)+
+C(q",4")4" +D(q") +K(q' —q*)=0 (7-11)
qu JrST(qMA)EI] +ST(q1n71) q] —K(q1 7q2):u.
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W drugim z réwnan ukladu (7.11) symbolem u oznaczyliSmy sity (mo-
menty) sterujace wywierane przez ukiady napedowe. Model (7.11) nosi
nazwe pelnego modelu dynamiki manipulatora o elastycznych przegubach.
Jezeli przyja¢, ze macierz S(q'™ ") formy energii kinetycznej (7.5) jest stata,
model (7.11) upraszcza si¢ do postaci

{Q(q1)q1 +S¢'j2 +C(q])q1)q1 +D(q]) +K(q] _qZ):o (7.12)

1§ +574' —K(q' —q?) =,

ktora posiada wiasnosc¢ linearyzowalnosci przez dynamiczne sprzezenie zwro-
tne. Najczesciej spotykany w literaturze jest model (7.12) z macierza S =0,
nazywany zredukowanym modelem dynamiki manipulatora o elastycznych
przegubach. Model zredukowany

1 41 B 1"1 K 1_ 42 =0
{Q(q)q +B(q',q4") +K(q' —q*) (7.13)

1§’ +K (¢’ —q') =,

wktérymB(q',q")=C(q',4") 4'+D(q'), bedziemy traktowaé w dalszych
rozwazaniach jako obiekt sterowania, dla ktérego przedstawimy zestaw al-
gorytméw sterowania.

Przykiad 7.1.1 (Manipulator EDDA)

Do badania wlasnosci prezentowanych algorytméw sterowania wykorzysta-
my model manipulatora EDDA z uwzglednieniem oddziatywan elastycznych
w przegubach. Macierzowo-wektorowe réwnania dynamiki tego manipula-
tora maja postaé (7.13), a elementy modelu dynamiki sa dane jako!

Qq") = [2.833 +0.462cosq) 0.24 +0.231 cos q}
)7 1024+ 0231 cos g} 0.2325 ’

[—0.231¢}sinq} —0.231 (g} + 4}) sinq}
| 0.231¢!sinq} 0 ’

TMacierz Q(q1) jest macierzg bezwladnos$ci manipulatora bez uwzglednienia bezwia-
dnoéci wirnikéw. Macierz I opisuje bezwladno$é samych wirnikéw. Zauwazmy, ze suma
obu macierzy daje macierz bezwladnosci Q (q) manipulatora sztywnego opisana wzo-
rem (5.21).
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7.55 cos (q} + q})

D(q1)=<

K:[lq O], I:[0.267 0 ]

93.2 cos q} + 7.55 cos (q} + q%))

0 k 0 75x103

Wektor q' = (q}, q})Te R? opisuje polozenia ramion manipulatora EDDA,
za§ q> = (q%,q%)T € R? oznacza polozenia silnikéw napedzajacych po-
szczegdlne ogniwa manipulatora. |

7.2 Algorytmy sterowania

Sposréd algorytméw zapewniajacych §ledzenie trajektorii w przypadku pet-
nej znajomo$ci modelu manipulatora przedstawimy trzy algorytmy: algo-
rytm linearyzacji za pomoca statycznego sprzezenia zwrotnego, algorytm
catkowania wstecznego oraz algorytm Ortegi-Lorii.

7.2.1 Algorytm linearyzacji statycznej

Dla modelu manipulatora o elastycznych przegubach (7.13) zdefiniujmy
wspolrzedne stanu

X =X

¥ =-Q '(x")B(x',x?) +Q'(x") K (x* —x)

I (7-14)
x'=TTK(* —x") +1T .

Przy oznaczeniach

F(x',x?) =—Q'(x") B(x',x*) —Q'(x') Kx',
G(x")x}) = -T7K(x* —x'),
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uktad réwnai (7.14) zapiszemy jako

=2
 =F(x', %) +Q7(x") Kx
x> =x*
=G, %) + I

Zastosujemy teraz transformacje wspoélrzednych stanu
T
&= (£])£2)£»3)£»4) =@kx)=¢ (X,] ,XZ,X3,X4),

taka ze

ox! 0x? 3
+Q(x') Kx 3)+F(Q71( XY Ko+
+Q'(x") Kx* = H; (x!,x%,x%) + Q7 '(x) Kx

Ze wzgledu na nieosobliwo§¢é macierzy Q(xl) oraz K, @(x) jest globalnym
dyfeomorfizmem przestrzeni stanu. Ostatecznie, réwnania dynamiki mani-
pulatora w nowych wspdélrzednych zapiszemy w nastepujacej formie

E»] :az
£ =8
£’3 :£4 (715)
£ =H,(x', %%, %%, x") + Q' (x!) KI 'y,
przy oznaczeniu
OH 1 32 43 oH 1 42 43
Hy (x', %2, %3, %) = 1(x!,x%,x )X2+ 1(x!,x%,%°) (F(x',x?) +

ox! ox?
He (x! 2. %3
+Q'(x) Kx?) + a]();)?’x)x“ + aix] (Q'(x") Kx*)x?

Widaé, ze przy pomocy dyfeomorfizmu ¢ (x) dynamika uktadu zostala cze-
§ciowo zlinearyzowana. Aby uzyska¢ calkowita linearyzacje, niezbedne jest
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zastosowanie statycznego sprzezenia zwrotnego

u=n(x) +d[x)yv, (7.16)

gdzie v oznacza nowe sterowanie uktadu, za$

n(x) = —IK'Q(x") Ha(x!,x%,%3,x*) (7.47)
717
P(x) =IK'Q(x).
Nietrudno sprawdzié, ze sprzezenie zwrotne (7.16), (7.17)
u=—IK'Q(x") Hy(x!,x%,x% x*) + IK'Q(x") v (7.18)
przeksztalca uktad (7.15) do postaci liniowej
g =&
é'Z — &3
i3 _ gt (7.19)
£ =v.

Po przeprowadzeniu linearyzacji modelu dynamiki manipulatora zadanie
Sledzenia zadanej trajektorii sprowadza sie do §ledzenia zadanej trajektorii
przegubowej E,ll(t) w ukladzie liniowym (7.19). Sterowanie v, ktére zasto-
sowane do uktadu (7.19) zapewni §ledzenie zadanej trajektorii E,Ji(t), tzn.
doprowadzi do tego, ze trajektoria przegubowa &'(t) bedzie dazyé asymp-
totycznie do £} (t), uzyskujemy metodami liniowej teorii regulacji. W tym
celu zatézmy, ze

v= 2,11(4) —Rse® —Ryel? —RyelV — Roe, (7.20)

gdzie e(t) = £'(t) — E,]i(t) oznacza btad §ledzenia trajektorii wyrazony we
wspotrzednych &. Blad Sledzenia w uktadzie (7.19) ze sterowaniem (7.20)
jest opisany réwnaniem

e® + Rze®® + Rye® + RielV) + Rye =0, (7.21)

za§ warunek $ledzenia e(t) — O przy t — +o0o mozna zapewni¢ poprzez
taki dobdr macierzy wzmocnied R3, Ry, Ry, Ry, aby uktad (7.21) byt ekspo-
nencjalnie stabilny. Wiasciwy dobér tych macierzy moze zapewnié, oprécz
eksponencjalnej stabilnosci, takze pozadany przebieg bledu Sledzenia (ttu-
mienie krytyczne, minimalne przeregulowanie, itp.).
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€ €
1 1
0.5 0.5
0 0
-0.5 / -0.5
-1 t -1 t
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Rysunek 7.2 Przebieg bledéw sledzenia przy zastosowaniu algorytmu linearyzacji
statycznej.

Przyklad 7.2.1 (Manipulator EDDA)

Dziatanie algorytmu linearyzacji statycznej zilustrujemy na przykladzie mo-
delu manipulatora EDDA opisanego w przyktadzie 7.1.1. Do obliczen przy-
jeliémy, ze wspélczynniki elastycznodci przegubdéw sa réwne k; = ky = 1000,
co pozwolito zaobserwowaé efekty zwigzane z obecnoscia sit elastycznosci.
Trajektoria przegubowa qzi(t) zostala zadana jako skok jednostkowy. Na ry-
sunku 7.2 przedstawiono przykladowe przebiegi bledéw $ledzenia trajekto-
rii dla parametréw ukladu sterowania réwnych odpowiednio Ry = diag{10},
R; = diag{10}, R, = diag{50}, R; = diag{50}. Poprzez wybdr réznych warto-
$ci parametréw R; mozna ksztaltowaé charakter przebiegu biedéw Sledzenia
trajektorii w poszczegdlnych przegubach. |

7.2.2 Algorytm calkowania wstecznego

Rozwazmy model manipulatora o elastycznych przegubach opisany réwna-
niami (7.13). Zadaniem algorytmu sterowania jest zapewnienie Sledzenia
zadanej trajektorii przegubowej manipulatora. Zauwazmy, ze o ile zadana
trajektoria przegubowa manipulatora (q]i(t)) jest dowolna, to zadana tra-
jektoria silnikéw (q4(t)) wynika bezposrednio z pierwszego réwnania (7.13)

q3 = dq+K'(Q(qq) Gy +B(aa dg))- (7.22)
Zdefiniujmy wspdirzedne

w taki sposéb, ze

T 1 w2 21 U3 2 4 a2
Xq=4dqaq, X3 =day X3 =9qq% Xq =g,
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i przepiszmy réwnania (7.13) jako

2
x* =F (x',x?) + G (x") x®

' =F(x',%%) + G,

gdzie Fy (x',x?) = —Q7'(x") B(x',x*) — Q7 '(x") Kx!, G; (x') = Q7 '(x") K,

F(x",x3) = —I"'K (x* —x'), G, = I"!. Réwnania standardowe (7.23)
przedstawimy w postaci zaleznej od bledéw e = x! —xid, i=1,...,4
el =¢’
éz = Fu(t,e],ez) + Gy (t»e]) e’
3 (7-24)
e’ =e

et = F» (t, 61,63) + Gou,

przy czym Fu(t,e],ez) =F (t,e1,ez) + Gy (t,e1)x3 — 7'(%1, G; (t,e1) =
Q '(t,e")K, Fu(te',e’) = Fy(t,e',e¥) — %4, G, = I"'. Zauwazmy, ze
réwnania (7.24) maja strukture kaskadowa, ktéra pozwala na zastosowanie
algorytmu sterowania typu catkowania wstecznego™.
Rozpocznijmy od rozwazenia réwnania pierwszego podsystemu, a mia-
nowicie
e =e". (7.25)

Powyzszy uktad jest ukltadem liniowym, w ktérym e?

jako sterowanie. Wybierzmy funkcje Lapunowa postaci

mozna potraktowaé

Vi(e!) = %e”e]. (7.26)

Skoro zmienna e’ jest sterowaniem ukltadu (7.25), zastosujmy sprzezenie
zwrotne
e’ = —Ree', (7.27)

z macierza Ry = Rg > 0. Woweczas, pochodna funkcji Lapunowa wzdluz
trajektorii uktadu (7.25)

Vi = —e'TRoe! = W (e') < 0. (7.28)

*Termin ten proponujemy jako odpowiednik angielskiego zwrotu integrator backstep-
ping.
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7 teorii Lapunowa wynika, ze wybér e w taki sposéb, aby spelnione bylo
réwnanie (7.27), gwarantuje zbieznosé¢ bledu $ledzenia e'(t) do 0. Latwo
mozna zauwazy¢, ze btad e' dazy do 0 eksponencjalnie.

Nastepny krok catkowania wstecznego polega na rozwazeniu drugiego,
wigkszego podsystemu ukladu (7.24), zawierajacego dwa réwnania

el — 2
{ (7-29)

e’ =Fa(te',e?) +Gi(te') el

W tym podsystemie role sterowania bedzie spelnia¢ zmienna e®. Dla ukla-
du (7.29) wybierzmy funkcje Lapunowa

Vi(e' e?) =Vi(e') + %(e2 + Roel)T (e? +Roe'), (7.30)
ktérej pochodna wzdtuz trajektorii ukltadu (7.29) jest réwna
Vy = Vi + (€2 +Ree')' (€2 + Roe! ) =
= Vi + (€2 +Roe")' (Fiz(t,€',€2) + Gy (t,e') €3 + Roe?). (7-31)
Zazadamy teraz, aby
Fi2 + Gie® + Roe? = —R; (e? + Roe'),
gdzie R; = R] > 0, skad wyliczamy sterowanie
e’ =—G;'(Fi2+ (R +Ro)e? + RiRoe') = —Hs(t,e',e?).  (7.32)

Widaé, ze dla tak wybranego sterowania funkcja Lapunowa ma pochodna
réwng

Vo =—W;(e') — (€2 +Roe') Ry (€2 + Roe') =
=—W; (e!,e?) <0.  (7.33)

Na podstawie twierdzenia La Salle’a-Yoshizawy' mozna tatwo wywniosko-

wat, ze e> = —Hj;(t,e',e?) zapewnia §ledzenie trajektorii zadanych x}, x3

przez podsystem (7.29).

tZobacz dodatek B.
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W trzecim kroku algorytmu catkowania wstecznego rozwazmy podsys-
tem

é] — eZ
éz = F]Z(t) e1 y eZ) + G] (t) 61) 63 (734)
el =¢t

przy czym zmienna e* spelnia role sterowania. Sterowanie stabilizujace dla
uktadu (7.34) otrzymamy wybierajac zalezna od czasu funkcje Lapunowa

Vi(t,e', e?e3) = Vs (e!, e?)+

N

+5(e3+Hs(t,e',e?) (€3 + Hs(t,e',e?)).  (7-35)

N —

Pochodna V; funkcji Lapunowa wzdtuz trajektorii uktadu (7.34) jest réwna

V3 =V; + (€8 + Hs(t,e',e2)) (e4 +Hs (t, e],e2)>. (7.36)
Aby powyzsza pochodna byla niedodatnia, zastosujmy podstawienie
e’ + Hi(t,e',e?) = —R, (€® + Hs(t,e’,e?))
z macierzg Ry symetryczng i dodatnio okreslong. Stad
e’ = —Hs(t,e',e?) —R; (e + H3(t,e',e?)) = —Hu(t,e',e2,e). (7.37)
Z definicji (7.37) oraz (7.36) mamy
Vi =-W, (e',e?) — (e +Hs(t, e1,e2))T R,
(e> +Hs(t,e',e?)) = —W;(t,e',e?,e3) <0.  (7.38)

Ostatecznie, rozwazmy calty ukiad (7.24) ze sterowaniem u. Analogicznie
do poprzednich krokéw, sterowanie u wyznaczymy poprzez analize funkcji
Lapunowa, w tym przypadku

Vi(t,e',e? e3e') = Vi(t,e! e? e3) +

1
+3 (e* +Hy(t,e', e, e3))T (e* +Hu(t,e' €%, e%)).  (7:39)

1

Pochodna wzgledem czasu funkcji Vy (t,e ,ez,e3,e4) opisanej powyzszym



258  Algorytmy sterowania manipulatoréw o elastycznych przegubach

réwnaniem, liczona wzdtuz trajektorii uktadu (7.24), jest réwna

Vs =-W;(t,e',e?,e3) + (e* + Hy (t,e‘,ez,e3))T
(Fzz (t,e',e3) + Gou + Hy(t,e',e?, e3)). (7.40)

Aby byla ona niedodatnia, wystarczy spelnienie zaleznosci

Fu(te',e®) + Gou+Hy(t,e' e e’) =
= —R; (e + Hy(t,e',e?,e%))

dla pewnej macierzy R3; symetrycznej i dodatnio okreslonej. Z ostatniej za-
leznosci otrzymujemy algorytm sterowania u zapewniajacy asymptotyczna
stabilno§¢ uktadu (7.24), a mianowicie

u=-G;' (Fzz (t,e',e?) +Hy(t,e',e? e3) +

+R; (e* + Hy(t e, e?, e3))). (7.41)
Po podstawieniu (7.41) do (7.40) dostaniemy

Vi =—W; (t,e' e e®) — (e* + Hy(t,e',e?, e3))T R;
(e" +Ha(t,e' e, e3)) = —W,(t,e',e? e’ e!) <0.  (7.42)

Dowdéd stabilnosci algorytmu sterowania (7.41) zastosowanego do ukiadu
sterowania (7.24) opiera si¢ na twierdzeniu La Salle’a-Yoshizawy lub na
lemacie Barbalata.

Przykiad 7.2.2 (Manipulator EDDA)

Zastosujemy teraz algorytm catkowania wstecznego do modelu manipulatora
EDDA. Do obliczeil przyjeto wartosci ki = k, = 1000 wspélczynnikéw ela-
stycznosci przegubdw, co pozwolilo zaobserwowaé efekty zwigzane z obecnoscia
sit elastycznosci. Zadana trajektorie przegubowa q]i(t) okredlilismy jako
skok jednostkowy. Na rysunku 7.3 przedstawiono przykladowe przebiegi
bled6éw $ledzenia trajektorii w obu przegubach dla parametréw uktadu stero-
wania Ry = diag{10}, Ry = diag{10}, R; = diag{50}, R3; = diag{50}. Wybdr in-
nych parametréw R; pozwala uzyskac wieksze ttumienie btedéw oraz szybsza
zbieznos¢, ale powoduje wystapienie przeregulowar. |
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€ €
1 1
0.5 0.5
0 0
-0.5 / -0.5
-1 t -1 t
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Rysunek 7.3 Przebieg btedéw §ledzenia przy zastosowaniu algorytmu catkowania
wstecznego.

7.2.3 Algorytm Ortegi-Lorii

Rozwazmy teraz model manipulatora o elastycznych przegubach opisany
réwnaniami (7.13), z algorytmem sterowania Ortegi-Lorii

{u:m§+ng—qD—KM&—Kﬂ¥ (.43)

Mt =Net, i=1,2,
ktérego elementy skladowe sa zdefiniowane jak nastepuje:

i =K '(Q(a") 4} + B(q',4}) —Kpe' —Kud') +qy,
Kpi = diag{kpi}, Kai = diag{kai},  kpi, kai >0,
M; = diag{my;}, i=12, j=1,...,n,

. A . .
N; = diag{ny;}, nij>ﬁ, 0<Ba<1, 1=12, j=1,...,n,
el=q'—q, i=1,2

Q=[]

Elementy macierzy K, Kgi, My, Ni, i = 1,2, nalezy dobra¢ w taki sposéb,
aby zapewni¢ zbiezno§é algorytmu. W tym celu standardowo definiuje-
my XQ = maxgq XQ( q Mo = ming Ay ). Zauwazmy, ze algorytm Ortegi-Lorii
nie wymaga bezposredniego pomiaru predkosci przegubdw ani silnikéw. Al-
gorytm ten przypomina regulator PD, w ktérym sygnal ®' podawany na
wejScie czlonu rézniczkujacego nie jest sygnalem biedu predkosci uzyski-
wanym z bezpos§redniego pomiaru, lecz przefiltrowanym sygnalem biledu
polozenia. Symbolem &' oznaczyli§my estymowana predko$é przegubéw
manipulatora, natomiast §° oznacza estymowang predkosé¢ silnikéw nape-
dzajacych poszczegdlne przeguby.
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Roéwnania uktadu zamknigtego ziozonego z modelu (7.13) i algorytmu
sterowania (7.43) mozna przedstawi¢ w postaci

{Qé+(C+Cd)é+er+Kdﬁ:0

9 = —M® + Ne, (744

. T T
przy oznaczeniach e = (e'T,e’T), & = (8'7,9%T) oraz

_[C(d',q") 0 _[C(d',q)) o
€= 0 0]’ Ca= 0 0]’
Ky +K K _ [Ka 0
KP__ X sz—i—K} Ka= 0 Kdz]’
My 0 Ny o
M= 0 Mj’ N= 0 Nz]'

Funkcja Lapunowa dla ukltadu zamknietego jest

1.1~ 1 1 . .

V(x, t) = EeTQe + 2eTer + stKdN% +ee'Qe—ed'Qe, (7.45)
. . T T aT T . ,

gdzie x = (e',e",8"), a stala ¢ zostala wybrana w taki sposéb, by za-

pewni¢ dodatnia okre§lono$¢ V. Obszar przyciagania trajektorii x(t) uktadu

zamknietego moze byé zdefiniowany jako

A ={xeR™" x| < c2(AN)},

pIZy Czym

1i An) =
ANI—E OoCan) +00,

co oznacza pélglobalng stabilnos¢ algorytmu Ortegi-Lorii.

Przyklad 7.2.3 (Manipulator EDDA)

Podobnie jak w przypadku poprzednich algorytméw, dziatanie algorytmu
Ortegi-Lorii prze§ledzimy na przykladzie zadania §ledzenia trajektorii prze-
gubowej manipulatora EDDA majacej postaé skoku jednostkowego. Po-
nownie przyjmiemy wartosci wspétczynnikow elastycznosci k1 = k; = 1000.
Na rysunku 7.4 przedstawiono przykladowe przebiegi bledéw §ledzenia tra-
jektorii dla parametréw uktadu sterowania réwnych M; = diag{100}, N; =
diag{400}, K; = diag{300}, K4; = diag{10}, i = 1,2. Badania symulacyjne
wykazaty, ze dla kazdej wartosci wzmocnienia regulatora K; istnieje opty-
malna warto$¢ Ky; zapewniajaca najwieksze ttumienie btedéw §ledzenia i nie
powodujaca przeregulowan. |
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Rysunek 7.4 Wykres bledéw $ledzenia przy zastosowaniu algorytmu Ortegi-Lorii.

Przeprowadzone symulacje pokazuja, ze wszystkie algorytmy przedsta-
wione w tym rozdziale zapewniaja praktycznie jednakowsa jako$é §ledzenia.
Réznice miedzy algorytmami sg zwigzane z ich warunkami implementa-
cji. Najwiekszym stopniem skomplikowania cechuje sie algorytm catkowania
wstecznego, ktéry dodatkowo wymaga pomiaru trzeciej pochodnej rzeczywi-
stej trajektorii manipulatora. Najprostszy do implementacji jest algorytm
Ortegi-Lorii, w kt6rym dzieki zastosowaniu odpowiednich filtréw wymagany
jest jedynie pomiar polozenia przegubdw i silnikéw napedzajacych manipu-
lator.

7.3 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Model zredukowany dynamiki manipulatora o elastycznych przegubach mo-
zna znalezé w [CSB96]. Linearyzacje przez dynamiczne sprzezenie zwrotne
modelu dynamiki manipulatora o elastycznych przegubach przy stalej ma-
cierzy S przeprowadzili De Luca i Lucibello [LL98]. Algorytm statycznej
linearyzacji manipulatora o elastycznych przegubach zostal zaczerpniety
z [Vid92]. Idea catkowania wstecznego pochodzi z monografii [KKK95],
natomiast zastosowanie algorytmu catkowania wstecznego do zadania stero-
wania manipulatorem o elastycznych przegubach przedstawiono w [TM98].
Algorytm Ortegi-Lorii pochodzi z pracy [LO95]. Algorytmy adaptacyjne
dla manipulatora o elastycznych przegubach otrzymane poprzez zastosowa-
nie metody osobliwych zaburzei mozna znalezé u Khorasaniego [Kho92].
Problemem otwartym pozostaje znalezienie algorytmu sterowania, gdy ma-
cierz S(q'™") nie jest stata, a takze modeli dynamiki i algorytméw stero-
wania dla przypadku, gdy elastycznos$¢ przegubdéw nie pochodzi wylacznie
od sil sprezystosci. Uwszglednienie elastycznosci ramion powoduje znaczng
komplikacje modelu dynamiki manipulatora. Praktyczne aspekty mode-
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lowania manipulatora o elastycznych ramionach za pomoca metody ele-
mentéw skofczonych mozna znalezé¢ w [BS95].
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Rozdzial 8

Zadanie planowania ruchu

Zgodnie z okredleniem podanym w podrozdziale 2.2, nieholonomiczne ukta-
dy robotyczne sa ukladami spelniajacymi nieholonomiczne, czyli niecatko-
walne, ograniczenia fazowe. Uklady, ktérych réwnania ograniczeil (wiezéw)
mozna scatkowaé nosza miano holonomicznych.

8.1 Pojecia podstawowe

Podstawowa wilasnosdcia ukladéw holonomicznych jest mozliwos§é elimina-
Cji ograniczen przez zdefiniowanie ukiadu na rozmaitosci konfiguracyjnej,
ktérej kowymiar jest réwny liczbie niezaleznych ograniczen. Te wlasnosé
zilustrujemy nastepujacym przykladem.

Przyklad 8.1.1 (Ograniczenia holonomiczne)
Niech bedzie dany uklad dwuwymiarowy opisany wspdlrzednymi uogdlnio-
nymi q = (x,y)" € R?, podlegajacy ograniczeniom fazowym

A(x,y) <Z> =xx+yy =0. (8.1)

7 twierdzenia 2.2.1 wynika, ze powyzsze ograniczenia sa holonomiczne, co
latwo wykazaé¢ bezposrednio, bowiem istnieje funkcja

(xz + yz),

do X
L TINE

265

N —

(D(X)U) =

taka ze
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Rysunek 8.1 Kolo toczace sie bez poslizgu.

Ograniczenie (8.1) definiuje w R? rozmaito$é konfiguracyjna majaca postaé
okregu, ktérego promien zalezy od warunku poczatkowego (xo,yo)'. We
wspélrzednych biegunowych

X =TCOS @
Yy=rsing@

rozmaito§é ta jest opisana réwnaniem r = const. Ograniczenie (8.1) we
wspélrzednych ¢ nowej rozmaitosci konfiguracyjnej nie jest aktywne, gdyz
struktura tej rozmaitosci zapewnia automatycznie spelnienie tego ograni-
czenia. |

Dla kontrastu przedstawimy na przykladach dwa wazne zrédla ograniczen
nieholonomicznych — toczenie sig¢ bez poflizgu k6l robotéw mobilnych i za-
sade zachowania momentu pedu struktur szybujacych.

Przyklad 8.1.2 (Kolo toczace si¢ bez poslizgu)

Ograniczenie nieholonomiczne dla kota poruszajacego sie po plaszczyznie
(przedstawionego na rysunku 8.1) o wektorze stanu q = (x,y,0)", wynika
z warunku braku poslizgu bocznego

xsin® —ycos 0 = 0. (8.2)

Nieholonomiczno$¢ ograniczenia (8.2) udowodnimy wykazujac, ze nie ist-
nieje funkcja ®@(x,y,0), taka ze jej pochodna wzgledem wektora stanu jest,
z dokladno$cia do pewnej funkcji «(x,y,0) # 0, réwna lewej stronie (8.2),
czyli

<aCD 00 00

ax’ay’ae> = (xsin0,—ocos6,0). (8.3)
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Z warunku réwnosci pochodnych mieszanych, uzyskanych z rézniczkowania
odpowiednich wyrazed w (8.3), uzyskujemy uktad réwnan

0= o'0 = 0*0 —%Sine—i—occose
~ 0x00 000x 00

= 0r0 = 0’0 ——a—(xcose—i—ocsine
a 0yoo - 000y - 00 !

ktérego rozwigzanie wymaga, by o« = 0, co dowodzi, ze nie istnieja fun-
kcje «, @ speiniajace (8.3), czyli ograniczenie (8.2) jest nieholonomiczne.
Latwiejszy dowé6d nieholonomicznogci ograniczenia (8.2) polega na zauwa-
zeniu, ze funkcja @ nie moze zaleze¢ od zmiennej 0*. Zatem, aby bylo

spelnione pierwsze réwnanie w (8.3), «(x,y,0) = ig’;’g), gdzie &(x,y) jest
dowolna funkcja x i y, co wyklucza spelnienie réwnania drugiego. |

Przyklad 8.1.3 (Spadajacy kot)

Spadajacego kota modelujemy jako uktad dwéch cial sztywnych polaczonych
przegubem o trzech stopniach swobody, oznaczonym na rysunku 8.2 lite-
ra P. Wprowadzamy uklady wspéirzednych: uklad XyYpZy jest ukladem
ciala zwigzanym ze $rodkiem masy kota, natomiast w ukladach X;Yiz;,
X2Y2Z; sa opisywane, odpowiednio, ciala sztywne zwiazane z przednia i
tylna czescia ciala kota. Parametry opisujace kazde z cial sztywnych to sku-
mulowane masy mj, m; oraz macierze bezwtadnosci I, I;. Rozmaitos§¢ kon-
figuracyjna stanowia polozenia i orientacje ukladéw 1, 2 w ukladzie srodka

masy
B Ry T1] [R; T,
- ssis sy ([ TR ™).

Na wspoirzedne konfiguracyjne sa nalozone ograniczenia holonomiczne
miTy +myT2 =0, Ti +Ripr =T, +Ropy,

a ograniczenia fazowe wynikaja z zasady zachowania momentu pedu w u-
kladzie XoYoZo. Przy zalozeniu, ze w chwili poczatkowej moment pedu
wynosi 0, ograniczenia fazowe sa postaci

I](D] +mTy x T] + Iz(Dz +myT) x Tz =0.

*Zobacz trzecie réwnanie w (8.3).
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Rysunek 8.2 Uktady wspdélrzednych spadajacego kota.

Predkosci kagtowe w przestrzeni i macierze bezwtadnosci w ukiadzie XoVYoZo
sg zadane wzorami

Ri = lwilRy, Ji =RiLR],

: (8.4)
R; = [w2JRy,  J» =RILR].

Biorac pod uwage ograniczenia konfiguracyjne, rozmaito§¢ konfiguracyjna
zawezamy do Q = SO(3) x SO(3). Nietrudno sprawdzié, ze ograniczenia
fazowe przyjma postaé

w
[RiLR] + 8T12[Rip1] RoILR] — 8T12[Ryp)]] (wl) =0, (8.5)

gdzie 6 = mymy/(mi+my),aT; = [Rzpz—Rﬂ)]] = [T, -T,l. Zauwazmy, ze
ograniczenie (8.5) nie jest w postaci Pfaffa. By nada¢ mu te postaé nalezy
przyja¢ pewna parametryzacje macierzy obrotu Ry, Ry, np. przy pomocy
katéw Eulera, a nastepnie, korzystajac z zaleznosci (8.4), wyliczyé zaleznosé
predkosci katowych w;, w; od pochodnych parametréw. Przyjecie pa-
rametryzacji grupy obrotéw faktycznie zmienia rozmaito§é konfiguracyjna
z SO(3) xSO(3) na przestrzeii R3 xR3 = R®, w ktérej na konfiguracje uktadu
sg nalozone trzy ograniczenia nieholonomiczne. |

Dla ukladu podlegajacego ograniczeniom nieholonomicznym ogranicze-
nia fazowe w kazdym punkcie przestrzeni konfiguracyjnej okreslaja dopusz-
czalne predkosci ruchu ukladu, nie zmniejszajac w zaden sposéb wielkosci
dostepnej przestrzeni konfiguracyjnej. Z tego powodu redukcja wymiaru
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a) b)
Planowanie $ciezki

geometrycznej

i Planowanie ruchu

Planowanie trajektorii y

Sledzenie trajektorii

Sledzenie trajektorii

Rysunek 8.3 Etapy realizacji zadan dla uktadu: a) holonomicznego, b) nieholo-
nomicznego.

przestrzeni konfiguracyjnej nie jest mozliwa. Rozwazmy zadanie planowa-
nia ruchu ukladu robotycznego polegajace na wyznaczeniu oddzialywan
przeprowadzajacych uklad od konfiguracji poczatkowej do zadanej konfigu-
racji koicowej. Jak wiadomo, planowanie ruchu dla ukladéw holonomicz-
nych odbywa si¢ zwykle w trzech etapach (zobacz rysunek 8.3). Pierwszy
etap to planowanie §ciezki, polegajace na wyznaczeniu toru ruchu ukladu
miedzy stanem poczatkowym a docelowym. Kolejnym etapem jest plano-
wanie trajektorii polegajace na parametryzacji czasowe]j $ciezki geometrycz-
nej, czyli okresleniu predkosci ruchu wzdluz Sciezki. Po dwéch zadaniach
planowania nastepuje §ledzenie zadanej trajektorii realizowane przez uklad
sterowania ($ledzenia).

Poniewaz w przypadku ukladéw nieholonomicznych charakterystyk po-
zycyjnych nie mozna rozpatrywaé w oderwaniu od predkosciowych, dwa
pierwsze etapy planowania musza by¢ realizowane réwnoczesnie. W lite-
raturze robotycznej zadanie wyznaczenia polozen i predkosci realizujacych
ruch miedzy stanem poczatkowym a docelowym w sposéb zgodny z ogra-
niczeniami nieholonomicznymi jest okre§lane mianem zadania nieholono-
maicznego planowania ruchu. Zaréwno dla ukiadéw holonomicznych, jak
i nieholonomicznych, zadania planowania sa realizowane w trybie off-line,
tj. trajektoria ruchu jest wyliczana w calodci, zanim zostanie przestana
do ukiadu sterowania w celu realizacji. Planowanie (ruchu, trajektorii,
$ciezki) opiera si¢ na wykorzystaniu wyidealizowanego modelu matema-
tycznego ukladu robotycznego i jego otoczenia, i jest zwykle realizowane
w ukladzie otwartym. Zamkniecie petli sprzezenia zwrotnego jest konieczne
przy §ledzeniu zaplanowanej trajektorii w celu zapewnienia odpornosci al-
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UKLADY ROBOTYCZNE
_— \\\\
' Y
holonomiczne nieholonomiczne

— roboty mobilne
manipulatory

— chwytaki <

Rysunek 8.4 Podziat ukladéw robotycznych.

gorytmu sterowania na niedokladnosci modelu. Sterowanie w trybie czasu
rzeczywistego naklada ostre wymagania na zltozono$¢ obliczeniowa zastoso-
wanych algorytméw sterowania.

Z podziatu uktadéw robotycznych przedstawionego schematycznie na ry-
sunku 8.4 wynika, ze w zasadzie kazdy uklad robotyczny mozna zrealizowaé
zarOwno w wersji holonomicznej, jak i nieholonomicznej. Jednak w prak-
tyce, wiekszo§¢ manipulatoréw jest holonomiczna, za§ roboty mobilne s3
zwykle ukladami nieholonomicznymi.

Zastandwmy sie, jakie przestanki podyktowane specyfika ukladéw nie-
holonomicznych przemawiaja za realizacja ukladu robotycznego w wersji
holonomicznej lub nieholonomicznej. Niektére z nich zestawiliSmy ponize;j.

e Sterowanie ukladami nieholonomicznymi jest istotnie trudniejsze od
sterowania uktadami holonomicznymi, ze wzgledu na mniejszg liczbe
sterowan niz stopni swobody ukladu. Zatem, gdyby kryterium wyboru
byla prostota ukladu sterowania, preferowana bylaby wersja holono-
miczna.

e Niektére roboty sa ze swej istoty nieholonomiczne, np. kosmiczne ro-
boty szybujace, czy roboty podwodne. Ich nieholonomiczno§¢ wynika
z prawa zachowania momentu pedu, generujacego ograniczenia fazowe.

e W operacjach manipulacyjnych wykonywanych przez chwytaki, zaleta
chwytakéw nieholonomicznych jest mala liczba silnikéw sterujacych
palcami chwytakéw potrzebna do zapewnienia pelnych mozliwosci
manipulacyjnych. Niezaleznie od typu ukladu robotycznego, silniki
napedzajace chwytak moga by¢ umieszczone badz w obrebie chwy-
taka, badz z dala od niego. Umieszczenie silnikéw w obrebie chwy-
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taka wplywa na wzrost masy i momentéw bezwladnosci ukladu po-
wodujac zwigkszenie kosztu (energii) sterowania. Z drugiej strony,
jesli silniki zostaly umieszczone poza obrebem chwytaka, pojawiaja
sie trudnosci z efektywnym przekazywaniem napedu do chwytaka.
W konsekwencji, ograniczenie liczby silnikéw w przypadku chwytakéw
nieholonomicznych wplywa korzystnie na wiasnosci dynamiczne mani-
pulatora, ale zmusza do zastosowania bardziej zlozonych algorytméw
sterowania. Ponadto, manewry obiektem manipulowanym z wykorzy-
staniem chwytaka nieholonomicznego sa bardziej zamaszyste, co jest
szczegblnie niekorzystne w §rodowisku kolizyjnym. Podsumowujac
powiemy, ze gdy zadaniem robota jest czeste manipulowanie obiek-
tami, zalecane sa chwytaki holonomiczne (czgsto antropomorficzne lub
hiperredundantne). Natomiast gdy manipulowanie odbywa sie spora-
dycznie, warto rozwazy¢ zastosowanie chwytaka nieholonomicznego
poprawiajacego witasnosci dynamiczne manipulatora przy zachowaniu
jego mozliwo$ci manipulacyjnych.

e Roboty mobilne, wyposazone w uklady sensoryczne wykorzystywane
przez algorytmy samolokalizacji i nawigacji, sa czesto konstruowane
jako obiekty holonomiczne o symetrycznym ksztalcie i ograniczone]
predkosci ruchuf. W przyszloséci, gdy roboty mobilne utraca symetrie
przestrzenna i wzroénie ich predkosé, stanie si¢ nieodzowne konstru-
owanie ich jako ukiadéw nieholonomicznych.

e Podejmowane préby projektowania manipulatoréw w wersji nieholo-
nomicznej maja, jak sie wydaje, niewielkie szanse na realizacje prak-
tyczna.

Uznajac odrebno$¢ i specyfike metod planowania ruchu ukladéw nieho-
lonomicznych, dokonamy obecnie ich klasyfikacji. Jako pierwsze kryterium
przyjmijmy zakres zastosowania metod. Wyréznimy tu dwie klasy metod
planowania ruchu:

o Metody globalne, w ktérych cala trajektoria robota mobilnego jest
planowana w procesie iteracyjnym. Ich dzialanie polega na minima-
lizacji pewnej funkcji bledu. Do wad metod globalnych naleza: duza
zlozonos¢ obliczeniowa oraz istotne utrudnienie zadania, w przypadku
gdy niektére polozenia w przestrzeni konfiguracyjnej sa zabronione

tMoga bez trudu przeorientowywaé sie ,w miejscu”, a ich ksztalt ulatwia planowanie
$ciezki technika powiekszania przeszkéd.



272 Zadanie planowania ruchu

(np. z powodu wystgpowania przeszkdod). Metody globalne sa mato
odporne na zmiany warunkéw zadania planowania, jak np. dopusz-
czenie ruchomych przeszkdd, umozliwiaja jednak optymalizacje glo-
balnych kryteriéw jakosci.

e Metody lokalne, ktére na podstawie wlasnodci robota mobilnego ja-
ko ukladu sterowania opisanego réwnaniami kinematyki (2.145) wy-
znaczaja sterowania woko6t biezacego punktu przestrzeni konfiguracyj-
nej, realizujace ruch w kierunku zmniejszajacym odlegltoé¢ do celu.
Rozwigzanie globalne powstaje przez sklejenie lokalnych fragmentéw
sterowan. Zaleta metod lokalnych jest mniejsza ztozonos¢ obliczeniowa
niz metod globalnych (moga by¢ wykorzystywane w trybie czasu rze-
czywistego). Gléwna wada jest konieczno§é skojarzenia metody lo-
kalnej z globalnym ukladem planowania wyznaczajacym podcele dla
metod lokalnych w przypadku istnienia przeszkdéd. Metody lokalne,
cho¢ umoszliwiajg optymalizacje kryteriéw lokalnych, nie gwarantuja
globalnej optymalizacji ruchu, gdyz decyzje lokalnie optymalne nieko-
niecznie prowadza do najlepszego rozwiazania globalnego.

Ze wzgledu na stopien uniwersalno$ci, metody planowania ruchu mozna
réwniez podzieli¢ na dwie grupy:

e Metody ogélnego przeznaczenia, stosowalne do szerokiej klasy ukla-
déw sterowania, w tym takze do ukladéw nieholonomicznych. Do
metod ogdlnego przeznaczenia zaliczamy: metode bazujaca na Za-
sadzie Maksimum Pontriagina, metode Newtona, metode wykorzy-
stujacg technike uéredniania oraz metode Lie-algebraiczna.

o Metody specjalizowane, ktérych zakres stosowalnosci jest ograniczony
do podklasy uktadéw nieholonomicznych o szczegdlnej strukturze. Do
metod specjalizowanych zaliczamy: metode sterowan sinusoidalnych,
metode osiggania podceléw, metode Reedsa-Sheppa, metode bazujaca
na twierdzeniu Stokesa, oraz metode wykorzystujaca wlasnos§é nilpo-
tentnosci.

Kolejny podzial metod planowania jest podyktowany stopniem uwzgle-
dnienia dynamiki ukladu robotycznego podczas planowania ruchu. Z uwagi
na to kryterium, metody planowania dzielimy na kinematyczne, ktore nie
uwzgledniaja dynamiki ukladu nieholonomicznego oraz dynamiczne, ktére
ja uwzgledniajg.
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8.2 Technika nawiasu Liego

Z natury ograniczen nieholonomicznych* wynika, ze pojecie kinematyki
uktadéw nieholonomicznych jest szersze niz uktadéw holonomicznych (ma-
nipulatoréw). Dla tych ostatnich, zgodnie z formula (2.40), za kinematyke
uwaza sie przeksztalcenie miedzy rozmaitosciami konfiguracyjnymi (prze-
gubowa i zadaniowa), a wigc obiektami opisujacymi potozenia, nie uwzgle-
dniajace predkosci ruchu. Inaczej jest w przypadku ukiadéw nieholonomicz-
nych, ktérych kinematyka stanowi potaczenie charakterystyk polozeniowych
i predkosciowych opisane przez uklad sterowania (2.145)

q=G(qu=) gilqhu, (8.6)
i=1

ktérego przestrzen stanu pokrywa sie z przestrzenig konfiguracyjna ukladu
nieholonomicznego, dimq =n > m = dimu. Wystepujace w formule (8.6)
pola wektorowe g1, g2,. . ., gm nazywamy polamt stowarzyszonyms lub ge-
neratorams ukladu. Zakladamy, ze sterowania dopuszczalne nalezg do prze-
strzeni funkcji catkowalnych z kwadratem L%n [0, T].

Pozadang wilasnoscia kazdego uktadu sterowania jest sterowalno$é, ktéra
oznacza, ze istnieja sterowania dopuszczalne przeprowadzajace stan ukiadu
z dowolnego stanu do dowolnego innego stanu w skoficzonym czasie. Dalej
wymagaé bedziemy nieco mocniejszej wlasnosci, tzw. lokalnej sterowalnosci
w krétkim czasie, ktéra dla uktadu (8.6) polega na istnieniu sterowan do-
puszczalnych przeprowadzajacych stan ukladu w kazdym kierunku w prze-
strzeni fazowej w dowolnie krétkim czasie!.

Rozwazmy zatem, jakie kierunki mozna wygenerowaé przy pomocy sta-
lych sterowad u w zadanym punkcie przestrzeni stanu qo uktadu (8.6).
Witaczajac jedng wybrang sktadowa wektora sterowan, a wylaczajac skia-
dowe pozostale, np. kltadac u; = 1 oraz uj =0dlaj #1,i=1,...,m,
powodujemy ewolucje uktadu (8.6) wzdtuz trajektorii (krzywych catkowych)
pol wektorowych — generatoréw g;. Dzieki takiemu postepowaniu, stosujac
stale sterowania, uzyskujemy mozliwo§¢ poruszania sie w obrebie podprze-
strzeni P = spanp{g1(qo),---,9m(qo)} rozpietej przez generatory ukiadu
w punkcie qo. Zauwazmy, ze nawet wtedy, gdy uklad generatoréw jest li-
niowo niezalezny, liczba niezaleznych kierunkéw wynosi m < n, co nie wy-
starcza zeby zapewnié sterowalnos$é. Powstaje pytanie, jakie inne kierunki

*Zobacz podrozdziaty 2.2 1 2.4.
tZobacz dodatek A.4.
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kierunek wiatru

Rysunek 8.5 Kierunek wypadkowy realizowany przez zlozenie kierunkdéw pro-
stych na przykladzie manewru halsowania.

mozna wygenerowaé przy pomocy sterowan u? Do opisu tych kierunkéw
niezbedne jest wykorzystanie operacji nawiasu Liego wprowadzonej w roz-
dziale 2.2¢. Przypomnijmy, ze we wspélrzednych przestrzeni stanu nawias
Liego jest zadany formula (2.34)

X,Y(q) = goX(a) = 5
Przyktadem operacji nawiasu Liego jest iloczyn wektorowy w R3, zdefinio-
wany wzorem (2.1). W algebrze pél wektorowych operacja ta przypisuje
parze pol X, Y pole wektorowe [X,Y]. Wybierajac stan q € R" stwierdzamy,
ze wektor [X,Y](q) zwykle nie lezy w plaszczyZnie wyznaczonej przez we-
ktory X(q), Y(q), a zatem pole [X,Y] oferuje w punkcie q dodatkowy kie-
runek ruchu, liniowo niezalezny od kierunkéw wyznaczonych przez pola-
-argumenty. Przykladem praktycznej sytuacji, w ktérej jest konieczne uzy-
skanie kierunku ruchu niemozliwego do realizacji przy pomocy pojedynczego
sterowania, jest zadanie zeglowania pod wiatr. Halsowanie przedstawione

Y(q). (8.7)

na rysunku 8.5 jest sposobem realizacji takiego manewru.

Dla uktadu sterowania (8.6) wprowadzimy teraz pojecie algebry Lie-
go rozumianej jako najmniejsza przestrzen liniowa pdl wektorowych zawie-
rajaca generatory ukladu i zamknieta ze wzgledu na nawias Liego zdefi-
niowany zalezno$cia (8.7). Zamknigto$¢ oznacza, ze procedura generacji
nawiaséw Liego jest inicjowana generatorami ukladu (8.6), a nastepnie po-
wtarzana rekurencyjnie dla wszystkich pél wektorowych uprzednio utwo-
rzonych. Algebra Liego w danym punkcie przestrzeni stanu opisuje zbidr
dopuszczalnych kierunkéw ruchu ukiadu.

1Zobacz takze dodatek A.3.
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Zwigzek kierunkéw ruchu ze sterowalnoscia podaje twierdzenie Chow$,
ktore stanowi, ze

Twierdzenie 8.2.1 Jezelt w kazdym punkcie przestrzeni stanu algebra
Liego uktadu (8.6) rozpina przestrzen stanu, to uktad jest sterowalny
w krétkim czasie.

Ponizej, na kilku przykladach, zilustrujemy aspekty obliczeniowe wyznacza-
nia algebry Liego wybranych uktadéw nieholonomicznych.

Przyklad 8.2.1 (Jednokoltowy robot mobilny)
Wysznaczymy algebre Liego dla jednokolowego robota mobilnego opisanego

réwnaniami
X cos© 0
q= y =|sin® | w4+ | 0] w=g1(q)u +g2(q)uy. (8.8)
0 0 1

Korzystajac z definicji (8.7) wyliczamy kilka nawiaséw Liego

0 sin 0
(91,911 =0, (91,92 = | —cos0],
0 0
0 cos©
(91,091,921l = | 0], [92,[91,92]l = | sin® | = g1.
0 0

Algebra Liego uktadu (8.8) jest 3-wymiarowa nad ciatem liczb rzeczywistych.
Jej baze stanowia pola g1, g2, [g1,92], a rzad wynosi 3. |

Przyklad 8.2.2 (Uklad Brocketta)
Wyznaczymy algebre Liego ukladu (integratora) Brocketta o wspdirzed-
nych q = (x,y,z)", zadanego réwnaniami

X 1 0
g=(vu|=10 |w+|1]u=g(qu +g2(q)u.
z —y X

SZwane tez warunkiem rzedu algebry Liego.
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Wyliczajac nawiasy Liego dla tego uktadu

0 0
91,921 = (0], [g1,[91,921] = [g2,(g1,821l = | O [,
2 0

zauwazamy, ze jedynym nietrywialnym nawiasem jest [g1,g2], a wszystkie
nawiasy Liego sktadajace sie z co najmniej trzech generatoréw znikajg. Taka
algebre Liego¥ nazywamy nilpotentna. Kazda nilpotentna algebra Liego jest
skonczenie wymiarowa. |

Przedstawimy teraz kilka wlasnodci nawiasu Liego, przydatnych do wy-
znaczania kierunkéw ruchu ukitadéw nieholonomicznych. Wiasnosci te mo-
zna wyprowadzi¢ bezposrednio z definicji (8.7). Niech X, Y, Z oznaczaja
pola wektorowe, a «, 3 € R beda liczbami rzeczywistymi. Wdwczas zacho-
dza nastepujace wiasnosci:

e Dwuliniowo$é¢ — [oX + BY, Z] = «[X, Z] + B[Y, Z],
e Sko$na symetria — [X,Y] = —[Y, X],
e Tozsamo$¢ Jacobiego — X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y]] = 0.

Jak wynika z przykiladéw 8.2.1, 8.2.2, algebra Liego ukladu moze by¢
konstruowana rekurencyjnie, rozpoczynajac od generatoréw. W naturalny
sposéb definiuje sie stopieri nawiasu Liego oddajacy ,,skomplikowanie” pro-
cedury generacyjnej przez okre§lenie liczby generatoréw w zapisie nawiasu
Liego

{stopieﬁ(X) dla generatordéw,

=1,
stopieni([A, B]) = stopieri(A) + stopien(B), dla pél ztozonych. 8.9)
Dla przykladowego ukladu o dwéch generatorach X, Y stopnie wybranych
pél wektorowych sa nastepujace: stopien([[X,Y],[[Y,X],Y]]) = 5, sto-
pied(Y) = 1, stopiei([Y,X]) = 2. W zaleznosci od stopnia, pola wekto-
rowe w algebrze Liego mozna pogrupowaé¢ w warstwy. Do warstwy i-tej
zaliczamy pola stopnia i-tego

W; = {X|stopiei(X) = i}. (8.10)

YA takze uktad sterowania z taka algebra.
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Szczegdlng klasa uktadéwl! sa uktady, ktérych nawiasy Liego poczynajac od
pewnej warstwy zeruja sige. Sa to ukliady nilpotentne, z nilpotentna algebra
Liego. Powiemy, ze rzad ukladu nilpotentnego jest réwny p, jezeli

W, # W, ={0}. (8.11)

Przykladem ukladu nilpotentnego rzedu 2 jest ukiad Brocketta.

Do zbadania warunku rzedu algebry Liego wystarczy sprawdzi¢ warunek
rzedu dla sumy warstw U°,Wi(q). Okazuje sie, ze sprawdzenie tego wa-
runku mozna uprosci¢ przez wykorzystanie zaleznosci miedzy polami wekto-
rowymi wynikajacymi z wlasnodci sko$nej symetrii i tozsamosci Jacobiego.
Nawiasy Liego pdl wektorowych z algebry Liego, ktére sa niezalezne i rozpi-
naja te algebre nad cialem liczb rzeczywistych R tworza baze algebry Liego.
Jedna z konstrukcji bazy pochodzi od Ph. Halla i polega na wyborze pdl
wektorowych zgodnie z nastepujacymi regutami:

PH1 generatory naleza do bazy, X; e H,i=1,...,m,
PH2 jezeli stopien(B;) < stopieri(B;), wtedy B; ?<{ B;,
PH3 [B;,Bj] € H wtedy i tylko wtedy, gdy
a) B;,BjcHiB; 2 Bj, oraz
b) albo Bj = X dla pewnego k, albo B; = [By,B,] dla
pewnych B,B, € Hi B, Z B;.
Zauwazmy, ze reguta PH2 nie jest warunkiem selekcjonujacym, lecz wpro-

wadzajacym pewne uporzadkowanie miedzy warstwami pél. Pole z warstwy
0 numerze wyzszym nie moze poprzedzaé w bazie Halla pola z warstwy o nu-

H

merze nizszym. Naturalnie, relacja czesciowego porzadku B; < B; zachodzi,
gdy albo B, 2 By, albo B, = B
Przyklad 8.2.3 (Algebra Liego o dwéch generatorach)
Elementy bazy Halla algebry Liego o dwdch generatorach X, Y, do warstwy
piatej wiacznie, maja postaé

X) Y) [X) YL [X) [X) Y]]; [Y, [X) YH,

X X, X YOI, OY X X YOO, IS Y X Y,

X, X, O X YT, Y X O X YOOI, O Y X O YO,

Y, 0Y, 1Y, G YT, I YL G X YL, TG YL TY, X YOO [ |

I Zobacz przykitad 8.2.2.
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Przyklad 8.2.4 (Algebra Liego o trzech generatorach)
Elementy bazy Halla, do warstwy trzeciej wlacznie, algebry Liego o trzech
generatorach X,Y,Z sa nastepujace:

X, Y, Z, X,Y], X,Z], [v,Z],
X, X, Yll, X,X,Zl], [Y,X,Yl, [¥,[X,Z]],
Y, lv,z]l, [Z,X,Yl], [Z,X,Y]], [Z[Y,Z]]. |

Zalézmy, hipotetycznie, ze kazde kolejne (az do wymiaru przestrzeni
stanu n) pole wektorowe z bazy Halla jest liniowo niezalezne od wszystkich
poprzednich pél. W takiej sytuacji, do zapewnienia sterowalnosci ukladu o
dwéch generatorach (m = 2) i tréjwymiarowej przestrzeni stanu sa wy-
magane dwie warstwy pél wektorowych™. Gdy m = 2, a n = 4, po-
trzebne jest jeszcze jedno pole z warstwy trzeciej. Przyklad 8.2.4 pokazuje,
ze ograniczajac sie do pdél warstwy drugiej mozna zapewni¢ sterowalno$é
uktadu o szeSciowymiarowe] przestrzeni stanu trzema sterowaniami, m = 3.
Rozsadne wydaje sie zatem oczekiwanie, ze sterowanie uktadami nieholono-
micznymi jest najtrudniejsze, gdy m = 2, a wymiar przestrzeni stanu jest
duzy.

W procedurze generacji bazy Halla algebry Liego ukladu wyznaczyliSmy
potencjalne kierunki ruchu ukladu, bez wskazania, jak te kierunki zreali-
zowadé przy pomocy sterowan. Jedna z metod okre§lania sterowan polega na
wykorzystaniu formuly Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina (formu-
ly CBHD). Formula ta, prawdziwa dla analitycznych pél wektorowych X, Y
i malych czaséw t, ma postac

2 3
exp(tX) exp(tY) — exp<tX Y+ %[x,v] + %[[X,Y],Y]Jr
3 t4
WJMLM—MMMMMW%J.QM

Zlozenie strumieni po lewej stronie formuly (8.12) nalezy odczytywaé od
strony lewej ku prawej, tzn. najpierw dziala strumieni pola X, a nastepnie
strumien pola Y. Z postaci wzoru (8.12) mozna wywnioskowal, ze rezul-
tatem zlozenia strumieni pél X i Y jest przemieszczenie stanu wynikajace
z dziatania kazdego z tych strumieni z osobna (sktadnik tX+tY) oraz z reszty
szeregu, ktérej najbardziej znaczacym skladnikiem, dla matych czaséw t,
jest pole wektorowe [X,Y].

**Zobacz przyktad 8.2.3.
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Przyklad 8.2.5 (Generowanie nawiaséw Liego)
Wygenerujemy przy pomocy sterowan pole wektorowe [X,Y]. Stosujac for-
mule CBHD do zlozenia czterech segmentéw sterowan uzyskujemy

exp(tX) exp(tY) exp(—tX) exp(—tY) = exp(tX +tY +

t? 2
+ ?[ Y+ ) exp<—tX—tY—|— E[X’Y] +> —

=exp (X, Y] +---). (8.13)

Sterowania generujace pole [X,Y] w efektywnym czasie t sa latwe do uzy-
skania, gdy (8.13) zapiszemy jako

exp(tX - 1) exp(tY - 1) exp(tX - —1) exp(tY - —1),

co oznacza, ze sterowanie oddziatujace na generator X jest wiaczone z ampli-
tuda +1 przez czas t, nastepnie, przez taki sam czas, wlaczone jest sterowa-
nie generatorem Y z amplituda +1, itd. Zwykle zada sig, by wygenerowane
pole wektorowe dzialalo przez przedzial czasu o diugosci t, zatem po nor-
malizacji czasu otrzymamy

exp (VtX) exp (V1Y) exp (—VtX) exp (—V1Y) =
3/2

= exp(t[x,w S (0 DX Y+ Y, X, VI + 0 (t3/2)>. (8.14)

Generowanie pola drugiego stopnia [X, Y], dzialajacego przez krétki czas t,
wymaga energii sterowan

T Vi Vit Vi Vi
[ el as = | 12ass | rPas | as | -n2as —ava,
0 0 0 0 0

gdzie T jest calkowitym czasem sterowania. Zauwazmy, ze energia sterowan
generujacych pole X lub pole Y dzialajace przez czas t wynosi tylko t. Spo-
strzezenie to uogdlnia sie natychmiast na pola wyzszych stopni. Ponadto,
generowanie pél wyzszych stopni wymaga wiekszej liczby przelaczen stero-
wania. Stad wniosek, ze jezeli dwa pola réznigce sie stopniem realizujag cel
sterowania, to nalezy preferowaé pole nizszego stopnia jako bardziej efek-
tywne energetycznie i zapewniajace mniejsza liczbe przelaczen. |

Geometryczna konstrukcje nawiasu Liego zgodna z analitycznym zapi-
sem (8.14) zamieszczono na rysunku 8.6. Rysunek ten wskazuje, ze aby
uzyska¢ ruch w kierunku pola [X,Y], nalezy wykonaé do§é obszerny ruch
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exp(s?[X,Y])

Rysunek 8.6 Geometryczna interpretacja nawiasu Liego, s* = t.

w kierunku pdl-generatoréw X, Y. Stad tez, do wykazania zbieznosci metod
bazujacych na ruchu w kierunku pdl wektorowych nie wystarcza II me-
toda Lapunowa (zobacz rysunek 8.7a) zadajaca monotonicznego zmniejsza-
nia odleglosci do stanu docelowego mierzonej funkcja Lapunowa V zgodnie
z analitycznym warunkiem dV/dt = (0V/0q) - q < 0. Ostabienie wymagain
IT metody Lapunowa (zilustrowane na rysunku 8.7b) polega na wymaganiu,
by trajektoria rozpoczynajaca sie w punkcie biezacym przestrzeni stanu,
znalazla sie po czasie t w pewnym punkcie (C) blizszym stanu koficowego
niz jej punkt poczatkowy, ale dopuszcza sie, zeby w miedzyczasie punkty
trajektorii (A) oddalaty si¢ od stanu docelowego.

8.3 Komentarze i uwagi bibliograficzne

W literaturze mozna znalez¢ liczne przykiady nieholonomicznych ukladéw
robotycznych z ograniczeniami fazowymi w postaci Pfaffa: kolowe roboty
mobilne (takze z przyczepami) [ANBC91, Hos96, TLM92], roboty pod-
wodne [EBS94], roboty szybujace [MN92, UY88], manipulator nieholono-
miczny [SNC94], chwytaki nieholonomiczne [MLS94]. Przykiad ograniczen
nieholonomicznych, ktére nie sa w postaci Pfaffa, mozna znalezé w pra-
cy [LMO97]. Przyktad nilpotentnego ukladu nieholonomicznego zwanego
uktadem Brocketta pochodzi z pracy Brocketta [Bro81]. Spadajacy kot byt
przedmiotem zainteresowania fizjologa Mcdonalda [Mcd55]. Falszywosé po-
wszechnego prze§wiadczenia o aktywnym udziale ogona w manewrowaniu
spadajacego kota wykazala praca [KS69]. Podstawowe wiadomosci o gru-
pach i algebrach Liego mozna znalezé m.in. w [Gan87, Ser65, Var74, War71,
Woj86]. Definicje podstawowych poje¢ wykorzystywanych przy planowa-
niu ruchu zawiera artykut [MS93]. Twierdzenie bedace podstawa teore-
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Rysunek 8.7 a) Zbieznos¢ wedtug II metody Lapunowa — monotoniczne zmniej-
szanie odleglosci do celu. b) Zbieznosé¢ dla metod planowania ruchu ukladéw nie-
holonomicznych — wypadkowy ruch (C) zmniejsza odleglosé¢ do celu, lecz zwykle
nie monotonicznie.

tyczna wielu metod planowania ruchu robotéw nieholonomicznych sfor-
mutowat Chow [Cho39]. Algorytm konstrukcji bazy Halla algebry Liego
ukladu mozna znalez¢ w artykule [MS93], natomiast obliczeniowo opty-
malny sposéb generacji tej bazy przedstawiono w pracy [Dul97a]. Formute
Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina stuzaca do generacji kierunkéw ru-
chu przy pomocy sterowan odcinkami stalych zaczerpnieto z prac Her-
mesa [Her78, Her80], mozna ja takze znalez¢ w kazdym podreczniku do-
tyczacym algebr Liego. Rozwazania na temat zlozonosci zadania planowa-
nia ruchu robotéw nieholonomicznych tylko na podstawie analizy wymiaru
przestrzeni stanu i wymiaru przestrzeni sterowan zawiera praca [Dul97b].
W mysl tej pracy, za trudne uwaza si¢ takie zadania planowania ruchu, dla
ktérych do spelnienia warunku rzedu algebry Liego jest wymagane wyge-
nerowanie wielu warstw pdl wektorowych w algebrze Liego ukladu. Mne-
motechniczna regula okreslania stopnia trudno$ci zadania planowania ruchu
stanowi, ze zadanie jest tym trudniejsze, im wiekszy jest wymiar przestrzeni
stanu, a mniejsza liczba sterowan.
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Rozdzial 9

Metody planowania ruchu
ogolnego przeznaczenia

Niniejszy rozdziat zawiera przeglad metod planowania ruchu robota mobil-
nego opisanego réwnaniami kinematyki (2.145). Cecha charakterystyczna
prezentowanych metod jest przyjecie bardzo stabych zalozen w odniesie-
niu do kinematyki robota mobilnego. Oprécz spelnienia warunku stero-
walnosci ukladu (w krétkim czasie), nie jest wymagane spelnienie zadnego
innego warunku zaréwno dotyczacego struktury réwnan uktadu, jak i jego
szczegdlnych wlasnosci. W kolejnych podrozdziatach zostana omdéwione:

e Metoda globalna planowania ruchu wykorzystujaca Zasade Maksimum
Pontriagina. Charakteryzuje sie ona duza zlozonoscig obliczeniowa,
lecz pozwala na optymalizacje globalnych kryteriéw jakosci wynikowej
trajektorii ruchu.

e Metoda Newtona wprowadzona w podrozdziale 4.1. Metoda ta wy-
maga prowadzenia czasochlonnej iteracyjnej procedury obliczeniowe],
a przy tym nie optymalizuje zadnego kryterium jakosci trajektorii.

e Globalna metoda planowania ruchu bazujaca na technice usredniania.
Postulatem konstytuujacym te metode jest zatozenie o mozliwosci de-
kompozycji, z matym btedem, kinematyki robota mobilnego (2.145) na
dwa poduklady sterowane odpowiednio przebiegami wolno- i szybko-
zmiennymi. Metoda udredniania nie optymalizuje zadnego kryterium
jakosci trajektorii.

e Lokalna metoda Lie-algebraiczna planowania ruchu. Metoda najmniej
zlozona obliczeniowo i pozwalajaca na optymalizacje lokalnych kry-
teriéw jakosci trajektorii.

285
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9.1 Metoda oparta na Zasadzie Maksimum Pon-
triagina

Ogélnej metody rozwiazania zadan sterowania optymalnego dostarcza Za-
sada Makstmum Pontriagina. Dla ustalenia uwagi, niech zadanie plano-
wania ruchu polega na przemieszczeniu stanu uktadu nieholonomicznego

q=G(qu

od punktu qo do punktu qq, w zadanym przedziale czasu [0, T], w taki
sposéb by optymalizowaé energetyczna funkcje jakosci

1 T
JmH%=‘MMﬂ£MﬂNt

gdzie C jest symetryczna i dodatnio okre§long stala macierza wagowa. Ste-
rowania nie podlegaja ograniczeniom. W takim przypadku hamiltonian ma
postaé

H(g,p,u) = — 3 (u,Cu) + (p, Gla)w), (92)

gdzie p € R™ oznacza zmienna dolaczona. Zasada Maksimum Pontriagina
stanowi®, ze warunkiem koniecznym optymalnosci sterowania u* jest

H(q)p»u*) - m&xH(q,p,u) = const, (9'2)

przy speklieniu réwnan kanonicznych Hamiltona

g=HaPw e
op
__dH@,pw _ <a(G(q)u)> (-3)
B 0q - dq P.

Tréjke (u(t),q(t),p(t)) spelniajaca réwnania (9.2) i réwnania kanoniczne
Hamiltona nazywamy ekstremalq. Z warunku (9.2), ekstremum wzgledem
sterowan uzyskuje sie, gdy

oH(q,p,u)

WP o (9-)

*Zobacz dodatek A.5.
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Sterowania wyznaczone z (9.4), w zaleznosci od stanu i zmiennej dotaczonej
sa nastepujace

—Cu+G'(qp=0 = u=C'G'(q)p.

Podstawiajac wyznaczone sterowania do réwnan kanonicznych Hamiltona
uzyskujemy zadanie dwubrzegowe

q4=G(q)C'G"(q)p

T
p=— (:G(q)c‘GT(q)p> P, (9
q

z zadanymi T, q(0) = qo i q(T) = qq. Zadanie dwubrzegowe jest skompli-
kowanym zadaniem obliczeniowym wymagajacym zastosowania specjalnych
metod rozwigzania, np. metody strzaléw.

Zaletami metody pontriaginowskiej planowania ruchu jest jej ogélnos¢
i mozliwo$é optymalizacji globalnej ruchu. Do wad metody naleza:

1. Konieczno$¢ wykazania istnienia rozwigzania optymalnego, a zatem
zasadnosci zastosowania Zasady Maksimum Pontriagina.

2. Trudno$ci w rozwigzaniu numerycznym zadania dwubrzegowego.

3. Gwarantowana zbiezno$¢ tylko wtedy, gdy trajektoria poczatkowa dla
zadania dwubrzegowego jest bliska trajektorii optymalnej — w prze-
ciwnym przypadku zbiezno$§¢ moze by¢ trudna do uzyskania.

4. Duzy wymiar zadania (minimalnie 2n, gdzie n jest liczba zmiennych
stanu) — dla najprostszych robotéw mobilnych n = 3, gdy zadanie
jest rozwazane na poziomie kinematycznym; po uwzglednieniu dyna-
miki robota, wymiar zadania ro$nie dwukrotnie.

5. Ograniczenia nalozone na przestrzen stanu (np. z powodu istnienia
przeszkéd) znacznie ograniczajace efektywno$é zastosowania Zasady
Maksimum Pontriagina.

9.2 Metoda Newtona

Podstawowy schemat metody Newtona zostal przedstawiony w podrozdzia-
le 4.1, w kontekécie odwrotnego zadania kinematyki uktadu nieholonomicz-
nego (robota mobilnego). W niniejszym podrozdziale zwrécimy szczegdlng
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uwage na aspekty obliczeniowe metody Newtona. Przypomnijmy, ze kine-
matyka nieholonomicznego robota mobilnego moze by¢ okreslona za posre-
dnictwem uktadu sterowania (2.145)

q =G(q)u, (9.6)

lub odwzorowania (2.147)

Kqor : LA0, T] — R™, kqo 1(u()) = @1q, (u(-)), (9.7)

gdzie o jest stanem poczatkowym ukladu, a T przedzialem czasu stero-
wania. Majac zadany stan koncowy qq ukitadu oraz jakobian analitycz-
ny DKkq, 1 ukladu nieholonomicznego, sterowanie pozwalajace osiagna¢ qq
w chwili T obliczamy wedtug algorytmu (4.8)

du ()

o = ~aDk] 7(1e()) (ko 7(1e[-)) — qa)-

W wersji dyskretnej algorytm (4.8) ma postaé
wi () =wi() — & Dk T(wi(-)) (kgo,r(wi(-) — qa)- (98)

Jedli kg, 1(ui) —qa = 0, to stan docelowy qq zostat osiagniety i zadanie
planowania jest rozwiazane. W przeciwnym przypadku sterowanie u; jest
modyfikowane zgodnie ze wzorem (9.8). Parametr &; jest mala, dodatnia
liczba wplywajaca na szybkosé zbieznosci metody Newtona. Dobédr &; wy-
maga duzej starannosci, albowiem przyjecie zbyt duzych wartosci & po-
woduje chaotyczne zmiany generowanych trajektorii, natomiast zbyt ma-
lych — wolna zbieznos¢ procesu iteracyjnego. Dobrze umotywowanym teo-
retycznie wyborem zmian &; jest zapewnienie spelnienia dwéch warunkéw

i=1 i=1

co zachodzi np. dla &; = /. Pierwszy z warunkéw (9.9) zapewnia penetracje
calej przestrzeni sterowan, drugi opisuje skonczona , energie” wspdlczynni-
kéw &;, co w szczegdlnosci oznacza &; — O przy i — +o0.

Zastosowanie formuly (9.8) wymaga podziatu osi czasu na N przedzia-
tow™* oraz przyjeciu na kazdym z przedzialdéw stalych sterowan. Sterowania
odcinkami stale sa modyfikowane wedtug (9.8). Liczba modyfikowanych

*N musi by¢ odpowiednio duze, by podziat nie wprowadzat istotnych biedéw.
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sterowan jest bardzo duza i wynosi m - N, ponadto sterowania odcinkami
stale sg w praktyce trudne do realizacji. Dlatego przyjmuje sie sterowania
w postaci pewnego szeregu funkcyjnego. Niech szereg ten bedzie zadany
formulg

u(t,A) =Y Aidilt), (9-10)
i1

dlat € [0,T], gdzie funkcje ¢;(t) tworza baze przestrzeni funkcyjnej 1.2, [0, T],
(np. baze Fouriera), natomiast A; sa wektorami wspéiczynnikéw rozwi-
nigcia (9.10) nalezacymi do przestrzeni lﬁl. W tym przypadku algorytm
Newtona (9.8) modyfikuje sterowania przez dostrajanie parametréw A, bez
zmiany elementéw bazy. W implementacji komputerowej, sterowania przyj-
muje sie w postaci sumy skonczonej

Nk
w(t) =Y Mei(t), k=1,...,m, te0,T], (9-12)
i=1

gdzie N¥ jest liczba elementéw szeregu dla k-tego sterowania. Wykorzy-
stujac rozwazania z podrozdziatu 4.1 znajdziemy odpowiednik formuty (g.8)
w przestrzeni wspdlczynnikéw A.

Odwzorowanie opisujace punkt w przestrzeni stanu osiagniety w chwili T
z punktu poczatkowego qo pod dzialaniem sterowania (9.11) jest zdefinio-
wane przez

qu,T(A) = kqo,T(u(')A))a (9'12)
gdzie wektor parametrow A = (?\},...,?\]1\,1,?\%,...,A]{IZ,...,A?,...,?\ﬁm)T

sklada si¢ z N = Y ", N! elementéw. Poniewas zakladamy, ze odwzoro-
wanie Fq, 7(A) # qq, konieczna jest zatem modyfikacja wektora paramet-
réw OA. Wymagamy, by zmiana parametrow o 6A spowodowala przemie-
szczenie stanu Fq, 1(A + 8A) w kierunku zadanego stanu docelowego

OF g, 7(A
Faor A+ 8A) — Fq () = “5’;”52\ = £(qq — Fqo (M),

. F A
co zobrazowano na rysunku 9.1. By wyliczy¢ ? q%{ ( )67\ wykorzystamy

zaleznosé

anS‘;(M&\ = Dkgq,,1(u(-,A))ou(-,A). (9.13)
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Pq
/ d
(q+6q.,A+01) /
-7 T 7= s/
- Y, (MM
qo _ - - - (q,}\,) / qo,T( )
== qu,T A)

Rysunek 9.1 Zasada konstrukcji zaburzenia wektora A w parametrycznym al-
gorytmie Newtona.

Jakobian analityczny kinematyki robota mobilnego (2.151) ma postaé

T ou(s,A)

Dkqo,T(u(~,)\))6u(-,7\):JO(D;\(T,S)G;\(S) SN gson =

}
ZL‘DA(T»S)BA(S)dS&\- (9.14)

Gdy G =1[g192 - - - gml, wtedy macierz By (t) wymiaru n x N wyliczana jest
jak nastepuje
Ba(t) = [g10' 9207 - - gmd™],

gdzie ¥ = (d1,..., dne)" oraz grd* = [grd1grd: - - - g dnk]. Wystepujaca
w réwnaniu (9.14) macierz ®,(t,s) jest rozwigzaniem réwnania

d
AL s) = AL @A(L, s), (9-15)
w ktérym A, (t) = %q)u(tm przy warunku poczatkowym @, (s,s) = I,.

Procedura wyznaczania @, (T, s) jest nastepujaca. Na poczatku prze-
dziat [s,T] jest dzielony na r podprzedziatéw o dilugosci As. Nastepnie,
w kazdym z podprzedzialéw wybiera sie punkt Ty, w ktérym jest wyliczana
macierz A, (Tx). Ostatecznie, @) (T, s) jest aproksymowane zaleznoscia

©,)\(T,s) = Alimo(l[n + Ax(Tr)As) (In + Ax(Tr—1)As) - - -
S—
o+ (In + Ax(T1)As)  (9.16)
z As = (T;S). Aproksymacyjny charakter formuly (9.16) zostat zilustro-

wany na rysunku 9.2. Zauwazmy, ze réwnomierny podzial przedziatu czasu
niekoniecznie musi powodowa¢ réwnomierny podziat trajektorii (zobacz ry-
sunek 9.3), ponadto dynamika zmian Ay (T) réwniez zalezy od dyskretyzacji.
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Rysunek 9.2 Wplyw dyskretyzacji na doktadnosé¢ schematu iteracyjnego (9.16).
Jednorodny podzial przedziatu [0,s] prowadzi do bledéw aproksymacji (miedzy
punktami 4 i 5), natomiast zmienna dyskretyzacja przedziatu [0, s] utrudnia imple-
mentacje algorytmu.

Rysunek 9.3 Zasada dowodu zbieznosci metody Newtona — zmiana parametru
powoduje zmniejszenie odleglosci euklidesowej do stanu konicowego.

Laczac réwnania (9.13), (9.14) i uwzgledniajac, ze dA nie zalezy od
czasu s, mamy

LT(D;\(T, s)Ba(s) dsdA =

= DKkgqo,r(u(-,A))u(-,A) = —&(Fqo,1(A) —qa).  (9-17)
Z réwnania (9.17) wyznaczamy dA wedtug zaleznosci
A=A — & DkI (u(A))(Fgy (M) — qa)- (918)

Zaleta metody Newtona w wersji parametrycznej jest gwarantowana cigglosé
wynikowych sterowan, ograniczeniem — wystepowanie w procedurze obli-
czeniowej skonczonego rozwiniecia szeregu (9.11) (gérna granica sumowa-
nia wynosi M = maxy (N*) < co). Przyjecie zbyt matej wartosci M po-
woduje utrate zbieznosci schematu iteracyjnego Newtona, przyjecie zbyt
duzej — wzrost zlozonosci obliczeniowej. Sterowania w;, przy wlasciwej
dyskretyzacji, wyliczone zgodnie ze wzorem (9.11) dla wektora A; danego
zaleznoscia (9.18) zapewniaja zmniejszanie, w kolejnych iteracjach, odleglo-
§ci od stanu docelowego qq (zobacz rysunek 9.3), a zatem Fq, 7(Ai) — qa.
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Na zakonczenie, podsumujmy zalety i wady metody Newtona. Wsrédd
zalet zauwazamy dobre uzasadnienie teoretyczne metody i szeroki zakres
jej stosowalno§ci. Wadami metody sa: duza zlozonos§é obliczeniowa, ko-
niecznos§¢ (dynamicznego) doboru parametréw warunkujacych zbieznos¢ al-
gorytmu (liczba i rozktad punktéw dyskretyzujacych zlinearyzowane réw-
nanie ukladu) oraz mozliwo$¢ ztego uwarunkowania numerycznego, np. przy
wystepowaniu osobliwosci odwracanych macierzy.

9.3 Metoda usredniania

Zadania planowania ruchu mozna takze rozwigzywaé znana od ponad stu lat
w matematyce stosowanej metodqg usredniania. Metoda ta jest wykorzy-
stywana przy zalozeniu, ze ruch ukladu sterowanego moze by¢ zdekompo-
nowany na skladowa wolnozmienng i szybkozmienne oscylacje (zaburzenia)
woko6t trajektorii odpowiadajacej przebiegowi wolnozmiennemu. Najpierw
przebiegi wolno- i szybkozmienne opisuje sie przy pomocy kombinacji linio-
wej elementéw pewnej bazy, a nastepnie wylicza nieznane wspéiczynniki
tej kombinacji. Idee metody uséredniania zilustrowano graficznie na ry-
sunku 9.4. Ponizej zostanie przedstawione podstawowe twierdzenie uza-
sadniajace stosowalnosé tej metody.
Niech uktad nieholonomiczny

m
q=) gilqu (9.19)
i=1
bedzie sterowany suma dwéch przebiegéw
1
ui(t) = ui(t) + —ui(t, 9), (9-20)

gdzie O = Y. Funkcja u{ jest okresowa ze wzgledu na argument ¥ z okre-
sem 27t i ma zerowa wartos§é srednig

27
J ul(t,9)dd = 0.
0

Szybkozmienna skladowa sterowania opisuje ¥, natomiast t, q sa przebie-
gami wolnozmiennymi. Stosujac twierdzenie o uSrednianiu mozemy dla od-
powiednio malego parametru ¢ przyblizy¢ rozwiazanie uktadu (9.19) roz-
wigzaniem ukladu uérednionego nie zawierajacego zmiennej 9.
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Rysunek 9.4 Idea metody usredniania: mozliwe jest przyblizenie, z dowolnie
matym bledem, trajektorii poszukiwanej suma dwdéch trajektorii — wolnozmiennej
1 szybkozmienne;j.

Twierdzenie 9.3.1 Dla odpowiednio mate; wartosct parametru € tra-
jektoria uktadu (9.19) jest przyblizong trajektorig uktadu

. 1«
z= Z gi(z)ui(t) + I Z 91, gj1(z)ny (1),

i1 11

i<

z(0) = q(0) = qo, w sensie metryki Czebyszewa

max [z(t) — q(t)] = ||z —qlcjo,2m < A,

t€(0,27]
gdzie parametr A. dqzy do zera, gdy ¢ — 0. Funkcja ny zalezy od
sterowan szybkozmiennych

27 O
Mij :J Ju{(t, T)ujf(t,{)) dtdd. (9.21)
o Jo
Przedledzmy teraz, w jaki sposéb metoda usredniania jest stosowana
w sterowaniu ukladéw nieholonomicznych. Rozwazmy kinematyke ukladu
nieholonomicznego

q=g1(q)ur +g2(q)uz + - + gm(q)um (9-22)

ze stanem poczatkowym (o i koicowym qq. Zalézmy, ze generatory wraz
z nawiasami Liego drugiego stopnia rozpinaja w kazdym punkcie przestrzen
stanu R", tj. macierz C = [g1,92,.-.,9m,(91,92),(91,93),..., [Gm—1,9m]]
jest wszedzie pelnego rzedu. Algorytm planowania ruchu wykorzystujacy
metode udredniania sktada sie z nastepujacych krokéw:

Krok 1. Wybrany holonomiczny uklad planowania ruchu wyznacza trajek-
torie gtadka y(t), taczaca punkty qo z qq. Przez rézniczkowanie
tej trajektorii uzyskujemy réwnanie y = f(y) z warunkiem pocza-
tkowym y(0) = qo, ktore spelnia trajektoria.
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Krok 2. Wyliczamy sterowanie rozszerzone vo. = (Viy..., Vi, Vinily---,
vie)T, 1= m > 1 z réwnania liniowego
[g1> -+ -y 9m, [91 ) 92]> SRR [gmf1 ) gm”v = C(y)v = f(y),
anastepnie wykorzystujac prawostronna pseudoodwrotnosé C# (y)
znajdujemy
v = C#(y)f(y).
Krok 3. Postulujemy sterowania ukladu (g9.22) postaci

l . .
(a0 - oula) + /2 ;(rsi(q) sin ™) + vita) cos(2)), (029

i=1,...,m, ktérych wspétczynniki funkcyjne «, B, Y beda wy-
liczone dalej. Gdy parametr ¢ — 0, sterowania staja sie wyso-
koczestotliwosciowe i uktad (g.22) jest aproksymowany z dowolnie
malym bledem (zaleznym od parametru ¢) réwnaniem

m m
y=) gdiy)+ ) (gi,gmsy), (9-24)
i =1
i<j

m 1 1
0 = oy +ZZE (<d[31<) g)> YF - <dY1<) g]> [5}() Sgn(j - i); (9'25)

9%, of U , .
oraz d§ = (W""’aTn)' Wspélczynniki 1 = (M12y-+ .y N1m,

N23y - oy N2y « « oy Mmetm) | € R™M1/2 yzyskujemy dokonujac pod-
stawienia szybkozmiennej skladowej sterowan (g9.23) do zalezno-
§ci (9.21), w postaci skoénie symetrycznej macierzy

0O M2 - Mim
M2 0 - Mom 1
m=| . | = BYT YY), (926)
. . . . k=1
—MNim —MN2m 0

gdaie B = (BF,..., BY), ¥ = (vh,... V)"
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Réwnanie (9.24) mozna odczytaé jako rozwinigcie pochodnej holo-
nomicznej trajektorii zadanej y(t) wzgledem czasu w odpowied-
nik szeregu Taylora, w ktérym w roli jednomianowych funkcji
bazowych wystepuja kolejne warstwy nawiaséw Liego. Rozwija-
nie pochodnej trajektorii jest spowodowane predkosciowymi in-
terpretacjami pél wektorowych. Zauwazmy, ze obcigcie szeregu
na warstwie drugiej jest konsekwencja zalozenia o pelnosci rzedu
macierzy C(y), ztozonej z pél wektorowych pierwszego i drugiego

stopnia.
Krok 4. 7Z ukiadu réwnan
51 = Vi
0 Vindl 00 Vamed
—Vm+1 0 o V3m—2 (9-27)
ml = . . .
—V2m+1 —V3m-2 - 0

s wyliczane funkcje o, B, y potrzebne do okreslenia sterowari.

Metode uéredniania mozna stosowaé takze do uktadéw, ktére dla spel-
nienia warunku peinego rzedu macierzy C(y) wymagaja wzigcia wigcej niz
dwoch warstw algebry Liego ukladu. Cena jest komplikacja procedury wy-
znaczania sterowan. Algorytm bazujacy na technice uéredniania zilustru-
jemy przyktadem.

Przyktad 9.3.1 (Jednokoltowy robot mobilny)

Wyliczymy sterowanie z wykorzystaniem metody usredniania dla jednoko-
towego robota mobilnego opisanego réwnaniami (8.8), o dwdch sterowaniach
(m = 2) i tréjwymiarowej przestrzeni stanu (n = 3). Algebre Liego tego
robota wyliczyli§my w przyktadzie 8.2.1. Jak tatwo sprawdzi¢, macierz

cos® 0 sin0

Cly) =191,92,191,92]] (y) = |sin® 0 —cosO
0 1 0

jest petnego rzedu (det(C(y)) = 1). Niech punktem docelowym bedzie
konfiguracja qq = (0,0,0)". Trajektoria wiodaca do niej od punktu pocza-

tkowego qo = (%0, Yo, 00)" zadana jest zaleznoscia
x(t) exp(—t)xo
y(t) | = | exp(—t)yo |,

o(t) exp(—t)6o
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i spelnia réwnanie rézniczkowe

X =—X
y=-y
0 =—6.
Wyliczmy sterowania rozszerzone v
V1 —X —(xcos® +ysin0)
V= |V | = CT Y| = —0 )
V3 —0 —xsin 0 +ycos O

gdzie C jest takie, ze CCT =1I3. Sterowania oryginalne wybieramy w posta-

ci(l=1)
uj(t) = oy + \/z ([3} sin(i) +v] cos<z>>
u;(t) =g + \/z <[5} sin(i) +v) cos<z>>.

Latwo sprawdzié, ze réwnania (9.25), (9.26), (9.27) sa dla rozpatrywanego
robota nastepujace:

o1 + (dBl,g1) v — (dB],92) V3 — (dv],g1) B] + (dv],92) B} =
X2 — <dﬁ12) g1>Y} + <dB}>92>Y} + <d‘Y}>g1> B} - <d‘Y;a92> B} =V2
1 1
(&) ohvh = (21) et - (938
2 Y2
::[ 0 Blwﬁ-—-ﬁiv}]:: [ 0 V3]
— (B2 —B1v1) 0 —v3 0f

Zatézmy y] = B} = 0, by uproéci¢ réwnania (9.28)

X1 — <df5},gz>v} =v; =—(xcos0 +ysin0)
oz + (dy},g1) By =v2 = —0 (9.29)
Bly) =v3 = —xsinB +ycos 6.

Wybierajac oy = —0 i v} = 1 spelnimy drugie réwnanie ukladu (g.29).
Z réwnania trzeciego wyznaczamy (5} = —xsin0 4+ ycos0. Po wykonaniu
obliczen pomocniczych

1 1 INU
d[:’,} = (%,%,%) = (—sin6,cos 0, —(xcos O +ysin6))T,

(dBl,g2) = ((—sin 0, cos 0, —(xcos 0 +ysin0))7, (0,0, 1)T),
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otrzymujemy wspdlczynnik o; = —2(xcos 60 + ysin0). Podsumowujac wy-
niki cze$ciowe, uzyskujemy sterowania w postaci

2 t
uj = —2(xcos0 +ysin0) + \/: <(—xsin6 +ycos0) sin<€>>
2 t
us =—0+ fcos().
€ €

Krytycy metody uéredniania zwracaja uwage na jej duza ziozono$¢ obli-
czeniowa™® oraz konieczno§¢ zastosowania sterowan wysokoczestotliwoscio-
wychf. |

9.4 Metoda Lie-algebraiczna

Do lokalnych metod planowania ruchu robotéw nieholonomicznych nalezy
metoda Lie-algebraiczna bazujaca na algebrze Liego uktadu. Polega ona na
iteracyjnym generowaniu pdl wektorowych (kierunkéw ruchu) w biezacym
punkcie przestrzeni stanu, a nastepnie realizacji tych kierunkdéw przy po-
mocy sterowan. Kierunki sa tworzone przez obliczanie wartosci poczatko-
wych elementéw bazy Halla w biezacym punkcie przestrzeni stanu. Lo-
kalno$¢ metody polega na tym, ze ruch w kierunku nawiaséw Liego zacho-
dzi tylko dla infinitezymalnych przemieszczen. Zaleta metody algebraicznej
jest jej konstruktywnosé i ogbélnosé. W specjalnych wersjach metoda umoz-
liwia takze optymalizacje lokalnych kryteriéw jakosci. Podstawowsq wlasnosé
zbieznosci stanu biezacego do stanu docelowego zapewnia ponizszy lemat,
bedacy prosta konsekwencja twierdzenia Chow.

Lemat 9.4.1 Jezeli uktad nieholonomiczny spetnia warunek rzedu al-
gebry Liego uktadu, to istnieje taki kierunek X(qo) powstaly przez ob-
liczenie wartosci jednego z elementéw bazy Halla (mozliwie niskiego
stopnia) w bieZgcym punkcie przestrzeni stanu qo @ taka chwila czasu
t, Ze przemieszczenie w kierunku X(qo) do chwili t zapewnia zmniejsze-
nie odlegtosci euklidesowej do stanu docelowego qg4.

Lemat ten zaleca wybor kierunku zmniejszajacego odlegtosé do celu sposréd
elementéw bazy Halla niskiego stopnia, gdyz pola nizszych stopni sg tatwiej-
sze do generacji przy pomocy sterowan i mniej kosztowne energetycznie®.

*Widoczna zwiaszcza gdy m =2, an > 6.
fGdy ¢ — 0.
*Zobacz wniosek z przykiadu 8.2.5.
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Interpretacja geometryczna lematu jest nastepujaca. Jezeli kierunek po-
la wektorowego bedacego elementem bazy Halla nie jest prostopadly w punk-
cie qo do kierunku q4 — qo, to ruch w tym kierunku (cho¢by przez krétki
czas) zapewnia zmniejszenie odlegtosci do stanu docelowego. Jezeli kierunek
ten tworzy z wektorem qq — qo kat wigkszy od 75, to przez odpowiednia
modyfikacje sterowan mozliwe jest wygenerowanie kierunku przeciwnego,
tworzacego z kierunkiem ku celowi kat mniejszy od 70,. Taki ,kierunek
poprawy” zawsze istnieje, gdyz nie jest mozliwe, by wszystkie kierunki uzy-
skane przez ewaluacje bazy Halla w qo byly prostopadie do qq — qu.

Sposéb generacji kierunku przeciwnego do zadanego jest nastepujacy.
Zalézmy, ze sterowanie u(t), t € [0,T] w pewnym punkcie przestrzeni
stanu qo generuje infinitezymalne przemieszczenie wzdtuz pewnego pola Z,
tj. exp(tZ)qo ~ qo + tZ(qo). Pokazemy, ze sterowanie t(t) = —u(T — t),
t € [0, T] generuje kierunek W(qo) przeciwny do Z(qo). Z wtasnosci ztozenia
strumieni generowanych sterowaniami u, @t otrzymujemy

exp(tW) exp(tZ)qo = qo. (9.30)

Stosujac formute CBHD do lewej strony (9.30) i poprzestajac na sktadnikach
liniowych uzyskujemy

exp(tW) exp(tZ)qo ~ exp(tW + tZ)qo ~ tW(qo) + tZ(qo) + qo = qo.

co dowodzi, ze dla krétkich czaséw t kierunek W(xo) = —Z(xg).

Konstrukcje bazy Halla przedstawiono w rozdziale 8. Dla ukladu stero-
wanego w zadanym punkcie przestrzeni stanu mozna w latwy sposéb wyzna-
czy¢ wektor odpowiadajacy elementowi bazy Halla. Istotnym problemem
jest natomiast realizacja zadanego kierunku przy pomocy sterowan. Do tego
celu wykorzystamy wuogolniong formute Campbella-Bakera-Hausdorffa-
Dynkina, a nastepnie przedstawimy sekwencje krokéw algorytmu reali-
zujacego metode Lie-algebraiczng planowania ruchu ukladéw nieholonomi-
cznych. W podrozdziale 9.4.2 zilustrujemy metode Lie-algebraiczng na przy-
kladzie planowania ruchu jednokolowego robota mobilnego. W podrozdzia-
le 9.4.3 pokazemy, ze uogdlniona formulta CBHD unifikuje rézne metody
planowania ruchu robotéw nieholonomicznych.

'Nie bylby wéwczas spelniony warunek rzedu.
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9.4.1 Uogodlniona formuta Campbella-Bakera-Hausdorffa-
-Dynkina

Uogdlniona formuta Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina (UCBHD)
opisuje (lokalnie) trajektorie nieautonomicznego ukltadu réwnan rézniczko-
wych

q="F(t)(q) (9-31)

z zadanym warunkiem poczatkowym q(0) = qo, gdzie F(t)(-) jest rodzina
analitycznych pdl wektorowych zaleznych od czasu. Rozwiazanie (g9.31) jest
postaci

q(t) = exp(sz(t))(qo)ls=1. (9-32)

Dla czaséw t bliskich zera, z(t) wyraza si¢ szeregiem

s _1)\err(o)
2@ =3 Y (Z”HL [ [F(so(1)), Flsorz)] 1, Flsorn)]ds, (0.33)

r=10€eP, T (e'r'r(o')) (1)

gdzie wartosci F(s) wyliczamy w punkcie q. W nieautonomicznym uktadzie
réwnan rézniczkowych (9.31) jest wymagana analityczno$¢ pdél wektoro-
wych, bowiem nieskoriczony szereg pél wektorowych (9.33) musi byé zbie-
zny. Pozostale symbole wystepujace w (9.33) maja nastepujace znaczenie:

P, jest zbiorem permutacji elementéw {1,...,r}, np. P3 ={(1, 2, 3), (1, 3, 2),
(2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1)}.

err(c), o € P; jest liczba nieporzadkéw w permutacji: o = {o(1), o(2),...,
o(r—1),0(r)}. Liczba nieporzadkéw ro$nie o jeden, gdy kolejny ele-
ment permutacji jest mniejszy od biezacego elementu*.

T;(t) jest r-wymiarowym sympleksem, T;(t) ={s e R0 < 81 < 83 < -+
< sp < th

Uogdlniong formute CBHD =zinterpretujemy jako operator zmiany stanu,
ktéry dla krétkich czaséw t przemieszcza stan biezacy qo uktadu (9.31) do
stanu qo + z(t)(qo). Zatem, z(t)(qo) jest wektorem translacji stanu, czyli
kierunkiem ruchu w punkcie qo. Formute (9.33) mozna wykorzystaé¢ badz
do opisu translacji stanu, gdy zadane sa sterowania, badz do wyznaczenia
sterowani, gdy jest zadane infinitezymalne przemieszczenie stanu (kierunek

*Np. err((1,2,3)) =0, err((1,3,2)) =1, err((3,2,1)) = 2.
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ruchu). Ten drugi aspekt uogélnionej formuty CBHD wykorzystamy w pla-
nowaniu ruchu robotéw nieholonomicznych opisanych réwnaniami

q= Z gi(q)ui(t) =F(t)(q), (9-34)
i

z analitycznymi polami wektorowymi g;, stanem q € R"™ i sterowania-
miu(t) € U C R™, m < n. Zaktadamy, ze kierunek ruchu X(p) w biezacym
punkcie przestrzeni stanu p jest znany, natomiast nalezy wyznaczy¢ stero-
wania realizujace ten kierunek przez krétki czas t. Pozadane przemiesz-
czenie stanu X(p) przedstawiamy jako kombinacje liniowa poczatkowych
elementéw bazy Halla w punkcie p

tX(p) = ) «i(t)Hi(p),

gdzie elementy bazy Halla H; (pola wektorowe) sa niezalezne w tymze
punkcie. Podobnie jak w lemacie 9.4.1, preferowanie poczatkowych ele-
mentéw bazy Halla jest spowodowane energetycznie efektywniejszym i wy-
magajacym mniejszej liczby przelaczen sposobem generacji pél wektoro-
wych niskich stopni przy pomocy sterowan. W ten sposéb uzyskujemy
przedstawienie zadanego przemieszczenia w bazie Halla. Teraz nalezy wy-
znaczy¢ sterowania realizujace te kombinacje elementéw bazy Halla. Pod-
stawiajac prawa strone modelu kinematyki (9.34) do ogélnej zaleznosci na
infinitezymalne przemieszczenie stanu (9.33) i wykorzystujac skosng syme-
trie nawiaséw Liego oraz tozsamo$¢ Jacobiego, uzyskujemy wyrazenie na
przemieszczenia stanu w funkcji sterowan

z(t)(p) = ) _ Bi(t,u(-))Hi(p),

gdzie (3; sa pewnymi funkcjonalami zaleznymi wylacznie od sterowan. Dla
zadanego przemieszczenia z(t)(p) = tX(p) uzyskujemy uklad réwnan cal-
kowych

ai(t) = Bilt,u(), i=1,... (9-35)

Aby rozwiazaé uktad réwnan (9.35) przeksztalcamy go do uktadu réwnan
algebraicznych. W tym celu wybieramy sterowania wi(-), i = 1,...,m,
w postaci pewnej sparametryzowanej rodziny funkcji i uzyskujemy réwnania
algebraiczne, w ktérych zmiennymi do wyznaczenia sa parametry funkcji.
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Przykiad 9.4.1 (Uklad dwuwejsciowy)
Wyliczmy sterowania przeprowadzajace stan ukltadu w kierunku najprost-
szego zlozonego pola wektorowego uktadu dwuwejsciowego

q(t) = X(q)u(t) + Y(q)v(t) = F(t)(q) (9-36)

ze sterowaniami u(t), v(t) i analitycznymi polami wektorowymi X, Y.

Naszym zadaniem jest wyznaczenie sterowan u(s) i v(s), s € [0, t] reali-
zujacych (infinitezymalny) ruch w kierunkach pél wektorowych X, Y, [X,Y].
Generacja kierunkéw X, Y jest natychmiastowa: u(s) = 1, v(s) = 0 dla X,
oraz u(s) = 0, v(s) = 1 dla Y. Generacja [X,Y] jest znacznie trudniejsza.
Stosujac uogblniona formule CBHD otrzymujemy

0= [Fsnas' + 1 [ Fsn, Flsa ds?
200 = | Flsn)ds' + g5 | (o) Flsa)as?+

1
-3 | Fs Fslas < (g
Ta(t)

W powyzszym wzorze zostaly zastosowane nastepujace oznaczenia: ds’ =
dsydsyds3---dsy, [, = [ofar---J2.

Zanim podstawimy do wzoru (9.37) pole F(t) zadane réwnaniem (9.36),
zamienmy przedziat [0,t] > s okre$lonosci sterowan u(s), v(s) na unormo-
wany przedzial [0,1]. W tym celu przeskalujmy zmienna opisujaca czas s,

na zmienng czasowa $ kiadac
s=2.
t
Po przeskalowaniu, calkowanie odbywa sie po sympleksie T,(1) zamiast
po T;(t), a sterowania u(s), v(s) staja sie zalezne od parametru t, tj. przyj-
muja postaé u(s,t), v(§,t). Oczywiscie, ds” = t"d§". Zdefiniujmy sterowa-
nia skalowane jako
(8,1) = tu(
(8,t) = tv(

W dalszym ciggu znak " nad u, v, s bedziemy opuszczaé. Przeskalowa-
nie sterowan jest operacja odwracalng i wskazuje, ze mozna regulowaé czas
sterowania przez modyfikacje amplitud sterowania i na odwrét — mozna
wplywaé na wielkos¢ sterowan przez odpowiedni dobdr czasu sterowania.
Wtasnosc¢ ta jest szczegdlnie wazna, gdy sterowania sa ograniczone.

]
=
I

=

yt)
).

<t
7
Il

(73
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Podstawiajac réwnania systemu (9.36) do (9.37) uzyskuje sie wyrazenie
1 1

u; ds; +YJ vyds;+
0

z(t) = XJ

0

1
+ J Xu; + Yvi, Xuy + Yvylds? + - - (9-38)
T2(1)

gdzie w; = u(si, t), vj = v(sj, t), si,s5 € [0, 1]. Wykorzystujac dwuliniowo§é
nawiasu Liego upraszczamy réwnanie (9.38)

1 1

z(t) :XJ Uy dsg +YJ vy ds;+
0 0
1
+ E[X’ Y]J (wvy —upvy)ds? + - (9.39)
T>(1)

Zauwazmy, ze (9.39) ma postaé
z(t) = XBx(t) + YBy(t) + X, YIBrx v (t) + - (9-40)

ze wspélczynnikami zaleznymi od sterowan, danymi réwnaniami

1 1

(s, t)ds, By(t) = Lv(s,t) ds,

Bx(t) = J

0

Bxy(t) = % Lr(uﬂ»z —uyvy) ds?, (9-41)

2(1)

B,y (t) =, Brxyn(t)=--,...

Zbidér réwnan catkowych (9.41) rozwiazemy przyjmujac sterowania sinuso-
idalne. Zadany kierunek t[X,Y] wygenerujmy sterowaniami

u(s,t) =u(t)sin(a;s + by)
v(s,t) = v(t)sin(azs + by),

gdzie u(t), v(t) oznaczaja amplitudy sterowan, a s € [0,1]. Przyjmujac

czestotliwosci sterowan
a; = 271k
a; = 271ky,

z k1, k2 € N, uzyskujemy znikanie w (9.41) wspétczynnikéw x, By odpo-
wiadajacych polom X, Y.
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Dzieki przyjeciu sterowari sinusoidalnych, wyliczenie wspétczynnikéw B
z uktadu réwnan (9.41) odbywa si¢ w dwéch etapach. W pierwszym z nich
okreslane sa parametry sinusoid (czestotliwosci i przesuniecia fazowe) aj,
by, az, by. Drugi etap to okres§lenie amplitud sterowan u(t), v(t). Roz-
pocznijmy od wyliczenia zaleznosci Bxy) od sterowan. Catka pierwszego
sktadnika we wspdiczynniku 3xy; wynosi

1 S$2
J J wuiva dS] dSz =
0J0 1

$2
= J J sin(ajs7 + by)sin(azsy; + by)ds;ds; =
0 Jo
1

1 .
= J sin((a; — az)s; + by —by) dsy+
2(1] 0 : 1

— J sin((a; + az)sz + by + by) ds;.
2(1] 0

Jesli teraz zalozymy, ze
a; =a;  (réwnowaznie k; = k;), (9.42)

to
1 psa 1
J J uivadsyds; = — sin(by — by).
0 Jo 2(1]
Aby wyliczy¢ calke iloczynu u,vi, wystarczy w powyzszych wyrazeniach
zamieni¢ miejscami indeksy, uzyskujac tym samym

T (s 1 1
J J UrVvjq dS] dSz = — Sin(bz — b]) = -0 sin(b1 — bz).
0 Jo 2a; 2a,

Sumujac wyliczone catki otrzymujemy ostatecznie

1 . a1+ ap

SR G

) sin(b1 —bz).

B,y (t) =

Uwzgledniajac warunek (9.42) uzyskujemy

1 1

Bxyi(t) = Hﬁ(t)ﬂt) sin(b) —by) = mﬁ(t)ﬂt) sin(b; —b2). (9.43)

Zauwazmy, ze dobdr faz poczatkowych sterowand by, b, umozliwia dowolna
regulacje przesunigcia fazowego b; — b,. Rozsadnie jest jednak dobraé b,
i by tak, by ich réznica maksymalizowala warto§¢ wyrazenia (9.43)

|sin(by —by)| = 1. (9.44)
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Warunek (9.44) nazywamy warunkiem fazowym. Pozwala on na zmniejsze-
nie amplitudy sterowan wi v. Jedna z par faz poczatkowych spelniajacych
warunek fazowy podczas generacji [X,Y] jest

7T
=5 ba=0. (9-45)

b

Sposréd wielu mozliwych wartosci kg i k; spetniajacych (g.42) nalezy wybraé

mozliwie najmniejsze. Taki wybor zwigksza wspétczynnik Pixy), a zatem

amplitudy sterowan zapewniajace stala warto$C B(xy, sa mniejsze. Powia-

damy, ze przy generacji t[X,Y] jest spelniony warunek czestotliwosciowy,
gdy

ki =ky=1. (9.46)

Poniewaz ruch w kierunku [X, Y] ma trwa¢ przez czas t, zatem wykorzystujac
réwnania (9.43), (9.45) i (9.46) uzyskujemy warunek amplitudowy

Bxy(t) =t= Eﬁ(t)ﬂt)- (9-47)

Minimalizacja energii sterowan

1
J (u?(s,t) +Vv3(s,t)) ds =
0 1

= J (w?(t) sin®(ars + by) +V2(t) sin?(azs + by)) ds =
0 —2 =2
e (t) +v-(t)
2

jest zatem réwnowazna minimalizacji 12 (t) + v2(t). Warunek (g.47) jest
spelniony dla jednakowych amplitud sterowan u(t) = v(t). Ostatecznie,
uwzgledniajac warunek czestotliwosciowy (9.46), fazowy (9.45) i amplitu-
dowy (9.47), uzyskujemy sterowania generujace pole t[X,Y] w postaci

u(t,s) = 2/mv/t cos(27s),

.48
v(t,s) = 2y/mV/tsin(27s), s e [0,1]. (6-48)

Zauwazmy dodatkowo, ze po podstawieniu do (g9.41) sterowai zadanych
zaleznoscia (9.48) nie uzyskujemy automatycznie zerowania wspdlczynni-
kéw B x,vi(t), Bry,xyy(t), itp., ale nawiasy Liego wyzszych stopni zabu-
rzajace pole maja amplitude zaleznag od t w taki sposéb, ze dla krétkich t
sa pomijalne w poréwnaniu z efektem pola [X,Y]. |
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9.4.2 Algorytm metody Lie-algebraicznej

Metoda Lie-algebraiczna planuje ruch uktadu nieholonomicznego opisanego
réwnaniami q = G(q)u z punktu poczatkowego qo do punktu korcowe-
go qq w $rodowisku bezkolizyjnym. Metoda moze by¢ zaimplementowana
stosownie do nastepujacego algorytmu.

Krok 1. Wygenerowaé pierwszych N > n elementéw bazy Halla H =
{Hy,Hy,...,HN}, ktére w kazdym punkcie przestrzeni stanu roz-
pinaja n-wymiarowa przestrzen stanu.

Krok 2. Wprowadzi¢ punkt poczatkowy qo i punkt docelowy qq zada-
nia planowania ruchu. Podstawi¢ za punkt biezacy q. punkt
poczatkowy.

Krok 3. Sprawdzi¢ warunek osiggnigcia stanu docelowego ||q. — qqf| < &,
gdzie ¢ jest zadana dokladnos$cig osiagniecia stanu docelowego.
Jesli warunek jest spelniony algorytm konczy dzialanie, jesli nie —
przechodzi do kolejnego kroku.

Krok 4. Przegladajac kolejno elementy zbioru H wyznaczy¢ pierwszy z we-
ktoréw kierunkéw Hi(q.), ktéry nie jest prostopadly do kierun-
ku qq — qc.

Krok 5. Wyznaczy¢ sterowania realizujace kierunek Hi(q.) (ewentualnie
zmieniajac kierunek Hi(q.) na przeciwny), by zapewni¢ zmniej-
szanie odleglosci do stanu docelowego. Czas ruchu wzdluz kierun-
ku +H;(q.) dobra¢ tak, by zmniejszenie odlegloéci bylo jak naj-
wieksze (nawet za cene pogorszenia realizacji kierunku +H;(q.)).
Osiagniety stan staje sie nowym stanem biezacym (.

Krok 6. Powr6cié¢ do kroku 3.

Przyklad 9.4.2 (Jednokolowy robot mobilny)

Powyzszy algorytm zostal przetestowany dla modelu jednokolowego robota
mobilnego. Zadanie planowania ruchu polegalo na przemieszczeniu robota
od stanu poczatkowego qo = (x0,Yo,00)" = (—4,1,0)T do stanu docelowe-
g0 qq¢ = (xa,Ya,04)" = (0,0,0)7. Jak pokazali§my w rozdziale 9.3, pola
wektorowe g1, g2, [g1,92] rozpinaja przestrzen stanu w kazdym punkcie,
zatem N = 3. Trajektorie na plaszczyznie XY, zmienno$§¢ orientacji robota
w czasie, oraz przebiegi sterowand realizujacych zadanie przedstawiono na
rysunkach 9.5 i 9.6*. Wykresy z rysunku 9.5 ilustruja przebiegi, gdy ge-

*W przykladach prezentowanych w tym rozdziale obliczenia wykonano w $rodowisku
MATHEMATICA®.
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Rysunek 9.5 Trajektoria na plaszczyznie XY, zmiana kata 0 w czasie oraz stero-
wania odcinkami ciagle (uzyskane uogélniong formutag CBHD) realizujace zadanie

planowania ruchu dla jednokolowego robota mobilnego.
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Rysunek 9.6 Trajektoria na plaszczyznie XY, zmiana kata 0 w czasie oraz stero-
wania odcinkami stale (uzyskane przy pomocy formulty CBHD) realizujace zadanie
planowania ruchu dla jednokolowego robota mobilnego.
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nerowane pole jest realizowane sterowaniami ciggltymi (formuta uogdlniona
CBHD), natomiast na rysunku 9.6 zostaly zamieszczone przebiegi reali-
zowane przy pomocy sterowan odcinkami statych (formuta CBHD). Za-
uwazmy, ze sterowania ciagle sa latwiejsze do realizacji praktycznej, ze
wzgledu na ograniczenie liczby przelaczen sterowan tylko do momentéw
zmiany pola wyznaczajacego lokalny kierunek ruchu. |

9.4.3 Znaczenie uogdlnionej formuly Campbella-Bakera-
-Hausdorffa-Dynkina

Uogélniona formuta CBHD pozwala na unifikacje wielu metod planowania
ruchu robotéw nieholonomicznych. Z tej formuly wynika bowiem ponizszy
lemat, wazny dla krétkich czasow t.

Lemat 9.4.2 Jezeli sterowania ui(s), i = 1,...,m uktadu nieholono-
micznego 4 = Y 1", 6i(qQ)ui, ¢ € R™ dla matej wartosci parametru t
spetniajq warunek

t

Vi=T1,...,m Jui(s)ds:o, (9-49)
0

to uzyskujemy ruch w kierunku pol wyzszych stopni, natomiast ruch
w kierunku pdl-generatoréw jest zabroniony. Algebraicznie teza lematu
oznacza, ze

@qo,t(u(-)) ~ qo +2(t)(qo) =

q
T t sy
“a+3) > lgngl (@) | | wlsuls)dsds.  (o50)

,_.
Il

=
-
Il

-

Na mocy uogélnionej formuty CBHD w uktadzie 4 = > ", gi(q)wi(t) =
F(t)(q) przemieszczenie stanu dla krétkich czaséw t i stanu qo wynosi

t t rs2
2lt)(qo) = [ Fls)ds + 3 | | Flsn) Flsa)dor dsar

t prso
- J;J J [F(s2),F(s1)ldsidsy =

0J0

t t rs2
— [ Fo)as+ 3| [ Fiso) Fisads dss
0 0J0
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gdzie wartosci F sa wyliczane w punkcie qo. Po podstawieniu réwnan uktadu
nieholonomicznego mamy

2(t)(qo) ~ Lut s)dst

m m t rss
ZZ 95, gjl ( J Lu’t(S])Uj(Sz)dS] ds.

i=1 j=1

N —

+

—_

Na mocy warunku (9.49) uzyskujemy teze lematu.

Spelnienie warunku (9.49) nie powoduje ruchu w kierunkach genera-
toréw g1, g2,- - ., gm, natomiast, w zaleznosci od sterowan, umozliwia ruch
w kierunkach [g1,92], [91,93],--., [gm_1,9m], ktére moga byé wymagane
do zapewnienia sterowalno§ci uktadu®. Pola wektorowe-generatory mozna
zrealizowa¢ jednym sterowaniem stalym. Warunek (9.49) nie jest restryk-
cyjny, bowiem spelnia go kazde sterowanie okresowe bez skladowej stalej.
Stad tez obecnos$é¢ sterowan sinusoidalnych w zadaniach planowania ru-
chu. Ponadto sterowania sinusoidalne pozostawiaja mozliwo§¢ doboru am-
plitudy, czestotliwosci i przesuniecia fazowego sterowania, ktérymi mozna
ksztaltowal kierunek przemieszczenia wyrazony kombinacja pél stopni wyz-
szych od 1. Powyzsze rozwazania sa stuszne lokalnie, dla kroétkich cza-
séow t, dla wszystkich ukladéw nieholonomicznych. Dla szczegdlnych pod-
klas ukladéw nieholonomicznych, np. laficuchowych!, wiasnos¢ przemiesz-
czania stanu w ,trudnych” kierunkach bez przemieszczenia w kierunkach
Hatwych” globalizuje sie.

Teza lematu 9.4.2 jest efektywnie wykorzystywana przez wiele metod
planowania ruchu. Ws§réd tych metod znajduje sie metoda sterowan si-
nusoidalnych dla ukiadéw taincuchowych, metoda bazujaca na twierdzeniu
Stokesa, metoda Lie-algebraiczna. Dwie pierwsze z wymienionych metod
maja zastosowanie do ukladéw nieholonomicznych o specjalnej struktu-
rze modelu. Dzigki owej strukturze wspdirzedne wektora stanu dziely sie
na dwie grupy: wspélrzedne sterowane bezposrednio i sterowane posre-
dnio (przez zmiang wspdlrzednych z pierwszej grupy). Znalezienie sterowan
przeprowadzajacych wspélrzedne sterowane bezposrednio do ich wartosci
zadanych jest trywialne. Natomiast osiggniecie przez wspéirzedne stero-
wane posrednio ich docelowych wartosci odbywa sie poprzez kre§lenie petli

“Generatory nie wystarczaja, poniewaz n > m.
'Zobacz rozdziat 10.2.
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przez wspolrzedne sterowane bezposrednio. Mozliwos¢ przeorientowania
wspdirzednych sterowanych posrednio jest konsekwencja lematu 9.4.2.

Metoda Lie-algebraiczna wykorzystuje teze lematu 9.4.2 w nieco inny
spos6b. Dzieki sterowaniom cyklicznym uzyskuje sie infinitezymalne prze-
mieszczenie w §cifle okre§lonym kierunku, co jest warunkiem koniecznym
uzyskania zbieznosci metody planowania ruchu. Trudnoé¢ realizacji ruchu
w zadanym kierunku w n-wymiarowej przestrzeni stanu wynika z posiadania
przez uklad jedynie m sterowan, m < n. Sterowania okresowe nie powo-
duja ruchu w kierunkach, ktére latwiej wygenerowaé prostszymi sterowa-
niami, natomiast gwarantuja ruch w kierunkach wymaganych do spelnienia
warunku sterowalnosci ukladu, a w konsekwencji zapewniaja rozwiazanie
zadania planowania ruchu.

9.5 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Sformutowanie Zasady Maksimum Pontriagina podajemy w dodatku A.5,
zawieraja je takze klasyczne podreczniki do teorii sterowania lub teorii
optymalizacji, np. [AF69, FSW80, VG97]. W [FSW80] stwierdzono, ze
zbieznos¢ schematu obliczeniowego zadania dwubrzegowego generowanego
przez Zasade Maksimum istotnie zalezy od jakosci trajektorii poczatkowe;.
Oznacza to, ze nalezy oczekiwaé trudnosci obliczeniowych, jesli nie uda
sie znalezé trajektorii poczatkowej, ktéra jest bliska trajektorii optymal-
nej. Zastosowanie metody Newtona do zadan planowania ruchu robotéw
mobilnych zawieraja prace [DW94, FGL94, LW95, Son93]. Metode wyzna-
czenia rozwigzania fundamentalnego réwnania (9.15) (niezbednego kroku
w algorytmie Newtona dla robotéw nieholonomicznych) zaczerpnieto z ksia-
zki [Gan88]. Aspekty obliczeniowe metody Newtona badat Jakubiak [Jak99].
Divelbiss i Wen pokazali jak metode Newtona mozna adaptowaé dla srodo-
wiska kolizyjnego. Autorzy ci zaproponowali, zeby kazda przeszkoda wyzna-
czala zbidr zabronionych wartosci A, gdy trajektoria odpowiadajaca stero-
waniu (9.11) koliduje z przeszkoda. Metoda funkcji kary definiuje si¢ funk-
cje (rézniczkowalne) o wartosciach 0 w przestrzeni bezkolizyjnej i o bardzo
duzych wartosciach wewnatrz przeszkéd. Nastepnie warunek osiggniecia
celu jest rozszerzany — nie tylko ma by¢ osiggniety punkt docelowy, lecz
takze wartos¢ funkcji kary ma wynosi¢ 0*. W przestrzeni rozszerzonej po-
szukiwania sa prowadzone takze metoda Newtona. Sformutowanie metody

*Co automatycznie oznacza bezkolizyjnoéé trajektorii.
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uéredniania mozna znalezé w monografii Arnolda, [Arn78]. Wykorzystanie
metody usdredniania do planowania ruchu robotéw nieholonomicznych za-
wieraja prace Gurvits’a i wspétpracownikéw, [LC93, Gur92]. Podwaliny me-
tody Lie-algebraicznej polozyt Hermes w pionierskich pracach o stabilizacji
uktadéw afinicznych, [Her78, Her80]. Idee Hermesa do zadan planowania ru-
chu robotéw nieholonomicznych adaptowat Duleba, [Dul95, Dul97, Dul98a].
Techniczny, lecz bardzo wazny i réwnoczesnie najtrudniejszy element me-
tody Lie-algebraicznej to generacja sterowan realizujacych zadany kieru-
nek. Zastosowanie formuty Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina, dajacej
sterowania odcinkami stale o duzej liczbie przetaczer, pochodzi od Her-
mesa [Her78]. Uogélniona wersje tej formuly, pozwalajaca na generowanie
sterowan odcinkami cigglych o mniejszej liczbie przelaczen, zaczerpnieto od
Strichartza, [Str87]. Efektywne obliczeniowo zastosowanie formuty uogdl-
nionej zawiera artykut [Dul98b]. Istnieje cala rodzina metod dyskretnych,
[BLO3, BL89, FR96, Fer96], stuzacych rozwiazaniu zadania planowania ru-
chu robotéw nieholonomicznych. Metoda dyskretna polega na dyskretyza-
cji przestrzeni sterowan, czyli wybraniu jedynie kilku mozliwych zestawéw
sterowan jako dopuszczalnych w danym punkcie przestrzeni stanu. Zwy-
kle sg to trzy wartosci dla kazdego sterowania: maksymalna, minimalna
i neutralna (zerowa). Sterowania te, stosowane przez krétki czas w sta-
nie biezacym, generuja zbidr stanéw (rozwiniecie biezacego stanu), ktory
jest dodawany do zbioru standéw oczekujacych na rozwiniecie. Jeden stan
z tego zbioru staje sie nowym stanem biezacym i do niego rekurencyjnie
stosowana jest procedura rozwijania. Wybdér nowego stanu biezacego re-
guluje procedura ukierunkowujaca przeszukiwania tak, by rozwijane bytly
stany majace szanse osiggniecia stanu docelowego. Zwykle jest to pewien
wariant algorytmu A*, [Pod96]. Metoda dyskretna jest zatem technika prze-
szukiwania grafu stosowana do dyskretnego modelu robota nieholonomicz-
nego. Jest ona zbiezna, o ile jednokrokowy czas sterowania jest krétki. Do
tego nie jest wrazliwa na istnienie przeszkéd w otoczeniu robota (wygene-
rowane stany kolizyjne z przeszkodami sa wykluczane), ale niestety bar-
dzo zlozona obliczeniowo. Krétki czas sterowania jednokrokowego, gwaran-
tujacy zbieznos¢ metody, powoduje, ze ruch elementarny jest kroétki, a za-
tem liczba krokéw potrzebna do osiggniecia celu znaczna. Innym sposobem
przeszukiwania grafu stanu jest metoda propagacji fali. Fala zainicjowana
w stanie poczatkowym jest propagowana na zasadzie przyrostu kosztu ruchu
ocenianego pewna funkcjg kryterialng. Czolo fali pokazuje stany jednakowo
odlegle w sensie kosztu od stanu poczatkowego. Gdy osiagnie ono stan doce-
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lowy, rozwiazanie zadania planowania ruchu jest znalezione. Metode te sto-
suje sie od dawna, np. przy projektowaniu §ciezek ukladéw elektronicznych.
Istnieja liczne warianty metody propagacji fali, w ktérych np. fala jest inicjo-
wana w punkcie docelowym, [LP96]. Podstawowym problemem przy efek-
tywnym stosowaniu metod przeszukiwania grafu jest umiejetne okreslenie
kosztu elementarnego przemieszczenia. Zwykle stosuje sie reguly zdrowo-
rozsadkowe, opisujace koszt przemieszczenia jako pewna wazona funkcje
przeorientowania katowego i przestrzennego robota mobilnego. Dla naj-
prostszych robotéw ta heureza jest efektywna, dla robotéw o wielowymia-
rowej przestrzeni stanu (np. ciggnacych przyczepy) intuicja euklidesowa
uzywana przy konstrukcji funkcji kosztu dla przeszukiwania grafu moze
zawie§. Nalezy wtedy uciec sie¢ do aparatu matematycznego opisujacego
nieholonomiczne sfery geodezyjne, ktérych ksztalt dalece odbiega od eu-
klidesowych, [SD98, VG94]. Kolejnym sposobem planowania ruchu ro-
botéw nieholonomicznych jest wykorzystanie metody pdl potencjatowych,
[Ste89]. Metoda ta jest chetnie wykorzystywana do rozwiazywania réznych
zadaf robotycznych ze wzgledu na jej ogdlnodé. Istota metody pdl po-
tencjalowych polega na okredleniu w biezacym punkcie przestrzeni stanu
wektorowej reprezentacji wplywu stanu docelowego (sila przyciagajaca) i
przeszkéd (sity odpychajace). Gra przeciwstawnych sit generuje lokalnie
kierunek ruchu. Wada tej metody jest mozliwo$¢ zerowania wektora sil
wypadkowych w punkcie, ktéry nie jest stanem docelowym. Aby wypro-
wadzi¢ algorytm z punktu stacjonarnego nalezy stosowaé specjalne metody
(np. generacji lokalnego podcelu). Cechy metod ogélnego przeznaczenia po-
siada metoda probabilistyczna planowania ruchu, [SO98]. Metoda ta jest
zwykle stosowana w Srodowisku kolizyjnym i sklada sie z trzech etapéw.
Najpierw budowana jest mapa (graf) konfiguracji (wierzchotkéw) przez lo-
sowe wybieranie konfiguracji bezkolizyjnych i laczenie ich trajektoriami do-
puszczalnymi — galeziami grafu, z zastosowaniem lokalnego ukladu pla-
nowania trajektorii. W fazie drugiej, dla zadanego punktu poczatkowego
i konicowego, poszukiwane sg trajektorie dopuszczalne laczace te punkty
z punktami wygenerowanymi w etapie pierwszym (ponownie wykorzysty-
wany jest lokalny ukiad planowania trajektorii). W ostatnim etapie pro-
wadzi sie poszukiwanie trajektorii biegnacych przez wierzchotki grafu od
wierzchotka odpowiadajacego punktowi poczatkowemu do wierzchotka od-
powiadajacego punktowi koncowemu. Idea metody probabilistycznej przy-
pomina znang dla holonomicznych robotéw mobilnych technike diagraméw
Woronoia, [Lat93]. Srodowisko kolizyjne stawia przed metodami planowa-
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nia ruchu wysokie wymagania obliczeniowe, a obliczeniowo efektywne za-
stosowanie precyzyjnych metod analitycznych, sprawdzonych w §rodowisku
bezkolizyjnym, do nieuchronnie kolizyjnych §rodowisk rzeczywistych ciagle
oczekuje na realizacje. Odrebnym, zwigzanym z tym problemem, jest wierne
modelowanie Srodowiska kolizyjnego dla nawigacji i lokalizacji robota, z wy-
korzystaniem sensoréw i ich uktadéw. W tej dziedzinie sporo osiggnie¢ maja
mlodzi polscy naukowcy, ktérych dorobek, wraz z obszerna literatura przed-
miotu, zawierajg rozprawy doktorskie [Dra99, Dub99, Kre9d7, Pia94, Rac95,
Sie96, Skr97]. Gléwnym zrédlem informacji o otoczeniu robota najczesciej
sa w tych pracach sonary ultradzwiekowe ze wzgledu na duza ilo§¢ informacji
o otoczeniu przez nie dostarczanych oraz niskie koszty zakupu i eksploata-
cji. Metody analityczne nadaja sie do planowania trajektorii ruchu przy
zatozeniu jednorodno$ci powierzchni, po ktérej porusza sie robot. Obecnie
to zalozenie jest uzasadnione, gdyz roboty mobilne pracuja gltéwnie w $ro-
dowiskach specjalnie przygotowanych (ptaska, jednorodna podloga o od-
powiednim wspdlczynniku tarcia). Jednak wraz z ekspansja robotéw mo-
bilnych do $rodowisk otwartych oczekujemy wzrostu znaczenia metod lo-
kalnych, uwzgledniajacych zmienno§é srodowiska. Zmienne w czasie (dy-
namiczne) $rodowisko wymusi takze wzrost zainteresowania modyfikacjami
modeli (i to prawdopodobnie raczej strukturalnymi niz parametrycznymi),
gdy istotne stang sie interakcje két z podlozem.
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Rozdzial 10

Specjalizowane metody
planowania ruchu

Specjalizowane metody planowania ruchu robotéw nieholonomicznych moga
by¢ zastosowane tylko do tych robotéw, ktérych model matematyczny spel-
nia, oprécz sterowalnosci, dodatkowe warunki regularnoéci.

W tym rozdziale objasnimy na prostych przyktadach dzialanie nastepu-
jacych metod specjalizowanych:

e Metody planowania optymalnych trajektorii ruchu jednokotowego ro-
bota mobilnego. Metody te bazuja na Zasadzie Maksimum Pontria-
gina, jednak sa zaliczane do metod specjalizowanych ze wzgledu na
wykorzystywanie szczegdlnych wlasnosci modelu.

o Metody sterowan sinusoidalnych stosowalnej do robotéw nieholono-
micznych, ktérych modele dadza sie sprowadzi¢ do postaci laicucho-
wej.

e Metody planowania ruchu kota toczacego sie po plaskiej powierzchni
wykorzystujaca twierdzenie Stokesa.

o Metody kreacji i realizacji podceldéw w planowaniu ruchu jednokoto-
wego robota mobilnego.

10.1 Optymalne planowanie ruchu jednokolowego
robota mobilnego

Specyficzne zastosowanie Zasady Maksimum Pontriagina ma miejsce przy
konstrukcji czaso-optymalnych trajektorii jednokolowego robota mobilnego
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o wektorze stanu q = (x,y,0)", opisanego réwnaniami

4 =g1(q)w + 92(q)uy, (10.1)

gdzie g1(q) = (cos0,sin0,0)7, g2(q) = (0,0,1)" z dwoma rodzajami ogra-
niczen na predko$¢ liniowa uy oraz na predkos$é¢ katowa u, zadanych warun-
kami:

e u; = +1, uy € [—1,1] definiujacymi zadanie Reedsa-Sheppa, w kt6-
rym robot moze poruszaé sie w przéd i w tyi,

e u; =1, uy; € [—1,1] definiujacymi zadanie Dubinsa, w ktérym robot
moze poruszaé si¢ jedynie do przodu.

Zadanie planowania ruchu jednokolowego robota mobilnego jest jednym
z nielicznych przykladéw zadania planowania, ktére mozna rozwiazaé ana-
litycznie. Sposéb rozwigzania tego zadania polega na konstrukcji rodzin
ekstremal, ktore spelniajg réwnania kanoniczne Hamiltona. Sposréd wyzna-
czonych ekstremal wybierane jest rozwigzanie optymalne. Niestety, pomimo
ze ogllne zasady analizy ekstremal mogg zostaé zastosowane do wszystkich
rodzajéow probleméw planowania ruchu, to jednak tylko dla najprostszych
uktadéw nieholonomicznych ekstremale daje sig¢ scharakteryzowaé analitycz-
nie.

W niniejszym podrozdziale pokazemy zasady konstrukcji sparametryzo-
wanych rodzin ekstremal dla zadania Reedsa-Sheppa, wéréd ktérych znaj-
duje sie trajektoria optymalna. Oméwimy sposéb syntezy trajektorii opty-
malnej laczacej punkty (x,y,0)" i (0,0,0)" przestrzeni stanu, naszkicu-
jemy sposéb znajdowania trajektorii optymalnych dla zadania Dubinsa,
oraz w sposéb syntetyczny przedstawimy algorytm planowania ruchu dla
jednokolowego robota mobilnego wykorzystujacy Zasade Maksimum Pon-
triagina.

10.1.1 Rodziny ekstremal dla zadania Reedsa-Sheppa

Dla ulatwienia zastosowania Zasady Maksimum Pontriagina rozwazmy pro-
blem nieco ogélniejszy od przedstawionego powyzej, w ktérym takze stero-
wania u; naleza do przedziatu [—1, 1]. Rozwigzanie zadania Reedsa-Sheppa
powstaje jako specyfikacja rozwiazania zadania uogdlnionego.
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Funkcja Hamiltona dla zadania czaso-optymalnego sterowania jednoko-
lowego robota mobilnego jest zadana formulg*

H(q,p,po,u) = —po -1+ (p,q) = —po + p1 cos Ous +
+ p2sin Ouw + p3uy = —po + 1w + Pruy, (10.2)

gdzie po jest stala, p € R> jest zmienna dolaczona, a ¢1 = (p,g1), d2 =
(p,g2) sa funkcjami przelaczajacymi. Réwnania kanoniczne Hamiltona dla
zmiennych dolaczonych sa nastepujace

) oH

1= =0

) oH

P2 = Ty =0 (10.3)
. oH ) . .

P3=—75 =Pisin Ou; —pacosOuy = p1y — pax.

Zasada Maksimum Pontriagina stanowi warunek konieczny optymalno$ci
sterowan up, uy dla zadania z minimalizacjg czasu sterowania

po = (P, g1(q)w + g2(q)uy) =
= max ((p,yg1(q))v1 + (p,92(q))v2).  (10.4)

(vi,v2)el=1,11x[=1,1]
Warunek (10.4) wiedzie do sterowan

{m (t) = sgn (1)

us(t) = sgn da(t). (20.5)

Wyliczmy pochodne funkcji przetaczajacych wykorzystujac wzdr (2.154)

. d m
b= 2p'gila) =p' ) _[g5,9(q)u; = (p, (g1, 91 wi + g2, 9] w2).

Podstawiajac za i=1,21 mﬁ;?f{orzystuja‘c wlasnosé [gi, gil = 0 otrzymujemy
b1 =w(p,lg2,91))
b2 = —wi(p, [92,91)).

Zdefiniujmy nowa funkcje ¢3 = (p, [g2,g1]) skonstruowang analogicznie do
funkcji przelaczajacych i nazwijmy ja, nieco nieformalnie, takze funkcja

*Zobacz dodatek A.5.
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przelaczajaca. Stosujac podobny sposdéb wyprowadzenia jak powyzej, latwo
wyliczy¢ pochodna funkcji ¢3. Laczac pochodne funkcji przelaczajacych
uzyskujemy nastepujace réwnania rézniczkowe

d1 = w3
$2 = —wi b3 (10.6)
$3 = —wady.

Z Zasady Maksimum Pontriagina, po uwzglednieniu sterowan (10.5), uzy-
skuje si¢ natychmiast réwnanie

|1 (1) + [d2(t)] = Ppo, (10.7)

prawdziwe dla kazdego t z przedziatu [0, T], gdzie T jest nieokre§lonym cza-
sem planowania ruchu robota. Poniewaz p(t) # 0, oraz pola g1, g2, [92,91]
rozpinaja przestrzen stanu w kazdym punkcie, to w kazdej chwili czasu
przynajmniej jedna z funkcji ¢i, i =1, 2,3 jest rézna od zera

b1 (V)] + [b2(t) + 3 (t)] # 0. (10.8)

Réwnania (10.5), (10.6), (10.7), (10.8), postuza nam do sformutowania kilku
interesujacych wtasnosci ekstremal (u(t), q(t),p(t)) zadania sterowania cza-
so-optymalnego, wymienionych ponizej.

1. Z réwnosci (10.6) i (10.8) wnioskujemy, ze nie istnieja niezerowe eks-
tremale osobliwe. Stad wynika, ze istniejg wylacznie ekstremale regu-
larne co znaczy, ze mozemy przyjac po = 1.

2. Zréwnania (10.8) wynika, ze dla ekstremal regularnych suma modutéw
funkcji przelaczajacych jest dodatnia, co dowodzi, ze na ekstremalach
regularnych &1, ¢, nie zeruja sie jednoczesnie.

3. Z zaleznodci (10.6) mozemy wywnioskowal, ze wzdtuz wszystkich eks-
tremal k = ¢f + ¢p3 = const. Pokazemy, ze k = 0 & ¢1 = 0.
Implikacja k = 0 = ¢1 = O jest trywialna, zatem rozwazymy im-
plikacje przeciwna. Dla ¢ = 0 z wlasnosci 2 mamy w kazdej chwi-
i g(t) #0, azatem u,(t) # 0. Z trzeciego réwnania (10.6) wynika, ze
&3 = const, natomiast pierwsze réwnanie (10.6) moze by¢ spelnione
jedynie gdy ¢3 = 0, co koczy dowdd.

4, Wzdtuz ekstremali zera funkcji przetaczajacej ¢q(t) sa albo izolowa-
ne (i w nich b # 0), albo funkcja ta zeruje si¢ tozsamo$ciowo na
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przedziale czasu [0, T]. Druga cze$¢ stwierdzenia udowodniono we
wilasnosci 3. Dla wykazania, ze zera ¢ sg izolowane (co oznacza,
ze ¢1(t) = 0 = ¢1 # 0) zalézmy, ze na ekstremali ¢ (t) Z 0, a zatem
na pewnym przedziale zachodzi k > 0. Gdyby ¢(t) =01 $r(t) =0,
to d2(t) # 0 na pewnym przedziale zawierajacym t. Mamy u,(t) # 0,
a z (10.6) wynika ¢3(t) =0. Stad k =0, a wiec ¢;(t) =0.

7Z ostatniej wlasnodci ekstremal wynikaja dwa mozliwe typy trajektorii:

typ A charakteryzujacy sie skonczona liczba przelaczen sterowania ug.

typ B opisujacy trajektorie, dla ktérych ¢q(t) = 0 i albo u; = 1, al-
bo u; = —1.

Aby pokazaé technike konstrukcji ekstremal potencjalnie optymalnych prze-
analizujemy szczegdlowo przypadek A. Rozwazymy najpierw ekstremale od-
powiadajace sterowaniu u; = 1 na przedziale czasu [0, T]". Funkcja przela-
czajaca ®1(t) nie zeruje sie zatem w tym przypadku na przedziale otwar-
tym (0,T) (i jest w nim dodatnia). Drugie i trzecie z réwnai (10.6), dla
sterowania u; = 1, sa nastepujace:

{432 =—3 (10.)
$3 = —wad1. '

Podstawiajac optymalne sterowanie u; i zastgpujac dwa réwnania (10.9)
jednym réwnaniem drugiego rzedu otrzymujemy

$2 = d1sgn(dy),

co oznacza, ze ¢, jest funkcja wypukly (wklesta) na przedziale czasu [0, T],
gdy b >0 ((l)z < O).

Niech C, opisuje ruch po tuku okregu o mierze katowej a, a S. oznacza
ruch wzdtuz segmentu prostoliniowego o dlugosci c. Woéwczas trajektorie
potencjalnie optymalne dla sytuacji A ze sterowaniem u; = 1 naleza do
jednego z trzech rodzajéw:

1. Cq, 0<a<gm
Sterowania w; = 1, up = £1, t € [0, T]. Taki scenariusz odpowiada
warunkowi ¢,(t) # 0 dla t € [0, T]. Trajektoria zainicjowana w punk-

 Analogicznie, przez symetrie, rozwiazuje sie przypadek u; = —1.
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cie (x0,Y0,00)" dla sterowania u, = +1 jest nastepujaca:

x(t) = xp & (sin(0p = t) — sin(0y))

y(t) =yo F (cos(Bp £ t) — cos(6o))

B(t) =0y +1t, te [0, Tl
Powyzsze réwnania przedstawiaja tuk okregu o promieniu 1 i §rodku
w punkcie (xo Fsin(0),yocos(8y))". Wartosé parametru a nie moze
by¢ wieksza od 7, gdyz poruszajac si¢ po tuku okregu w przeciwnym
kierunku uzyskuje sig¢ krétsza droge katowa 27 — a.

2. CaScCp, 0€a<T,,0<c,0<b T,

Gdy ¢ (t) zeruje sie na pewnym podprzedziale przedziatu czasu [0, T],
to przedziat [0, T] mozna podzieli¢ na trzy podprzedzialty Z; = [0,t'),
T, = [t',t"], I3 = (t”, T]. Na sumie 77 UZ; funkcja przetaczajaca ¢ (t)
nie zeruje sie, natomiast na 7, zeruje sie ona tozsamosciowo. Zatem,
na przedzialach 7, 73 sterowanie u; = £1, natomiast na przedziale 7,
powinno ono nalezeé¢ do przedziatu [—1,1]. Dalej pokazemy, ze stero-
wanie u; na przedziale 7, jest réwne zero.

Wykorzystujac wilasnosé¢ wklestosci (wypuktosci) funkcji ¢, (t) na prze-
dziale [0,t’) tatwo pokazaé, korzystajac z réwnai (10.6), ze funk-
cja ¢3(t) i jej pochodna ¢3(t) maja staly znak na przedziale (0,t/).
By pokaza¢ dlaczego gérnym ograniczeniem na parametry a, b jest 7/,
skorzystajmy z réwnai dolaczonych. Wilasnoscia modelu jednoko-
lowego robota mobilnego jest tatwos§é catkowania réwnand dolaczo-
nych (10.3), z ktérych wynika, ze pi(t), pa2(t) sa stale w przedziale
czasu [0,T] na trajektoriach optymalnych. Korzystajac z definicji
funkcji ¢3(t) = (p,[92,91]), oraz wyliczajac nawias Liego [g2,91] =
(—sin 0, cos0,0)" uzyskujemy wyrazenia

¢3(t) = —p1sin0 +pscos O,
(10.10)

433(‘5) = —prcos® —p;ysin 6.

Réwnania (10.10) mozna zapisaé jako

$3(t) = /pf + p3sin(x +0),
$3(t) = /p? + plcos(a+0),

gdzie cos « = ——L—, sin « = ——22—. Korzystajac z argumentu
V (P]+D2) V (P1+P2)
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o statym znaku ¢3(t), $3(t) na przedziale (0,t’) oraz uwzgledniajac,
ze u; = 1 lub —1 na tym przedziale’ wnioskujemy, ze dltugosé prze-
dzialu (0,t’) nie moze by¢ wigksza od 7,. Teraz pokazmy, dlaczego
na przedziale [t’,t”] sterowanie osobliwe u; ($p2(t) = 0) ma wartosé
réwng 0. Z réwnania (10.2) dla u; = 1 uzyskuje si¢ warunek

p1cosO + pysin® = po. (10.11)

State p1, p2 nie moga by¢ jednocze§nie zerami, gdyz wtedy ¢; = 0
(zobacz (10.2)). Zatem, by réwnanie (10.11) mogto by¢ spetnione w ot-
wartym przedziale, © musi by¢ stale, co oznacza, ze sterowanie u; jest
w tym przedziale zerowe.

Zauwazmy, ze omawiany scenariusz jest realizowany na przykiad na-
stepujaca sekwencja sterowan: (+1,+1), (+1,0), (+1,—1). Dla tej
sekwencji wyliczamy trajektorie zainicjowana w punkcie (xo,Yo,00)".
W przedziale czasu [0, a) trajektoria jest opisana zaleznos§ciami

x(t) = xo +8in(0y + t) — sin O,

y(t) =yo —cos(0g +t) + cos O

O(t) =0y + t.

Dla t € (a,a+ c) trajektoria jest prostoliniowa

x(t) = xo +sin(6g + a) —sin By + cos(0y + a)(t — a)
y(t) =yo —cos(0p + a) + cos 0y + sin(0y + a)(t — a)
0(t) =00+ a,

a na koncowym segmencie, dla t € (a+c,a+ c+ b] — tukiem okregu
x(t) =xg — (sin(eg —t+a+ c) —sin Gg)
y(t) =y, + (COS<9(;/ —t+a+ c) — cos 66’)
0(t) =6, —t+a+c,

gdzie

Xy = Xp + 8in(0p + a) —sin 6y + cos(6p + a)c
y(;/ =yo — cos(0p + a) + cos 0y + sin(6p + a)c
0, = 0o + a.

1Co wiedzie do ciaglego przeorientowywania robota: 0(t) = 0o + t.
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3. CeCp, 0<a<< T, 0<b < T,
Ten scenariusz jest szczegdlnym przypadkiem scenariusza poprzednie-
go, gdy segment prostoliniowy dazy do punktu, ¢ =0.

Jeszcze raz skorzystajmy z réwnan dolaczonych, by pokazaé na jakich krzy-
wych sa mozliwe przetaczenia sterowan. Niech x(ty) = y(to) = 0. Z definicji
funkcji przetaczajacej ¢, = (p,g2) wynika réwnosé ¢;(t) = p3(t), nato-
miast z réwnania (10.3) uzyskujemy réwnanie taczace funkcje przetaczajaca
ze zmiennymi stanu i zmiennymi dolaczonymi

d2(t) = p3(t) = p3(to) +pry(t) — pax(t). (10.12)

Pelna charakterystyka mozliwych punktéw przelaczen sterowan dla trajek-
torii typu A jest nastepujaca:

e jezeli ¢y(t) = 0, to punkt przelaczenia sterowania u, lezy na pro-
stej D° : pry —pax + p3(te) = 0;

e jezeli ¢1(t) = 0, woéwczas z warunku koniecznego (10.4) wynika zale-
znos$é p3(t)uz(t) — po =0, a z postaci (10.12) wniosek, ze mozliwe s
dwa przypadki:

— jesli u; = 1, to punkty przelaczeri leza na prostej D™ o réwna-
niu p1y — p2x + p3(to) —po =0,

— gdy up; = —1, wtedy punkty przelaczen leza na prostej D™ opisa-
nej réwnaniem p1y — pax + p3(to) + po = 0.

Proste D, D°, D" sa réwnolegle. Trajektoria optymalna moze przebiegaé
wzdtuz prostej D° (segment prostoliniowy odpowiadajacy osobliwemu ste-
rowaniu u,) lub by¢ do niej styczna. Na prostych D™, D™ trajektoria opty-
malna zmienia kierunek (w jedynym punkcie stycznosci), co odpowiada
zmianie znaku sterowania u;. Podczas zmiany kierunku ruchu (w punk-
cie zwrotu), réwnanie (10.4) opisuje na plaszczyznie XY prosta o réwna-
niu ¢1 = p1cosO + p;sin @ = 0, prostopadia do D, D°, D+,

Geometryczng interpretacje niektérych optymalnych trajektorii typu A
przedstawiono na rysunku 10.1 (r/l oznacza, odpowiednio, skret w pra-
wo/lewo, s opisuje segment prostoliniowy, znak +/— okresla kierunek ruchu,
odpowiednio, do przodu i do tytu).

Pelna lista rodzin trajektorii, wsréd ktérych znajduje sie trajektoria o-
ptymalna, po uwzglednieniu trajektorii typu B, zostata podana w tabeli 10.1.
Z tabeli tej wynika, ze trajektoria optymalna dla zadania Reedsa-Sheppa nie
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a) b)
D" D R
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D A D~ J
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)
b R (—1,+1)
/‘\( N st =(+1,0) s =(-1,0)
= !

Rysunek 10.1 Wybrane trajektorie optymalne typu A skladajace si¢ z tukéw
okregéw i segmentéw prostoliniowych: bez nawrotéw: (a) typ r*, (b) typ r*1T,
(c) typ vTsT1" oraz z nawrotami: (d) typ rTr 17, (e) typ r*r;/zs*r*, (f) typ
ruchu i realizujace go sterowania (uq,u;).

moze mie¢ wiecej niz dwa nawroty i pig¢ segmentédw, w tym jeden segment
prostoliniowy.

Dalej pokazemy jak znalezé trajektorie optymalng taczaca zadany punkt
przestrzeni stanu (x,y,0)" z punktem (0,0,0)".

10.1.2 Synteza trajektorii optymalnej

Synteze trajektorii optymalnych dla jednokotowego robota mobilnego prze-
prowadza sie zastepujac naturalng przestrzen stanu SE(2) = R? x S! ze
stanem (x,y,0*)" przestrzenia {x,y,0/0 —0* =2km, k € Z} C R3, ktéra
dzieli sie plaszczyznami statej wartosci 0. Na kazdej z plaszczyzn Py wy-
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rodzina scenariusz ruchu'
(D) L1 Tub riryrd
(II) (III) Cq|CpCe lub C,Cy|C,
(IV) CoCp|CypCe
(V) Ca|<cb(cb‘(ce
(V) CalCr/2$1Cpry2|Cyy
(VII) (VHI) Ca|Cﬂ/2S1©b lub CbSLCﬂ/ﬂCa
(IX) CaSCy
rodzina parametry rodziny
(I) 0<a<m, 0<e<m, o<b«mn
(II) (ILI) 0<ax<h, 0<e<b, 0<b< T,
(IV) 0<a<hb, 0<e<h, 0<b< T,
(V) 0<a<hb, 0<e<h, 0<b<g ™,
(VI) 0<a< ™, 0<b<T,), 0<1
(VII) (VIII) | 0< a<m, 0<b< T, 0<1
(IX) 0<a<T, 0<b<™T 0<1
r, 1 precyzuje ruch po tuku okregu C: | — skret w lewo, 1 — skret w prawo,
indeks gérny wskazuje kierunek ruchu: + — do przodu, — — do tytu,

| oznacza nawrét, czyli zmiang kierunku ruchu.

Tabela 10.1 Rodziny krzywych, wsréd ktérych znajduje sie¢ trajektoria opty-
malna.

kreslane sa dwie proste: prosta Ag o réwnaniu y = —x ctg(9/) i prostopadia
do niej prosta Aé, przechodzaca przez poczatek ukladu wspdirzednych, co
pokazano na rysunku 10.2. Zalézmy, ze znana jest optymalna trajektoria
laczaca stan (M,0)" = (x,y,0)" ze stanem (0,0,0)". Trajektoria ta jest
zdeterminowana sekwencja sterowan optymalnych w wyznaczajacych seg-
menty tukéw okregéw i segmentdw prostoliniowych. Zostalo udowodnione,
ze trajektorie optymalne rozpoczynajace sie w punktach (M;,0),1=1,2,3
(zobacz rysunek 10.2), symetrycznych wzgledem prostych Ag, Ag, sa reali-
zowane sekwencjami sterowan w;, gdzie

e w; jest sekwencja sterowan w z zamienionymi gérnymi indeksami +
i )

e W, jest realizowane przez odwrdcenie sekwencji w, a nastepnie, za-
mienienie gérnych indekséw + i —.

e wj3 jest realizowane przez odwrécenie sekwencji w.

Udalo sie wykazaé symetrie trajektorii zainicjowanej w punkcie (M, 0) i tra-
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Rysunek 10.2 Podziat plaszczyzny Reedsa-Sheppa.

rodzina scenariusz ruchu

(I) W1 lub rir rd
(VH) (VIII) CG\CH/ZSl(Cb lub CbglCﬂ/ﬂCa
rodzina parametry rodziny

) 0<a+b+e<n

(VII) (VIII) | 0<a< T, 0<b<T, 0<l1
jesli uy jest stale na wszystkich tukach
toa+b< T,

Tabela 10.2 Zmodyfikowane scenariusze ruchu dla niektérych rodzin trajektorii
optymalnych zadania Reedsa-Sheppa, zobacz tabela 10.1.

jektorii przeprowadzajacej stan (M(x,—y),—0) w (0,0,0). Sekwencja W
powstaje przez zamiane w scenariuszu w skretu w prawo na skret w lewo
i odwrotnie. Ze wzgledu na symetrie trajektorii optymalnych wzgledem
prostych Ag, AeL rozpatruje sie jedynie jeden kwadrant plaszczyzny Pg. Po-
kazano takze, ze scenariusze (I), (VII) i (VIII) zamieszczone w tabeli 10.1
moga by¢ zastapione scenariuszami zawartymi w tabeli 10.2.

W ramach dalszych czynnosci przy wyznaczaniu optymalnej trajektorii
ruchu jednokotowego robota mobilnego nalezy:

1. Dla kazdej rodziny potencjalnie optymalnych trajektorii wyznaczyé
na plaszczyznie Py, ustalonej przez poczatkowa orientacje 0, obszar
odpowiadajacy wszystkim mozliwym kombinacjom parametréw opi-
sujacych sekwencje sterujaca zadana dokladnie trzema parametrami aq,
e, blub a, 1, b (zobacz tabele 10.1, 10.2). Obszar ten powstaje naste-
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pujaco:

e Calkujemy model (10.1) ze stanu poczatkowego (x,y,0)" dla ste-
rowan zadanych odpowiednia tréjka parametréw. W ten sposéb
uzyskujemy zalezne od parametréw trajektorie (x(t),y(t),0(t))".
7 warunku koricowego (0,0,0)" uzyskujemy uktad trzech réwnar
na trzy parametry.

e Poniewaz plaszczyzna Pg odpowiada ustalonej wartosci poczat-
kowej kata 0, zatem tylko dwa parametry sekwencji sterujacej sa
niezalezne.

e Przebiegajac przedzialy dopuszczalnych wartosci tych dwéch pa-
rametréw uzyskujemy obszar na plaszczyznie Pg. W ten sposéb
kazdej rodzinie trajektorii potencjalnie optymalnych przyporzad-
kowany jest odpowiedni obszar na plaszczyznie Py.

2. Ze wzgledu na opisane uprzednio symetrie, obszary wyznaczone w pu-
nkcie 1 mozna ograniczyé do jednego wybranego kwadrantu. Gdy
warunek poczatkowy (x,y,0)' jest w innym kwadrancie niz wybrany,
sprowadzamy warunek do wybranego kwadrantu korzystajac z syme-
trii trajektorii wzgledem prostych Ag, AGL.

3. Jezeli obszary wynikajace z sekwencji sterowand potencjalnie optymal-
nych dla dwéch rodzin sie przecinaja, ustali¢ ktérej rodziny trajek-
torie sa optymalne na czesci wspdélnej obszaréw. Mozna to uczynié
na drodze analitycznej lub numerycznej, przez wybranie dowolnego
punktu wewnetrznego obszaru wspélnego i wyliczenie czasu sterowa-
nia dla kazdej z potencjalnie optymalnych trajektorii. Rodzina, ktérej
sekwencja sterowani potencjalnie optymalnych generuje krétszy czas
jest optymalna na czesci wspdélnej obszardéw.

Ponizej zamieszczamy przyktad konstrukcji obszaru dla trajektorii 171717,
nalezacej do rodziny (I).

Przykiad 10.1.1 (Konstrukcja trajektorii optymalnej)

Parametrami rodziny sa a, b, e zwiazane zaleznoscia 0 < a+b+e < .
Zakladamy, ze © < 0. Jefli jest inaczej, stan poczatkowy M transformu-
jemy przez symetric do M, by nowy stan poczatkowy spelniat warunek
ujemnego kata 0. Po wyliczeniu sterowan optymalnych dla nowego stanu
poczatkowego nalezy je przetransformowal zgodnie z regutami podanymi
uprzednio, tj. zamienié skret w lewo skretem w prawo i odwrotnie, w — w.
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scenariusz ruchu parametry rodziny
CaSCe ac[0,2@), ee€[0,2m), 1>0
C.CpCe n<b<2m, 0<a<b, 0<Lex<Dd
0<a<b—mlub0<<e<b—m

Tabela 10.3 Rodziny trajektorii optymalnych dla zadania Dubinsa (dopuszczalny
ruch robota tylko do przodu, u; = +1).

Trajektorii 131, 1{ odpowiada sekwencja sterowan (+1,+1), (—1,+1),
(+1,+1), wlaczonych, odpowiednio, przez czas a, b, e. Catkowanie réwnain
modelu (10.1) dla tych sterowan z warunkami brzegowymi oraz punktami
poczatkowym i koficowym trajektorii (x,y,0)" i (0,0,0)" prowadzi do réw-
nan

x =¢5in0 + 2sin(b+e) —2sine
y=—cos0+2cos(b+e)—2cose+ 1
0=—a—b—e.

Poniewaz kat 0 < O jest ustalony, to parametr e € [0, —0], natomiast para-
metr b € [0,—0 — e]. Dla kazdego ustalonego e, parametr b przebiegajac
swoj zakres zmiennosci wyznacza tuk okregu na plaszczyznie XY o pro-
mieniu 2 i $rodku w punkcie (sin® — 2sine, —cos® — 2cose + 1)T. Luki
maja swe poczatki w punkcie (sin6,—cos6 + 1) i w zaleznoéci od ukladu
parametréw b i e rézne diugosci. |

Powyzszy przykiad pokazuje, ze obszary optymalne dla rodzin istotnie za-
leza od plaszczyzny Pg, na ktdrej sa wyznaczone, czyli od orientacji poczat-
kowej ©.

10.1.3 Planowanie ruchu jednokolowego robota mobilnego
poruszajacego sie do przodu

Zadanie Dubinsa dla jednokolowego robota mobilnego polega na wyznacze-
niu sterowan optymalnych przeprowadzajacych robota od zadanego stanu
poczatkowego do zadanego stanu kodcowego, gdy dopuszczalny jest wy-
lacznie ruch w przdd. Sposdb postepowania przy rozwigzywaniu zadania
Dubinsa jest bardzo podobny do rozwigzywania problemu Reedsa-Sheppa.
W zadaniu Dubinsa ruch planuje sie od punktu (0,0,0)" do punktu (x,y, 0)".
Trajektorii optymalnych nalezy poszukiwaé¢ wsréd rodzin przedstawionych
w tabeli 10.3.
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Poniewaz liczba rodzin potencjalnie optymalnych jest istotnie mniej-
sza niz dla zadania Reedsa-Sheppa, zadanie Dubinsa w warstwie oblicze-
niowej jest znacznie latwiejsze niz zadanie Reedsa-Sheppa. Réznica jest
jednak ilodciowa, a nie jakosciowa. Robot mobilny poruszajacy sie jedy-
nie do przodu nie wykazuje tylu symetrii co robot, dla ktérego jest takze
mozliwy ruch do tytu (symetrie wynikaja gtdwnie z symetrii dopuszczalnych
sterowari). Jednak dla zadania Dubinsa istniejg takze symetrie ze wzgledu
na prosta Ay, oraz typu (M(x,y),0) < (M(x,—y),—0).

10.1.4 Podsumowanie

Procedura wyznaczania rozwigzania zadania planowania ruchu jednokotlo-
wego robota mobilnego (z ograniczeniami na sterowania w wersji Reedsa-
Sheppa) sktada sig¢ z nastepujacych krokdw.

Krok 1. Przetransformowaé zadanie planowania ruchu od punktu pocza-
tkowego (xo,Yo, 00)" do punktu koicowego (xq,yd, 04)", do zada-
nia planowania ruchu od nowego punktu poczatkowego (x,y,0)" =
(Xa —Xd,Yo—Yd, 00—04)" do nowego punktu koricowego (0,0,0)T.

Krok 2. Skonstruowac rodziny krzywych spelniajacych warunek konieczny
optymalnosci wynikajacy z Zasady Maksimum Pontriagina i dla
kazdej plaszczyzny Py = (x,y)', z ustalonym katem O (para-
metr), okre§li¢ obszary charakteryzujace optymalno$¢ trajektorii
dla kazdej z rodzin krzywych.

Krok 3. Okredli¢, do ktérej plaszczyzny Py i do ktérego obszaru na Py
nalezy nowy punkt poczatkowy ruchu. W ten sposéb ustala sie
(by¢ moze niejednoznacznie), jaka rodzina krzywych jest opty-
malna, czyli realizuje rozwiazanie zadania. Niejednoznaczno$é
rozwigzania oznacza, ze moga istnie¢ dwie sekwencje sterowan
(dwa rodzaje trajektorii) charakteryzujace si¢ tym samym czasem
realizacji trajektorii. Niejednoznaczno$¢ wystepuje, gdy zadany
punkt lezy na przecieciu obszaréw optymalnosci dwéch rodzin
trajektorii potencjalnie optymalnych.

Krok 4. Ustalona sekwencja sterowan optymalnych jest charakteryzowana
zestawem trzech parametréow (katy skretu, diugosci segmentéw
prostoliniowych). Nalezy wyznaczy¢ taka warto$¢ parametréw
rodziny trajektorii optymalnych (przez sformutowanie odpowied-
nich réwnan wynikajacych z catkowania réwnania modelu dla wy-
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branej rodziny trajektorii), by trajektoria rozpoczynajaca si¢ w
nowym punkcie poczatkowym konczyla sie w poczatku ukladu.
Wyznaczone parametry charakteryzuja jednoznacznie sekwencje
sterowania realizujace trajektorie optymalna.

Pomimo, ze zasady konstrukcji rozwiazania optymalnego wykorzystujace
Zasade Maksimum Pontriagina stosuja si¢ do kazdego ukladu nieholono-
micznego, bardzo trudno jest przy ich pomocy uzyskaé analityczne roz-
wiazanie zadan planowania ruchu dla bardziej skomplikowanych modeli niz
jednokolowy robot mobilny. Na czym zatem polega specyfika zadania plano-
wania ruchu jednokolowego robota mobilnego? Okazuje sig, ze w jego przy-
padku istnieje liniowa zamiana wspéirzednych, ktéra transformuje zadanie
planowania ruchu miedzy dwoma dowolnymi punktami przestrzeni stanu,
do zadania planowania miedzy pewnym punktem przestrzeni a poczatkiem
ukladu wspélrzednych. W ten sposéb rozwigzuje sie ,kanoniczny” przypa-
dek planowania ruchu. Ponadto réwnania dolagczone, ze wzgledu na nie-
zalezno$é¢ hamiltonianu od wspéirzednych pozycyjnych (x,y)", sa szcze-
gélnie latwe do rozwigzania. W konsekwencji, zmienne dolgczone p1, p2
sa stale, co znacznie ulatwia badanie wilasnosci trajektorii optymalnych.
I w koricu, ze wzgledu na dopuszczalno$¢ sterowan symetrycznych (problem
Reedsa-Sheppa) oraz niezalezno$¢ pél wektorowych g1, g, od wspétrzednych
pozycyjnych, mozliwe jest znalezienie symetrii rozwiazan. Istnienie symetrii
istotnie utatwia poszukiwanie rozwiazania problemu.

10.2 Metoda sterowan sinusoidalnych

Aczkolwiek rozwiazania analityczne zadania planowania ruchu dla ogélnych
uktadéw nieholonomicznych nie s3 znane, jednak metody analityczne okaza-
ly sie skuteczne dla pewnych podklas uktadéw nieholonomicznych. Aby zro-
zumieé znaczenie sterowari sinusoidalnych ukladéw nieholonomicznych,
rozwazmy uklad (integrator) Brocketta

X 1 0
q=1y|= 0 Jw+|1]|w=g(qu +g2(q)u,. (10.13)
z —y X

Szczegblno$C tego ukladu wynika z jego specjalnej struktury. Znikanie
nawiaséw Liego trzeciego stopnia wskazuje, ze uklad Brocketta jest nil-
potentny rzedu 2. Rozwazmy zadanie przeprowadzenia ukladu Brocketta
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z punktu (0,0,0)" do punktu (0,0, z(l)) z(]) > 0, przy minimalizacji
energetycznej funkcji kryterialnej 7 (u fo [w(t)|?dt. Ruch w kierunku
osi Z zastuguje na szczegblng uwage, bow1em biorac liniowa kombinacje ste-
rowan statych w;, u; mozemy z punktu qo = (0,0,0)" osiagnaé kazdy punkt
plaszczyzny XY rozpietej przez wektory g1(qo), 92(qo). Zatem, sterowania
wyprowadzajace stan poza te plaszczyzne musza by¢ bardziej skompliko-
wane.

Po raz kolejny wykorzystamy Zasade Maksimum Pontriagina. Hamilto-
nian ukladu przyjmuje postaé

H(q>p>u) = _HuHZ + <p>q> =
—(u% + u%) + prur + pauz + p3(—yuw; + xuy). (10.14)

Zapiszmy réwnania dolaczone

__oH_
P1 ox p3uz
5 — —OH _ u (10.15)
P2 = oy =P3uw -15
oH
=—— =90
P3 oz )

z ktérych dostajemy w szczegdlnosci, ze p3 = const. Warunek konieczny
wynikajacy z Zasady Maksimum Pontriagina wiedzie do nastepujacej zale-
znofci sterowan od stanu i zmiennych dotaczonych

u = 2 Zpay
P2+ Pax (10.16)
W=

Korzystajac z réwnan (10.15), (10.16) i réwnan dotagczonych wyliczamy

7 +u2 P

—p3uy — -
] Psuzz p3w +u2P3u1 ! p3w _o,

d (1”u”2> :u]fj1 *p3y ‘F"Z +P3X _

co oznacza, ze energia sterowari jest stala, |[u’> = const, w kazdej chwili
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czasu. Poszukiwane sterowania wygodnie jest opisaé¢ we wspdirzednych bie-
gunowych

ui(t) =x =rcosa(t), uy(t) =y = rsin x(t). (10.17)

Uwzgledniajac stalo§é r oraz réwnania dolaczone wyliczamy

2

%2 + 4% = 12 &? = p3|lu|® = const.

Ze wzgledu na stalos¢ ps, takze & = const, tan.
a(t) = At + .

Catkujac (10.17) i uwzgledniajac warunki brzegowe x(0) = x(1) =0, y(0) =
y(1) = 0 uzyskujemy A = 2km, k € Z i oy = 0. Wybierajac k = 1 minimali-
zujemy energie sterowan, a trajektoria bedaca rozwigzaniem postawionego
zadania jest nastepujaca

x(t) = %T sin(27tt)

y(t) = %(1 — cos(27t)) (10.18)
(t)—rzt U sin2mt)),  teo1]

z = ﬂ < — ESIH Tt >, - y 1.

Amplitude sterowan w;, u; uzyskuje sie z wyrazenia na z(t) w ukladzie
réwnan (10.18) dla czasu t =1

T =+/2mz(1).

Ostatecznie, optymalne sterowania sa sinusoidalne

(10.19)

uq(t) = v/27mz(1) cos(27mt)
u(t) = 27tt)

27tz(1) sin( , telo,1].

Rozwazony przez nas przyklad wskazuje, ze optymalnych sterowan dla ukta-
du Brocketta (10.13) nalezy poszukiwaé wérdd funkcji harmonicznych. Oka-
zuje sie, ze takze dla tzw. ukladow taricuchowych pierwszego rzedu, opisa-

{ = (10.20)

Xij = Xil,

nych réwnaniami

i=1,...,m,1>j =1,...,m, sterowania sinusoidalne znajduja zastoso-
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wanie przy planowaniu ruchu. Dla tych ukladéw, z warunkami brzego-
wymi xi(0) = xi(1) nalozonymi na cze§é¢ wspdlrzednych stanu i z unor-
mowanym czasem sterowania réwnym 1, sterowania optymalne minimali-
zujace wskaznik jakosci j; w(t)]|>dt sa sinusoidalne o czestotliwosciach 2k,
k=1,...,m,. Niech sterowania u; beda postaci

ui(t) = sin(wjt), wi =2k, ki=1,..., 3. (10.21)

Rozwigzujac pierwsze z réwnain (10.20) dla wspéirzednych x; mamy

1
xi(1) = x4(0) +J sin(w;t) dt = x;(0),
0
a zatem wspdlrzedne x; pod wplywem sterowand sinusoidalnych w; kresla
petle. Wyliczajac x; uzyskujemy

1
xij (1) = x4(0) +J 1 cos(wit) sin(wjt) dt =
0 Wi
1 1
= xi(0) + ZJ (sin((w; — wj)t) —sin((w; + w;)t)) dt. (10.22)
Wi Jo
Wspdlrzedne xi; moga osiggaC wartosci rézne od poczatkowych, jesli tyl-
ko witw; = 0. Jesli koficowa warto$¢ wspdtrzedne] xi; jest znana, wtedy la-
two sformutowac warunek na czestotliwosci wi, wj zapewniajacy osiagnigcie
tej wartosci®.

Planowanie ruchu ukladéw laricuchowych pierwszego rzedu zadanych
réwnaniami (10.20) staje sie teraz oczywiste. Najpierw nalezy przepro-
wadzi¢ wspélrzedne x; do ich wartosci docelowych, nie baczac na zmiany
wspélrzednych x;;. Nastepnie, z odpowiednio wyselekcjonowanymi czesto-
tliwosciami nalezy spowodowaé, by wspdlrzedne xi; osiagnely ich finalne
wartosci bez zmiany wspélrzednych x;. Procedure t¢ mozna uogélnié na
uklady lancuchowe drugiego rzedu opisane réwnaniami

Xi:ui, i:1,...,m,
7'(1]' = Xilj, T<i<j<m, (10.23)
Xijk = XijUk, (modulo tozsamo$¢ Jacobiego).

W powyzszym zapisie ,,modulo tozsamo$é Jacobiego” oznacza, ze jesli przyj-
miemy za dopuszczalne w trzecim réwnaniu z (10.23) tréjki indekséw ijk

*By¢ moze po zakreéleniu kilku petli.
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oraz kij, to nie jest dopuszczalna tréjka jkif.

Planowanie ruchu ukladéw ladcuchowych drugiego rzedu, po wykona-
niu dwéch krokéw jak dla ukladéw laiicuchowych rzedu pierwszego, wy-
maga jeszcze jednego kroku. Krok ten zapewnia osiggniecie przez wspol-
rzedne xijx ich docelowych wartosci, bez zmiany wczesniej doprowadzonych
do wtasciwych wartosci wspdtrzednych x; i xi;. Opisang procedure ilustruje
w sposéb pogladowy rysunek 10.3.

Sterowania sinusoidalne wykazaly swa uzytecznos¢ takze przy planowa-
niu ruchu uktadéw (wielo-)taicuchowych. Wykazano, ze poprzez lokalne
sprzezenie zwrotne kazdy 2-wejsciowy uklad nieholonomiczny mozna prze-
ksztalci¢ do postaci 2-taiicuchowej

X0 = Uy Yo =w

X1 = Yol (Y1 = xouz)

X2 = X1 Y2 =y

. . (10.24)
X3 = X2 Y3 = Yyau,

Xny, = Xn— 1 gny = Yny—14u2.

Réwnanie na y; moze by¢ opuszczone, bowiem y; jest zmienng zalezna
(y1 = xoyo — x1). Sterowania sinusoidalne znajduja réwniez zastosowanie
do planowania ruchu robotéw mobilnych z przyczepami.

Podsumujmy teraz zalety i wady metody sterowan sinusoidalnych przy
planowaniu ruchu ukladéw nieholonomicznych. Jej zaleta z pewnoscia jest
to, ze metoda ma przejrzysta interpretacje geometryczna, a jej podstawy
tkwia w idei dekompozycji zadani wielowymiarowych na sekwencje zadan
w przestrzeniach o mniejszych wymiarach. Ponadto generowane sterowania
sa ciagle, co ma znaczenie przy fizycznej realizacji sterowan przez urzadzenia
techniczne. Za istotng wade uznaé nalezy fakt, ze skuteczno§é metody jest
zapewniona tylko dla bardzo szczegdlnej klasy systeméw; nie kazdy uklad
nieholonomiczny da sie sprowadzi¢ do postaci taicuchowej.

fMnemotechniczna regula okrelania dopuszczalnych tréjek indekséw opiera sie na
zasadzie trdjelementowego rejestru cyklicznego. Dopuszczalne sa tréjki odpowiadajace
dwém dowolnym stanom rejestru.
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etap Xi Xij Xijk
0 £l 40 I 0 I
I X Xy | Xy v Xy | X Y Xk
f I f I 11
II X4 O Xij = Xij | Xiji v Xij
f f 11 f
I1I x; O Xy 9) Xijie = Xiji

Rysunek 10.3 Etapy osiaggania zadanych wartosci przez wspdirzedne uktadu dru-
giego rzedu.

10.3 Metoda bazujaca na twierdzeniu Stokesa

Metoda planowania ruchu uktadéw nieholonomicznych bazujaca na twier-
dzeniu Stokesa wykorzystuje mozliwos¢ dekompozycji wektora stanu pewnej
podklasy ukladéw nieholonomicznych na dwie podgrupy: wspdirzednych
sterowanych bezposrednio i wspdlrzednych sterowanych posrednio, przez
oddzialywanie na pierwsza podgrupe wspéirzednych. Osiagniecie wartosci
zadanych przez wspdlrzedne sterowane bezposrednio jest latwym zadaniem
sterowania. Do wymuszenia zadanych wartodci wspdirzednych sterowa-
nych posrednio dobieramy sterowania w ten sposéb, by wspdlrzedne stero-
wane bezposrednio zakre§laly parametryzowana petle. Po zakresleniu petli,
wspolrzedne sterowane bezposdrednio wracaja do poczatkowych wartosci, na-
tomiast zmiana wartosci wspéirzednych sterowanych posrednio zalezy od
parametréw opisujacych petle. Wymagana zmiane wspdirzednych stero-
wanych posrednio uzyskujemy przez rozwigzanie réwnan algebraicznych,
ktérych niewiadomymi sa parametry petli.

Przed przedstawieniem tej metody planowania przypomnimy twierdze-
nie Stokesa.

Twierdzenie 10.3.1 Niech S(x,y,z) bedzie ptatam: gtadkq, zoriento-
wang powierzchniqg o brzegu tworzqcym krzywq zamknietq C ztozZong
z odcinkami gtadkich krzywych. Niech pole wektorowe X = (X7, X2, X3)"
bedzie ciggte wraz z pierwszq pochodng w pewnym obszarze zawierajg-
cym S. Wiedy

0X 0X
SF (Xydx + Xady + X3dz) = ﬂ <<3 — 2> cos x+
c s\ 0y 0z

aX1 aX3 aXZ aX]
+ < 3 ax) cos 3 + ( x 6y> cosy)dS,
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przy czym C jest trawersowane w kierunku dodatnim (wnetrze obszaru
po lewej stronie), a «, B, v sa kgtami utworzonym: przez mormalng
do S z osiamt wspdtrzednych uktadu XYZ.

Ponizej wykorzystamy takze pewien algebraiczny warunek konieczny catko-
walnosci (holonomicznosci) ograniczen, wynikajacy z twierdzenia 2.2.1.

Twierdzenie 10.3.2 Ograniczenie

XTq :O:<(X1?"')XH)T»(q]»--'7qn)T> (10'25)

jest catkowalne (holonomiczne), jezeli jest spetniony zestaw réwnarn

X X X v OXu)
(5B 0 B3 (B =o oo

dla i, v = 1,2,...,n. Jezeli warunek (10.26) nie jest speiniony, to
ograniczenie (10.25) jest miecatkowalne (nieholonomiczne).

Wyprowadzimy teraz powyzsze twierdzenie z definicji ograniczen holono-
micznych. Holonomiczno$é ograniczenia (10.25) jest réwnowazna istnieniu
czynnika catkujacego 9(q) # 0 i pewnej funkcji ¢ spetniajacych réwnanie
9(q)(X1dqr +Xzdqz + -+ + Xndgn) =

0

—d
+ aq] qTL)
czyli

0 .
d(q)X; = a(p, i=1,...,mn (10.27)
di

Wybieramy wspétrzedne qa, qu, qv i rézniczkujemy warunki (10.27) o nu-
merach A, u, v

axA _ 3% aXx _ 0%
X>‘ 0% = 3q,:0qx XA 95 = 99~ 0dx
axu _ g @ axH 2
anX +‘9an T 0qa0qp ﬁqu“Jrﬁﬁqv 0qvOqp
Xy _ 2% 0 Xy _ 9
anX +83Q>\ T 0qa0qv aquxv_‘_ﬁaqu 0qv0qy °

Teraz wykorzystamy réwnos§é pochodnych mieszanych funkcji ¢

X+ 0P = Bx, T
o u CI?\

3q 3q ada
9 oXy aXv
g Xu 0558 = X +O57>.



338 Specjalizowane metody planowania ruchu

b)

Ba

X <0 (O]

Rysunek 10.4 a) Kolo toczace sie po plaskiej powierzchni, b) Idea sterowania
wspétrzednych sterowanych posrednio.

Pierwsze réwnanie w ukladzie réwnan (10.28) mnozymy przez X, dru-
gie przez —X,,, a trzecie przez X,. Wynik sumujemy eliminujac pochodne
czastkowe funkcji ¥, a takze zaleznosé¢ od funkcji O, ktéra z zalozenia jest
rézna od zera, co prowadzi do

X X X 0X, X Xy
Xy — Xy ot = X mm2 o Xyt 4 Xant — X

—E X, -/ =0. 10.2
g, 'oqn  "dgy oqn | 0qv gy (x0-29)

Po pomnozeniu obu stron réwnosci (10.29) przez —1 i zgrupowaniu od-
powiednich skladnikéw otrzymujemy warunek konieczny holonomicznosci
ograniczen (10.25).

Zauwazmy, ze przyjmujac ¥ = 1 uzyskujemy warunek wystarczajacy
holonomicznosci ograniczen (10.26)

21%—2;(::0, Ap=1,...,n. (10.30)

Dla przypadku n = 3 latwo zauwazy¢, korzystajac z twierdzenia Stokesa
i definicji ograniczenl holonomicznych, ze catkowanie wzdiuz petli C uktadu
o wiezach nieholonomicznych daje niezerowa wartos§é catki krzywoliniowe]j,
zatem nastepuje przemieszczenie stanu po przejsciu petli C.

Ponizej przeanalizujemy, jak metoda bazujaca na twierdzeniu Stokesa
moze by¢ zastosowana do zadania planowania ruchu dla kota o promieniu r
toczacego sie po plaszczyznie XY, pokazanego na rysunku 10.4a.

Przykiad 10.3.1 (Toczenie sie kola bez poslizgu)
Toczace sie kolo o wspdéirzednych uogélnionych (x,y,0, «)" podlega ogra-
niczeniom nieholonomicznym wynikajacym z braku poslizgu poprzecznego
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i wzdluznego

x—T1cosB& =0 ( )
10.31
Yy —rsinfa =0, 3

ktére prowadza do modelu kinematyki w postaci
X Tcos 0 0
y| | rsin0 0

ol = 0 u + 1|2 (10.32)
& 1 0

ze sterowaniami u; = & i uy = 0. Nieholonomiczno$§é pierwszego z ograni-
czen (10.31), po wyliczeniu pochodnych

OX; Xy 93Xz 93Xy  dXy 03Xy Xy
e

=r71sin 0,

wynika z niespelnienia réwnania (10.26) dla v =1, up =4, A = 3. Analo-

gicznie pokazuje sig nieholonomiczno$¢ drugiego z réwnan (10.31).
Algorytm metody bazujacej na twierdzeniu Stokesa sklada sie z trzech

krokéw.

)T

Krok 1. Wprowadzi¢ stan poczatkowy (xo, Yo, 00)" i koncowy (x4, Y, 04)".

Krok 2. Sprowadzi¢ zmienne «, 0 sterowane bezposrednio od wartosci
poczatkowych oo, 09 do wartosci docelowych oq, 64. W tym
czasie sterowane posrednio wspélrzedne x, y osiggna nowe warto-
§ci: X0 — Xm, Yo — Ym-

Krok 3. Wybraé sparametryzowana rodzing krzywych zamknietych (petli)
w aspekcie wspétrzednych «f. Dobra¢ tak parametry krzywych,
by podczas trawersowania petli uzyskaé docelowe wartosci zmien-
nych zaleznych. Z definicji realizacji petli we wspéirzednych stero-
wanych bezposrednio, ich wartodci po zakre§leniu petli powracaja
do poczatkowych. Zadanie planowania ruchu jest rozwiazane.

Rozwiazemy teraz zadanie planowania ruchu dla modelu (10.32). W tym
celu, na plaszczyznie &0 wybieramy rodzine petli w postaci prostokatow
o bokach a, b, z lewym dolnym wierzchotkiem w punkcie (q,04)" (zobacz
rysunek 10.4b). Roéwnania wynikajace z twierdzenia Stokesa dla obsza-
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ru S = [oq, xq + al x [04,04 + b] sa nastepujace

# (—rcosOdo+ 1dx) = ”rsinedocde =
c s

xq+arbq+b 04+b
:J J rsinGdochzarJ sin06do =

xq 04 04

b b
= ar(cos 04 —cos(04 + b)) = 2ar sin<2> sin(@d + 2>.

Zatem, zmiana wartosci wspélrzednej x wynosi (o« po zakre§leniu petli wraca
do wartosci «q)

X4 — Xm = 2ar sin(?) sin(ed + k2)> (10.33)

Analogicznie, dla drugiego ograniczenia

% (—rsinfda+ 1dy) = ” —rcos0dudd =
c

S
aqtarfq+b 04+b
:J J —rcosedadez—arJ cos0do =
X4 ed ed
. . . (b b
= —ar (sin(6q4 + b) —sin04) = —2arsin 5 cos(Bq + 5)

Przyrost sterowanej bezposrednio wspéirzednej y wynosi

b b
Yd — Ym = —2ar sin<2> cos(@d + 2). (10.34)

Z réwnai (10.33) i (10.34) uzyskujemy warunki na parametry a, b

b =2(—04 + atan2(yqg — Ym,Xd — Xm)) » 0<b<dm,

VYd—ym)? + (xa — xm)? (10.35)
2rsin(b/2) )

a=

Zakladajac og > 9104 > 0o, przykladowe sterowania rozwiazujace zadanie
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planowania ruchu kola sa postaci

w=1 wu=0, t =10, g — o] = [0, t4],
w=0 w=1, t=1[t1,t1 + 04 — 0ol = [ty,t2],
w=1 wu=0, t = [ty, t2 + a] = [ty t3],
wm=0 u=1, t = [t3, t3 + b] = [t3, t4],
w =—1 up; =0, t = [ts, ts + a] = [tg, t5],
wm=0 u=-1, t=I[ts,t5+b]=[ts, T],

gdzie parametry a i b wyliczamy ze wzoru (10.35), w ktérym za Xm, Ym
nalezy podstawié
Xm = Xo + 1(sin 04 — sin O)
Ym = Yo + 1(cos 0y — sin 04). =
Wada metody bazujacej na twierdzeniu Stokesa jest ograniczenie wy-
miaru rozwigzywanych zadan planowania ruchu.

10.4 Metoda osiagania podcelow

Oprocz przedstawionych dotad metod planowania ruchu mozna zapropo-
nowa¢ inne metody, bazujace na wykorzystaniu struktury modelu ukiadu
nieholonomicznego. Rozwazmy jednokolowy robot mobilny opisany réwna-
niami (8.8). Tréjwymiarowa przestrzer stanu robota daje sie¢ zdekompo-
nowaé na dwuwymiarowa podprzestrzen polozen (x,y)' i jednowymiarowa
podprzestrzen orientacji 0. Sterowanie u, dzialajac jedynie na wspéirzedna
orientacji nie zmienia wspoélrzednych potozeniowych, czyli zadanie planowa-
nia ruchu jest praktycznie rozwigzane, gdy robot osiagnie zadana pozycje.
Zatem zadanie planowania ruchu jest dekomponowalne na dwa podzadania
(podcele): osiagniecia najpierw zadanej pozycji (x,y)', a nastepnie zada-
nej orientacji 8. Podcel osiggniecia zadanej pozycji najlatwiej zrealizowac
przez ruch prostoliniowy opisany sterowaniami w; = const # 0, u, = 0.
Z kolei, aby ruch prostoliniowy przeprowadzit potozenie poczatkowe w doce-
lowe, nalezy osiggna¢ podcel polegajacy na odpowiedniej zmianie orientacji
poczatkowej robota, u; = 0, uy = const # 0. Metoda osiagania podceléow
nie daje sie zaliczy¢ ani do metod globalnych, ani do metod lokalnych.
Mozna ja raczej zaliczy¢ do metod sztucznej inteligencji niz ,twardych”
metod analityczno-optymalizacyjnych. Geometrycznie metode podceléw
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Rysunek 10.5 a) Metoda lokalna zapewniajaca monotoniczne ubywanie odlegtosci
od stanu docelowego. b) Metoda osiggania podceléw. Giéwnym podcelem jest
ruch réwnolegly do brzegu przeszkdd. Podczas realizacji ruchu odleglos$é od stanu
docelowego moze sie zwigkszaé, np. w punktach C i D.

mozna opisa¢ jako konstrukcje zbioru przecinajacych sie podprzestrzeni.
Ruch w obrebie kazdej z nich powinien by¢ tatwy do realizacji przy pomocy
sterowanl. Na przecieciu podprzestrzeni leza podcele, ktérych osiagniecie
przybliza realizacje celu, cho¢ przyblizanie to niekoniecznie oznacza zmniej-
szenie odlegtosci do celu. Wada metody osiggania podceléw w planowaniu
ruchu jest waski zakres stosowalnosci i konieczno$¢ dokladnej analizy struk-
tury modelu ukladu. Moze sie okazac, ze nie uda sie zdekomponowaé zada-
nia planowania ruchu na podzadania i wtedy nalezy stosowaé inne metody
planowania ruchu. Wydaje sie takze, ze definiowanie podceléw nie daje sie
zautomatyzowaé, a wykorzystywane przy nim spostrzegawczo$¢ i doswiad-
czenie czlowieka sa trudne do zastapienia.

Wada metod lokalnych wymagajacych lokalnego zmniejszania odleglosci
euklidesowej do celu jest widoczna na rysunku 10.5. Realizacja trajektorii
laczacej punkty A i B zgodnie z zaleceniami metod lokalnych jest przedsta-
wiona na rysunku 10.5a. Je§li dla przeorientowania robota wykorzystamy
wolng przestrzend i dopudcimy chwilowe zwiekszenie odlegtodci od stanu do-
celowego, to sumaryczna dlugosé trajektorii zobrazowanej na rysunku 10.5b
jest mniejsza od dlugodci trajektorii z rysunku 10.5a.

W niniejszym podrozdziale zaprezentujemy metode generacji podceléw
dla dwéch typéw robotéw mobilnych: jednokotowego robota mobilnego i sa-
mochodu kinematycznego.

Zalézmy, ze amplitudy sterowail sa ograniczone |uq|,|uy| < 1. Do pre-
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zentacji algorytméw planowania ruchu wymagane sa definicje odleglo$ci
katowej i normalizacji kata. Odleglos¢ katowa miedzy katami «, 3 € [0, 27)
wWynosi

o = B = min (2w — & — B, [ — BI).

Normalizacja kata y sprowadza jego warto$¢ do zakresu [0, 271), tj. Ynorm =
v mod 27

Przykiad 10.4.1 (Jednokolowy robot mobilny)

Algorytm planowania ruchu dla jednokolowego robota mobilnego sktada sie
z nastepujacych krokéw.

)’ )"

Krok 1. Wprowadzi¢ stan poczatkowy (xo, Yo, 00)' i koicowy (x4,Yd, 0a

Krok 2. Wyliczy¢ kat & z zaleznosci & = atan2(xq — Xo,Yd — Yo)-

Krok 3. Uzy¢ sterowania u, do osiggniecia kata &, gdy jest spelniona nie-
réwnosé |00 — &|| < |00 — (& + ) mod 27| lub do osiagniecia
kata (& + 71) mod 27t w przeciwnym przypadku. Odpowiednie ste-
rowania sa zebrane w tabeli 10.4, ktoéra jest indeksowana numerem
segmentu, do ktérego nalezy kat &, zobacz rysunek 10.6. Podczas
tego ruchu wspdlrzedne x, y nie zmieniaja sie.

Krok 4. Uzyé sterowania 1;* przez czas /(xq — x0)2 + (Ya — Yo)?, po kté-
rym wspélrzedne x, y osiagna wartosci docelowe x4, yq. W tym
kroku orientacja 0 pozostaje niezmienna.

Krok 5. Uzy¢ sterowania u,* dopdki 0 nie osiggnie wartosci 04. Poniewaz
wspolrzedne x, y nie zmieniajg przy takim sterowaniu swych war-
todci, zadanie planowania ruchu zostaje w ten sposéb zrealizo-
warne.

Przedstawiony algorytm planowania ruchu jednokotowego robota mobilnego
uwzglednia minimalizacje energii zuzytej na sterowanie.

Na rysunku 10.7 pokazano cigg konfiguracji jednokolowego robota mo-
bilnego, przemieszczajacego sie¢ zgodnie z algorytmem planowania od sta-
nu (x,y,6)" = (0,0,0)" do stanu (5,5, —7T/6)T, w momencie osiagniecia
kolejnych podceléw. |

*Zobacz tabela 10.4.
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a) — ed b) — 60
IT IT

II I
- 6 -6,
IV VI IV VI
Vv Vv

Rysunek 10.6 Numeracja segmentéw, do ktérych nalezy kat &: a) 04 < 0;
b) 0o < 04. Szerokoi¢ segmentéw II, III, V, VI wynosi 1/,(m — |60 — 04l]).
W zaleznosci od numeru segmentu wyznaczane sa sterowania z tabeli 10.4.

Krok 1 ( Krok 3 ( Krok 4 ( Krok 5 (

%{{&

Rysunek 10.7 Polozenia i orientacje charakteryzujace podcele dla jednokolowego
robota mobilnego podczas rozwigzywania zadania planowania ruchu.

Przykiad 10.4.2 (Samochéd kinematyczny)
Podobny sposéb postepowania mozna zastosowaé¢ do samochodu kinema-
tycznego opisanego réwnaniami

X cos @ cos 0 0
Y cos @sin 6 0
o sin @ 1 ol
) 0 1

gdzie u; jest predkoscia liniowa két tylnych, a u, opisuje predkoéé katowa
kot przednich.

Podobnie jak dla jednokolowego robota mobilnego, proces planowania
ruchu jest tutaj sparametryzowany zmiennymi decyzyjnymi sgn; € {—1,1},
i=1,...,7 wlaczajacymi sterowania. Algorytm planowania ruchu dla sa-
mochodu kinematycznego opisuje nastepujaca sekwencja krokdéw.

Krok 1. Wprowadzi¢ stan poczatkowy samochodu (xo, Yo, 00, @o)" i jego
stan koficowy (xq,Yd, 0d, ®a)"-

Krok 2. Wyznaczy¢ kat & z zaleznosci & = atan2(xgq — X0, Ya — Yo)-
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Krok 3.

Krok 4.

Krok 5.

Krok 6.

Krok 7.

B0 < B4
seg- Krok odleglos¢ katowa
ment 3 4 5 Krok 315
w |dokata | w | wp 00 — 04l
I | +1 & +1 | +1 0
II +1 3 +1 | -1 2||E — 04|
Imr | 1| &+m | =1 | +1 2||& + T — B
vV | +1 | &+m | =1 | +1 0
V [ +1] &4+m | =1 | -1 2||& 4+ m— 04|
VI | —1 g +1 | 41 2||& — 6o
0o > 04
Krok odleglos¢ katowa
3 4 5 Krok 3i5
uy | dokata | u | wp 160 — B4
I —1 g +1 | -1 0
II +1 g +1 | -1 2||& — 6o
Imr | 1| &+m | =1 | +1 2||& + 7t — 04|
v | -1 &+m | =1 ] -1 0
V |+ | &+m | =1 | -1 2||& + T — B||
VI | -1 g +1 | +1 2||& — 04|

Tabela 10.4 Wartosci sterowan.

Zastosowal sterowanie u,; = sgn;: do osiagniecia przez kat ¢
wartosci 7, jezeli min(||@o — Tl [l@o + T4l = |90 — || lub
wartosci —7', w przeciwnym przypadku. W tym kroku wszystkie
wspolrzedne, za wyjatkiem ¢, zachowuja swoje wartosci.

Uzy¢ sterowania u = sgn, do osiggniecia przez kat 0 wartosci ¢,
gdy [180—&|| < ||00— (&+7t) mod 27t||, w przeciwnym przypadku do
osiaggniecia wartosci (&+7) mod 27t. Tutaj, oprécz kata 0, zmienia
swa wartos¢ tylko kat ¢ .

Zastosowal sterowanie u; = sgns, az kat ¢ osiagnie wartos¢ O
lub 7. Przy realizacji tego kroku pozostale wspélrzedne pozostaja
bez zmian.

Zastosowaé sterowanie u; = sgn,, az pozycja robota (x,y)' osia-
gnie swa wartosé¢ docelowa (xq,yq)'.

Uzy¢ sterowania u,; = sgns, by osiggna¢ ¢ = 7, gdy jest spel-
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niona nieréwnos$¢ ||@q — 4| < [[@a + T lub @ = —T, jeze-
li [@qa =Tl > [l@a + T4l

Krok 8. Zastosowac sterowanie u; = sgng, az kat 0 osiggnie swa wartos¢
docelowa 04. Przy takim sterowaniu pozostale wspdlrzedne za-
chowuja swe wartosci.

Krok 9. Uzy¢ sterowania u, = sgn,, by kat ¢ osiagnal wartos¢ doce-
lowa 4. Pozostale wspétrzedne juz osiagnely swe zadane wartosci
w poprzednich krokach, a w tym si¢ nie zmieniaja, zatem zadanie
planowania ruchu zostalo rozwiazane.

W kazdym kroku algorytmu aktywne jest tylko jedno sterowanie o ampli-
tudzie 1. Zatem optymalizacja energii ruchu

JT 569 \Tyep: seg

(ud(t) +ud(t)) dt = ZJ Tdt=) T =T,
i=1

0 0

i=1
jest réwnowazna minimalizacji catkowitego czasu ruchu T. Przedzialy T,e,

sa wyznaczone przez stany ukladu i zmienne decyzyjne sgn;,i = 1,...,7.
Energetyczny problem optymalizacji zadany jest réwnaniem

koszt(sgn®) = min koszt(sgn),
sgne{—1,1}7
gdzie sgn = (sgn;,...,sgn;). Jesli rozwiazaliSmy zadanie planowania ru-

chu dla jednokolowego robota mobilnego, to mozemy je wykorzystaé do
wyznaczenia optymalnych sterowan dla samochodu kinematycznego. Za-
uwazamy bowiem, ze kroki 4, 6 i 8 algorytmu planowania dla samochodu
kinematycznego odpowiadaja krokom 3, 4, 5 algorytmu planowania ruchu
jednokolowego robota mobilnego. Energia zuzywana w krokach 3, 5, 71 9
stuzy zmianie wspélrzednej ¢ i jest réwna, odpowiednio, min(||@o — 7%l
I o + Al s, W, min(|@a — hll, lloa + ).

Efekt zastosowania przedstawionego algorytmu do planowania ruchu sa-
mochodu kinematycznego od stanu poczatkowego (x,y,0, @)" = (0,0,0,0)T
do stanu (5,5,0,0)" ilustruje rysunek 10.8. [ |

Dane do ilustracji oméwionych przykladéw planowania ruchu zostaly
wybrane w taki sposéb, by odlegtosé euklidesowa do punktéw docelowych
nie malala monotonicznie. Podczas pierwszej fazy ruchu robotéw, odleglosé
ta nawet rosnie. Widzimy zatem, ze metoda osiggania podceléw w plano-
waniu ruchu nie podlega zasadom metod lokalnych, zapewniajacych zmniej-
szanie odleglosci w odpowiednio krétkich przedziatach czasu. Metoda ta nie
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Krok 1 (0,0) Krok 3 (0,0) Krok 4 (0,0) Krok 5 (0,0)

Krok 6 (5,5) Krok 7 (5,5) Krok 8 (5,5) Krok 9 (5,5)

@ I > I°

Rysunek 10.8 Polozenia i orientacje samochodu kinematycznego po wykonaniu
gtéwnych krokéw algorytmu planowania ruchu.

jest takze klasycznie rozumiang metoda globalng (jak np. Zasada Maksimum
czy technika usredniania). Nie definiuje ona bowiem zadnego wskaZnika
jakosci zaleznego od sterowan, ktérego minimalizacja zapewnia dazenie sta-
nu poczatkowego do stanu docelowego.

10.5 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Zadanie planowania ruchu jednokolowego robota mobilnego w §rodowisku
bezkolizyjnym z dopuszczalnym ruchem jedynie do przodu bylo jednym
z pierwszych zadan planowania rozwazanym przez Dubinsa w pracy [Dub57].
Pierwsze rozwigzanie problemu Reedsa-Sheppa zawiera praca [RS90], w kt6-
rej liczbe rodzin trajektorii potencjalnie optymalnych ustalono na 48. Péz-
niejsze prace Sussmanna, [ST91] oraz Soueresa, Boissonata i Laumonda,
[SL96, SB98|, zredukowaly te liczbe do 46. Analiza zadania Reedsa-Sheppa
przedstawiona w podrozdziale 10.1 jest wzorowana na pracy [SB98]. Wy-
korzystanie optymalnych trajektorii, uzyskanych dla jednokoltowego robota
mobilnego w §rodowisku bezkolizyjnym, do planowania trajektorii w §rodo-
wisku z przeszkodami zawiera praca Laumonda i jego wspéipracownikéw,
[LIJTMO94]. Jest ona interesujaca egzemplifikacjg strategii ,,dziel i rzadz” za-
stosowana do zadania planowania ruchu. W metodzie Laumonda najpierw
planowana jest trajektoria miedzy punktem poczatkowym a koficowym bez
uwzgledniania przeszkéd. Jesli wynikowa trajektoria jest kolizyjna, wprowa-
dza sie¢ bezkolizyjny punkt posredni i zadanie planowania jest rozwigzywane
dla dwéch segmentdw: miedzy punktem poczatkowym a dodanym punktem
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posrednim i miedzy punktem posrednim a koicowym. Rekurencyjna pro-
cedura podziatu zadan planowania musi sie zakonczy¢ powodzeniem, jesli
tylko istnieje trajektoria bezkolizyjna, wyznaczona przez uklad planowania
trajektorii holonomicznych, otoczona trajektoriami bezkolizyjnymi. Na zna-
czenie sterowan sinusoidalnych w planowaniu ruchu uktadéw nieholonomicz-
nych zwrécit uwage Brockett [Bro8l]. Metode planowania ruchu przy po-
mocy sterowan sinusoidalnych upowszechnili dla robotéw mobilnych Mur-
ray, Sastry, Tilbury i Walsh. Posta¢ laiicuchowa modelu kinematyki uktadu
nieholonomicznego mozna znalezé w pracach Murraya i wspéipracownikéw,
[MS93, TLM 92, TMS93]. Metoda planowania ruchu bazujaca na twier-
dzeniu Stokesa pochodzi z pracy Mukherjee i Anderson, [MA93]. Metode
osiagania podceléw zaproponowano w pracy [Dul98|. Specjalizowang me-
toda planowania ruchu jest metoda Sussmanna-Lafferiera stosowalna do
ukladéw nilpotentnych lub nilpotentyzowalnych, [LS91, Lafl]. Metoda
ta wykorzystuje istnienie skonczonej liczby niezerowych elementéw bazy
Halla. Choc¢ istnieje technika przyblizonej nilpotentyzacji dowolnego ukladu
nieholonomicznego, [BLC93], to jednak jest to procedura ziozona oblicze-
niowo i lokalna, [SD98]. Metoda Sussmanna-Lafferiera zaklada, ze dowolny
uklad planowania trajektorii holonomicznej wyznacza gladka trajektorie
bezkolizyjna, ktéra jest zapisywana we wspéirzednych wyznaczonych przez
skonczony podzbiér bazy Halla. Nastepnie przy pomocy formuly CBHD
jest generowana trajektoria nieholonomiczna o uprzednio wyznaczonych
wspollrzednych. Zaleta i wada zarazem metod specjalizowanych jest ogra-
niczenie ich zakresu zastosowania do §cisle okreslonej podklasy ukitadéw
nieholonomicznych. Jest to zaleta, bo metody specjalizowane rozwiazuja
zadanie planowania ruchu w sposéb obliczeniowo bardziej efektywny niz
metody ogdblnego przeznaczenia. Jest to wada, gdyz metody specjalizowane
nie uogblniaja sie na szersze klasy ukladéw nieholonomicznych. W praktyce
przy rozwigzywaniu zadan planowania ruchu warto najpierw sprawdzié, czy
model, dla ktérego projektujemy algorytm planowania ruchu nie lezy w
zakresie stosowalnodci metod specjalizowanych (lub nie istnieje taka trans-
formacja, ktéra uczyni model podlegajacym metodom specjalizowanym).
Dopiero gdy taka préba zawiedzie, nalezy odwolywaé sie do metod plano-
wania ruchu ogélnego przeznaczenia.

Naszym zdaniem, oprécz sterowan wielomianowych i sinusoidalnych na-
lezy poszukiwaé innych klas funkcji przydatnych przy sterowaniu ukladéw
nieholonomicznych. Na przyklad, prace Brocketta ida w kierunku zastoso-
wania funkcji eliptycznych. Wydaje sie, ze racjonalne postepowanie w za-
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kresie metod planowania robotéw nieholonomicznych powinno polegaé na
wyselekcjonowaniu uktadéw, lub klas uktadéw szczegdlnie waznych z prak-

tycznego punktu widzenia, a nastepnie opracowaniu wyspecjalizowanych
metod planowania ruchu tych ukladéw.
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Rozdziatl 11

Modele i algorytmy
sterowania kolowych
robotéw mobilnych

Roboty mobilne poruszajace sie na kotach nazywamy kotowyms robotams:
mobinymsi. Przyjmiemy, ze kotowy robot mobilny skiada sie z wozka na-
pedzanego (traktora) ciagnacego nienapedzane przyczepy. Traktor jest
wyposazony w silniki, ktére wprowadzaja w ruch calty ukitad. Robota po-
siadajacego przyczepy nazywamy ztozonym — kolowy robot mobilny bez
przyczep bedzie nazywany prostym. Zakladamy, ze ruch kolowego robota
mobilnego odbywa sie bez poflizgu két. Wymaganie to definiuje nieho-
lonomiczne ograniczenia fazowe ruchu ukladu. Intensywne prace badaw-
cze prowadzone w ostatnich kilku latach zaowocowaly powstaniem nowych
i specyficznych algorytméw sterowania kotowych robotéw mobilnych.

W tym rozdziale ksigzki zajmiemy sie metodami modelowania i algoryt-
mami sterowania kotowych robotéw mobilnych. Rozpoczniemy od przed-
stawienia modeli kinematyki i dynamiki prostych i zlozonych kolowych
robotéw mobilnych. Nastepnie oméwimy wybrane algorytmy sterowania.
Pierwszym z nich jest algorytm Corona-Pometa, wykorzystujacy statyczne
sprzezenie zwrotne zalezne od czasu. Po nim oméwimy algorytm linearyza-
¢ji dynamicznej. Kolejnym algorytmem bedzie algorytm opracowany przez
Walsha, Tilbury’ego, Sastry’ego, Murraya i Laumonda, oparty na przybli-
zeniu liniowym dynamiki robota w otoczeniu trajektorii zadanej. W dwdéch
nastepnych podrozdziatach zajmiemy sie idea sterowania we wspdlrzednych
linearyzujacych, realizowana zaré6wno w postaci algorytméw nieadaptacyj-

351
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nych, jak i adaptacyjnych. Ostatnim z omawianych algorytméw bedzie
uniwersalny adaptacyjny A-§ledzacy algorytm sterowania.

11.1 Dynamika ukladu robotycznego z ogranicze-
niami

W podrozdziale 2.2 ustaliliSmy, ze kinematyka ukladu robotycznego okre-
§lonego na uniwersum fazowym RN, podlegajacego | niezaleznym ograni-
czeniom fazowym typu Pfaffa

A(q)q =0, (11.1)

jest zdefiniowana za posrednictwem bezdryfowego ukladu sterowania

d=G(am. (11.2)

Przy zalozeniu, ze uklad robotyczny nie podlega ograniczeniom konfigu-
racyjnym (liczba ograniczen konfiguracyjnych k = 0), wymiar przestrzeni
stanu uktadu (11.2) wynosi n = N. Macierz G(q), ktérej kolumny rozpinaja
przestrzen zerowa macierzy A(q) jest rozmiaru n x m, gdzie m = n — L.
Jak pokazalismy w podrozdziale 2.2, wektor 1 € R™ reprezentuje czesé
sktadowych wektora predkosci . Aby potaczy¢ model dynamiki ukladu ro-
botycznego (5.2) z zaleznoscia (11.2), zrézniczkujemy (11.2) wzgledem czasu

4=G(gm+G(qn (11.3)

i skorzystamy z Zasady d’Alemberta, w my$l ktdrej sity uogélnione F za-
pewniajace spelnienie ograniczerl fazowych (11.1) nie wykonuja pracy na
dopuszczalnych przemieszczeniach. Z Zasady d’Alemberta wynika réwnosé

ktéra wobec zalozonej niezaleznosci ograniczen fazowych prowadzi do wnio-
sku, ze istnieje wektor mnoznikéw Lagrange’a A € R!, taki ze

F' =ATA(q). (11.4)

Po wzigciu pod uwage zaleznosci (11.4) i (5.3) oraz przy zalozeniu, ze od-
dzialywania sterujace wplywaja na m stopni swobody ukiadu za posrednic-
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twem pewnej macierzy sterowarn B(q), réwnania dynamiki uktadu robo-
tycznego z ograniczeniami mozna zapisa¢ w postaci

0°L(q,q) . azL(q,c‘Uq _0L(q,4) _
04> 9994 oq
=Q(q)4+C(q,4)g +D(q) =AT(@A +B(q)u.  (11.5)

Macierz sterowan B(q) wystepujaca w powyzszym wzorze ma rozmiar n x m
i sktada si¢ z elementéw by;(q), takich ze

1, jezeli sterowanie u; dziala
bij(q) = bezposrednio na wspdlrzedna qi,
0, w przeciwnym przypadku.

W celu wyeliminowania mnoznikéw A skorzystamy z wlasnosci
A(q)G(q) =0 < G'(q)A'(q)=0.

Konsekwencja ostatniej wlasnosci oraz réwnosci (11.2) i (11.3) jest naste-
pujace sformutowanie réwnan dynamiki (11.5)

q=G(qmn
G'(a)Q(a)G(a)i +G'(q) (C(q,G(a)G(a) +Q(q)G(a)n+  (116)
+ GT(q)D(q) =G'(q)B(q)u.
Dysponujac trajektoria q(t) ukladu robotycznego, obliczong jako rozwia-
zanie uktadu réwnan (11.6) przy okre§lonym sterowaniu u(t) i warunkach
poczatkowych q(0), q(0), jesteSmy w stanie wyznaczy¢ wektor mnoznikéw
Lagrange’a A, a co za tym idzie, sily uogélnione F zapewniajace spelnienie
ograniczeni fazowych
A= (Alq)AT(q)
F=AT(q)A.

1

A(q) (Q(q)q +C(q,9)q + D(q) —B(q)u) (11.7)

11.2 Modele kolowych roboté6w mobilnych

Zal6zmy, ze ruch koltowego robota mobilnego podlega ograniczeniom fazo-
wym (11.1). Podstawowe zadanie modelowania robota mobilnego polega na
wyznaczeniu modelu kinematyki (2.36), w formie ukiadu sterowania

=) gil@u, (11.8)
i=1
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Rysunek 11.1 Schemat kinematyczny pojedynczego kota w uktadzie Xy Yo Zo.

oraz modelu dynamiki (11.6). W rdéwnaniu (11.8) macierz G(q) speinia
warunek A(q)G(q) =0, natomiast u € R™ oznacza wektor sterowan*.

Celem tego podrozdzialu bedzie wyznaczenie specyficznej postaci mode-
lu matematycznego kinematyki i dynamiki kolowego robota mobilnego.

11.2.1 Ograniczenia fazowe

Niech uklad XoYpZy bedzie podstawowym ukladem odniesienia, ktérego
0§ Zo pokrywa sie z kierunkiem wektora grawitacji. Rozwazmy kolowy robot
mobilny zlozony z traktora ciagnacego p przyczep. Przyjmujemy, ze kazdy
element sktadowy robota posiada jednorodne i niedeformowalne kota' i ze
porusza sie po plaszczyznie XoYy bez poslizgu. Po umieszczeniu lokalnego
ukladu wspéirzednych X;VY7Z; na traktorze, do okredlenia polozenia i orien-
tacji traktora bedziemy uzywaé wspéirzednych & = (x,y,G)T, gdzie x i y
oznaczaja polozenie poczatku ukladu lokalnego w ukladzie XyYpZo, zaé 0
jest katem miedzy osiami Xp i Xj.

W celu wyprowadzenia ograniczen fazowych dla kotowego robota mo-
bilnego rozpatrzmy uklad zawieszenia pojedynczego kota, zlozony z s ele-
mentéw potaczonych przegubami obrotowymi (zobacz rysunek 11.1). Uktad
ten potraktujemy jako manipulator planarny o s przegubach z efektorem
w postaci kola, co pozwoli na wykorzystanie algorytmu Denavita-Harten-

*Zauwazmy, ze wektor sterowan w ukladzie (11.8) jest inny niz w uktadzie (11.6).
YOznacza to, ze kontakt kola z podiozem ogranicza sie do pojedynczego punktu.
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berga opisanego w podrozdziale 2.3.1. W rezultacie, wspdlrzedne jedno-
rodne p = (p1,P2,P3,1)" pewnego punktu na obwodzie kota wzgledem
ukltadu XoYpZo mozna wyrazi¢ wzorem

p =AG(E,L, a)py, (11.9)

gdzie

P2 = (0,rcos p, rsin b, 1 )T — wspdlrzedne jednorodne wybra-
nego punktu na obwodazie kota w ukladzie lokalnym xzvzzzi,

T — promien kotla,

&= (x,y, 0)" — polozenie i orientacja traktora wzgledem ukla-
du XoY0Zo,

® — kat obrotu kota wokoét osi X, uktadu lokalnego X;Y2Z»,

Aé(&, L, &) = Trans (X, x)Trans(Y,y)Trans(z,z)Rot(z, 0)

(ITi_ Rot(z, o) Trans(x, 1)) Rot(2, ),

(l,¢) — charakterystyka geometryczna kota, czyli parametry
okredlajace polozenie i orientacje kota w ukladzie X;Y7Z,
l= (lhlb-'-)ls)T: @ = (OC],OQ,...,(XS,Y)T.

Przyjmiemy, ze kat v jest staly w czasie. W celu wyznaczenia warunkéw
toczenia sig kota bez poslizgu zrdzniczkujemy zalezno$¢ (11.9) wzgledem
czasu. Warunki te sa zwigzane z punktem B (w tym punkcie ¢ = —7%)
o wspéirzednych b = A3(E, 1, a)b,, w ktérym ma miejsce kontakt kota z pod-
lozem i sprowadzaja sie do wymagania, aby predkos$¢ punktu B wzgledem
uktadu XoYoZo byla réwna 0, a wiec b = 0. Zatem, zalozenie o toczeniu
sie kola bez poslizgu po plaszczyznie poziomej pociaga za soba nastepujace

zaleznosci

d .
3 AS(E L )by + AF(E, 1, a)by =0.

Wyrazenie warunku braku poflizgu w ukladzie X;VY2 2,

: _ d
b2+ (A3) (&1, &)  AT(E, L, @by =0,

pozwala zdekomponowaé toczenie sie kota bez poslizgu na toczenie sie bez

$Uklad ten jest nieruchomo zwiazany z osia kota w taki sposéb, ze plaszczyzna X2 Y5
jest réwnolegla do plaszczyzny Xo Yo, a 0§ X, jest prostopadia do plaszczyzny kola.
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poslizgu bocznego i wzdluznego. Ostatecznie, biorac pod uwage poloze-

nie ¢ = —7/, punktu kontaktu kola z podlozem, wyliczamy
0 0 0 0
by — rcos¢p| |0 by — —rdsind| |rd
27 |rsind| T =]’ 27 [ vdcosd | “ o]
1 1 0 0

Wymaganie toczenia sie bez poslizgu przybiera zatem forme nastepujacych
ograniczen fazowych

0 0

' _ d 0
@y e L sA L0 (O, (a0
0 1

z ktérych, po uwzglednieniu postaci macierzy A%(E,, 1, a), otrzymujemy réw-
nania opisujace:

e toczenie sie kota bez poslizgu bocznego
S . S
(cos X1,sin &1, Z 1; sin 5‘i+1> R(—0)& + & (Z 1; sin &i+1> +
i=1 i=1
N
+ & <Z 1; sin 6(1+1> + -+ &slgsiny =0, (11.11)
i=2
e toczenie sie kota bez poslizgu wzdiuznego
S i S
(— sin &7, cos &1, Z 1; cos &i“) R(—0)& + & (Z 1; cos 511+1> +
i=1 i=1

S
+ &2 (Z 1; cos 5(1+1> 4o 4 &l costrrci) =0, (11.12)
i=2

e toczenie sie kota po pltaszczyinie

z=0. (11.13)

W réwnaniach (11.11)—(11.13) & =v+ Y ,_; &, a R(—0) = R(Z,—0) ozna-
cza macierz obrotu o kat —0 wokoét osi Zz ukladu X;VY72Zz;.

Warunki braku poélizgu bocznego i wzdluznego két wyprowadzone przy
pomocy formalizmu Denavita-Hartenberga umozliwiaja wyznaczenie ogra-
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niczen fazowych dla prostych i ztozonych kotowych robotéw mobilnych po-
ruszajacych sie po plaszczyznie poziomej.

Przykiad 11.2.1 (Jednokolowy robot mobilny)
Na podstawie analizy ukladéw zawieszenia két kolowych robotéw mobil-

nych okazalo sie, ze charakterystyka geometryczna kota postaci 1 = (1;, lz)T
oraz & = (] = const,xy = var,y = conszﬁ)T opisuje wszystkie spotykane
w praktyce rozwiazania. Na tej podstawie, korzystajac z ogdélnych zalezno-
§ci (11.11)—(11.13) przedstawiajacych ograniczenia fazowe dla pojedynczego
kola, otrzymujemy warunki:

e toczenia sie kola bez poslizgu bocznego
(cos &, sin o, Ly siny + 1; sin(og +v)) R(—0)E+
+ Loy siny = 0,
e toczenia sie kola bez poslizgu wzdtuznego
(—sin &, cos o, Ly cosy + 1y cos(oy +7v)) R(—0)&+

+ Li&ycosy + rd) =0,

gdzie @« = a1 + «y +y. Przedstawione w postaci Pfaffa ograniczenia te
wygladaja nastepujaco’:

X
cos(x+0) sin(ax+0) Lsiny+ lysin(o; +v) Lysiny 0 g 0
—sin(a+0) cos(ax+6) lrcosy+1lycos(oe; +v) Lhcosy r & R

2

V)

Korzystajac z twierdzenia 2.2.1 nietrudno wykazaé, ze ograniczenia fazowe
dla jednokotowego robota mobilnego o charakterystyce geometrycznej (1, o)
s3 nieholonomiczne. |

Dla kolowego robota mobilnego zlozonego z traktora ciagnacego p przy-
czep wymaganie toczenia sie wszystkich két bez poslizgu prowadzi, po u-
wzglednieniu zaleznosci (11.11) i (11.12), do ograniczen fazowych postaci

SPrzy podstawieniach I} =1, =0, &1 = oz = 0, v = 7Y, pierwsze z ponizszych
réwnan przechodzi w réwnanie (8.2).
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Ao(qo)q, =0
A10(q0,91)q0 +A11(q1)4; =0

ZAri(qi)qi-H)---’qT)qi =0 (11'14)

i=0

P
ZAPi(qia Qitlyeeey qp)qi =0,
i=0

przy oznaczeniach
qo — wspdlrzedne uogdlnione traktora,
Ay(q0)qo =0 — ograniczenia fazowe zwiazane z traktorem,
gqi, i=1,2,...,p — wspélrzedne uogdlnione i-tej przyczepy,
> i oAw(qi, qit1,---,9r)g; =0 — ograniczenia fazowe zwigza-
ne z r-t3 przyczepa.

Nietrudno zauwazy¢, ze réownania ograniczen fazowych (11.14) dla wie-
loczlonowego kolowego robota mobilnego daja sie zapisaé w postaci Pfa-
ffa (11.1).

11.2.2 Modele kinematyki prostych kolowych robotéw mo-
bilnych

Przyjmijmy, ze prosty kolowy robot mobilny (traktor) posiada k két, z kt6-
rych kazde ma promien 1; i jest opisane przez charakterystyke geometry-
czny (L, o) = (L1, Lo, i1 = const, &y, vi = const)T, i=12,...,k. Wa-
runki ruchu bez poélizgu postaci (11.11) i (11.12) prowadza do nastepuja-
cych ograniczen fazowych:

e ruch traktora bez poslizgu bocznego
. . A T .
C1(02)R(~0) (%, 9, 6) + Catk =0, (11.15)

gdzie macierze Cq, C; sa zdefiniowane jako
— Ciicty wierss = (Cos(otit + iz +vi), sin(xir + aip + vi), lizsinyi+
+lysin(az +vi)),1=1,2,...,k,
— C, =diag{lpsinyi}, i=1,2,...,k,
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Rysunek 11.2 Schemat kinematyczny traktora z kotem swobodnym.

e ruch traktora bez poslizgu wzdluznego
N ) .
Z:(0)R(—0) (x,y,e) +Zy60 + Z3$p =0, (11.16)

gdzie macierze Z;, Z;, Z3 sa zdefiniowane przez

— Ziity wierss (62) = (—sin(oy + iz + vi), cos(ai1 + ot + vi),
lizcosyi + Lizcos(oiz +vi)), i =1,2,...,k,

— Z; =diag{lipcosvyi}, i=1,2,...,k,

- Z3 :diag{n}, i= 1,2,...,k.

W zaleznosciach (11.15) i (11.16) wektor &y = (12, 022, ...,042)", a i-ty
wiersz jest réwnaniem ograniczen dla i-tego kola rozpatrywanego kolowego
robota mobilnego.

Przykiad 11.2.2 (Traktor tréjkolowy)

Rozpatrzmy przypadek traktora, ktérego uklad jezdny sklada sie z dwéch
sztywnych két tylnych oraz z kola swobodnego (wolnego) umieszczonego
z przodu (zobacz rysunek 11.2). Lokalny uklad wspélrzednych X;Y7Zz;
Zwiazany z poruszajacym sie robotem jest ulokowany w $§rodku odcinka
laczacego kota tylne (11 2). Orientacja (3 kota przedniego (3) wzgledem lokal-
nego ukladu odniesienia ulega zmianie podczas ruchu traktora, podczas gdy
orientacje két tylnych pozostaja stale. Traktor tréjkoltowy jest wprowadzany
w ruch przy pomocy dwdéch silnikéw napedzajacych kola tylne. Ogranicze-
nia fazowe dla traktora z kolem swobodnym wyznaczamy w nastepujacy
sposéb.
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Krok 1. Okreslamy charakterystyke geometryczna két traktora:
koto 1 — 111 = l, X117 :0, 112 :0, x12 :0, Y1 :O,
koto 2 — 121 = 1, X1 = T, 122 = O, X = 0, Y2 = O,
kolo 3 — 31 =1, a1 = 34m, Iz = d, a2 = B, v3 = ).
Krok 2. W oparciu o charakterystyke geometryczng két oraz ogdlne zale-
znosci (11.15) i (11.16) wyznaczamy ograniczenia fazowe:

e dla ruchu robota bez poslizgu bocznego

1 0 0 ‘ 0 ‘
-1 0 0 R(—0)E+ [0 |B =
cos sinf3 d+lcosfP d

= Ci(B)R(—0)E + Co&; =0, (11.17)

e dla ruchu robota bez poslizgu wzdluznego

0 1 ! [T 0 0] /dn
0 -1 1 R(—0)E+ [0 v 0| 2| =0. (11.18)
—sin cos P —Lsinp 0 0 3]\ 3

Specyficzna posta¢ ograniczen kinematycznych (11.15) i (11.16) wyko-
rzystuje sie w algorytmie wyznaczania modelu kinematyki prostych kolo-
wych robotéw mobilnych. Algorytm ten skiada sie z nastepujacych krokéw.

Krok 1. Jezeli macierz C; jest nieosobliwa (tzn. dla kazdego kola robota
mobilnego zachodzi warunek ly; siny; # 0), to model kinematyki
robota przyjmujemy w postaci

£ R(6)
qo= || = —C;'Ci(er2) u = Go(qo)u,
¢ ~Z;'(Z1 (o) — Z,C5 ' Ci(2)) (11.19)

gdzie u jest wektorem sterowan. W przypadku przeciwnym prze-
chodzimy do kroku 2.

Krok 2. Dzielimy ograniczenia zwiazane z ruchem robota bez poslizgu
bocznego (11.15) na dwie grupy
{Clv(“ZV)R(_Q)é + CZvaZV =0

i (11.20)
C]u(“Zu) (X,zq)R(*e)E, = 07
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gdzie

C,, — diagonalna macierz nieosobliwa,

0o = (02, A2y, O2g)

o), — wektor zawierajacy zmienne w czasie wspdirze-
dne wektora o, dla ktoérych zachodzi 1y; siny; # 0,

oy, — wektor zawierajacy zmienne w czasie wspolirze-
dne wektora o, dla ktérych zachodzi 1y siny; = 0,

oyq — wektor zlozony ze statych w czasie wspéirze-

dnych wektora ;.

Krok 3. Szukamy macierzy P(o,,®q), ktérej kolumny rozpinaja prze-
strzen zerowa macierzy (jadro) Ciy (0, 02q)

Cruloy, 2q)P (0o, @2q) = 0. (11.21)

Przy wyznaczaniu postaci macierzy P (o, xyq) korzystamy z na-
stepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 11.2.1 Zdefiniuymy stopied mobilnosci 6., koto-
wego robota mobilnego réwny wymiarowr dystrybucyi rozpiete;
przez kolumny macierzy R(0)P (o, 2q) oraz stopier stero-
walnoéci 05 jako liczbe sterowanych két robota, ktorych orien-
tacja moze byé ustalona w sposéb niezalezny, tak ze istnie-
je chwilowy $rodek obrotu robota. Istnieje 5 podstawowych
typow kotowych robotéw mobilnych poruszajgcych sie po pta-
szezyznie, z ktdorych kazdy moze byé w pelnt scharakteryzo-
wany przez pare liczb (dm, ds). Dla kazdego typu robota mozna
znalezé taki punkt (w obrebie uktadu jezdnego lub nadwo-
zia robota), zwany punktem charakterystycznym, Ze umiesz-
czajgc w nim odpowiednio zorientowany lokalny uktad od-
niestenia otrzymamy jedng z nastepujgcych postact macie-
rzy Plocu, 0q) -

typ (3,0
* typ (3,0) P (oo, 02q) = I3, (11.22)

o typ (2,0) 0 0
1

Plaoy, &2q) = 0, (11.23)

o
f—y
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e typ (2,1) .
—sinogy O
Py, 000q) = | cosooy 0], (11.24)
0 1
e typ (1,1) 0
P(ooy, 02q) = |1lsin oy |, (11.25)
COS X2y
e typ (1,2)

—21sin oty Sin 02
Plotou, &2q) = | Usin (aour + oou2) |- (11.26)
sin (Xpu2 — Xpu1)

Parametr | oznacza odlegto$é punktu charakterystycznego ro-
bota do pewnego punktu zwigzanego z uktadem napedowym.

Odpowiedni wybdér polozenia lokalnego uktadu odniesienia zwia-
zanego z punktem charakterystycznym kolowego robota mobil-
nego umozliwia opis kazdego z k6! przy pomocy charakterystyki
geometrycznej postaci (1, «).

Z drugiego z réwnan (11.20) i réwnania (11.21) wynika zaleznosé

£‘. :R(G)P(“Zua“Zq)uh (11'27)

gdzie u; jest wektorem sterowarn. Praktyczny sposéb wyznacza-
nia macierzy P(a,,«q) polega na sprawdzeniu, ktéra z macie-
rzy (11.23)—(11.26) spelnia warunek opisany przez (11.21). Jeze-
li przy poprawnym wyborze punktu charakterystycznego zadna
z proponowanych postaci macierzy P(a;.,xzq) nie speinia tego
warunku, oznacza to, ze ruch rozpatrywanego ukladu moze sie
odbywac przy dodatkowych ograniczeniach konfiguracyjnych®, lub
ze robot mobilny moze poruszaé sie po plaszczyznie XoYy wzdiuz
pewnego kierunku okre§lonego przez warunki poczatkowe. W przy-
padku, gdy jedna z macierzy postaci (11.23)—(11.26) speinia wa-
runek (11.21), przechodzimy do kroku 4.

*Zwiazki otrzymywane z warunku det C; (02, &24) = 0.
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Krok 4. Z pierwszej z zaleznosci (11.20) oraz z (11.27) obliczamy

6y =—C5) C1 (0, )R(—0)E=—C; " Cy (02, )P 0120y, 2 )1 (11.28)

Krok 5. Wykorzystujac dekompozycje wektora o, ograniczenia zwigzane
z ruchem robota bez poslizgu wzdtuznego dane przez (11.16) mo-
zemy przedstawi¢ w formie

Zh)(o‘lv)R(_e)é + ZZv(“Zv)éCZV + Z3vd)v =0
Z1, (00 )R(—0)E + Zy (020 )62y + Z3upy, =0
Zy4(02q)R(—0)E + Z34, =0,

gdzie d)v, d)u i d)q oznaczaja predkosci obrotu két robota mobil-
nego okreslone stosownie do podzialu wektora ;. Z kolei, z uwagi
na nieosobliwo§¢ macierzy Z3,, Z3, i Z34 oraz réwnania (11.27)
i (11.28), otrzymujemy

b, =73 (Ziv(oy) — Z3y(2)C5) Crv(tay)) Plotau, d2q s
by = —Z3) (Z1u(000)P (0, oag 11 + Zay (02, J12)

d)q = _Z;—;Z]q(o‘Zq)P(“Zu» 0q U

(qu =Uu).

(11.29)

Reasumujac, zaleznodci (11.27), (11.28) i (11.29) wyznaczajg na-
stepujacy model kinematyki robota

qo = Golqo)u, (11.30)

gdZie [ P(“Zw “Zq) 0 i
—C2,Cry (02 )P (02, o) 0
0 I,

G = ’

O(qO) Sd)v(‘xZV) 0

_Zgizlu(aZu)P(“2u> OCZq) ZZu(‘xZu)

|~Z3)Z1g(00q) P02, 2q) O]

.o . . . N T
oraz (o = (E.) “2v>0‘2u>¢w¢u>¢q) , U = (UqT)UD ) sdw(“lv) =

~Z3) (Z1y(a2y) — Z3y(02)C5) Cry(0t2y)) Py, 0t2q).-
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Przedstawiony algorytm wyznaczania modelu kinematyki prostych kolo-
wych robotéw mobilnych generuje model w postaci (11.19) lub (11.30),
zaleznie od osobliwosci lub nieosobliwo$ci macierzy C,.

Przykiad 11.2.3 (Traktor tréjkotowy)

Rozwazmy teraz zadanie okreslenia modelu kinematyki traktora tréjkotowe-
go z kolem swobodnym. Opis robota oraz wyprowadzenie ograniczed fazo-
wych przedstawiliSmy w przyktadzie 11.2.2. Macierz C; w réwnaniu (11.17)
nie jest pelnego rzedu, zatem dokonujemy dekompozycji ograniczen fazo-
wych zwigzanych z ruchem ukladu bez poflizgu bocznego na dwie czesci:

1 00 . .
[_1 ; 0] R(—0)E = C . R(—0)E =0, (11.31)
(cos B,sin B, d + Lcos B)R(—0)& + pd = 0. (11.32)

Korzystajac z twierdzenia 11.2.1, szukamy macierzy P, ktorej kolumny roz-
pinaja przestrzen Ker Ci,, tzn. takiej, ze

C P =0.

Nietrudno zauwazy¢, ze rozpatrywany traktor jest typu (2,0), a zatem ma-
cierz P ma postaé

00
P=|1 0].
01
Whnioskujemy stad, ze
‘ X —uy sin 0
E=1y| =RO)Pu=| ujcosd |, (11.33)
0 uz

gdzie u; jest predkoscia liniowa traktora z kolem swobodnym w ukladzie
podstawowym, natomiast u, predkoscig zmian orientacji traktora. Z zale-
znosci (11.32) wyznaczamy zmienng f3

B:—m%sinﬁ—uz (1 —1—%003 [5), (11.34)

natomiast z warunkéw na ruch traktora bez poslizgu wzdiuznego (11.18)
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zmienne cb1, (i)z i (j)g

; 1 1
G =—w-—u-
T T

; 1 1l

G2 =w- —u- (11.35)
T T

¢ u ] cosfPp—u ls' B

=—u;— —uy—sin f3.
3 1TS ng

Ostatecznie, korzystajac z réwnan (11.33), (11.34) i (11.35), otrzymujemy
model kinematyki traktora z kolem swobodnym w postaci

X [ —sin® 0
Y cos 0 0
0 0 1
qa=|p | = —% sinp —(1+ %cos B) <u1> =G(B,0)u. (11.36)
o1 1 1l w2
P2 v T
b3 | —5; cosP 7 sinf3

Przyklad 11.2.4 (Robot mobilny Ulisses)

Przykladem traktora trdéjkolowego z kolem swobodnym jest kolowy robot
mobilny Ulisses’. Model kinematyki robota Ulisses wynika z modelu (11.36)
(po pominigciu wspéirzednych 3 i ¢3, na co pozwalaja mate rozmiary kota
swobodnego) i przyjmuje postaé

X [—sin® 0
y cos6 O
g=|o0|=] o 1 (“‘):G(e)u. (11.37)
S I
o) |-

Parametry geometryczne wystepujace w przedstawionym modelu wyno-
sza: v = 0.05[m], 1 = 0.23[m]. ]

TRobot mobilny Ulisses zostat zbudowany w Zaktadzie Podstaw Cybernetyki i Robo-
tyki Instytutu Cybernetyki Technicznej Politechniki Wroclawskiej przez dra A. Wolczow-
skiego.
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11.2.3 Modele kinematyki zlozonych kolowych roboté6w mo-
bilnych

Przedstawiony w poprzednim podrozdziale algorytm tworzenia modeli ki-
nematyki prostych koltowych robotéw mobilnych moze by¢ uogdlniony na
przypadek zlozonych kolowych robotéw mobilnych. Punktem wyjscia jest
w tym przypadku ogdlna posta¢ ograniczen kinematycznych (11.14). Pro-
ponowane rozwiazanie zadania wyznaczenia modeli kinematyki zlozonych
kolowych robotéw mobilnych wykorzystuje specyficzna postaé ograniczen
fazowych i jest oparte na spostrzezeniu, ze w przypadku ogdélnym (ztozony
uktad jezdny) model kinematyki daje sie zapisa¢ w postaci

do Go(qo)
. G (qo,

= q] =G(qQu = 1(q.o a) u. (11.38)
qp Gp(qO)qh---)qp)

W rezultacie, na mocy warunku A(q)G(q) = 0, z (11.14) otrzymujemy
nastepujace zaleznosci

Ao(q0)Gol(qo) =0
A10(40,91)Go(qo) +A11(q1)G1(qo,q1) =0
: (11.39)

P
ZApi(qi)qurh' . ->qP)Gi(q0)q1) . ->qi) =0.
i=0

Struktura réwnania (11.39) wskazuje na mozliwo§é dekompozycji problemu
wyznaczania macierzy G(q) na p + 1 kolejnych zadan polegajacych na obli-
czeniu podmacierzy Gi(qo,q1,...,qi) dlai=20,1,2,...,p, co w efekcie po-
zwala skonstruowaé algorytm wyznaczania modeli kinematyki dla zlozonych
kotowych robotéw mobilnych. Algorytm ten skiada sie z nastepujacych
krokéw.

Krok 1. Obliczamy macierz Go(qo) spelniajaca zaleznosé

A(q0)Go(qo) =0.

W tym celu mozemy wykorzystaé algorytm zamieszczony w pod-
rozdziale 11.2.2, na stronie 360.
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Krok 2. Uwzgledniajac pozostate warunki (11.39), z ukladu réwnai ma-

cierzowych (11.39) wyznaczamy podmacierze Gi(qo,q1,-.--,9i),
i=1,2,...,p i otrzymujemy
Gi(qo,...,qi) =

i—1

= —A;'(q0) )_Awlqi---,91)Gi(qo, - - -, qu)-
pary

Przedstawiony algorytm wyznaczania modelu kinematyki zlozonych kolo-
wych robotéw mobilnych dziala poprawnie przy zalozeniu nieosobliwo§ci
macierzy Aii(qi). Warunek ten nie jest speiniony dla robotéw zdegenerowa-
nych, czyli takich, w ktérych obecno$¢ przyczep jest przyczyna zmniejszenia
stopnia mobilnosci.

11.2.4 Modele dynamiki

Po szczegélowym omdwieniu zagadnien dotyczacych modelowania kinema-
tyki kolowych robotéw mobilnych zajmiemy si¢ wyznaczeniem zaleznosci
opisujacych ich dynamike. Ogélne zasady obowiazujace przy modelowaniu
dynamiki uktadéw robotycznych z wiezami nieholonomicznymi zostalty opi-
sane w podrozdziale 11.1. Réwnania dynamiki uwzgledniajace wplyw ste-
rowan (uogélnionych sit zewnetrznych wymuszajacych ruch ukladu) maja
postaé (11.6). Zadanie modelowania dynamiki nieholonomicznych uktadéw
robotycznych wymaga znajomosci ich energii kinetycznej i potencjalnej. Jak
latwo zauwazy¢, energia potencjalna kotowego robota mobilnego o jednorod-
nych kolach, poruszajacego sie po plaszczyznie prostopadlej do wektora gra-
witacji jest stala w czasie, a wobec tego nie wplywa na réwnania dynamiki
robota. Emergia kinetyczna kolowego robota mobilnego jest suma energii
ukladu jezdnego i nadwozia traktora, przyczep oraz energii obracajacych
sie k6. Polaczenie klasycznej metodologii wyznaczania energii kinetycznej
cial sztywnych oraz regut obliczania modeli kinematyki umozliwia wyprowa-
dzenie kompletnych modeli matematycznych prostych i ztozonych kolowych
robotéw mobilnych. Sposéb tworzenia modelu zilustrujemy na prostym
przykladzie.

Przykiad 11.2.5 (Traktor tréjkotowy)

Rozpatrzmy zadanie wyznaczenia modelu dynamiki traktora z kolem swo-
bodnym zaniedbujac, ze wzgledu na male wymiary geometryczne, wplyw
kola swobodnego. Z przykladéw 11.2.2 i 11.2.3 wynika, ze wektor wspél-
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rzednych uogélnionych opisujacych zachowanie traktora jest postaci

q= (X)U)e)d)hd)Z)T; (11.40)
natomiast macierz -~ _
—sin® O
cos O 0
Glq =] 0 1] (11.41)
1
b -
1 _1
L T Tl

Przy zalozeniu, ze kota 1 i 2 s3a napedzane niezaleznie, macierz sterowan

przybiera forme
-

0 0 01 O} (11.42)

B(q):[o 0001

Energie kinetyczna traktora, przy pominieciu energii kota swobodnego, mo-
zemy zapisaé jako
: 1 2, 2 1oz, ] 12, 42 S A
Eu(q,d) = 5me (% +97) + 5167 + 5L (b1 +¢3) = 547Qa, (11.43)
gdzie Q(q) = diag{m¢, m, I, Iy, I}, m. uzyto do oznaczenia calkowitej
masy traktora, [, — catkowitego momentu bezwladnosci traktora wzgledem
osi Z uktadu X;Y1Z, a Iy jest momentem bezwtadnosci kota napedzanego

wzgledem osi X odpowiedniego ukladu lokalnego®. W oparciu o zalezno-
§ci (11.6), (11.40) oraz (11.43) wyznaczamy model dynamiki traktora

{qzamm

G'(q)Q(q)G(q)1 =G'(q)B(q)u (11.44)

me+2I L 0 _11
w ktérym G'(q)Q(q)G(q) = [ ' 2 |, G'(q)B(q) = [ L 1}

0 L+l
u=(u,w)". u

Przykiad 11.2.6 (Robot mobilny Ulisses)

Poniewaz kotowy robot mobilny Ulisses ma strukture traktora tréjkotowego
z kolem swobodnym o pomijalnej charakterystyce geometrycznej, model
jego dynamiki jest opisany réwnaniami (11.44). Parametry geometryczne
robota podano w przykladzie 11.2.4, za§ parametry dynamiki przyjmuja
wartosci: m. = 12.8kgl, L, = 0.089(kg -m?], Iy = 2.5 x 10°[kg -m?]. [ |

*Przy zalozeniu, ze kota 11 2 sg identyczne.
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11.3 Algorytmy sterowania kolowych robotéw mo-
bilnych

Przedstawimy teraz wybrane algorytmy sterowania kolowych robotéw mo-
bilnych lub, ogélniej, uktadéw robotycznych z wigzami nieholonomicznymi.
Z punktu widzenia sterowania nieholonomicznych ukladéw mechanicznych
istotna rzecza jest okresdlenie specyficznych wlasnosci strukturalnych tych
ukladdéw, ktdére odrézniaja je od ukladéw holonomicznych. Temu celowi
stuza nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 11.3.1 Jezeli macierz G'(q)B(q) w réwnaniach dynami-
ki (11.6) jest mieosobliwa, to istnieje statyczne sprzezenie zwrotne

um,q,v): R x R*x R™ — R™

okreslone rownaniem

G'(9)Q(a)G(q)v+G(q) (C(a,G(aM)G(q) + Q(q)6(q) n+
+G'(q)D(q) =G'(q)B(q)u,

gdzie v oznacza m-wymiarowy wektor nowych sterowan, ktére prze-
ksztatca uktad (11.6) do postact normalnej

q=G(qmn

) (11.45)

n=v.
Twierdzenie 11.3.2 Przy zaloZeniu, Ze ograniczenia fazowe sg nieho-
lonomiczne oraz n jest wektorem sterowar, bezdryfowy uktad sterowa-
nia opisany przez pierwsze z rownan (11.45) jest sterowalny™.

Twierdzenie 11.3.3 Uktad sterowania opisany réwnaniams (11.45) po-
siada wlasnos¢ osiagalnosci z kazidego punktu postact (q,m) (tzn. zbidr
standw osiggalnych z dowolnego punktu ma niepuste wnetrze).

Twierdzenie 11.3.4 Punkt réwnowagt (qe,0) uktadu (11.45) nie jest
stabilizowalny przez statyczne sprzezenie zwrotne od stanu.

Twierdzenie 11.3.5 Uktad sterowania (11.45) nie jest linearyzowalny
wokdt Zadnego punktu (q,n) przez statyczne sprzezenie zwrotne od stanu.

*W istocie, lokalnie sterowalny w krétkim czasie.
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Twierdzenie 11.3.6 Uktad sterowania (11.45) mie jest linearyzowalny
dynamicznie w otoczeniu punktu réwnowagi (qe,0).

Przyjeta w dalszej czesci rozdziatu kolejnosé opisywania algorytméw ste-
rowania zmierza w kierunku wzrastajacego stopnia nieznajomosci modelu
dynamiki. W podrozdzialach 11.3.1-11.3.4 zakladamy pelna znajomos¢ mo-
delu dynamiki, w podrozdziale 11.3.5 dopuszczamy nieznajomosé parame-
tryczna modelu, natomiast w podrozdziale 11.3.6 dopuszczamy strukturalna
nieznajomo$¢ modelu dynamiki kolowego robota mobilnego.

11.3.1 Algorytm Corona-Pometa

Konsekwencja twierdzenia 11.3.4 jest to, ze metody wykorzystujace gltadkie
statyczne sprzezenie zwrotne od stanu nie nadaja sie do rozwiazania zada-
nia stabilizacji modelu postaci (11.45). Jednakze, przy spelnieniu pewnych
warunkéw przez ukiad (11.45), zadanie stabilizacji moze by¢ rozwigzane
przy uzyciu zmiennego w czasie statycznego sprzezenia zwrotnego od stanu.
Moéwi o tym nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 11.3.7 Rozwazmy uktad sterowania postaci

m
G=G(Qu=) gux)uy, (11.46)
k=1
gdzie q € R™, u € R™. Zatdzmy, Ze uktad (11.46) spetnia warunks::

1. Wymaiar przestrzen:

dimspan{ad;]gk‘ k=2,...,m, j > 0}(‘]) =n,
COO

dla q lezgcych w pewnym otoczeniu punktu 0 € R™*,
2. Pole g1(q) mozna wyprostowaé w otoczeniu 0 € R™

3. Jest okreslona pewna funkcja V(t,q) postact

1 1 1
V(t,q) = 5(a1 +h(t, Q25+ -y Gn))* + inz ot Eqnz.

*ad;i gk oznacza iterowany nawias Liego pdl wektorowych, zobacz dodatek A.3.
tZobacz twierdzenie o prostowaniu, dodatek A.3.
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4. Pola gy, k = 1,...,m sq takie, Ze dla funkcyp W(q) = %Z?:z qi2

warunki
dWgk(q) =0, k=2,...,m,
oraz it q)
o’h(t,q .
- ot >1,
pociggajq za sobg réwnosé qx =qz =---=(qn =0.

Wowczas, zachodzqg nastepujgce wiasnosci:

a) Punkt0 jest globalnie jednostajnie asymptotycznie stabilnym pun-
ktem réwnowagt uktadu (11.46) ze sterowaniem

W _zmatt,m —dV(t,q) gi(q)
w =—dV(t,q) g2(q) (11.47)

um =—dV(t,q)gm(q),

gdzie dV(t,q) = (w%)

b) Funkcja V(t,q) jest nierosngca na trajektoriach mieautonomaicz-
nego uktadu dynamicznego (11.46), (11.47), tzn.

V(t,q(t)) <O.

Przyktadowsa funkcja h(t, q), ktéra moze by¢ zastosowana przy wyznaczaniu
stabilizujacego sprzezenia zwrotnego jest

h(t,q) = (Z qf) cost.
i=2

Przytoczone twierdzenie podaje sposéb wyznaczenia algorytmu stabilizacji
uktadu (11.47) z funkcja Lapunowa V(t,q). Proponowane w nim stabi-
lizujace sprzezenie zwrotne dziala poprawnie przy spelnieniu przez uklad
sterowania (11.46) warunkéw 1 i 2 twierdzenia. W przypadku prostych
kolowych robotéw mobilnych wykazano, ze dla modelu kinematyki dowol-
nego typu robota mobilnego mozna znalezé taka zmiane ukladu oraz sta-
tyczne sprzezenie zwrotne, ze powstaly w ten sposéb nowy uklad sterowania
spelnia zalozenia twierdzenia 11.3.7. Nietrudno zauwazy¢, ze stabilizujace
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a) b)
e i
05 0.5
0 0
_ x - X
05704 06 08 1 057705 i s

Rysunek 11.3 Trajektorie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algorytmu
Corona-Pometa. Potozenie poczatkowe wynosito (x(0),y(0)) = (1,1), orientacja:
2) 8(0) =0, b) 8(0) = 7.

sprzezenie zwrotne postaci (11.47) jest gltadka funkcja czasu, co w efekcie
pozwala na konstrukcje algorytmu stabilizacji dla postaci normalnej (11.45)
modelu dynamiki kolowego robota mobilnego. W tym celu, w my$l twierdze-
nia 11.3.7, nalezy najpierw wyznaczy¢ sterowanie u(t), a nastepnie obliczy¢
sterowanie v(t) z zaleznosci v =1u.

Przykiad 11.3.1 (Robot mobilny Ulisses)
Rozwazmy zadanie stabilizacji stanu postaci normalnej modelu dynamiki
robota mobilnego Ulisses

X = —178in0d

Y =m1jcosB

0 =mn; (11.48)
m=uw

M2 = up.

Zmienne ny i n; w réwnaniach (11.48) maja, odpowiednio, sens predkosci
liniowej i predko$ci zmian orientacji ruchu robota.

Rezultaty przykladowych symulacji przy sterowaniu wedlug algorytmu
Corona-Pometa przedstawiono na rysunkach 11.3 i 11.4". Zamieszczone
symulacje pokazuja, ze istotng wada algorytmu Corona-Pometa jest bardzo
wolna zbiezno$é trajektorii do punktu docelowego. Ponadto generowane
trajektorie charakteryzuja sie czestymi zmianami kierunku ruchu. |

‘W przyktadach prezentowanych w tym rozdziale symulacje wykonano w $rodowisku
MATLAB® + SIMULINK®.
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Rysunek 11.4 Trajektorie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algorytmu
Corona-Pometa. Polozenie poczatkowe wynosilo (x(0),y(0)) = (1,1), orientacja:
a) 8(0) = T3, b) 6(0) = 3/ym.

11.3.2 Algorytm linearyzacji dynamicznej

W celu wprowadzenia podstawowych idei linearyzacji przy pomocy dyna-
micznego sprzezenia zwrotnego rozwazmy afiniczny ukiad sterowania po-
staci

x=f(x)+gxJu=~F(x)+ ) gilxiu (11.49)
-

i poddajmy go nastepujacym przeksztalceniom:

e dolaczenie kompensatora dynamicznego

z=K(x,z) + L(x,z)v
(11.50)
u=M(x,z) + N(x,2z)v,
gdzie z € R9, v € R™,
e statyczne sprzezenie zwrotne
v =v(x,2) +n(x,z)w, (11.51)
e zmiana wspdtrzednych w rozszerzonej przestrzeni stanu (x,z)
E=o(xz). (11.52)

Odwzorowania (11.50), (11.52) sa gladkie, natomiast polaczenie uktadu ste-
rowania (11.49) i kompensatora (11.50), traktowane jako uktad sterowania
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z wejsciem v i wyjsciem u, powinno by¢ odwracalne®. Wprowadzenie wspol-
rzednych stanu & pozwala uzyska¢ nowy uklad, okre§lony w przestrzeni
stanu o wymiarze n + q. Mowimy, ze uktad afiniczny (11.49) jest dyna-
micznie linearyzowalny, jezeli istnieje kompensator dynamiczny (11.50),
sprzezenie zwrotne (11.51) oraz uklad wspéirzednych ¢, takie ze po ich
zastosowaniu uktad (11.49) przyjmuje posta¢ liniowego uktadu sterowania

£ =AE + By, (11.53)

gdzie macierze A i B sa odpowiednich rozmiaréw. W przypadku, kiedy
uktad wspéirzednych @(x,z) jest okreslony lokalnie, uklad (11.49) nazy-
wamy lokalnie dynamicznie linearyzowalnym.

Przykiad 11.3.2 (Robot mobilny Ulisses)

Przeanalizujmy zadanie §ledzenia zadanej trajektorii potozenia (xq(t),yq(t))
dla postaci normalnej dynamiki robota Ulisses (11.48). Z uwagi na zada-
nie sterowania, ktére polega na §ledzeniu trajektorii polozenia, wspdlrze-
dne (x,y) potraktujemy jako tzw. wyjscia linearyzujgce. Przy takim wy-
borze wyjé¢ linearyzujacych, aby otrzymaé dynamiczne sprzezenie zwrotne
linearyzujace model (11.48), dwa pierwsze réwnania bedziemy rézniczkowaé
tak dilugo, az otrzymamy jawng zalezno$é od sterowan

= —1;1sin0

= —uysin © — 11 cos O

—11 §in © — 2uymy cos 0 — uymg cos O —i—mn% sin O
(11.54)

Y =11y cos 0 — 2y 8in O — uyn) sin O + 1113 cos 6.

Potraktujmy w powyzszych wyrazeniach u; jako nowa zmienna stanu, wpro-
wadzmy kompensator dynamiczny

=, (11.55)

oraz podstawmy
u =vy. (11.56)

*Tzn. dla kazdego stanu (x,z) znajomoéé przebiegu wyjscia u(-) pozwala wyznaczyé
sterowanie v(-) generujace to wyjscie.
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Wykonane przeksztalcenia pozwalaja zapisa¢ réwnania (11.54) w postaci

X —sin® —mycosO]| (v —2uimny cos 6 +nm% sin 0

) = ) + . 7 =

Yy cos® —1mysin@| \vy —2uym, sin 0 +nym; cos O
=D(n1,0)v + auy,m1,m2,0).

Zauwazmy, ze macierz D(n;,0) stojaca przed nowymi zmiennymi steruja-
cymi vy 1 v; jest nieosobliwa pod warunkiem, ze 17 # 0, co oznacza, ze robot
mobilny musi sie poruszaé z niezerowa predkoscia liniowa. Przy spelnieniu
warunku 1n; # 0 mozemy zastosowaé w ukladzie (11.54)—(11.56) statyczne
sprzezenie zwrotne

A% _ _
(21) =D, Ot iy ©) + D, B (157)

Ostatecznie dochodzimy do konkluzji, ze uklad (11.48) wraz z kompensa-
torem (11.55), (11.56) i sprzezeniem zwrotnym (11.57) ma we wspdirze-
dnych & = ¢(x,y,0,n1,12, 1) okreslonych zalezno§ciami

& =x

& =-"sinbd

&3 =—u18in0@ —nmycos 0
&=y

& =M1 cos b

&6 =1uycos0 —1mm;sind

postaé liniowa ‘ ‘
=& & = &5
& =& &5 = & (11.58)
53 =W é6 = Wa.
Mozemy zatem stwierdzi¢, ze przy warunku 1; # O uklad (11.48) jest
dynamicznie linearyzowalny. Przy zastosowaniu klasycznych metod linio-

wej teorii regulacji latwo otrzymacé algorytm $ledzenia trajektorii zada-
nej (xq(t),ya(t)) w uktadzie (11.58):

wy = Xq —ka(&3 —Xq) —k1(& —%xq) —ko(&1 —xq)
(11.59)

wy=Ygq— L& —Ua) — (& —Ya) — lo(&s — ya).
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a)

Y

1.5

Rysunek 11.5 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algorytmu
linearyzacji dynamicznej do $ledzenie zadanej trajektorii potozenia (11.60).

Rysunek 11.6 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algorytmu
linearyzacji dynamicznej do §ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.61).

Na mocy kryterium Hurwitza, przy doborze wzmocnied spelniajacych wa-
runki ki, Li, k1kp, L1l > 0, i = 1, 2, blad §ledzenia zanika eksponencjalnie do

zera. Algorytm linearyzacji dynamicznej kotowego robota mobilnego Ulisses
zastosowaliSmy do §ledzenia dwéch zadanych trajektorii polozenia

t

5 -

t), (linia prosta), (11.60)
5

TCOS £
= .+ |» 7=1[ml, (okrag), (11.61)

przy réznych warunkach poczatkowych. Wybrane wyniki symulacji kom-
puterowych zostaly przedstawione na rysunkach 11.5 i 11.6. Jak widac,
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algorytm sterowania oparty na metodzie linearyzacji dynamicznej znako-
micie nadaje si¢ do $ledzenia trajektorii zadanej wyj§¢ linearyzujacych.
Niewatpliwa jego zaleta jest globalna eksponencjalna stabilno§é. Nalezy
jednak pamietaé, ze Sledzenie w przypadku robota mobilnego Ulisses doty-
czy jedynie trajektorii wyjs¢ linearyzujacych oraz ze algorytm wymaga, aby
robot byt w ruchu. |

11.3.3 Algorytm Walsha-Tilbury’ego-Sastry’ego-Murraya-
-Laumonda

Rozwazmy posta¢ normalng dynamiki kotowego robota mobilnego (11.45),

ktéra przy oznaczeniach x = (1), f(x) = (G((‘)‘)n), g(x) = [° ] mozna przed-

stawi¢ w postaci afinicznego ukladu sterowania
x =f(x)+g(x)u, xeR™ (11.62)

Zalézmy, ze x4(t) oznacza trajektorie zadana, natomiast ug(t) — sterowanie
odpowiadajace tej trajektorii. Przyblizenie liniowe modelu (11.62) wzdluz
trajektorii zadanej jest nieautonomicznym liniowym ukladem sterowania
postaci

£=A(t)E+B(t), (11.63)

gdzie
Alt) = af(’;d(t)) N 0 (Q(Xd(t))ud(t)), B(t) = glxa(t)).
X 0x

Niech macierz ®@(t,s) bedzie rozwigzaniem réwnania rézniczkowego

d
O] =A®(t,s)

przy warunku poczatkowym ®@(s,s) = I,,.
Dla pewnego « > 0 zdefiniujemy macierz*

Hc(s,t) = JteG“(S_T)Q(S,T)B(T)BT(T)(DT(S,T) dr.

S

Jezeli istnieje takie 6 > 0, ze macierz H(t,t+ 0) jest nieosobliwa dla kazdej
chwili t, wéwczas macierz

P.(t) = H ' (t,t + 0)

jest dobrze okreslona.

*Poréwnaj z macierza Grama (4.4).
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Przyjete zalozenia pozwalaja udowodni¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 11.3.8 Jezeli istniejq liczby pt, pM > 0, takie ze

VteR, 0<plz'z<z'P (t)z < pMz'z,
wtedy, dla dowolnej ciagtej v ograniczonej funkcji v : Ry — [%,oo),
1stnieje zalezne od czasu sprzezenie zwrotne postact

u = uy(t) — ()BT (t)Pc(t) (x —xa), (11.64)

ktore zapewnia lokalne Sledzenie trajektorit xq(t) w uktadzie sterowa-
nia (11.62), z btedem zbieznym do zera jednostajnie 1 wyktadniczo, przy
czym predkosé zbieznosct jest wieksza od

20p7 (pM) ' > 0.

Ze wzgledu na to, ze algorytm (11.64) wymaga znajomosci trajektorii za-
danej w przysztosci, uzywa sie modyfikacji tego algorytmu, ktéra polega na
wprowadzeniu macierzy

Pr(t) =H'(t,t - 9),

ktora zalezy wylacznie od wartosci trajektorii zadanej w przeszlosci. Jezeli
jest znana macierz P,(t), algorytm sterowania definiujemy w nastepujacy
sposéb.

Twierdzenie 11.3.9 Jezeli istniejg liczby p™,pM > 0 spelniajgce nie-
réwnosé

VteR, 0<plz'z<z'P.(t)z < pMzlz,

wtedy, dla dowolnej ciggte; v ograniczonej funkcyr v : Ry — [%,oo),
1stnieje zalezne od czasu sprzezenie zwrotne postact

u =uq(t) — y(t)B ()P (t)(x —xq), (11.65)

ktére zapewnia lokalng jednostajng eksponencjalng stabilnosé sledzenia
trajektorii zadanej xq(t) w uktadzie (11.62), z predkosciqg zbieinosct
btedu Sledzenia wiekszg od .

Algorytm §ledzenia Walsha-Tilbury’ego-Sastry’ego-Murraya-Laumonda jest
zlozony obliczeniowo. Nawet w tak prostym przypadku jak model dynamiki
robota Ulisses przy trajektorii zadanej bedacej lukiem okregu, elementy
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macierzy H, maja na tyle skomplikowana postaé, ze obliczenie w postaci
symbolicznej elementéw macierzy P, i wektora sterowania w(t) jest prak-
tycznie niemozliwe. Wada algorytmu jest takze jego lokalna zbiezno§é!. Do
zalet algorytmu Walsha-Tilbury’ego-Sastry’ego-Murraya-Laumonda nalezy
mozliwo§¢ §ledzenia zaréwno wspdlrzednych potozenia, jak i orientacji ro-
bota.

11.3.4 Sterowanie we wspdlrzednych linearyzujacych
Rozwazmy ograniczenia fazowe w postaci Pfaffa
A(q)q=0 (11.66)

okre$lajace kinematyke kotowego robota mobilnego (11.8)
m
q=G(qu=) gilqhu. (11.67)
i=1

Wybierzmy odwzorowanie h: R™ — R™, ktérego macierz Jacobiego %(q)
ma rzad m i uzupelnijmy je odwzorowaniem k : R* — R! spetniajacym
warunek

oh
rank [gg](q) =.
oq
Przy takim wyborze przeksztalcenie
e (&) _ (M@
E=e0l(q) = <£z> = (k(q) (11.68)

jest lokalnym dyfeomorfizmem przestrzeni stanu. Z powoddw, ktére stana
sie jasne nieco pdzniej, nowe wspélrzedne & bedziemy nazywaé lineary-
zujgecymi. We wspoélrzednych linearyzujacych ograniczenia fazowe (11.66)
przyjma postaé

A(E)E =0. (11.69)

W celu wyznaczenia macierzy A (£) zastosujemy nastepujace rozumowanie.
Biorac pod uwage zaleznosé (11.68), formutle (11.69) mozemy przepisaé jako

o
a,‘:] q=0.
oq

Ale(q))

'Symulacje pokazuja, ze przy duzym bledzie poczatkowym algorytm nie zapewnia
zbieznosci do trajektorii zadanej.
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Wobec zaleznosci (11.66), musi istnie¢ macierz M(q), taka ze

oh
Ale(q) || =M(q)A(q). (21.70)

aq

Poniewaz A(q)G(q) = 0, po pomnozeniu obu stron réwnosci (11.70) pra-
wostronnie przez G(q) otrzymujemy

=0. (11.71)

Zauwazmy, ze macierz g—];G(q) jest nieosobliwa. Podzielimy teraz macierz A
na bloki A; i A, rozmiaréw | x m oraz 1l x 1. Lokalnie* A, jest rzedu L
Zaleznosé (11.71) pozwala wyliczy¢ macierz A; jako

1
Ammmnz—ﬂxmmDSEGMW§zem9,

skad wynika, ze ograniczenia fazowe (11.69) mozna przedstawié w postaci

[-HE) n]&=0, (11.72)

z macierzg H(E) = %G (q)—] (g)) (%G ((p‘l (a)))_], za$§ kinematyke (11.67)
jako

£ =L(E, (11.73)

gdzie L(§) = H&J, v € R™. Zmiana uktadu wspélrzednych & = @(q)
zalezy jedynie od postaci ograniczen fazowych (wlasnosci geometrycznych),
zatem wspdlrzedne te moga by¢ uzywane pomimo nieznajomogci paramet-
réow dynamiki. Réwnania dynamiki robota mobilnego we wspélrzednych &,
podlegajacego wigzom (11.72) zapiszemy zgodnie z Zasada d’Alemberta

i ~HT(£)
Q(EE+C(E,8)E+D(E) =B(Eu+ I A, (11.74)

A € Rl Standardowa procedura eliminacji wektora mnoznikéw Lagrange’a

*Przy analitycznej zaleznosci A(q) — prawie wszedzie.
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oraz wykorzystanie réwnosci

£= [ I }\)—i— 9 v
~ [H(&) H(E)
prowadzi do réwnan dynamiki postaci
JIEEW + C(E,vlv+D(E) =B(&u, (11.75)

w ktérych I = LT(E)Q(E)L(E), B(f.) = LT(&)B(&), D(&) = LT(§)D(8),
CE,v) = (E,)( (&, L(EWVIL(E) + Q(& ) Ostatecznie, z polgczenia
wyrazed (11.73) i (11.75), otrzymuJemy réwnania kinematyki i dynamiki
robota mobilnego we wspéirzednych linearyzujacych &

£l —vy (11.76)
J(€W +C(E,viv+D(E) =B(E)u (11.77)
&2 =H(&)v. (11.78)

Nietrudno zauwazy¢, ze macierze H(&) i B(§) sa zalezne jedynie od para-
metréw geometrycznych robota mobilnego. Zalezno$é¢ od parametréw dy-
namiki macierzy inercji J(§), macierzy C(§,v) i wektora D(&) moze by¢
przedstawiona w nastepujacej postaci:

_IO +le

qawzcaaw+§:q@wwl

i=1
P

D(§) =Do(§) + ) Di(£)6;
i=1

Parametry 0;, i =1,2,...,p, wystepujace w powyzszych zaleznosciach na-
zywamy barycentrycznyms.

Nietrudno wykazaé, ze macierz j(E,) —2C(&,v) jest sko$nie symetryczna
na trajektoriach uktadu (11.76)—(11.78). Macierze H(E), J(&), D(&) iB(&) sa
ograniczone (klasy B), a macierz C(&,v) speiia warunek ||C(&,v)|| < C|v|].
Wynika stad, ze model dynamiki kolowego robota mobilnego we wspdlrzed-
nych linearyzujacych (11.76)—(11.77) ma podobne wiasnosci strukturalne
do modelu dynamiki manipulatora (uktadu holonomicznego) o m stopniach
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swobody!. Réznica polega jednak na tym, ze model dynamiki robota mo-
bilnego zawiera dodatkowo podsystem opisany réwnaniem (11.78).

Zostalo udowodnione, ze dla kazdego z pieciu podstawowych typdéw ro-
botéw mobilnych (zobacz twierdzenie 11.2.1) mozna skonstruowaé wyjscia
linearyzujace w taki sposéb, aby sktadowe wektora &' byly nowymi wspét-
rzednymi polozenia lokalnego uktadu odniesienia umieszczonego na nadwo-
ziu robota, natomiast sktadowe wektora &2 opisywaty orientacje robota, katy
obrotu kot oraz katy orientacji k6t w lokalnym ukladzie odniesienia.

Przykiad 11.3.3 (Robot mobilny Ulisses)
Dla robota mobilnego Ulisses proponujemy nastepujaca definicje wspdirze-
dnych linearyzujacych &' i &2

1 x —esin® &N 2 0
E. = y+eCOSG = E,]Z ) E» = (b] ) e#ox (1179)

i obliczamy macierz
1
e
— | 1 1 1 Lo
H(E) = | lsin0+ Lcos® —lcos®+ Lsind|-

1 o ! 1
Ts1n6+acos6

T

—%cosG sin O

cos@+§sin6

Jak latwo zauwazy¢, macierz H(E) jest ograniczona. Skiadowe wektora &'
opisuja nowe polozenie lokalnego ukladu odniesienia, natomiast skladowe
wektora £ — orientacje robota i katy obrotu két. Energia kinetyczna robota
mobilnego we wspéirzednych &

. 1 . 1 . ..
EclE,8) = 5 (L + 2mil2) 0% + 5 (m + 2my) (aﬁ 4 2£110e cos 0+

+&%, + 2&:1,0esin 0 + ezez) + ilk (dﬁ + (b%),

gdzie
m — masa nadwozia robota,
[, — moment bezwladnosci nadwozia robota wzgledem osi Z
uktadu X;Yq2Zy,
my — masa kotla,

tZobacz podrozdzial 5.2.
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Ix — moment bezwladnosci kola wzgledem osi X odpowiednie-
go ukladu lokalnego,

m + 2my — masa catkowita robota,

I, + 2m1? — calkowity moment bezwladnosci robota.

Przy wyborze parametréw barycentrycznych 07 = Iy, 0, = m + 2my, 03 =
I, + 2my 1%, macierze J(£), C(&,v) i B(£) mozna przedstawi¢ jako:
J(&) = X1 Ti(&)es,
C&v) =31, CilE, V)8,
B(E) — %sin9+ écose —%sin9+ écosG
1 1. 1 1 '
—ycos0+ -sin® L cosO+ _:sin0
przy oznaczeniach

. 2 } 2
<51n29+é—2c0529>%2 sin O cos 0 é—2—1 T%

Ji(&) = )
sin © cos © (5 — 1) r% <cos2 0+ 5 sin? 6) %2
12(E)— sin’0 —sin0Ocoso J3(E)= e]—zcosze e]—zsinecose
257 gin0cos®  cost | e]—zsinecose e]—zsinze
—er% sin O cos 0 (1 — 5) —e% (sin2 0+ é—i cos? 6) |
vicosO +vysin 0 v cos 0 + v, 8in 6
CllEv) — (V1 2 2 ) (V1 z2 )’
er% (cos2 0+ é—z sin? 9) —ﬁ sin O cos O (—1 + (127)
(vicosO +vysin0) (vicosO + vy sin0) |
—% sin 0 cos 0 —21—6 (sin2 0 — cos? 0)
(vicosO + v, sin 0) (vicos O + v, sin 0)
CZ(&)V) = )
—21—6 (sin2 0 — cos? 0) % sin 0 cos 0
(vicosO + v, sin 0) (vicos O + v, sin 0)
;—SSinﬁcose —;—3 cos? 0
0 in 0 0 in 0
Cy(Ev) = (vicos© +v,sin 0) (vicos© +v;sin0) '
;—SSinZG —;—3 sin 6 cos O
(vicos 0+ v;ysin0) (vicos 0 + vy sin0)

Latwo sprawdzi¢, ze w modelu dynamiki kolowego robota mobilnego Ulis-
ses macierze J(&), C(&,v) i B(&) sa ograniczone ze wzgledu na &, a norma

macierzy C(&,v) jest ograniczona przez liniowa funkcje normy ||v|| .
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Celem naszych dalszych rozwazan bedzie nastepujace zadanie sterowania
uktadu (11.76)—(11.78):

Majac dana trajektorie £ (t), klasy C?, znalezé sterowanie u(t),
takie ze w ukladzie (11.76)—(11.78) blad $ledzenia trajektorii po-
lozenia e(t) = &'(t) — ’c',(]i(t) dazy do 0 przy t — +oo, a pred-
kosé £2(t) jest ograniczona (wszedzie lub prawie wszedzie).

Zalézmy, ze sktadowe wektora &' (t) opisuja polozenie lokalnego ukladu od-
niesienia zwigzanego z poruszajacym sie robotem, natomiast wektor £%(t)
sklada sie ze wspodlrzednych opisujacych orientacje robota, katy obrotu két
oraz orientacje k6t wzgledem lokalnego uktadu odniesienia. Tym sposobem
rozpatrywane zadanie sterowania sprowadza sie do wymagania $ledzenia
polozenia robota we wspéirzednych &'(t), natomiast ograniczonosé wekto-
ra £2(t) zapewni ograniczono$§¢ predkosci zmian orientacji robota i predkosci
obrotu két. Zauwazmy, e jezeli macierz sterowan B(£) w wyrazeniu (11.74)
jest pelnego rzedu, to macierz B(§) w uktadzie (11.76)—(11.78) jest nieoso-
bliwa. W takiej sytuacji i przy zalozeniu, ze parametry barycentryczne
ukladu (11.77) sa znane, zastosowanie sprzezenia zwrotnego

u(£,v,w) =B () (J(E}w + C(E,v)v + D(£)), (11.80)

w ktérym w € R™ oznacza nowy wektor sterowan, pozwala na linearyzacje
podsystemu (11.76)—(11.77)

g =v
v=w (11.81)
& =H(E)v

Wiasno§¢ ta ttumaczy nazwe wspdirzedne linearyzujgce. Jezeli &} (1) € C?,
to wybierajac sterowanie w w postaci regulatora PD z korekcja

w zézi—lhé—koe, (11.82)

gdziee = &! —811, z diagonalnymi, dodatnio okreslonymi macierzami wzmoc-
nien Ry, Ry, uzyskujemy eksponencjalng stabilno§¢ biedu §ledzenia e oraz
jego pochodnej é. Dalsza analiza zachowania ukiadu (11.81) ze sterowa-
niem (11.82) pozwala wykaza¢ nastepujacy rezultat.
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a) b)
| &2 |
0.8 0.8
0.6 0.6
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0.2 02
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Rysunek 11.7 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy $ledzeniu zadanej tra-
jektorii polozenia (11.60) we wspdlrzednych linearyzujacych.

a)
&2

&

-1 0 1

Rysunek 11.8 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy Sledzeniu zadanej tra-
jektorii polozenia (11.61) we wspdlrzednych linearyzujacych.

Twierdzenie 11.3.10 Zatéimy, Ze predkosci zadane ?.,31(-) € B ¢ z2e ma-
cierz H(E) w uktadzie (11.81) jest ogramiczona. Wowczas, predko-
$ci &2 (t) w uktadzie (11.81) ze sterowaniem (11.82) sqg ogramiczome,
£2(.) € B, oraz istniejq liczby a,b, takie ze wspéirzedne ||E%(t)]| < a+bt.

Przyklad 11.3.4 (Robot mobilny Ulisses)

Algorytm sterowania przy uzyciu wyjéé linearyzujacych zastosowaliS§my do
robota Ulisses. Przykiadowe wyniki badan symulacyjnych przedstawiliSmy
na rysunkach 11.7 i 11.8. Macierze wzmocnien wybraliSmy réwne Ry =
R; = diag{5}. Przedmiotem badain bylo zachowanie robota mobilnego przy
réznych zadanych trajektoriach polozenia i stanach poczatkowych. Symu-
lacje potwierdzily eksponencjalna zbieznoéé bledu $ledzenia e oraz ograni-
czono$¢ orientacji 0(t) robota mobilnego. [ |
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11.3.5 Sterowanie adaptacyjne we wspolrzednych linearyzu-
jacych

Algorytmy sterowania kolowych robotéw mobilnych opisane w poprzed-
nich podrozdzialach wykorzystywaly pelna znajomo$¢ modeli kinematyki
i dynamiki. Obecnie zalozymy, ze parametry barycentryczne modelu dyna-
miki (11.76)—(11.78) sa nieznane i rozwazymy nastepujace zadanie sterowa-
nia adaptacyjnego.

Znalez¢ prawo sterowania i algorytm estymacji parametréow dy-
namiki, ktére w ukladzie opisanym réwnaniami (11.76)—(11.78)
zapewniaja $ledzenie trajektorii zadanej E.]i(t) i ograniczono$é
predkosci £2(1).

Z uwagi na podobienistwo strukturalne ukiadu sterowania (11.76)—(11.77)
do modelu dynamiki robota manipulacyjnego mozemy przypuszczaé, ze
niektdre sposréd algorytmdéw sterowania adaptacyjnego robotéw manipula-
cyjnych przedstawionych w rozdziale 6.2 dostarczg poprawnego rozwigzania
adaptacyjnego zadania sterowania koltowych robotéw mobilnych. Okazuje
sie, ze tak jest istocie, prawdziwy bowiem jest nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 11.3.11 Niech trajektoria zadana 5-11( ) € C? i niech ma-
cierz H(&) w uktadzie (11.76)—(11.77) bedzie ograniczona. Wiwczas,
jezeli dla kazdego &% algorytm sterowania adaptacyjnego zastosowany
do uktadu (11.76)—(11.77) zapewnia ograniczonosé i asymptotyczng sta-
bilnosé btedu Sledzenia e = &' — E,zi oraz ograniczono$é¢ e, to predko-
Sci &2 (t) w uktadzie z zamknietq petlg sprzezenia zwrotnego bedq ogra-
niczone (E2(-) € B). Jezeli dodatkowo £21(~) € L; oraz algorytm sterowa-
nia adaptacyjnego zapewnia stabilnos$é eksponencjalng, to wspdirzed-
ne E2(t) bedq ograniczone prawie wszedzie (E%(-) € Loo)*.

Przykiad 11.3.5 (Algorytm Slotine’a-Li dla robota mobilnego)
Zastosujmy do modelu kolowego robota mobilnego we wspélrzednych li-
nearyzujacych klasyczny algorytm sterowania adaptacyjnego Slotine’a-Li,
ktéry zapewnia stabilno§¢ asymptotycznag bledu $ledzenia. Algorytm ten
ma postaé

u=B"(8) (&) + C(5,&") & +D(&) —Kas), (12.83)

*Zobacz dodatek A.2.
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gdzie

pay

JE) =TJo(E) + X0 Ji(E
¢t ) — Col&, fJ) + zi:1 i(a, &8,
D(&) =Do(&) + Y7, Di(£)8;

K4 > 0 — diagonalna macierz wzmocnienia rozmiaru m x m,

0=(04,0,,..., SP)TERP — wektor nieznanych parametréw ba-
rycentrycznych,

0= 61,6,,..., /G\p)Te RP — wektor estymowanych wartosci pa-

rametréw barycentrycznych,
6=06—-6 — btad estymacji,
e=E' —&] € R™ — blad $ledzenia,

E,l = E,li - Ae — predkos§é¢ zmian sygnalu odniesienia,
s=§& — E,l =eé+ Ae € R™ — zmienna §lizgu,
A =A" >0 — macierz rozmiaru m x m.

Parametry barycentryczne sa estymowane stosownie do zaleznosci
6=—TV'(g,£,&,8)s, (11.84)

w ktdrej i-ta kolumna macierzy Y(E,, g , &1,&1), i=1,2,...,p jest zdefinio-
wana jako
Y(E & ELE]) = Ji(B)E +Ci(& &) £l + Dy®),

a I" jest macierza wzmocnienia algorytmu estymacji, rozmiaru p X p, syme-

tryczna i dodatnio okreslona. Réwnania uktadu (11.76)—(11.77) z zamkniegta

petla sprzezenia zwrotnego mozemy przedstawié w postaci

](e + &, £.2> $ = Y(e +Es—Ae+ELLENEL —Ae &l —As + /\ze) 0+
—C<e +£11,s —Ae +£]1,E,2> s —Kgs

e=s—Ae (11.85)

A

0= —I‘*1YT<e +ELs—Ae+ &L ELEL —Ae &l —As+ /\ze) s
£ —H(e+£), £ (s — Ae + E)).

Do badania stabilno$ci nieautonomicznego ukiladu dynamicznego (11.85)
wykorzystamy funkcje Lapunowa

1.1

V(t,e,s,£2,§> - %sTj(e +ELEY) s+ S6'r8. (11.86)
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Rysunek 11.9 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-
mu Slotine’a-Li do §ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.60) we wspéirzednych
linearyzujacych.

Réwnania ukladu w zamknietej petli sprzezenia zwrotnego i wlasnosé sko-
$nej symetrii macierzy J—2C pozwalaja wyrazi¢ pochodna funkcji Lapunowa
wzdluz trajektorii uktadu (11.85) w postaci

V(t,e,s,i,z,é) =—s'Kgs <O0. (11.87)

Warunek (11.87) gwarantuje ograniczono§¢ zmiennych s i 6, a w konsekwen-
cji e i é. Co wiecej, na mocy twierdzenia La Salle’a-Yoshizawy' s(t) — 0,
przy t — +o0, co ostatecznie pozwala wyciggnaé wniosek, ze
lim e(t) =0.
t—+o0
Wreszcie, na podstawie ostatniego z réwnan ukladu (11.85) wyciggamy
wniosek, ze ograniczono$¢ macierzy H(&) oraz predkosci e i £,1d zapewnia
ograniczonos$é¢ predkosci &2. [ |

Przykiad 11.3.6 (Robot mobilny Ulisses)

Algorytm sterowania adaptacyjnego Slotine’a-Li zastosowali§my do modelu
kolowego robota mobilnego Ulisses. Przedmiotem badan symulacyjnych
bylo zachowanie robota przy Sledzeniu dwéch trajektorii zadanych réwna-
niami (11.60), (11.61). Przyktadowe wyniki symulacji prezentujemy na ry-
sunkach 11.91 11.10. Wyniki badan potwierdzaja asymptotyczna zbieznosé
bledu $ledzenia e. Sledzenie zadanej trajektorii odbywa sie przy ograniczo-
nej predkosci zmian orientacji robota. |

tZobacz dodatek B.2.
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Rysunek 11.10 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-
mu Slotine’a-Li do $ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.61) we wspdirzednych
linearyzujacych.

11.3.6 Uniwersalny adaptacyjny A-$ledzacy algorytm stero-
wania

Przyjmiemy obecnie zalozenie, ze model dynamiki kotowego robota mobil-
nego (11.77) jest catkowicie nieznany. Jak wiadomo, w tego typu sytuacjach
znajduja zastosowanie uklady sterowania zapewniajace A-§ledzenie trajek-
torii zadanej*. Dlatego w niniejszym podrozdziale rozwazymy mozliwo§é
wykorzystania algorytmu A-$ledzenia do rozwigzania zadania $ledzenia tra-
jektorii zadanej dla kotowych robotéw mobilnych. Naszym celem bedzie
rozwiazanie nastepujacego zadania sterowania:

Znale7¢ prawo sterowania w uktadzie sterowania (11.76)-(11.78),
ktére zapewnia $ledzenie trajektorii zadanej E,ll(t) z btedem nie
wigkszym niz ustalona warto§¢ A > 0 i gwarantuje ograniczonosé
predkosci £2(t).

Mozliwo§é rozwigzania tego zadania za posrednictwem algorytmu A-§ledze-
nia wynika z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 11.3.12 Niech £,Zi(t) oznacza trajektorie zadang robota
mobilnego, takq ze E,}i(t), f,zi(t) ié‘]i(t) sg ciggte 1 ograniczone. Wybierz-
my pewng liczbe A > 0. Jezels do uktadu (11.76)—(11.77) zastosujemy
algorytm sterowania

u(t) = —B ' (E)k(VE(t), (11.88)

*Zobacz podrozdzial 6.3.3.
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gdzie E(t) = Prei(t) + Prey(t), P1, Py > 0 oraz ei(t) = E(t) — EL(1),
ex(t) =§&'(t)— E,zi(t), wraz z requtq adaptacyt wzmocnienia K(t)

(IRl =A)E]l,  sezels [E] > A,

11.8
0, jeseli [E[ <A, MY

k=d\(E)|E|| = {

dla k(0) > 0 2 dowolnego stanu poczgtkowego &(0) € R™, to wdwczas
trajektoria (e1(t),ex(t), k(t)) uktadu z zamknigtq petle sprzezenia zwrot-
nego, opisanego réwnaniamsi
J(&)és = —C(&,v)e; — kPreq(t) — kPrez(t)+

- oy o
b e, J(E)E} — C(E,v)E} ~D(&)
k = dA(E)|[E]|

E2 = H(E) (2 + ),

(11.90)

posiada nastepujgce wtasnosc:
1. E(t) = (Prer(t) + Paex(t)) — Ba(0), gdy t — +oo, gdzie BA(0) jest
kulg domknietqg o Srodku w punkcie 0 1 promieniu A,
2. limg o0 k(t) < o0,
3. E2() €B,

o ile tylko jest spetnione zatozenie e;(-) € B.

Twierdzenie 11.3.12 pozwala na sformulowanie wniosku, ze jezeli wzmocnie-
nia w petli sprzezenia zwrotnego sa adaptowane zgodnie z regula (11.8g), to
wzmocnienia te i predkosci &2(t) sa ograniczone w czasie trwania regulacji,
a blad §ledzenia E(t) dazy do kuli o zadanym promieniu A.

Przykiad 11.3.7 (Robot mobilny Ulisses)

Przykladowe zachowanie kolowego robota mobilnego przy zastosowaniu al-
gorytmu A-§ledzenia przedstawiliSmy na rysunkach 11.111 11.12 oraz 11.13
i 11.14. Warto$¢ poczatkowa wzmocnienia k(0) = 2, warto§é parame-
tru A ustaliliSmy na poziomie 0.01. Przeprowadzone badania symulacyjne
potwierdzily przydatno$é uniwersalnego adaptacyjnego A-§ledzacego algo-
rytmu sterowania do rozwiazania zadania $ledzenia trajektorii wspolrze-
dnych linearyzujacych kolowych robotéw mobilnych. |

Algorytm A-§ledzenia nie wymaga znajomosci modelu dynamiki ukladu,
a jedynie modelu jego kinematyki (macierzy H()) oraz macierzy oddziaty-
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a)

&2

& 0 &

0 1 2 0 1 2

Rysunek 11.11 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-
mu A-§ledzenia do §ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.60) we wspéirzednych
linearyzujacych: a) Py =5, P, =2, b) Py =5, P, =10.

a) b)
& v &

&n

Rysunek 11.12 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-
mu A-§ledzenia do §ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.60) we wspéirzednych
linearyzujacych: a) Py =5, P, =2, b) Py =5, P, =10.

a) b)
&2 &2

&

-1 0 1 -1 0 1

Rysunek 11.13 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-
mu A-§ledzenia do §ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.61) we wspéirzednych
linearyzujacych: a) Py =5, P, =2, b) Py =5, P, =10.
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&

-1 0 1 -1 0 1

Rysunek 11.14 Zachowanie robota mobilnego Ulisses przy zastosowaniu algoryt-
mu A-§ledzenia do $ledzenia zadanej trajektorii polozenia (11.61) we wspéirzednych
linearyzujacych: a) Py =5, P, =2, b) Py =5, P, =10.

wan sterujacych B(&) . Zauwazmy, ze mozliwo$¢ wystapienia przeregulowarn
w poczatkowym okresie dziatania sterownika ogranicza mozliwos¢ jego wy-
korzystania w poblizu przeszkdd na scenie robota.

11.4 Komentarze i uwagi bibliograficzne

Dynamiki uktadéw nieholonomicznych dotycza prace [NF71] oraz [VG94].
Réwnania dynamiki ukladu nieholonomicznego wyprowadzone w podroz-
dziale 11.1 sa konsekwencja Zasady d’Alemberta. Alternatywne i nieréw-
nowazne réwnania mozna uzyskaé w ramach tzw. mechaniki wakonomicz-
nej, opartej na Zasadzie Najmniejszego Dziatania Hamiltona [AKN88]. Na
przelomie lat osiemdziesiatych i dziewieldziesiatych pojawilo sie w lite-
raturze wiele prac poswieconych zagadnieniom modelowania i sterowania
kotowych robotéw mobilnych. Na rozwdj teorii sterowania ukiadéw nieho-
lonomicznych znaczacy wplyw miata przelomowa praca Brocketta [Bro81],
w ktdérej wykazano nieprzydatnosé statycznego sprzezenia zwrotnego od sta-
nu do rozwigzania zadania stabilizacji tego typu ukiadéw. Problem mo-
delowania kinematyki pojedynczych kolowych robotéw mobilnych podjeto
w pracach [ANBC91, MP87, Zyl96], natomiast klasyfikacje kinematyki ko-
lowych robotéw mobilnych wprowadzono w pracy [CBAN96]. Z tej pracy
pochodzi twierdzenie 11.2.1. Metode wyznaczania ograniczen fazowych oraz
algorytm wyznaczania modeli kinematyki dla pojedynczych i zlozonych
kotowych robotéw mobilnych zaproponowano w pracy [Hos96a]. W wy-
niku dalszych prac udalo sie dokonaé¢ uogdlnienia metody na przypadek
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kotowych robotéw mobilnych poruszajacych sie¢ po powierzchniach w prze-
strzeni tréjwymiarowej, [FHos98a]. Algorytmy wyznaczania ograniczen fa-
zowych i wyznaczania modeli kinematyki i dynamiki zostaly zaimplemen-
towane w systemie obliczer symbolicznych MATHEMATICA®, [Hos96b,
Hos96a, Hos98b]. Wzmozone zainteresowanie uktadami nieholonomicznymi
zbieglo sie w czasie z okresem intensywnego rozwoju geometrycznej teorii
sterowania, ktéra dostarczyla efektywnych narzedzi do badai nad specy-
ficznymi wiasnosciami tych uktadéw, [BCR90, NS90, CBAN96]. Mozliwosé
stabilizacji uktadéw nieholonomicznych przez zmienne w czasie statyczne
sprzezenie zwrotne od stanu zostala udowodniona przez Corona, [Cor92].
Sposéb projektowania algorytmu stabilizacji dla podklasy bezdryfowych
uktadéw sterowania zaproponowal Pomet w pracy [Pom92], w ktdérej podano
dowod twierdzenia 11.3.7. Prébe eliminacji istotnych wad tego typu algo-
rytméw (generowanie ,,dziwnych” trajektorii oraz staba zbiezno$c¢) podjeto
w pracy [PTBCO2] (sterowanie hybrydowe) oraz w pracy [MM97] (sterowa-
nie niegtadkie). Zastosowanie statycznego i dynamicznego linearyzujacego
sprzezenia zwrotnego do sterowania kolowych robotéw mobilnych zostalto
zaproponowane w pracy [ANCB95b]. Wyprowadzenie warunkéw koniecz-
nych i wystarczajacych linearyzacji afinicznych ukladdéw sterowania przez
statyczne sprzezenie zwrotne, przedstawione przez Jakubczyka i Respondka,
[JR80], nalezy do najbardziej znanych osiagnie¢ polskiej szkoly geometrycz-
nej teorii sterowania. Réwnowazne warunki linearyzacji podali Hunt, Su
i Meyer, [HSM82]. Niezmiennikom réwnowazno$ci przez sprzezenie zwrotne
nieliniowych ukladéw sterowania zostaly poswiecone artykuly Jakubczy-
ka [Jak90] i [Jak98]. Metoda réwnowaznosci Cartana zostata zastosowana
w teorii linearyzacji przez Gardnera [Gar89] i Sluisa, [Slu92]. Warunki wy-
starczajace linearyzacji przez dynamiczne sprzezenie zwrotne, zawierajace
koncepcje wyjé¢ linearyzujacych, przedstawiono w pracy [CLM91]. Na tej
pracy opiera sie sformulowanie zadania linearyzacji dynamicznej przyto-
czone w podrozdziale 11.3.2. Teoria réwnowaznosci dynamicznej i lineary-
zacji dynamicznej, wywodzaca si¢ z idei algebry rézniczkowej, pochodzi od
Fliessa i wspétpracownikéw, [F1i90, F95] (uktady rézniczkowo ptaskie) oraz
Jakubczyka, [Jak92]. W artykule [FLMR99] rozszerzono pojecia réwno-
waznosci dynamicznej do réwnowaznosci orbitalnej, dopuszczajacej rézne
skale czasu w ukladach réwnowaznych, i zdefiniowano tzw. uklady orbi-
talnie ptaskie. Dynamiczna linearyzowalno$é modelu kinematyki zltozonego
kolowego robota mobilnego zostata udowodniona w pracach [R 93] i [CJ94].
Wykorzystanie metody wyjsé linearyzujacych do zadania §ledzenia trajek-
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torii polozenia, przy pelnej znajomosci modelu dynamiki robota mobil-
nego, zostalo oméwione w pracy [ANCB95a], z ktérej pochodzi twierdze-
nie 11.3.10. Badania nad odpornoscia takiego podejscia w przypadku ruchu
z poslizgiem robotéw mobilnych przeprowadzono w pracy [ANCB95b]. Za-
danie stabilizacji kotowych robotéw mobilnych stanowi przedmiot licznych
prac [SAA90, Sam91, CS92, SW93, WTSL94, CNLMO94]. Z pracy [W'92]
pochodza twierdzenia 11.3.8 i 11.3.9. Tematyki adaptacyjnego sterowania
kotowych robotéw mobilnych dotycza prace [CB91, DW97]. Zastosowania
klasycznych algorytméw adaptacyjnych do sterowania kolowym robotem
mobilnym oraz wyniki badan eksperymentalnych zawiera praca [Hen96].
Uogélnienie metody wyj$¢ linearyzujacych na przypadek, w ktérym pa-
rametry modelu dynamiki sa nieznane, mozna znalez¢ w pracach [CH97,
Hos96a], natomiast wykorzystanie uniwersalnego adaptacyjnego uktadu ste-
rowania w przypadku strukturalnej nieznajomogci modelu dynamiki pro-
stych i zlozonych kolowych robotéw mobilnych zaproponowano w refera-
tach [MH97, Maz98b]. Z pracy [CH97] pochodzi twierdzenie 11.3.11 na-
tomiast twierdzenie 11.3.12 udowodniono w [MH97]. Metode A-Sledzenia
wspdlrzednych linearyzujacych zastosowano réwniez z powodzeniem do ro-
botéw mobilnych poruszajacych sie w przestrzeni tréjwymiarowej, [Maz98a,
Maz98c]. Kwestia otwarta pozostaje takie rozszerzenie konstrukcji macie-
rzy P wystepujacej w twierdzeniu 11.2.1, aby dopuszczalo dowolng orien-
tacje lokalnego ukladu odniesienia, a takze swobode wyboru punktu charak-
terystycznego. Zdefiniowanie takiej macierzy umozliwiloby automatyczne
generowanie modeli kolowych robotéw mobilnych w sposéb niezalezny od
polozenia i orientacji lokalnego ukladu odniesienia. Pelnego opracowania
wymaga réwniez zadanie modelowania kinematyki i dynamiki robota mo-
bilnego, ktérego ruch zachodzi z poflizgiem két. Roéwniez w zakresie al-
gorytméw sterowania uwszglednienie poslizgu két robota nalezy do zadan
otwartych.
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Dodatki






Dodatek A

Podstawowe pojecia
matematyczne

Wiele specyficznych poje¢ matematycznych staraliSmy sie wprowadzi¢ na
biezaco, w odpowiednich miejscach ksigzki. Dodatek ma na celu zdefinio-
wanie 1 objaénienie poje¢ podstawowych, ktérych zdefiniowanie w tekscie
mogloby zakl6ci¢ plynnod¢ wywodu. Sa to pojecia z zakresu algebry linio-
wej, analizy matematycznej, teorii ukladéw dynamicznych i teorii sterowa-
nia.

A.1 Algebra liniowa

Niech X, )Y oznaczaja przestrzenie liniowe nad cialem liczb rzeczywistych R
z bazami {eq,...,e,}, {f1,...,fn}. Oznaczmy symbolem A4 : X — Y
przeksztalcenie liniowe przestrzeni X' w przestrzen ). Macierzg A prze-
ksztalcenia liniowego, [Gan88], nazywamy tablice rozmiaru m x n zlozona
z liczb ajy, takich ze

m
Aek = Z a]'kfj.
j=1
Macierz dotqczong macierzy kwadratowej A rozmiaru nxn definiujemy
jako
adjA = [(—1)" det Ayj]", (A.1)
gdzie Ay jest macierza rozmiaru (n — 1) x (n — 1), powstala z macierzy A

przez wykreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny, [HJI86].

401
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Niech A oznacza macierz prostokatng rozmiaru m x n. Zalézmy, ze
istnieje macierz X o n wierszach i m kolumnach, ktdra spelnia nastepujace
warunki, zwane warunkami Moore’a-Penrose’a:

AXA =A, (A.2)
XAX = X, (A.3)
(AX)" = AX, (XA)" =XA. (A.g)

Macierz X nazywamy odwrotnoscig uogélniong macierzy A, jezeli jest
spelniony warunek (A.2). Macierz X jest zwrotng odwrotnodciq uogdl-
niong, jezeli sa spelnione warunki (A.3), (A.4). Macierz X, ktéra spetnia
wszystkie trzy warunki (A.2)—(A.4) nosi nazwe pseudoodwrotnosct macie-
rzy A i bywa oznaczana symbolem A%, [Nak91].

Niech A oznacza macierz kwadratowa rozmiaru n x n. Normg macie-
rzowq nazywamy funkcje || || spetniajaca standardowe aksjomaty normy

1A =0,
Al =0 < A=0,
[cAll =IcllAll,  ceR,
|A + B[ < [|A] + B,
oraz tzw. aksjomat pierscienia
|AB[| < [IA[[|IB]].
Normga macierzowa indukowang przez norme || || w R" nazywamy norme

|A[l = max [|Ax||.
[Ix[|=1

Szczegdlnym przyktadem normy macierzowej indukowanej jest norma wid-
mowa, indukowana przez norme euklidesowa w R". Norma widmowa ma
postaé |A|| = \/Aara, gdzie przez A\ rozumiemy najwieksza wartosé wtasna
symetrycznej macierzy M, [HI86, Kac9g].

Przy badaniu stabilnosci algorytméw sterowania wazna role odgrywa
nastepujace

Twierdzenie A.1.1 (Rayleigha-Ritza, [HI86]) Niech A bedzie symet-
ryczng macierzq kwadratowq. Oznaczmy przez Ax, M najmniejszq
1 najwiekszg warto$é wltasng macierzy A. Wowczas prawdziwa jest
nieréownosé

Aax'x <xTAx < Aax'x.
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A.2 Funkcje i odwzorowania

Funkcja f: R™ — R jest ograniczona, jezeli zbiér wartosci funkcji f(R™)
zawiera sie w pewnym skonczonym przedziale I C R. Funkcje f: R* — R
nazywamy gtadkg, jezeli pochodne czastkowe rzedu k postaci o a?:;-- axik(x)
istniejg i sg ciagle dla dowolnego k. Funkcja f jest analityczna, jezeli
w pewnym otoczeniu kazdego x € R™ mozna ja rozwina¢ w zbiezny sze-
reg Taylora. Odwzorowanie f : R* — R™, f = (f1,...,fn)’ nazywamy,
odpowiednio, ograniczonym, gtadkim lub analitycznym, jezeli wszystkie
funkcje sktadowe f; sa ograniczone, gladkie lub analityczne. Klase ogra-
niczonych odwzorowan R™ w R™ oznaczamy symbolem B(R™, R™), gtadkie
odwzorowania R™ w R™ oznaczamy jako C*(R",R™), dla odwzorowaii ana-
litycznych uzywamy oznaczenia C*(R™,R™). Odwzorowania o skoriczonej
klasie gtadkosci, a wiec takie, ktdrych pochodne czastkowe sa ciagte do pew-
nego rzedu k, bedziemy oznaczaé symbolem C*(R™,R™). Dla odwzorowar
okre§lonych na pewnym przedziale, f : [0, T] — R™ uzywamy, odpowiednio,
oznaczen CK[0,T], C[0,T] oraz C¥[0, T]. Przestrzenie odwzorowan mie-
rzalnych w sensie Lebesgue’a, przedziatu [0, T] w R™, o skoiiczonej normie

£l = (JLIf0par) ", p =1 da (s 6 p)”
p = (Jo IF@IBa) ™, p =1,..., 00, gdaie [F(V]l, = (L] I5(0P) ",
|f(t)]loo = max; |f;(t)| oznaczamy symbolem LR [0, T] lub jako L, [0, T], jezeli
przestrzen wartosci funkcji wynika jasno z kontekstu. Przy p = oo, [|f|loco =
maxicpo,1 ||f(t)||oo. Zauwazmy, ze przestrzen ILZ[0, T] jest przestrzeniq Hil-
berta. Odwzorowanie f : R™ — R™ nosi nazwe lokalnie lipschitzowskie-
go, jezeli dla kazdego punktu w R™ istnieje otoczenie U oraz stata L, taka
e dla x,y € W ||f(x) — f(y)| < L|x—y], [Mau71].

Odwzorowanie ograniczone f € B(R™,R™) bedziemy nazywaé odwzoro-
waniem klasy B, odwzorowanie f € C*(R™, R™) nazywamy odwzorowaniem
klasy C* (dla k = 1,...,00,w). Odwzorowanie f € LX[0, T] zaliczamy do
klasy Ly, k =1,...,00. Zauwazmy, ze odwzorowanie klasy L., jest ograni-
czone prawie wszedzie.

Dla odwzorowania f : R"™ — R" definiujemy odwzorowanie odwro-
tne f~! spelniajace warunek fof ! = f 'of = idgn. Ciagle odwzorowanie f
posiadajace ciagle odwzorowanie odwrotne nazywamy homeomorfizmem.

Macierzq Jacobiego odwzorowania f : R* — R™, f = (f,...,fn)7,
klasy C* (przy k = 1,...,00,w) nazywamy macierz pochodnych czastko-
wych g—i(x) = [%(X)}' Jednym z najwazniejszych twierdzen analizy mate-
matycznej jest twierdzenie o funkcji odwrotnej, [Mau71, AMT78].
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Twierdzenie A.2.1 (o funkcji odwrotnej) Zalézimy, ze macierz Ja-
cobiego odwzorowania f: R™ — R™ klasy C* jest nieosobliwa w punk-
cie xo € R", tzn.

of
k— =1n.
ran i (x0) =n

Istnieje wowczas odwzorowanie
f1:v—u,

odwrotne do f*, klasy C*, okreslone na pewnych otoczeniach V > f(xo)
oraz U > xg, zwane lokalnym dyfeomorfizmem R™ klasy C*. Przy k = oo
dyfeomorfizm nazywamy gtadkim, przy kK = w — analitycznym.

W dowodach stabilnoéci algorytméw sterowania, przy szacowaniu pochod-
nej funkcji Lapunowa wzgledem czasu, czgsto jest przydatne nastepujace
twierdzente o wartosci sredniej, [Mau71l, AMRES].

Twierdzenie A.2.2 (o wartosci $redniej) Dla funkcjt f : R® — R
klasy C' zachodzi wzdr

1 n

> (x —xo-l)aa%(tx+ (1 —t)xo) dt.

i

f(x) — Fxo) = J

04

A.3 Uklady dynamiczne, pola wektorowe, nawiasy
Liego

Powiemy, ze uklad réwnan rézniczkowych
x = X(x), (A.5)

w ktérym X = (X3,...,Xn)", x € R", definiuje uktad dynamiczny w R™,
jezeli krzywe catkowe x(t) ukiladu (A.5) sa okreslone w kazdej chwili cza-
sut € R. Odwzorowanie X okre§lajace uktad dynamiczny nazywamy polem
wektorowym, a przestrzen R™ — przestrzenia stanu ukladu. Zakladamy,
ze pole X jest gladkie, to znaczy X € C*(R™ R"). Kazdy uklad dyna-
miczny definiuje odwzorowanie @(t,x) zwane strumieniem. Ze wzgledu
na formalne podobienstwo do strumienia liniowego ukladu dynamicznego,
bardzo czesto stosowanym oznaczeniem strumienia pola X jest @(t,x) =

*Tzn. takie, ze fof ' =idy oraz f 'ofly =idy.
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exp(tX)(x). Strumien speinia uktad réwnan (A.5), co oznacza, ze d%(p(t,x) =
X(@(t,x)). Dla ustalonego stanu poczatkowego x strumien okrefla krzywa
catkowa (trajektorie) ukladu dynamicznego przechodzaca przez punkt x,
a dla ustalonej chwili czasu t strumien wyznacza wzajemnie jednoznaczne
i gladkie odwzorowanie @ : R" — R", bedace dyfeomorfizmem prze-
strzeni stanu. Podzbiér QO C R"™ nazywamy zbiorem niezmienniczym
uktadu dynamicznego (A.5), jezeli dla kazdego x € Q trajektoria @(t,x) € Q
dla t € R. Najprostszym przykladem zbioru niezmienniczego jest punkt
réwnowagi zdefiniowany réwnaniem X(x) = 0. Punkt réwnowagi ukladu
dynamicznego bywa tez nazywany punktem osobliwym pola X. Punkt,
w ktérym pole wektorowe nie znika, nazywa sie punktem regularnym. Za-
chowanie uktadu dynamicznego w otoczeniu punktéw regularnych opisuje
nastepujace twierdzenie o prostowaniu.

Twierdzenie A.3.1 (o prostowaniu) Niech x € R" oznacza punkt re-
gularny pola X. Wodwczas, istnieje lokalny dyfeomorfizm & = ®(x),
zdefintowany na pewnym otoczeniu punktu X, tak:i ze w nowych wspot-
rzednych pole X =e; € R™.

Uklad dynamiczny postaci (A.5) bywa nazywany autonomicznym (nieza-
leznym od czasu). W przypadku, gdy pole X zalezy w sposéb jawny od
czasu, a wiec gdy

x = X(x,t), (A.6)

uklad dynamiczny nosi nazwe nieautonomicznego. Punkt x; € R™ nazy-
wamy punktem réwnowagi nieautonomicznego ukladu dynamicznego, jezeli
dla kazdego t € R zachodzi X(x¢,t) =0, [Arn75, AA88, AMT78].

Niech beda dane dwa pola wektorowe X,Y € C*°(R",R"). Oznaczmy
symbolem @(x) = @(t,x) strumien uktadu (A.5) (pola X) i zdefiniujmy
nastepujace dziatanie pola X na pole Y

AdyY(x) = (ag’jv) o @u(x). (A7)

Nawiasem Liego pdl X 1Y nazywamy pole wektorowe

X,YI(x) = S AdLY(x)

% (A.8)

t=0

Nietrudno wykazac, ze z formuty (A.8) wynika zaleznosc¢ (2.34), ktéra mozna
uwazal za definicje nawiasu Liego we wspélrzednych. Dla wygody za-
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pisu iterowanych nawiaséw Liego wprowadza si¢ oznaczenie ad%Y =Y o-
raz ad}iH Y = [X, ad;‘( Y]. Pola wektorowe z operacjg nawiasu Liego tworza
tzw. algebre Liego, [AMT78, Gan88, Spi79, Sas99].

Niech bedzie dana gtadka funkcja H(q,p) okreslona w R’", zwana fun-
kcig Hamaltona lub hamiltonianem. Uklad dynamiczny postaci

.  OH . oH
q - %(qﬂ)), P= _a(qap) (A'g)

nazywamy uktadem hamiltonowskim, [AMT78].

Niech bedzie dany gtadki uklad dynamiczny postaci (A.5). Gladka fun-
kcje f: R™ — R nazywamy catkq pierwszq (stala ruchu) uktadu (A.2),
jezeli f jest stala na trajektoriach tego ukladu, tzn.

f(x) = df(x)X(x) = 0.
Nietrudno sprawdzié, ze hamiltonian jest catka pierwsza hamiltonowskiego
ukladu dynamicznego.

A.4 Uklady sterowania

Uktadem sterowania nazywamy obiekt opisany ukladem réwnain réznicz-
kowych
x = f(x,u,t), (A.10)

gdzie x € R", zaleznych od zmiennej u € R™ zwanej sterowaniem. Prze-
strzen R™ nazywa sie przestrzenig stanu ukladu (A.10), za§ odwzorowa-
nia u : R — R™ s3 nazywane funkcjami sterujacymi. Zaklada sie, ze
funkcje sterujace w(-) naleza do pewnej klasy sterowari dopuszczalnych .
Z reguly do klasy U naleza sterowania odcinkami stale. Warunki nakladane
na odwzorowanie f definiujace ukiad sterowania i klase sterowan dopusz-
czalnych powinny zapewniaé istnienie trajektorii uktadu (A.10).Uklad ste-
rowania (A.10) jest nazywany zaleznym od czasu, nieautonomicznym lub
niestacjonarnym. Wazna podklase ukiadéw sterowania stanowia uktady
lintowe zdefiniowane w nastepujacy sposéb

% = A(t)x + B(t)u. (A.11)

Jezeli f nie zalezy jawnie od czasu, uklad sterowania jest niezalezny od
czasu, autonomiczny lub stacjonarny. Mamy wéwczas

x = f(x,u). (A.12)
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Wsréd ukladéw niezaleznych od czasu wyrézniamy podklase afinicznych
ukladéw sterowania

% =Fx)+ GxJu=Fx)+ ) gi(x)u. (A.13)
k=1
Jezeli w ukladzie afinicznym F(x) = 0, a wiec
x=G(xju= Z g (x)Juy, (A.14)
k=1

uzyskujemy uklad liniowy ze wzgledu na sterowanie, zwany ukladem bez-
dryfowym lub polisystemem dynamicznym. Termin polisystem dynami-
czny jest odzwierciedleniem tego, ze przy sterowaniach odcinkami stalych
uktad (A.14) mozna utozsami¢ z rodzing pdl wektorowych gy(x). Uktad
afiniczny, w ktérym pole f(x) = Ax, a pola gk(x) = by = const staje sie
lintowym ukladem sterowania

x = Ax + Bu. (A.15)

Podstawowa wlasnoscia ukladéw sterowania jest sterowalnosé. W teo-
rii sterowania sg znane rézne wlasnosci typu sterowalnosci. Naszym po-
trzebom najbardziej stuza wlasnosci: sterowalnosé, lokalna sterowalnosé
i sterowalnos$¢ w krdtkim czasie. Méwimy, ze uktad sterowania jest ste-
rowalny, jezeli przy pomocy dopuszczalnych funkcji sterujacych i w skos-
czonym czasie z kazdego stanu poczatkowego uktadu mozna osiagnaé kazdy
zadany stan w przestrzeni stanu. Uklad sterowania jest lokalnie sterowalny,
jezeli zbiér standw osiggalnych w skonczonym czasie z kazdego zadanego
stanu x € R" przy uzyciu dopuszczalnych funkcji sterujacych zawiera oto-
czenie tego stanu. Uklad sterowania jest sterowalny w krétkim czasie, gdy
zbidr stanéw mozliwych do osiagniecia z kazdego stanu w dowolnym cza-
sie t > O pokrywa sie z przestrzenia stanu ukladu oraz jest lokalnie stero-
walny w krétkim czasie, gdy zbiér stanéw osiagalnych w dowolnym cza-
sie t > 0 z kazdego stanu zawiera otoczenie tego stanu.

Méwimy, ze uklad sterowania (A.10) ma punkt réwnowagi 0 € R",
jezeli f(0,u,t) = 0 w kazdej chwili t € R. Punkt réwnowagi nazywa sie
stabilizowalnym, jezeli istnieje dopuszczalna funkcja sterujaca u(t), taka
ze punkt réwnowagi 0 nieautonomicznego uktadu dynamicznego

X = f(X, ‘U.('t), t)

jest asymptotycznie stabilny. Rozwiniecie przedstawionych tu koncepcji
mozna znalezé w literaturze [Sus82, 15189, Son90, NS90, Sas99].
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A.5 Zasada Maksimum Pontriagina
Rozwazmy niezalezny od czasu uklad sterowania opisany réwnaniami
x = f(x,u), (A.16)

z wektorem stanu x € R™ i wektorem sterowad w € R™. Niech zadanie
sterowania polega na przeprowadzeniu ukladu (A.16) ze stanu poczatko-
wego Xo do stanu konicowego x; w taki sposéb, by minimalizowaé wskaznik
jakosci i
Tl = | Loxto)ule) e (4.17)

to

Wprowadémy zmienne dotgczone (P, o) € R™™! Py = const, i przy-
porzadkujmy uktadowi (A.16) ze wskaZnikiem (A.17) hamiltonian postaci

H(x)lb)ll)())u) :II)Tf(X,‘LI,) _II)OI—(X)U')- (A18)

W my$l Zasady Maksimum Pontriagina, [PBG60, AF69, VG97], warun-
kiem koniecznym optymalno$ci sterowania u(t) jest przyjmowanie przez ha-
miltonian wartosSci maksymalnej

Hx(t), % (t), bo,u(t)) = max H(x(t), (), bo,u) (A.19)

wzdtuz trajektorii (x(t),P(t)) nieautonomicznego uktadu hamiltonowskiego
opisanego przez réwnania kanoniczne Hamzltona

%= Z‘J(x(t),w(t),xpo,u(t)),
' SH (A.20)
b =~ 2 0x(0), (1), o, u1).

Tréjke funkcji (u(t),x(t),P(t)) spetniajacych warunek (A.19) oraz réwna-
nia (A.20) nazywamy ekstremala zadania sterowania optymalnego. Eks-
tremale odpowiadajaca wartosci o = 0, wzdluz ktérej hamiltonian znika
tozsamosciowo, H(x(t), ¥ (t), Vo, u(t)) = 0, nazywamy osobliwg. Istnienie
ekstremal osobliwych wynika z wiasno$ci ukladu sterowania, nie z postaci
wskaznika jako$ci. Ekstremale nieosobliwe nosza nazwe regularnych. Przy
ich wyznaczaniu mozna zalozy¢, ze zmienna Py = 1.
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A.6 Rownania Eulera-Lagrange’a

Niech bedzie dany gladki lagranzian L (u,,x) = L(ui(x),...,un(x),

ox)
Wix, (X)y ey Wi (X)y vy Unyg (%), 4oy Uy, (X), X1, « o, X ) Zalezny od funkceji
ui(x) oraz ich pochodnych czastkowych iy (x) = %‘;}F (x), 1 = 1,...,n,
j =1,...,m. Zaldzmy, ze V jest pewnym obszarem w R™. Warunkiem

koniecznym ekstremum funkcjonalu
Tu() = JVL(u, o y) dx (4.21)

jest spelnienie nastepujacych réwnarn Eulera-Lagrange’a, [GF79]:

m

0 oL oL
— — =0, i=1,...,n. A.22
j; an auixj aui ’ ’ ( )

W przypadku, gdy funkcje u; zaleza od jednej zmiennej, ui(t) = qi(t),
a zatem lagranzian jest réwny L(q,q,t), réwnania (A.22) przyjmuja kla-
syczna postac

——— — — =0. (A.23)
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Dodatek B

Wybrane twierdzenia
o stabilnosci

B.1 Uklady autonomiczne

Przyjmujemy, ze definicja stabilnoscs, pojecie funkcji Lapunowa oraz sfor-
mutowanie I i II Metody Lapunowa dla autonomicznych ukladéw dyna-
micznych sa Czytelnikowi znane, [Dem?72, SL91, Sas99]. Oprécz metod
Lapunowa, do podstawowych narzedzi do badania stabilnosci ukladéw au-
tonomicznych nalezy Zasada Niezmienniczosct La Salle’a, ktéra moze byé
wypowiedziana w postaci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie B.1.1 (La Salle, [SLO91, Sas99]) Nuech bedzie dany uktad
dynamiczny

% = f(x), (B.1)

x € R", z funkcjg Lapunowa V(x) klasy C', takq Ze

V(x) =dV(x)f(x) < 0.

Definiujemy zbidr

E:{xe]R“‘V(x):O}.

Wéwczas, ograniczone trajektorie uktadu (B.1) dgZq do najwiekszego
zbioru niezmienniczego M C E.
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B.2 Uklady nieautonomiczne

B.2.1 II Metoda Lapunowa

Przed sformulowaniem twierdzenia o stabilnogci wprowadzimy nastepujaca
definicje.

Definicja B.2.1 Funkcja ciqggtay : [0,a) — R, nalezy do klasy K, jesh
jest $cisle rosngca 1 y(0) = 0. Jesli dodatkowo a = oo oraz y(r) — oo
dla v — o0, to funkcja v nalezy do klasy K.

Twierdzenie B.2.1 (IT Metoda Lapunowa, [KKK95]) Niechx =0 be-
dzie punktem réwnowag: gtadkiego uktadu nieautonomicznego®

x = f(x, t). (B.2)

Zdefintugmy kule otwartg D ={x € R"|||x|| <r}. NiechV: DxR — R,
bedzie funkcjg klasy C', takq Ze dla wszystkich t >0, x € D zachodzi

Yi(lxID < Vix, 1) < valllx]),
LAV AV

ENCANNICAL < — :
V=gt 5 et < —vsllx])

Wéwczas punkt réwnowagt x =0 jest:

e jednostajnie stabilny, jesli vi % v2 sq@ funkcjami klasy K na prze-
dziale [0,1) oraz y3(-) > 0 na przedziale [0,71),

jednostajnie asymptotycznie stabilny, jesls v1, v2 © V3 sa funkcjama
klasy K na przedziale [0,71),

eksponencjalnie stabilny, jesli vi(p) = kip® na przedziale [0,1),
przy ki >0, a>0,i=1,2,3,

globalnie jednostajnie stabilny, jesls D = R"™, v1 ¢ v, sq funkcjamz
klasy Koo, a v3(-) 2 0 na Ry,

globalnie jednostajnie asymptotycznie stabilny, jesli D = R™, funk-
cje Y1 1 Y2 sg klasy Ko, a v3 jest funkcjq klasy K na Ry,

*W istocie wystarczy, zeby odwzorowanie f : R™ Xx R — R"™ bylo lokalnie lipschitzow-
skie wzgledem x 1 ciggle wzgledem t.
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e globalnie eksponencjalnie stabilny, jeslz D = R", a vi(p) = kip*
na Ry, ki >0, a>0,1=1,2,3.

B.2.2 Lemat Barbalata

Lemat B.2.1 (Barbalat, [SL91]) Niech f(t) bedzie pewng funkcjq rze-
czywistqg klasy C*. Zalézmy, ze f(t) jest ograniczona od dotu, oraz ze
pochodna f(t) < 0. Wodweczas, jezels druga pochodna f(t) jest ograni-

czona (f(-) € B), to limi_, o f(t) =0.

B.2.3 Twierdzenie La Salle’a-Yoshizawy

Odpowiednikiem Zasady Niezmienniczodci La Salle’a dla uktadéw nieauto-
nomicznych jest nastepujace twierdzenie La Salle’a- Yoshizawy.

Twierdzenie B.2.2 (La Salle-Yoshizawa, [KKK95, 5as99]) Niech x =0
bedzie punktem réwnowagi uktadu nieautonomicznego (B.2). Zatézmy,
Ze V: R" x R — R jest funkcjg klasy C', takg ze dla kazdego cza-
sut>0,xeR"

yillx[) < V(x,t) < va(llx[]),
. 0V oV
- 4 < — <
V=504 5 ft) < W) <0,
gdzie v1, Y2 sq funkcjama klasy Koo, zas W jest funkcjq ciggtq. Wow-
czas, wszystkie trajektorie x(t) uktadu (B.2) sq globalnie ograniczone
1 spetniajq warunek
lim W(x(t)) =0.
t—+4o00
Jesl dodatkowo funkcja W(x) jest dodatnio okreslona, to punkt x =0
jest globalnie jednostajnie asymptotycznie stabilnym punktem réowno-
wagt.

B.2.4 Lemat Wena-Bayarda

Jednym z waznych lokalnych twierdzen uzywanych do dowodzenia stabilno-
Sci algorytméw sterowania jest lemat podany przez Wena i Bayarda.
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Lemat B.2.2 (Wen-Bayard, [\WB88]) Niech bedzie dany nieautonomsi-
czny uktad dynamiczny opisany réwnaniamsi

Xi:fi(X],...,XN,t),

gdzie, dla kazdego i=1,...,N, x; € R" oraz t > 0. Zaktadamy, ze od-
wzorowania iy sq lokalnie lipschitzowskie ze wzgledu na x1,...,xN, jed-
nostajnie wzgledem t na przedziatach ograniczonych, oraz ciggte wzgle-
demt dlat > 0. Niech bedzie dana funkcja V : RMm+mat-4nn) R 3 R
postact

N
V(Xl)---)XN)t):ZXIPU(Xl)--')XN)t)Xj: (B3)
ij=1

taka ze dla kazdego i =1,...,N 1istnieje liczba & > 0, dla ktérej
Ellxill? < Vixr, ..oy xn, 1) (B.4)
oraz

Vixtyooxnt) <= Y foi— 3 vyl | Ik®2,  (Bs)

el jelz;

gdzie oy, vij, ki > 0, I, € Iy € {1,...,N}. Zatézmy, ze w chwili poczg-
tkowej V(x1(0),...,xn(0),0) = Vy. Jesl dla kazdego i € 1y zachodzi

jelz
to dla kazdego
kﬁ;
Vo) 2
}\1 S 0, 043 i
2 v ( £ >
jel

jest spetniona nieréwnosé

V(X1,...,XN,t) g_ZAiHXiHZ; vt > 0.
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Dodatek C

Wybrane dowody stabilnosci
algorytmow sterowania

Ostatni dodatek po§wiecimy przedstawieniu wybranych dowodéw stabilno-
Sci algorytméw sterowania. Dowdd stabilnosci algorytmu Sadegha-Horowi-
tza jest typowym dowodem stabilnosci eksponencjalnej przeprowadzonym
w oparciu o druga metode Lapunowa. Podobny sposéb rozumowania mozna
zastosowa¢ w przypadku algorytmu Slotine’a-Li (w cze$ci dotyczacej zbie-
znosci zmiennej §lizgu) oraz algorytmu uniwersalnego. Dowéd stabilnoéci al-
gorytmu adaptacyjnego Slotine’a-Li pokazuje typowy sposéb projektowania
algorytmu estymacji parametréw w wigkszosci algorytméw adaptacyjnych,
np. w algorytmie adaptacyjnym Bayarda-Wena, algorytmie adaptacyjnym
linearyzacji i adaptacyjnym algorytmie Sadegha-Horowitza.

C.1 Algorytm Sadegha-Horowitza

Dowdéd stabilnosci algorytmu nieadaptacyjnego Sadegha-Horowitza przepro-
wadzimy metoda funkcji Lapunowa, [SH90]. W tym celu rozwazymy model
dynamiki sztywnego robota manipulacyjnego opisanego réwnaniem

Q(q)4 +C(q,9)q +D(q) =u. (Ca)

Zgodnie z algorytmem Sadegha-Horowitza, sterowanie podawane na wejscie
manipulatora ma postaé

u=0Q(q)q, +C(q,q)q, + D(q) —Kgs —Re, (C.2)
gdziee = q—qq, s =q—¢q, = e+ Ae, Ky = K] >0, R=R" >0,

417



418 Wybrane dowody stabilnosci algorytmdéw sterowania

A = AT > 0. Réwnania ukladu z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego
przyjmuja nastepujaca postaé

Q(q)$ +C(q,q)s + Kgs +Re =0

e=—Ae+s (C.3)
q=e+dq.
Jako funkcje Lapunowa wybierzemy
1 1
Vie,s,t) = 2sTQ(q)s + zeTRe. (C.4)

Z dodatniej okre§lonosci macierzy bezwiadnosci Q(q) oraz definicji ma-
cierzy R wynika, ze V > 0. Pochodna V wyliczona wzdluz trajektorii
uktadu (C.3) wynosi

. 1 ..
V=—s"Cs—s"Kqs —s'Re + ZsTQs +e'Re.

Korzystajac z wlasnosci (5.6) oraz z definicji zmiennej §lizgu s otrzymujemy

V = —s"Kgs — e'RAe. (C.5)
Z wtasnos$ci form kwadratowych wiadomo, ze
M, lIsl* < s"Kas < Ak, 8]l (C.6)

skad wynika nieréwnos¢
—s'Kgs < —AKstHZ.
Podobnie, dla drugiego sktadnika w (C.5) mamy oszacowanie
—e'RAe < —Agale]”.
Po wstawieniu obu oszacowail do (C.5) otrzymujemy
V =—s"Kgs —e"RAe <
< Ak 817 = Apallsl® < —oc (lIs1* + [le]|?), (C.7)

gdzie @ = min (AK oM A). Kolejnym krokiem dowodu jest oszacowanie funk-
cji Lapunowa V od géry. Ponownie skorzystamy z wiasnosci (C.6), aby
otrzymac

V==s"Q(q)s + %eTRe <

1 - -
< 5 (Aqllsl® +Awllell?) < B (lisl* + llell*), (C8)
).

gdzie A\ = maxqAq(q) 0raz B = 3 max (Ag,Ar). Ostatecznie uzyskujemy
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pare oszacowan dla funkcji Lapunowa i jej pochodnej
V< B ([Isll* + llel?),
V< —a([s]*+ llell?),

z ktoérych wynika nieréwnosé

a zatem

V(t) < V(0) exp(—gt), (C.10)

co oznacza, ze funkcja Lapunowa V zanika eksponencjalnie do 0. Po ponow-
nym skorzystaniu z wlasnosci form kwadratowych i wzoru (C.10) otrzymu-
jemy oszacowanie funkcji Lapunowa od dotu

IAQHSHZ < =s"Q(q)s + %eTRe =V(t) <V(0) exp(—gt>, (C.11)

w ktérym Aq = ming Aq(q). Z nieréwnosci (C.11) wynika, ze prawdziwe jest
nastepujace oszacowanie

2
o< sl < /2O exp( L3 )
AQ

Podobnie otrzymujemy
2V(0) o
< <y —— -t}
0 < el < 1 5 exp(~351)

tak wiec eksponencjalna zbieznos¢ bledu Sledzenia polozenia e jest zapew-
niona.

C.2 Adaptacyjny algorytm Slotine’a-Li

Dowdéd stabilnodci adaptacyjnego algorytmu Slotine’a-Li przeprowadzimy
w oparciu o Zasade Niezmienniczo$ci La Salle’a*. Rozwazmy model dy-
namiki manipulatora opisany réwnaniem (6.25) z nieznanymi parametrami
zastepczymi

Q(q,0)4 +C(q,4,60)9 +D(q,0) =Y(q,4,94,4)0 =u. (C.12)
*Zobacz dodatek B.2.
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Na wejscie manipulatora podajemy sterowanie (6.40)

u= Q(q,é) g, + c(q, q,é) g, + D(q,é) ~Kgs =
=Y(q,4,4:,G,)0 —Kas, (C.13)

gdziee =q—qq,s =q—q, =e+Ae, Kg =K >0, A =AT > 0. Estyma-
ty 0 nieznanych parametréw zastepczych modelu sa uzyskiwane z réwnania

0(t) = —TY'(q,d, 4y, G,)s, (C.14)

przy czym macierz I jest symetryczna i dodatnio okre§long macierza wzmoc-
nied adaptacyjnych o wymiarze p X p, gdzie p jest liczba nieznanych para-
metréw zastepczych modelu.

Réwnania ukladu z zamknieta petla sterowania sa nastepujace

Q(q)s =+ C(q) Q)S + de = Y(q) q) qr) qr)e
/e\(t = *FYT(q»(.bqr)qr)s

~T\T . . . .
Oznaczmy symbolem x = (eT, N ) trajektorie ukladu zamknietego i wy-
bierzmy nastepujaca funkcje Lapunowa
1

V(x,t) = %STQ(q)s + EéTr—‘é. (C.16)

Policzymy pochodna funkcji Lapunowa wzdluz trajektorii ukiadu z zam-
knieta petla sterowania

V= %STQS —s'Cs —s"Kqs +5'Y(q,4,4,,4,)0 + 6T 6.

Korzystajac z wlasnosci sko§nej symetrii (5.6) oraz z definicji algorytmu

estymacji nieznanych parametréw 8, otrzymujemy wyrazenie na pochodna
funkcji Lapunowa V liczona wzdtuz trajektorii uktadu (C.15)

V =—-s"Kgs = —W(x) <0. (C.17)

Z Zasady Niezmienniczosci La Salle’a wynika, ze trajektorie uktadu (C.15)
daza do maksymalnego zbioru niezmienniczego zawartego w X = {x|s = 0}.
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Poniewaz s = e + Ae — 0, to przy wyborze dodatnio okreslonej macie-
rzy A blad §ledzenia trajektorii e(t) zanika do zera eksponencjalnie. Na
zakonczenie nalezy podkresli¢, ze wybrana funkcja Lapunowa nie gwaran-
tuje zbieznosci estymat parametréw zastepczych do ich wartosci rzeczywi-
stych.
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