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Rozdziat O

Preludium

0.1. Pojecia podstawowe

Zaczniemy od objasnienia kilku podstawowych pojeé z teorii mnogo-
$ci, algebry, topologii i analizy matematycznej, ktére pojawia sie w tych
notatkach. Zaktadamy, ze Czytelnik spotkal sie z jezykiem logiki ma-
tematycznej, operacjami teoriomnogosciowymi na zbiorach, a takze ma
wiadomos$ci z analizy, algebry i rachunku rézniczkowego ujete w progra-
mie ksztalcenia na studiach technicznych (inzynierskich). Oczekujemy,
ze jezeli jakies$ pojecie nie zostalo omodéwione w tych notatkach, Czytelnik
potrafi je znalez¢ w literaturze.

0.1.1. Teoria mnogosci

Zbidr traktujemy jako pojecie pierwotne. Niech X, Y oznaczaja pewne
uniwersa (zbiory), o elementach x,y,z. Podzbiéor R C X x Y nazywamy
dwuargumentowa relacjg. Moéwimy, zZe x jest w relacji R z y, xRy, jezeli
(x,y) € R.

Definicja 0.1.1 Relacje R C X x Y nazywamy funkcjq, jezeli
(xy),(xz) ER =y =12z

Funkcje zapisujemy formula f : X — Y. Zbiér G = {(x,y)|(x,y) € f}
nazywamy wykresem funkcji.

Definicja 0.1.2 Niech bedzie dane uniwersum X. Funkcje
f:xAxX —X
bedziemy nazywaé (dwuargumentowq) operacjq (dzialaniem) w X.

Definicja 0.1.3 Relacje R C X x X nazywamy relacjq réwnowaznosci,
jezeli zachodzq nastepujqce warunki:

— zwrotnosé: xRx,

— symetria: xRy = yRx,
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— przechodniosé: xRy NyRz = xRz.

Kazda relacja rownowaznosci dzieli uniwersum na niepuste i roztaczne
klasy réwnowaznoéci definiowane jako

[x] ={y € XlyRx}.

Podzial ten jest wyczerpujacy, tzn. | J,cx[x] = X, a wiec kazdy element
uniwersum nalezy do pewnej klasy réwnowaznosci. Klasyfikacja elemen-
tdw uniwersum polega na wprowadzeniu relacji rownowaznoéci i scha-
rakteryzowaniu kazdej klasy rownowaznosci za pomoca pewnego ro-
dzaju etykiety, ktdra jest charakterystyczny element tej klasy. Element
ten nazywamy postacig normalna lub, niekiedy, postacia kanoniczna ele-
mentéw z klasy. Zatem, celem klasyfikacji jest wyznaczenie klas réwno-
waznosci i przyporzadkowanie kazdej z nich postaci normalnej. Z uwagi
na efektywnos$é klasyfikacji jest rzecza pozadang, zeby liczba klas by-
ta skonczona. Z drugiej strony, klasyfikacja nie powinna byé trywialna,
na przyklad zaliczajaca wszystkie obiekty uniwersum do jednej klasy.
Lejtmotywem niniejszego cyklu wyktadéw jest klasyfikacja trzech uni-
wersdw matematycznych: funkcji, ukladéw dynamicznych i uktadéw ste-
rowania.

0.1.2. Algebra

Definicja 0.1.4 Niech bedzie dane uniwersum X z operacjq o. Uktad
(X, o) nazywamy grupq, jezeli w X istnieje element neutralny e, taki ze
xoe = eox = x i kazdy element x € X posiada element odwrotny x1lex,
taki ze x ' ox = x ox~! = e. Jezeli operacja grupowa jest przemienna,
x oy = yox, to grupe nazywamy przemienng (komutatywnaq). Jezeli
operacja grupowa jest tqgczna, xo (yoz) = (xoy)oz, to grupe nazywamy
lqcznq (asocjatywnaq,).

Definicja 0.1.5 Jezeli w uniwersum X sq zdefiniowane dwie opera-
cje: o, wzgledem ktérej X jest grupq i druga operacja *, takie ze za-
chodzi wlasnosé rozdzielnosci x x (yoz) = (x xy) o (x x z), a takze
(yoz)*xx = (yx*x)o(zx*xx), to X nazywamy pierscieniem. Jezeli istnie-
je w pierscieniu element 1, taki ze 1 x x = x, fo pierscien nazywamy
pierscieniem z jedynkq.

Definicja 0.1.6 Uniwersum X nazywamy przestrzeniq liniowqg nad
zbiorem liczb rzeczywistych R, jezeli grupa (X, o) jest przemienna i tqcz-
na, i jest okreslone mnozenie elementéw X przez liczby «, 3,1 € R, o
wlasnosciach (x+f)ox = axofx, a(xoy) = axoay, (xfp)ox = x(p ox)
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i 1x = x. Jezeli zamiast R weZmiemy pewien pierscient z jedynkq R, to
X nazywa sie modutem nad tym pierscieniem.

Definicja 0.1.7 Uniwersum X z dwiema operacjami o, x, takie ze (X, o)
jest przestrzeniq liniowg nad R i (X, ) jest pierscieniem, a wprowadzo-
ne operacje spetniajg warunki (xoy)xz= (xxz)o(yx*z) ix*(yoz)=
(x *y) o (x x z), nazywamy algebrq.

0.1.3. Topologia

Pojecie przestrzeni topologicznej wprowadzimy za pomoca rodziny
zbiordw otwartych.

Definicja 0.1.8 Niech X oznacza pewne uniwersum. Topologiq X na-
zywamy rodzine O podzbioréw X, zwanych zbiorami otwartymi, majq-
cych nastepujgce wlasnosci:

— zbidr pusty i cate uniwersum nalezq do O,

— iloczyn dwdch zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym,

— suma dowolnie wielu zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.
Pare (X, 0) nazywamy przestrzeniq topologiczng. Przez otoczenie pun-
ktu x € X rozumiemy dowolny podzbidér otwarty X, ktérego elementem
jest x.

Definicja 0.1.9 Niech bedzie dana funkcja f : X — Y miedzy dwie-
ma przestrzeniami topologicznymi. Funkcje f nazywamy ciqglq, jezeli
przeciwobraz kazdego podzbioru otwartego w Y jest otwarty w X. W je-
zyku ciggéw ciqgtosé oznacza, ze dla kazdego ciggu {x.} elementéw
przestrzeni X zachodzi

lim f(xn) = f< lim xn> .
n—-+o0o n—-+oo

W trakcie wyktadu bedziemy uzywaé charakterystyki topologicznej pew-
nych zbioréw. W tym celu definiujemy.

Definicja 0.1.10 Zbiorem domknietym nazywamy dopetnienie zbioru
otwartego. Wnetrzem int A podzbioru A C X nazywamy najwiekszy
zbidr otwarty zawarty w A. Podzbiér A nazywamy brzegowym, jezeli
ma puste wnetrze. Zbiér A nazywamy nigdziegestym, jezeli jest do-
mkniety i brzegowy. Podzbiér A nazywamy gestym w X, jezeli w kaz-
dym otoczeniu kazdego punktu x € X znajdujq sie punkty A. Prze-
strzen topologiczng nazywamy zupelng, jezeli kazdy ciqg elementéw
tej przestrzeni ma granice w tej przestrzeni.
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0.1.4. Analiza

Podstawowym narzedziem wykorzystywanym w dalszym ciagu wy-
ktadu jest rachunek rézniczkowy. Z tego wzgledu wprowadzimy pojecie
pochodnej. Wygodna do tego scenerig sq przestrzenie Banacha.

Definicja 0.1.11 Przestrzen topologiczng X nazywamy przestrzeniq
Banacha, jezeli jest przestrzeniq liniowq (nad R), unormowang i zu-
pelnqg. Topologia przestrzeni Banacha jest zdefiniowana za pomocq
normy. Jezeli || - || oznacza norme, to ofoczenie o promieniu r punktu x
w przestrzeni Banacha ma postaé

{y € Ay —xll <},
a kule domknietq o srodku w xg i promieniu r definiujemy jako
Br(x0) ={y € Xl |ly —xoll = 1.

Definicja 0.1.12 Niech f: X — Y oznacza przeksztalcenie przestrze-
ni Banacha. Pochodng Frécheta funkcji f w punkcie x nazywamy funk-
cje liniowq Df(x) : X — Y spelniajgcq warunek

f(x +v) = f(x) + Df(x)v + O(v?),

gdzie symbol Landaua O(e?) sktadniki rzedu > 2. Pochodna Gateaux
funkcji f definiujemy nastepujgco

d of(x)
= — f —
as| ., (x + av) I

Df(x)v V.

Pochodng Gateaux mozna efektywnie obliczyé. Jej znaczenie wynika
z faktu, ze jezeli pochodna Gateaux istnieje i jest ciggla, to jest réwna
pochodnej Frécheta.

0.2. Liniowe uklady sterowania

Przez liniowy uklad sterowania bedziemy rozumieé¢ uklad opisany
przy pomocy uktadu liniowych réwnan rézniczkowych

o: x = Ax(t) + Bu(t), (1)

gdzie x € R™ — zmienna stanu, u € R™ — zmienna sterujaca, a A i B sa
odpowiednio, macierzami dynamiki i sterowania rozmiaréw nxmninxm.
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Przestrzenie R™ i R™ nazywamy przestrzenig stanu i przestrzenia stero-
wan. Dla ukladu sterowania zadanie sterowania polega na znalezieniu
takiego sterowania, ktdre zapewni realizacje celu sterowania.

Kazdy uktad liniowy mozemy utozsamié z parg macierzy, ¢ = (A, B),
zatem zbidr ukladdéw liniowych ¥ = RnP4nm, Przy zadanym sterowaniu
u(t) i stanie poczatkowym xg trajektoria ukladu moze byé wyznaczo-
na jako rozwigzanie réwnania rézniczkowego (1). Korzystajac z metody
uzmienniania stalej otrzymujemy

t

x(t) = exg +J e(t=9)IABu(s)ds. 2)
0

Macierzowa funkcja wyktadnicza wystepujaca we wzorze (2) jest zdefi-
niowana jako suma nieskoniczonego szeregu

o0

etA Z (t?')i.

Istnieje kilka sposobdéw wyliczenia tej funkeji bez uciekania sie do su-
mowania nieskoriczonego szeregu.

0.2.1. Sterowalnosé

Podstawowa wlasnoscig uktadu sterowania, jego raison d’etre, jest
mozliwosé osiggniecia kazdego punktu w przestrzeni stanu przez odpo-
wiedni dobér sterowania. Te wlasnos¢ uktadu nazywamy sterowalnoscia.
Scislej méwiae, przyjmujemy nastepujacq definicje sterowalnosci

Definicja 0.2.1 Uklad (1) jest sterowalny, jezeli dla kazdego stanu po-
czqtkowego xq i kazdego stanu docelowego x4 istnieje sterowanie u(t)
iczas T > 0, taki ze

-
x(T) = e xq +J e(T=9)ABy(s)ds = xg4.
0

Poniewaz x( i x4 sqa dowolne, a macierz e'” jest odwracalna, formuta
sterowalnosci oznacza, ze catka

.
I:J e SABu(s)ds (3)
0

przyjmuje wszystkie wartosci w R™. Majac zdefiniowane pojecie stero-
walnoéci pytamy, jak sprawdzi¢, czy dany uktad liniowy jest sterowalny.
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Okazuje sie, ze dla liniowych uktadéw sterowania odpowiedz na to pyta-
nie jest stosunkowo prosta i prowadzi do efektywnych kryteriéw stero-
walnoéci. Przy zadanym stanie x zdefiniujmy sterowanie w nastepujacy
sposodb

u(t) =BTe AT Gy, (4)

gdzie

-
Gt :J e ABBTe M ds
0

nazywa sie macierza Grama uktadu (1). Sterowanie (4) jest dobrze okre-
dlone, pod warunkiem ze macierz Grama jest odwracalna. Nietrudno
sprawdzi¢, ze podstawienie tego sterowania do wzoru (3) daje I = x.
Korzystajac z tych obserwacji formutujemy nastepujacy warunek ko-
nieczny i wystarczajacy sterowalnosci liniowego uktadu sterowania.

Twierdzenie 0.2.1 Uktad (1) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
dla pewnego T > 0 macierz Grama Gt = fg e SABBTe—SA' ds jest od-
wracalna (det Gt # 0). Co wiecej, sterowanie przeprowadzajqce uktad
ze stanu x¢ do stanu xq w czasie T ma postaé

u(t) = BTe*"ATG{1 (e "xa —x0) -

Sprawdzenie warunkéw Twierdzenia 0.2.1 nie jest tatwe, dlatego do efek-
tywnego orzekania sterowalnosci uktadu liniowego uzywamy nastepuja-
cego kryterium Kalmana.

Twierdzenie 0.2.2 Dla uktadu o = (A, B) opisanego wzorem (1) defi-
niujemy macierz Kalmana

Q= B, AB, ..., A" !B]|.

Uktad (1) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy macierz Kalmana
ma rzqd n,
rank Q =n.

0.2.2. Réwnowaznos¢é

Niech bedgq dane dwa uktady liniowe postaci (1) zadane jako

Ax(t) + Bu(t),
FE(t) + Gv(t),

o: X
o' &
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gdzie x, & € R™ u,v € R™. Uklady sterowania bedziemy uwaza¢ za row-
nowazne, jezeli zachodzi wzajemnie jednoznaczna zalezno$¢ ich trajekto-
rii. MOwigc bardziej precyzyjnie, wyrdézniamy dwa rodzaje réwnowazno-
Sci uktaddéw liniowych, S-réwnowaznosé i F-réwnowaznosé, zdefiniowane
w nastepujacy sposoéb.

Definicja 0.2.2 Dwa uktady liniowe sq S-réwnowazne (réwnowazne
w przestrzeni stanuy), tzn.

0'%0', <= u=vi(JP,det P #0)(& =Px, tzn. PA =FP, PB = G).

Definicja 0.2.3 Dwa uktady liniowe sq F-réwnowazne (réwnowazne
przez sprzezenie zwrotne), tzn.

0'%0'/ < (FP,det P #£0, K, Q, det Q #0)(& = Px, u=Kx+ Qv,
tzn. PA + PKB = FP, PBQ = G).

Obie réwnowaznosci saq relacjami rownowaznosci, tzn, sa zwrotne, syme-
tryczne i przechodnie. Latwo zauwazyé, ze S-rOwnowaznos$é jest szcze-
gblnym przypadkiem F-réwnowaznosci przy K = 01 Q = I,,. Zwiazek
miedzy sterowalnoscia a réwnowaznoécia uktadéw opisuje nastepujace

Twierdzenie 0.2.3 Sterowalnosé jest niezmiennikiem réwnowaznosci
uktadéw, tzn. jezeli o =r o’ i 0 jest sterowalny, to réwniez o’ jest stero-
walny. A fortiori, to samo dotyczy S-réwnowaznosci.

0.2.3. Klasyfikacja i postacie normalne
Niech bedzie dany sterowalny liniowy uktad sterowania o jednym
wejsciu
0: x = Ax(t) + bu(t),
gdzie x e R, u e R A € R“Q, b € R™. Pokazemy, ze przy specyficznym
wyborze macierzy P uktad o jest S-rownowazny tzw. uktadowi w postaci

normalnej sterowalnoéci. Poniewaz o jest sterowalny, spetnia kryterium
Kalmana, co oznacza, ze kwadratowa macierz

Q= [b,Ab,...,A“*ib}

jest odwracalna. Wezmy P = Q~!. Szukamy macierzy F, takiej ze PA =
FP, czyli AQ) = RF. Obliczamy

AQ = [Ab, A%,...,A“b] .
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Na mocy Twierdzenia Cayleya-Hamiltona otrzymujemy
A" = —an AT —an pAT2 o,
gdzie a; oznaczaja wspdtczynniki wielomianu charakterystycznego ma-

cierzy A, det(Al,, — A) = 0. Korzystajac z warunku S-réwnowaznosci,
AQ = QF, otrzymujemy réwnanie

n—1
AQ=|Ab A% ... =) aAl|=
i=0
o0 --- —ap
1 0 ... —q
=[b Ab ... A™'b] |, . = QF.
0 0 -+ —apn4

Wektor sterowan g postaci normalnej wyznaczamy z réwnosci Pb = g,
czyli b = Qg, otrzymujac g = (1,0,...,0)T Wykazaliémy w ten sposéb
S-réwnowaznos¢ ukladu o z uktadem w postaci normalnej sterowalnosci

o’ & =TFE(t) + gu(t), (5)

z macierza F i wektorem g

o o0 - —agp 1
10 - —q 0
F=]. . ,g=|.
00 -+ —apn_ 0

Inng posta¢ normalng uktadu o, zwana postacig normalng sterowni-
ka, otrzymujemy w nastepujacy sposdb. Szukamy macierzy F i wektora
g spelniajacych zaleznosci PA = FP i Pb = g, dla pewnej macierzy P.
Niech ponownie ) oznacza macierz Kalmana. Ze sterowalnoéci wynika,
ze macierz ta jest odwracalna, zatem istnieje macierz Q~!. Oznaczmy jej
wiersze symbolami viT, . vTT1 tak zeby
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Na mocy definicji macierz Q) spelnia warunek

vy
T
1 2 1
o 'o= b Ab ... A™'b] =1,
2
skad wynikaja réwnosci
vib=vIAb=--. =v/ A" 2p =0, vV AT b = 1.
Macierz P zdefiniujemy wzorem
i
b vTTtA
V;FLA'nfi
Iloczyn macierzy
vl 00 01
viA 00 --- 1 «
PQ = _ b Ab ... A™'b] = |, e
viAn! 1 = x ok

gdzie gwiazdki oznaczajq elementy, ktérych znajomos$¢ nie jest potrzeb-
na. Jak tatwo zauwazyé, macierz P jest odwracalna, moze wiec definiowad
S-réwnowaznosé. Z formuly réwnowaznosci wynika, ze FP = PA; ko-
rzystajac znéw z Twierdzenia Cayleya-Hamiltona mozna sprawdzi¢, ze
warunek ten spelia macierz

0 1 ... 0
0 o --- 0
F= ,
0
—QaqQp —a¢ ... —QAp—1
gdzie, jak poprzednio, ag, ay,...,an_1 0znaczaja wspotczynniki réwna-
nia charakterystycznego macierzy A. Wektor g = Pb, a zatem g =

(0,0,...,0,1)T. Podsumowujac, pokazaliémy, jak liniowy uk}ad sterowania
o sprowadzi¢ do postaci normalnej sterownika

o’ & =TFE(t) + gu(t),

z macierza F i wektorem g okreslonymi powyzej. Posta¢ normalna ste-
rownika ma zastosowanie przy syntezie sprzezenia zwrotnego, w szcze-
gbélnosci pozwala udowodnié¢ wazne Twierdzenie o rozmieszczaniu bie-
gundéw. Niech ¢ oznacza ukltad liniowy (1).
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Twierdzenie 0.2.4 Jezeli uktad o jest sterowalny, to istnieje sprzezenie
zwrotne u = Kx, takie ze macierz A+ BK ukladu ze sprzezeniem zwrot-
nym ma zadane widmo. Oznacza to, ze dla zadanego zestawu liczb ze-
spolonych A = {A1,Ag,...,An} spetniajgcych warunek A € A = A* € A,
x— sprzezenie liczb zespolonych, zachodzi

sp(A + BK) = A.

Jezeli widmo umiedcimy w lewej pdtplaszczyznie ptaszczyzny liczb zespo-
lonych, to uzyskamy uklad asymptotycznie stabilny. Zadanie stabilizacji
uktadu o polega na znalezieniu takiego sterowania w petli sprzezenia
zwrotnego, zeby trajektorie uktadu zamknietego dazyly do zera. Konse-
kwencja Twierdzenia 0.2.4 jest zatem

Spostrzezenie 0.2.1 Kazdy sterowalny uktad liniowy jest stabilizowal-
ny.

0.3. Twierdzenie Brunowskiego

Pokazalismy, ze uklad liniowy z jednym wejsciem jest S-réwnowazny
postaci normalnej sterownika (F, g). Przedstawione explicite réwnania
uktadu w tej postaci wygladaja nastepujaco

=&

&y =&

énfi :an

En=—ao&y —a&p— - —an_1&n +u

Zastosujmy do tego ukladu sprzezenie zwrotne u = k'& + v, w ktérym
k" = (ag, a, ..., an—_1). W rezultacie, otrzymujemy uktad

& =&
&y = &3

énfi = E.n

En =V

Okazuje sie, ze tego rodzaju posta¢ normalng mozna uzyskaé dla kaz-
dego sterowalnego uktadu liniowego. Postaé ta nazywa sie postacia ka-
noniczng Brunowskiego. Niech o oznacza uklad opisany wzorem (1),
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o n-wymiarowej przestrzeni stanu i m wejsciach sterujacych, z macierza
B rzedu m. Dla uktadu o zdefiniujmy cigg liczb

po = rank B

p1 = rank [B AB] — rank B

pn—1 =rank [BAB...A" !B] — rank [BAB...A"2B]
Na mocy definicji liczby p; maja dwie wtasnosci:

Ppo=m2=pg =p2=>-=ppq =0

Zpizn-

i=0

Mozna pokazaé, ze liczby te sq niezmiennikami sprzezenia zwrotnego,
tzn. uklady F-réwnowazne maja takie same p;. Co wiecej, liczby p; sta-
nowia pely uktad niezmiennikéw sprzezenia zwrotnego, tzn.

0=0" = pi(0) = pi(0’).

OKkazuje sie, ze zamiast n-niezmiennikéw p; wystarczy wzigé m-nie-
zmiennikow Ky, Ko, ..., kK zdefiniowanych w nastepujacy sposob

Ki = #pklpx =1, 1=1,2,...,m.

Symbol # oznacza liczbe elementéw. Liczby k; nazywaja sie wskaznikami
sterowalnodci uktadu o; maja one nastepujace wilasnosci:

Kt 2Ky 2 "+ 2Km2>1

E Ki = n.

i=1

Podobnie jak pji, takze k; stanowig pelny uktad niezmiennikéw sprzeze-
nia zwrotnego. Mamy nastepujace

Twierdzenie 0.3.1 (Brunowski) Niech sterowalny uktad o = (A,B) z
macierzqg B rzedu m, ma wskazniki sterowalnosci k4, Ko, ..., kK. Wow-
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czas, o jest F-réwnowazny ukladowi o’ = (F, G), w postaci kanonicznej
Brunowskiego, z macierzg dynamiki

0 O
0

-|:0 IKifi

|

|

0

0 IK271
0 O

nxn

i macierzq sterowan

_ 0 -
0
1 K1><1
0
0
0 . 0
G = :
1 K2><1
0
0
0 0
L KmX1d nxm

Uktad w postaci kanonicznej Brunowskiego ma strukture m ciggéw cal-
kowan, o dtugosciach ky, kg, ..., K, przedstawiong schematycznie na ry-
sunku 1. Zauwazmy, ze podzbiér B C X przestrzeni ukladéw liniowych
L =Rni+mn obejmuje ,prawie wszystkie” uklady liniowe. Scidlej méwiac,
uklady, ktére nie spelniaja warunkéw Twierdzenia 0.3.1 sg zdefiniowane
przez pewna liczbe réwnan typu det = 0, stanowia zatem tzw. zbiér alge-
braiczny, ztozony z pierwiastkéw wielomiandw zaleznych od elementéw
macierzy A i B. Zbidér algebraiczny jest domkniety i brzegowy (nie za-
wiera zadnego podzbioru otwartego). Jego dopelnienie, ktére sktada sie
z uktaddéw spekniajacych warunki Brunowskiego jest zbiorem otwartym
i gestym w L. Twierdzenie 0.3.1 orzeka zatem, ze zbidr ,prawie wszyst-
kich”, albo ,typowych” ukladdéw liniowych mozna podzieli¢ na skonczona
liczbe klas uktadéw F-réwnowaznych odpowiedniej postaci kanonicznej
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2 J" & J" J" v &y

—:—»— > —— o @ m—— —e-p—

Vo f Exitxo f f v &y

— - e —_——

Vi ! f E'K1+"'+l<m f . f b &kt kg 1

Rysunek 1: Uktad w postaci kanonicznej Brunowskiego

Brunowskiego. Liczba klas jest wyznaczona przez liczbe podziatéw licz-
by n na sume m sktadnikéw catkowitych i > 1 utozonych w kolejnosci
malejacej. Liczba N klas rownowaznosci jest niewielka dla malych n
i m, i szybko rodnie ze wzrostem ni m. Jezelin = km+r, r < m, to
p(r) < N < p(n—m), gdzie p(r) oznacza tzw. liczbe partycji liczby r,
tzn. przedstawien r w postaci sumy dodatnich liczb calkowitych. Istnieje
tablica wartoéci p(r) dla r < 200, ktérej fragment zamieszczamy ponizej:

r (1123|456 |7 |8]9]10]... 200
p(r) |12 [3|5|7[11[15]22 |30 |42 |...| 3972999029388

Twierdzenie o postaciach kanonicznych Brunowskiego nalezy do najtad-
niejszych i najgtebszych wynikow liniowej teorii sterowania.

0.4. Koncepcja wyktadu

Wyktad ma na celu zaznajomienie Stuchacza z wybranymi pojeciami
i metodami matematycznymi stosowanymi we wspdtczesnej automaty-
ce i robotyce. Koncepcja wyktadu polega na przedstawieniu klasyfikacji
trzech rodzajéw obiektdéw matematycznych: funkcji, uktadéw dynamicz-
nych i uktadéw sterowania. Niedoscignionym wzorem takiej klasyfikacji
jest przedstawione w poprzednim rozdziale twierdzenie o postaciach ka-
nonicznych Brunowskiego. Przy realizacji koncepcji wyktadu zostanag
przedstawione i wykorzystane tzw. trzy filary analizy nielinowej, czyli
— Twierdzenie o Funkcji Odwrotnej,
— Twierdzenie o Istnieniu i Jednoznacznoéci rozwigzania uktadu réw-
nan rézniczkowych,
— Twierdzenie Frobeniusa o dystrybucjach.
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0.5. Dowody

0.5.1. Twierdzenie o rozmieszczaniu biegunow

Dowdd Twierdzenia 0.2.4 jest przyktadem zastosowania postaci nor-
malnych ukladéw liniowych. Przedstawimy go w przypadku uktadu (A, b)
z jednym wejéciem, postaci x = Ax(t) + bu(t).

Dowéd: Jak pokazaliSmy w rozdziale 0.2.3, ze sterowalnosci uktadu wy-
nika istnienie postaci normalnej sterownika, & = F&(t) + gu(t), takiej
ze

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
F = , g = ,
—ap —aq —0ag ... —Qp_q 1
gdzie liczby {ag, a4, ..., an_1} 0zZnaczaja wspotczynniki réwnania charak-

terystycznego macierzy A. Przypominamy, ze sprowadzalnos¢ uktadu do
postaci sterownika oznacza istnienie macierzy

vI

TTL
P= VTTA ,

v"lr'LAnfi

w ktérej wektor VTTL pochodzi z ostatniego wiersza odwrotnej macierzy
Kalmana Q~1, takiej ze

PA=FP, Pb=gqg.
Poniewaz macierze A i F lgczy relacja podobienistwa, ich wielomiany cha-
rakterystyczne i widma sq identyczne. Niech A = {Ay, A, ..., AL} 0znacza
zadane wartosci wlasne uktadu zamknietego. Utwérzmy wielomian

oty (A) = A=A A=A2) e A=An) = A" +yn g A" v A+ v0. (6)

Dla postaci normalnej sterownika zdefiniujmy dla pewnego sprzezenia
zwrotnego f = (fg, fy,..., Tn_1) macierz

F + gf,
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ktérej wielomian charakterystyczny jest réwny (6). Mamy

0 1 0 0 8
0 0 1 0
F+gf = + ] (fo, fr,eee, fno1) =
0
—ap —ai —ap —Qn1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
fo — Qo f1 — q f2 — Ay ... fn,1 — An—1
0 1 o ... 0
0 0 1 ... 0
—Yo Y1 Y2 .. ~Yn-t

Zauwazmy, ze a; oznaczajg wspodlczynniki réwnania charakterystyczne-
go macierzy A, natomiast y; sq wspélczynnikami réwnania charaktery-
stycznego macierzy uktadu zamknietego. Sprzezenie zwrotne dla ukladu
w postaci normalnej mozemy zdefiniowaé jako f; = a; — vi. Przy takim
wyborze sprzezenia zwrotnego uklad w postaci normalnej ma zadany
wielomian charakterystyczny «. (A). Przechodzimy teraz do ukladu ory-
ginalnego. Zatézmy, ze istnieje sprzezenie zwrotne k = (ko, k4,...,kn_1),
przy ktérym jest spelniona réwnosé

P(A + bk) = (F + gf)P.

Ze wzgledu na to, ze PA = FP, musi by¢ Pbk = gfP, ale poniewaz Pb = g,
powyzsza réwnoéé bedzie speliona, jezeli

k = fP.
Skorzystamy teraz z postaci macierzy P. Otrzymujemy
i
VTTlA T 1
k = (fo,fi...,fn_ﬂ . :Vn(fn_1An7 +"‘+f01n) =
v;l'l A.nfl

=V ((anq — Y )AY 4 (ag— fo)1n> =
- Vl(anflAn_i + -+ aOIn _(YnfiAn_i + - +Y01n)) -
_A'l’l
= V(AN yn gAMb yoln) = —vhay (A).
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Ostatnie réwnosci wynikaja z Twierdzenia Cayleya-Hamiltona. Symbol
oy (A) oznacza wielomian charakterystyczny (6) zdefiniowany przez za-
dane widmo, obliczony dla macierzy A. Wzdr

k = —vTTLocy(A)

okreslajacy sprzezenie zwrotne rozmieszczajgce bieguny w uktadzie (A, b)
nazywa sie formula Ackermanna. |

0.6. Zadania

Zadanie 0.1 Pokazaé, ze macierze podobne majg jednakowe wielomia-
ny charakterystyczne.

Zadanie 0.2 Zbada¢ sterowalno$¢ uktadu liniowego
1 00 1
x=10 0 1|x+ |1|w
1 00 0
Obliczyé et?.
Zadanie 0.3 Zbada¢ sterowalno$¢ i stabilno$¢ uktadu liniowego
X = 10 X + 0 u
10 3 1
Korzystajac z formuty Ackermanna wyznaczyé sprzezenie zwrotne loku-
jace bieguny {—1, —3}.

Zadanie 0.4 Zbada¢ sterowalnos¢ i stabilno$é modelu odwréconego wa-
hadta (o, 8 <0, B,y > 0)

X +

O O OO

0
0
1
0

SO O -
> O R O
o O< O

Wyznaczyé sprzezenie zwrotne lokujgce bieguny {—1,—1, —2, —2}.

Zadanie 0.5 Podaé mozliwe wskazniki sterowalnoéci ukltadéw o wymia-
rach (n,m) = (3,2), (5,2) i (7,2).



Rozdziat 0. Preludium 17

0.7. Odniesienia literaturowe

Objasnienie podstawowych pojeé z dziedziny teorii mnogosci, alge-
bry, topologii i analizy matematycznej mozna znalezé, na przyklad, we
wstepnych rozdziatach monografii [Kol78, Mau71, AMRS3, Sas99]. Geo-
metryczne ujecie teorii liniowych ukladéw sterowania zawiera ksigzka
[Won79]. Klasyczna teoria ukltadéw liniowych jest przedmiotem pod-
recznikow [Kac77] i [Fai98]. Sterowalnosci uktadéw liniowych w ujeciu
przedstawionym w tym rozdziale jest po$wiecony podrozdzial 4.1 mono-
grafii [Lév09]. Postacie kanoniczne Brunowskiego wprowadzono w pra-
cy [Bru68]; mozna takze o nich przeczyta¢ w wymienionej juz ksigzce
[Won79]. Dodatkowe informacje na temat dzialania grupy sprzezenia
zwrotnego na liniowe uklady sterowania zawiera artykut [Tch83]. Twier-
dzenie Cayleya-Hamiltona podano w ksigzce [Ber(05], tam takze mozna
znalez¢ informacje na temat wlasnosci macierzowej funkcji wyktadni-
czej. Formule Ackermanna mozna znalezé w [Fai98]. Okreslenie ,filary
analizy nieliniowej” pochodzi z monografii [AMRS83].

Literatura

[AMRS83] R. Abraham, J. E. Marsden, T. Ratiu, Manifolds, Tensor Analysis,
and Applications. Springer, New York, 1983.

[Ber05]  D. S. Bernstein, Matrix Mathematics. Princeton University Press,
Princeton, 2005.

[Bru68] P. Brunovsky, A classification of linear controllable systems. Kyber-
netika, 6(3):173-188, 1968.

[Fai9s8] F. W. Fairman, Linear Control Theory. Wiley, Chicester, 1998.

[Kac77] T. Kaczorek, Teoria uktadéw regulacji automatycznej. WNT, War-
szawa, 1977.

[Kot78]  W. Kolodziej, Analiza matematyczna. PWN, Warszawa, 1978.

[Lév09] J. Lévine, Analysis and Control of Nonlinear Systems. Springer,
2009.

[Mau71] K. Maurin, Analiza cz. I. PWN, Warszawa, 1971.

[Sas99] S. S. Sastry, Nonlinear Systems. Springer, New York, 1999.

[Tch83] K. Tchoni, On generic properties of linear systems: An overview.
Kybernetika, 19:467-474, 1983.

[Won79] W. M. Wonham, Linear Multivariable Control. Springer, Berlin,
1979.



Rozdziat 1

Funkcje

1.1. Rodzaje funkcji

Zakladamy, ze pojecie przestrzeni wektorowej, definicja funkcji, po-
jecie cigglosci i pojecie rézniczkowalnoéci funkeji sa znane. Bedziemy
rozwaza¢ funkcje (odwzorowania, przeksztalcenia) miedzy rzeczywisty-
mi przestrzeniami wektorowymi

f:R" — R™, y="~(x). (1.1)

Powyzszy zapis oznacza, ze poszczegdlne sktadowe wektora y sq zadane
jako

Y1 = f1(xq,...,xn)

Yo = fo(x1,...,%n)

Ym = fm(Xt,.., Xn)

Domyslnie, obie przestrzenie R™ i R™ bedg wyposazone w euklidesowy

iloczyn skalarny (&,7n) = ETT]. Bedziemy wyrdznia¢ nastepujgce klasy

funkcji:

— CY9(R™,R™) — Klasa funkcji ciggtych,

— CK(R™,R™) — klasa funkcji rézniczkowalnych w sposéb ciggly do rze-
du k wiacznie,

— C%°(R™,R™) - Kklasa funkcji gtadkich,

— C%(R™,R™) - Kklasa funkcji analitycznych.

Zgodnie z tq klasyfikacja, funkcja f € C¥(R™, R™), jezeli w kazdym punk-

cie jej pochodne czastkowe

oP fi (X)

Al i
0%, 0xg> ... OX

sq ciagte dla Zjn:1 ij = p, dla wszystkich p < ki wszystkichi=1,2,..., m.
Przez funkcje gtadka rozumiemy funkcje klasy C* dla kazdego k. Funk-
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cja analityczna jest funkcja gltadka, ktorej kazda skladowa ma szereg
Taylora zbiezny. Dla punktu 0 € R™ oznacza to zbieznosé szeregu

fi(x) = fi(0) + Dfy(0)x + %DQ‘H(O)(X,X) +...+ %Dkfi(O)(X,X...,X) +...,

gdzie symbol D oznacza rézniczkowanie. Pochodng funkcji f : R — R™
bedziemy obliczaé¢ w nastepujacy sposéb. Dla wektora v € R™

Df(x)v = iI(X:o]"(x +ov) = af(x)v
da 0x
Macierz Df(x) nazywamy macierza Jacobiego funkcji f w punkcie x. Na
mocy definicji, wyrdznione przez nas klasy funkcji pozostaja w nastepu-
jacej relacji
C® cCc®cckcch

W dalszym ciagu wykladu bedziemy niekiedy uzywaé¢ funkcji bardziej
ogdlnych niz ciagte, takich jak funkcje kawatkami ciggte lub kawaltkami
state. Zostang one wprowadzone w odpowiednim miejscu. Z definicji
funkcji analitycznej wynika, ze wartosé tej funkcji w otoczeniu pewne-
go punktu, na przyklad zera, jest zdeterminowana przez pochodne tej
funkcji w tym punkcie. Zestaw takich pochodnych nazywa sie dzetem
funkcji. Dzet rzedu k w zerze ma zatem postaé

i%£,(0) = <fi(0),Dfi(0),Dgfi(O),...,Dkfi(O)) .

Jezeli dla kazdej sktadowej funkcji analitycznej okredlonej na R™ dzet
j°f;(0) = 0, to f(x) zeruje si¢ na calej przestrzeni R™. W celu lepszego
zrozumienia réznicy miedzy funkcjami gtadkimi a analitycznymi rozwaz-

my funkcje
0 dla x<0
flx)=9 _1
e x dla x>0

ktérej wykres zostal przedstawiony na rysunku (1.1). Nietrudno spraw-
dzié, ze funkcja ta jest gladka i ze jej dzet j°f(0) = 0. Z drugiej stro-
ny, w zadnym otoczeniu 0 funkcja f(x) nie znika. Oznacza to, ze f(x)
jest przyktadem funkcji gtadkiej, ktéra nie jest analityczna. Oczywistym
przykladem funkcji, ktéra ma skonczony stopien gtadkosci (jest klasy
C!, ale nie C?) jest funkcja

0 dla x<0
f(x) =

x2 dla x>0
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Af (x)

>
X

Rysunek 1.1: Funkcja gtadka, nieanalityczna

1.2. Struktury algebraiczne w zbiorze funkcji

Wezmy dwie funkeje ciagle fy, fo € CO(R™,R™). Funkcje te mozemy
dodawadé i mnozy¢ przez liczby rzeczywiste @ € R

(f1 +fa)(x) = f1(x) + folx), (ofy)(x) = ocfq(x).

Whynika stad, ze funkcje ciggle CO(R™, R™) tworzq przestrzen liniowa nad
zbiorem liczb rzeczywistych R. Jezeli zatlozymy, ze m = 1, wtedy funkcje
ciggte mozemy takze mnozy¢

(f1fo)(x) = f1(x)fa(x).

Przestrzen liniowa z iloczynem nazywa sie algebra, mozemy zatem
powiedzie¢, ze C°(R™, R) stanowi algebre. Jezeli interesuje nas tylko ope-
racja mnozenia, klase CO(R“,R) nazywamy pierscieniem. Oczywiscie,
funkcje gladkie C*°(R™, R) z mnozeniem takze tworza pierscien, Wezmy
teraz funkcje gtadka f € C*°(R™, R™) i funkcje a € C*°(R™,R) . lloczyn

(af)(x) = a(x)f(x)

jest funkcja gladkaq. Oznacza to, ze C*(R™,R™) jest modutem nad pier-
4cieniem funkcji C*(R™, R). Co wiecej, dla funkcji fy,fy € C*®(R™, R™)
mozemy zdefiniowaé¢ mnozenie

[f1, fol(x) = Dfy(x)f1(x) — Dfy(x)fo(x)

zwane nawiasem Liego. Przestrzen liniowa C*®(R™, R™) z nawiasem Liego
nazywa sie algebra Liego. Jest wiec C*°(R™, R™) algebra Liego na zbiorem
liczb rzeczywistych R i jednocze$nie modutem nad pierscieniem funkcji
gtadkich C*(R™, R). Do pojecia nawiasu Liego wrécimy w rozdziale po-
$wieconym polom wektorowym.
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Innego przykladu algebry Liego dostarcza przestrzen funkecji gtad-
kich C*®(R?™,R) z operacjg nawiasu Poissona. Zatézmy, ze x = (q,p).
Woweczas, nawias Poissona

ofi(x) ) 3falx) _ (3fi(x)\" Afa(x)
aq) op (619) oq
Nawias Poissona odgrywa waznga role w mechanice hamiltonowskiej.

Jako ostatni przyklad struktury algebraicznej w zbiorze funkcji zwré-
cimy uwage na funkcje gtadkie jednej zmiennej, C*(R, R). Klasa ta jest
algebra, ktéra jest dodatkowo zamknieta ze wzgledu na rézniczkowanie,
tzn. jezeli f € C®(R,R), to f € C®(R,R). Tego rodzaju algebre nazywamy
algebra rdézniczkowag; traktowana jako algebra funkcji czasu pojawia sie
ona przy analizie rézniczkowo plaskich uktadéw sterowania.

{f1, fo}(q,p) = (

1.3. Twierdzenie o Funkcji Odwrotnej

Dla funkeji ciagtych fy, fa € C°(R™, R™) mozemy zdefiniowaé operacje
zwang kompozycja lub sktadaniem funkcji

(f1 o fo)(x) = f1(fa(x)),

polegajaca na tym, ze funkcje f; obliczamy dla wartosci funkcji fo. Przyj-
mujemy nastepujacq definicje.

Definicja 1.3.1 Funkcja f; jest funkcjg odwrotng do funkcji fo, jezeli
(fy o fo)(x) = x.

Funkeje odwrotng do funkeji f bedziemy oznaczaé¢ symbolem 1. Przy-
ktadami funkcji odwrotnych jednej zmiennej sq e, i Inx, tgx i arctgx,
sinx i arcsiny, itp. Jezeli funkcje 1 i fy sq rézniczkowalne, mamy naste-
pujaca regute rézniczkowania funkcji ztozonej (regute tancuchowa)

D(f1 o fp)(x) = Dfy (fo(x))Dfa(x).

Kwestie istnienia funkcji odwrotnej rozstrzyga nastepujace Twierdzenie
o Funkcji Odwrotnej, zaliczane do filaréw analizy nieliniowej.

Twierdzenie 1.3.1 (O Funkcji Odwrotnej) Rozpatrzmy funkcje f €
CK(R™ R™) dla pewnego k > 1 i niech f(xg) = yo. Zatézmy, ze

rank Df(xg) =n.

Wbéwczas, w pewnym otoczeniu U punktu yo, istnieje funkcja odwrotna
f~1(y), takze klasy CX.
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Z definicji funkcji odwrotnej fof ! (x) = x i z reguly fancuchowej wynika,
ze
Df(f 1 (x))Df 1 (x) = L,
a zatem .
DI () = (DA (X))

Funkcja f € CX(R™,R™) ktéra ma funkcje odwrotng klasy C¥ nazywa
sie dyfeomorfizmem. Jezeli 1 istnieje tylko lokalnie, dyfeomorfizm na-
zywamy lokalnym. Twierdzenie o Funkcji Odwrotnej podaje zatem wa-
runek wystarczajacy na lokalny dyfeomorfizm. Chcemy podkresli¢, ze
nie istnieje warunek konieczny i wystarczajacy na to, zeby funkcja by-
la dyfeomorfizmem. Oznacza to, ze kazdy przypadek wymaga osobnej
analizy.

1.4. Twierdzenie o Funkcji Uwik}lanej

Jedna z konsekwencji Twierdzenia o Funkcji Odwrotnej jest Twier-
dzenie o Funkcji Uwiktanej, ktére brzmi nastepujaco.

Twierdzenie 1.4.1 (O Funkcji Uwiklanej) Niech bedzie dana funk-
cja f € CK(R™ x R™,R™), w = f(x,y), dla pewnego k > 1, taka ze
f(x0,yo) = wo. Zatézmy, ze
rank 9f(x0.y0) =m
ay
Wéwczas, istnieje funkcja y = g(x,w), okreslona w pewnym otoczeniu
(x0, Wp), taka ze
f(x, g(x, w)) = w.

Funkcja g jest takze klasy CK.

Dowdd tego twierdzenia przedstawimy w Dodatku. W celu wyznaczenia
pochodnych funkcji g zastosujemy nastepujace rozumowanie. Poniewaz
f(x, g(x,w)) = w, rézniczkujac obie strony ze wzgledu na x otrzymujemy

of(x, gl w)) | 9f(x, g(xw)) dg(x, w)

= 0’
0x dy 0x

a zatem

oglxw)  [0f(x, glx,w)) 1 af(x, g(x, w))
ox dy ox '
W podobny sposdb wyliczamy

dglxw)  [of(x,glxw))) "
aw‘('ay) '
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1.5. Obliczanie funkcji odwrotnej

W rézinych zadaniach automatyki i robotyki, jak na przyktad od-
wrotnym zadaniu kinematyki, spotykamy sie z koniecznoscig wyliczenia
funkeji odwrotnej. Zatézmy, ze funkcja f € CX(R™,R™) speknia zalozenia
Twierdzenia o Funkcji Odwrotnej, tzn. w kazdym punkcie rank Df(x) =
n. Mamy dany punkt yq4 € R™ i naszym celem jest wyznaczenie punk-
tu xq € R, takiego ze f(xq) = yq. Na ogdét zadanie to rozwigzujemy
numerycznie. Dwa algorytmy jego rozwigzania zostang opisane ponizej.

1.5.1. Algorytm Newtona

Wedhug tego algorytmu, zaczynamy od wyboru punktu startowego
xg € R™. Jezeli wybér okaze si¢ trafny, czyli f(xg) = ygq, algorytm konczy
dziatanie. W przeciwnym wypadku ,deformujemy” punkt xg do réznicz-
kowalnej krzywej x(0) parametryzowanej przy pomocy 0 € R, takiej
ze x(0) = xo. Blad osiggniecia punktu docelowego wzdtuz tej krzywej
wynosi

e(6) = f(x(8)) — ya.

Chcemy wybraé krzywa x(0) w taki sposdb, zeby przy 8 — +oo blad e(0)
malat wzdhuz krzywej x(0) w sposoéb wyktadniczy. W tym celu zazgdamy,
zeby blad spekniat réwnanie rdézniczkowe

e'(6) = —ve(0),

gdzie v > 0 oznacza pewien wspdtczynnik zbieznoéci. Zaldézmy, ze taka
krzywa x(0) istnieje. Po zrdzniczkowaniu réwnania btedu otrzymujemy

e’(0) = Df(x(0))x'(8) = —ye(0).

Dzieki odwracalnosci macierzy Df(x) powyzsze rdéwnanie oznacza, Ze
krzywa x(0) powinna by¢ rozwigzaniem réwnania rézniczkowego

x'(8) = —y (DF(x(0))) " (f(x(6)) —ya),

nazywanego rownaniem Wazewskiego-Dawidenki, z warunkiem poczat-
kowym x(0) = xo. Warto$¢ funkcji odwrotnej xq = f~'(yq4) otrzymujemy
jako granice

xqg = lim x(0).
0 ——+o0

Podany wyzej algorytm nazywa sie Algorytmem Newtona. Jak widaé,
w celu obliczenia wartosci funkcji odwrotnej Algorytmem Newtona nale-
zy rozwiagza¢ w sposdb numeryczny pewne réwnanie rézniczkowe, a na-
stepnie przej$¢ do granicy. W celach obliczeniowych Algorytm Newtona
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czesto przedstawia sie w postaci dyskretnej, na przyktad stosujac schemat
Eulera. Doprowadza to do dyskretnego Algorytmu Newtona, postaci

X1 = xi — Y (DF(xi)) ' (F(xi)) —ya), k=0,1,...

1.5.2. Algorytm Najszybszego Spadku

Alternatywa dla Algorytmu Newtona jest Algorytm Najszybszego Spa-
dku. Zaczynamy od prdéby odgadniecia rozwigzania xp, podobnie jak
w Algorytmie Newtona. Jezeli proba sie nie powiod}a, definiujemy funk-
cje e(x) = f(x) —ygq. Idea algorytmu polega na spowodowaniu ruchu
punktu x € R™ wzdluz pewnej krzywej x(0), w kierunku najszybszego
zmniejszania sie btedu

E(x) = geT (9elx) = glle(I”

Tym kierunkiem jest —grad E(x), a zatem krzywa x(6) powinna spel-
nia¢ réwnanie
x'(0) = —ygrad E(x(0)), vy >0.
Na mocy definicji gradient spetnia zalezno$¢
(grad E(x),v) = DE(x)v,
co pocigga za sobq, Ze

grad E(x) = (De(x))Te(x).

W konsekwencji, po uwzglednieniu wzoru na e(x), krzywa najszybszego
spadku spelnia réwnanie rézniczkowe

x'(0) = —y(DF(x(0)))T (f(x(6)) —ya), x(0) =xo.

Podobnie jak w przypadku Algorytmu Newtona, warto$¢ funkcji odwrot-
nej xq = f~(yq) uzyskujemy jako granice

Xa = lim X(e)
0—+o00

rozwigzania pewnego réwnania rézniczkowego. Wersja dyskretna Algo-
rytmu Najszybszego Spadku ma postaé

X1 = xk — Y(DF(xi)) T (F(xi) —ya), k=01,...

gdzie vy mozna zinterpretowa¢ jako dtugos$¢ kroku algorytmu. Racjonal-
ny sposdb wyboru y polega na minimalizacji funkcji

E(xk11) = E(xx — v grad E(xx)).
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Warunkiem koniecznym dla minimum jest

dE(XkH)

iy —(DE(xx —ygrad E(x«)))" grad E(xi) =

= —grad’ E(xy1)grad E(xy) = 0.

Przy takim doborze wspdtczynnika vy kierunek ruchu w kroku k+1 jest
prostopadty do kierunku ruchu w kroku k.

1.6. Dowody

1.6.1. Twierdzenie o Funkcji Uwiklanej

Dowéd: Twierdzenie o Funkcji Uwiktanej wynika z Twierdzenia o Fun-
keji Odwrotnej w nastepujacy sposdéb. Na podstawie funkgcji f(x,y) defi-
niujemy funkcje F: R™ x R™ — R™ x R™ wzorem

Fxy) = (6 flxy)) = (x, w).

Funkcja F jest klasy C¥. Jej pochodna w punkcie (xq,yo),

I 0
DF(x0,Yo) = | af(xou0) 0f(x0u0) | -
ox oy

jest rzedu n + m na mocy zatozenia rank %&’yo} = m. Do funkgcji F

mozemy zatem zastosowaé Twierdzenie o Funkcji Odwrotnej, z ktérego
wynika istnienie funkcji G(x,w) = (G1(x,w), Go(x,w)), takiej ze

F(G(x,w)) = (G1(x, W), f(G1(x, W), Go(x, W))) = (x, w).
7 zalezno$ci tej otrzymujemy
Gi(x,w) =x oraz f(x, Gyo(x,w)) =w,

a zatem funkcja g(x,w) = Go(x,w) i f(x, g(x,w)) =w. [ |

1.7. Zadania

Zadanie 1.1 Wykaza¢é, ze podane nizej odwzorowania sg lokalnymi dy-
feomorfizmami w otoczeniu punktu O:
a) @:R> — RS,

@(x) = (x3,%2,% —sinxy) T,
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b) ¢ : R* — R%,

@(x) = (x4, X9, —X35IN X4 + X4 COSX4 — X9, X5 COS Xy + X4 5iN XY )T

¢) ¢:R>— RS
@(x) = (x4, sin xg, COS X9 SiN X3, X4, X5 + XZ — X%O)T.

Czy sg to dyfeomorfizmy globalne?

Zadanie 1.2 Pokazaé, ze uklad rownan

X1y —xgyg =0
Xoy1 + X1y =2

definiuje funkcje y = g(x). Obliczy¢ pochodna Dg(x) w punkcie x4 =
X2 =Yt =Yg = 1.

Zadanie 1.3 Dana jest kinematyka manipulatora typu podwdjne waha-
dto:

y1 = Ly cosxq + by cos(xq + xo)

yo = Ly sinxq + Lo sin(xq + xo)

Pokazaé, ze poza konfiguracjami osobliwymi istnieje lokalne rozwigzanie
odwrotnego zadania kinematyki.

Zadanie 1.4 Korzystajac z Twierdzenia o Funkcji Uwiklanej zbada¢ wa-
runki, przy ktérych wartosci wtasne macierzy A, xn sa funkcjg wspot-
czynnikéw réwnania charakterystycznego.

Zadanie 1.5 Zbada¢ istnienie kinematyki i kinematyki odwrotnej me-
chanizmu przedstawionego na rysunku 1.2 i opisanego réwnaniami
)2

{(a1 —y1+14 COSX1)2 + (yg —lsinxq)” = T‘%

(ag +y1 + lpcosxg)? + (Yo — lpsinxg)? = 15

1.8. Odniesienia literaturowe

Dodatkowe wiadomosci na temat funkeji mozna znalezé w mono-
grafii [GG74]. Twierdzenia o Funkcji Odwrotnej i o Funkcji Uwiklanej
w przestrzeni Banacha, z dowodami, zostaty przedstawione w [AMRS3].
Wyklad metod Newtona zawiera ksigzka [Deu04]; ich zastosowanie do
planowania ruchu robotéw mobilnych opisano w pracach [Tch17, DS03].
Réwnanie Wazewskiego-Dawidenki bierze poczatek w pracach [Waz47]
i [Davb3).
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Rysunek 1.2: Mechanizm manipulatora z zadania 1.5
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Funkcje liniowe. ROwnowaznos¢ funkcji

2.1. Funkcje liniowe

Szczegdlng klase funkeji stanowia funkcje liniowe. Przyjmiemy na-
stepujaca definicje.

Definicja 2.1.1 Funkcja f : R™ — R™ nazywa sie funkcjq liniowq, je-
zeli dla kazdej pary punktéw xq,xe € R™ i pary liczb oy, xo € R zachodzi

zwiqzek
floxy + ooxg) = oof(xq) + aof(xa).

Zatdéimy, ze w przestrzeniach R™ i R™ wybraliSmy bazy {eq,eo,...,en}
i{fy,fo,....,fm}. Niechy =f(x), x =Y, eiiy= Z]Tli B;f;. Na mocy

liniowoéci
n n
y="Ff(x)="f (Z Oéiei> = Z if(ei).
i=1 i=t

Niech funkcja f przeksztalca wektory bazowe w nastepujacy sposéb

m
f(ei) = Z a)-ifj.
j=1

Laczac powyzsze obserwacje otrzymujemy zaleznosé

n
Bj = Z ajixq
i1

albo, dla wektoréw o = (a1, &9, ..., an)’ i = (B1, B2, Pm) T,
f=Acx

Macierz A = [aj;] o m wierszach i n kolumnach jest reprezentacjq funk-
cji liniowej f ze wzgledu na przyjete bazy. Przy ustalonych bazach mo-
zemy utozsamiaé¢ funkcje liniowe z ich macierzami. Oczywiscie, funkcje
liniowe sa analityczne.
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2.2. Macierze i normy macierzy

W réznorodnych zastosowaniach nalezy wyznaczyé norme macierzy.
Przypomnijmy, ze dla wektora x € R™ norma jest funkcja o wartosciach
wiekszych lub réwnych zero

I R™ — Ry,
ktéra speknia nastepujgce warunki (x € R, x4,x9 € R™)
X[ =0 <= x=0, [lax|l =lol [Ixll, [Ix1 + xoll < [x1]l + [Ixall.

Ostatni z warunkdw nosi nazwe nieréwnosci tréjkata. Dobrze znang nor-
ma wektora (w istocie jest to cata rodzina norm) jest tzw. p-norma

n 1/p
Ixllp = (Z Ixi|p> , p>1.
im1

W szczegdlnoscei, wyrdzniamy nastepujace p-normy:
— dla p =1, 1-norma wektora x, [Ix[ly = Y i, [xil,
— dla p =2, 2-norma wektora x, [[x|lo = (31, xiz)i/2
— dla p = oo, co-norma wektora x, ||x/|.c = max; |xi]
Poniewaz ||x|ls = (x,x)/2 = (x"x)!/2, 2-norma jest norma euklidesowa.
Mozna pokazaé, ze p-normy spekniajq zaleznos¢ |[x|[y > [[x|lo > ... = [IX[lco-
PrzejdZzmy teraz do normy macierzy. Niech A = [ai;] oznacza macierz
rozmiaru m x n; zbidr takich macierzy bedziemy oznaczaé Mat(m,n).
Norma macierzy powinna spelnia¢ warunki podobne do normy wektora,
tzn. dla « € R i macierzy A4, Ay € Mat(m,n)

Al=0<= A =0, [laAll=Ill[All, [[A1+ Agll < [[A4]] + [|Al].

’

Warunki te definiuja norme macierzy, ale dla macierzy, ktérych roz-
miary pozwalaja na wykonanie operacji mnozenia, na przyktad A4, Ag €
Mat(n, n), wazng role odgrywa dodatkowa wilasnosé pierscienia,

A1 A2l < [[A4][[A2]].

Majac zdefiniowang norme wektora pytamy teraz, jak mozna zdefi-
niowaé norme macierzy. Istniejag dwa sposoby podejécia do tego zagad-
nienia. Po pierwsze, przez wypisanie elementéw macierzy, jeden za dru-
gim wedlug pewnej reguly, mozemy utozsamié macierz A € Mat(m, n)
z wektorem A € R™™ zlozonym z mn elementdw, a nastepnie wykorzy-
sta¢ ktéras z p-norm. Wyrdznimy w tym kontekscie 2-norme

1/2

Al =Y o | = (AT,
i
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zwang norma Frobeniusa. Normy macierzy ,odziedziczone” z normy
wektora na ogdét nie maja wlasnosci pierscienia, jednak norma Frobe-
niusa te wlasnos$¢ ma. Drugi sposéb zdefiniowania normy macierzy pole-
ga na potraktowaniu macierzy jako pewnego rodzaju operatora miedzy
przestrzeniami wektorowymi i przyjeciu interpretacji normy macierzy
jako miary ,wzmocnienia” tego operatora. Powstale w ten sposéb nor-
my nazywamy normami operatorowymi. Definiuje sie je jako najwiekszy
mozliwy do uzyskania stosunek ,amplitudy” obrazu sygnatu x do ,ampli-
tudy” tego sygnalu. Formalnie oznacza to, ze

l|AX|[Rm
IAll = sup ———,
x£0 |[x[[rn

gdzie zaznaczyliSmy, ze oryginal i obraz pochodza z réznych przestrze-
ni. Ze wzgledu na to, ze % = ||AT:H||’ norme operatorowg macierzy

mozna takze zdefiniowaé wzorem

IAll = sup [[AV]].
lIvll=1

Wybierajac rézne p-normy w R™ i R™ mozemy uzyskaé nieskoriczenie
wiele operatorowych norm macierzy. Ograniczymy sie do trzech z nich,
zdefiniowanych przy zalozeniu, ze normy wektora oryginatu i wektora
obrazu sa takie same i maja postaé jednej z trzech norm 1, 2 lub co wek-
tora. Powstale normy oznaczamy symbolami [|All1, [|Allg i [|Allee. Mamy
nastepujace

Twierdzenie 2.2.1 Normy macierzy sq zadane nastepujgcymi wzora-
mi:
m
Al = maxj D iy |aij|l

51/2
1ALl =AY 2,

[Alloo = max; ;%4 lagjl,

gdzie A\ oznacza najwiekszq warto$é wlasng symetrycznej macie-
rzy M.

Ze wzgledu na mnogo$¢ norm macierzy, role porzadkujaca odgrywa
pojecie réwnowaznosci norm.

Definicja 2.2.1 Dwie normy macierzy ||Allq i [|Ally nazywamy réwno-
waznymi, jezeli istniejq liczby «, 3 > 0, takie ze

«[[Alle < lIAfla < BlIAlb-
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R™ i R™

oo o

R™ fa y RM

Rysunek 2.1: Diagram LR réwnowaznos$ci

Nietrudno pokazaé, ze relacja rdwnowaznoéci norm jest relacjg réwno-
waznosci. Jezeli dwie normy macierzy sa rownowazne, to zbieznosé ciagu
macierzy wzgledem jednej normy pociagga za soba zbieznos¢ ze wzgledu
na drugaq z nich.

Dla nieosobliwej macierzy kwadratowej A wyliczamy 1 = [[AA~!||; <
IAllol[A~Yls = x(A). Liczbe x(A) nazywamy wspdtczynnikiem uwarun-
kowania macierzy A.

2.3. Réwnowaznos$¢ typu LR

W niniejszym podrozdziale wprowadzimy wazne pojecie réwnowaz-
nosci funkcji.

Definicja 2.3.1 Dwie funkcje gladkie f1,fy € C*®(R™ R™) nazywamy
LR-réwnowaznymi (lewo-prawo, ang. left-right), f1 = r fo, jezeli istniejq
dyfeomorfizmy ¢ : R — R™ i ¢ : R™ — R™, takie ze

Ppofy =Tfyod.

Jezeli dyfeomorfizmy ¢ i1 sq okreslone lokalnie, w otoczeniu punktéw
xo [ yo = f(xp), to réwnowaznosé nazywamy lokalna, f1 =g fo. Przy-
pominamy, ze lokalny dyfeomorfizm spetnia Twierdzenie o Funkcji
Odwrotnej.

LR réwnowaznos¢ oznacza przemiennosé diagramu funkcji pokazanego
na rysunku 2.1.

2.4. Submersje i immersje

Zajmiemy sie teraz dwiema klasami funkecji, ktérych macierz Jaco-
biego ma pelny rzad.

Definicja 2.4.1 Niech f € C*(R™, R™), Zatézmy, ze m < n. Jezeli w kaz-
dym punkcie x € R™ zachodzi warunek rank Df(x) = m, to funkcje f
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nazywamy submersjq. W przypadku, gdy m > n i dla kazdego x € R"
rank Df(x) = n, funkcje f nazywamy immersjq. Jezeli funkcja f jest
jednoczesnie submersjq i immersjq, nazywamy jq lokalnym dyfeomor-
fizmem.

Submersje i immersje maja niezdegenerowana czes¢ liniowa w rozwinie-
ciu Taylora. Nastepujace dwa twierdzenia podaja posta¢ normalng sub-
mersji i immersji.

Twierdzenie 2.4.1 (O Submersjach) Niech m < nif: R* — R™
bedzie submersjq. Wéwczas

gdzie g(x) = (x1,X2,....xm)" =Asx, Ag=[Im 0].

Twierdzenie 2.4.2 (O Immersjach) Niech m > n i f : R — R™ be-
dzie immersjq. Wowczas

f =g
LLRg

gdzie g(x) = (x1,X9,...,xn, 0)T = Ajx, Aj= [Ig} .
Zauwazmy, ze jezeli f jest submersjq, to jest okreslona przez liniowy
wyraz jej szeregu Taylora

f(x) = f(0) + Df(0)x + %D%(O) (%, x) +...

Podobna sytuacja ma miejsce dla immersji. W tym sensie méwimy, ze
submersje i immersje sq 1-zdeterminowane.

Ciekawa wlasnoécig immersji jest ich powszechnosé. Rozwazmy zbidr
funkcji gladkich C®°(R™,R™). Zbiér ten mozna wyposazy¢ w pewng to-
pologie, ktéra pozwala zdefiniowaé podzbiory otwarte, domkniete, geste,
etc. zbioru C*°(R™, R™). Niech Imm(R™, R™) C C*(R™, R™) oznacza zbidr
immersji. Mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.4.3 (Whitney) Zatézmy, ze m > 2n. Wéwczas, zbiér
immersji Imm/(R™, R™) jest otwarty i gesty w C*°(R™, R™).

Stwierdzenie, ze zbidér immersji jest otwarty i gesty oznacza, ze kazda im-
mersja ma otoczenie zlozone wylacznie z immersji oraz, ze w dowolnie
matym otoczeniu funkcji gladkiej znajdziemy pewna immersje. Widzi-
my, ze w pewnym zakresie wymiardéw prawie kazda funkcja gtadka jest
immersjq.
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2.5. Dowody

2.5.1. Twierdzenie o Submersjach

Dowéd: Dowdd opiera sie na lokalnej konstrukcji zmian wspdélrzed-
nych ¢ i P definiujacych LR réwnowazno$é, spetniajacych warunek
Twierdzenia o Funkcji Odwrotnej. Pochodng Df(x) mozna przedstawic¢
w postaci macierzy

af1(X) af1(X) 6f1(x) 6f1(x)
0x1 te OXm 0Xm1 tee OXn
o . . __ | of(x) of(x)
Df(X) - . . - |: dx ™ Jdxn—m |’
Ofm (x) Ofm(x) Ofm(x) Ofm (x)
0x1 te OXm 0Xm 41 tee OxXn
gdzie x™ = (x4,...,Xm) i X" ™ = (Xm1,---,Xn)- Bez utraty ogdlnosci
przyjmujemy, ze rank %12191) = m (w przeciwnym razie przenumerujemy

wspétrzedne x). Zdefiniujmy teraz funkcje ¢(x) = (f(x), Xmat, -+ Xn)".

Z definicji wynika, ze ¢ jest gladkie, i ze $(0) = 0. Co wiecej, rzad
macierzy Jacobiego

df(0)  df(x)
D (0) = [ o wm}
n—m

jest rédwny n, a zatem, na mocy Twierdzenia o Funkcji Odwrotnej, w pew-
nym otoczeniu punktu 0 € R™ ¢ jest dyfeomorfizmem. Poniewaz g(x) =
x™, stwierdzamy ze god(x) = f(x), co konezy dowdd (bierzemy V¥ (y) = y).

|

2.5.2. Twierdzenie o Immersjach

Dowéd: Podobnie jak poprzednio, wykorzystamy Twierdzenie o Funk-
cji Odwrotnej. Macierz Jacobiego funkcji f mozemy przedstawi¢ w po-

staci
ofM(x)
Df(x) = [afm%x)] :
0x

gdzie f™ i f™ ™™ oznaczaja pierwsze n i pozostate m—n sktadowych funk-
cji f. Zalézmy, ze rank afa)g()) =n. Niech y = (y™,y™ ") i zdefiniujmy
nastepujaca zmiane wspotrzednych P (y) = (f*(y™),y™ ™ + fm " (y")).

Funkcja 1 jest gtadka i P(0) = 0. Jej macierz Jacobiego

df™(0)
DY(0) = ! oy" 0 ]

* Im—n

gdzie gwiazdka oznacza pewna macierz, ktdrej posta¢ nie jest istotna.
Poniewaz rank Di(0) = n, na mocy Twierdzenia o Funkcji Odwrotnej,
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w pewnym otoczeniu 0 € R™ 1 jest dyfeomorfizmem. Spostrzezenie, ze
dla g(x) = (x,0) mamy P o g(x) = P(x,0) = (f*(x),0+ ™™ (x)) = f(x)
konczy dowédd (d(x) = x). [ |

2.6. Zadania

Zadanie 2.1 Dla macierzy obrotu R € SO(3) wyznaczy¢ normy |[R||o
i |IR|lf. Wyznaczyé¢ norme ||R||; dla macierzy R = Rot(Z, «).

Zadanie 2.2 Pokazaé, ze norma operatora macierzy ma wlasnosé pier-
Scienia [|AB|| < [|A[ll[B]].

Zadanie 2.3 Pokazaé, ze [|Al[Z = tr(AAT), Aqxn.

Zadanie 2.4 Pokazaéd, ze dla macierzy A, «n zachodzi nieréwnosé

1
—|Allr < Al £ Allr.
\/ﬂll IF < llAll < vnllAlle

Wskazéwka: Skorzysta¢ z nierdéwnosei (Y ;-4 |a1|) <ny iy la;|?

Zadanie 2.5 Pokazaé, ze wspdtczynnik uwarunkowania macierzy x(A) =

by 1/2 _
(22—21) , gdzie A i A oznaczaja najwieksza i najmniejsza wartosé wtasna.

Zadanie 2.6 Dla macierzy A = [19] obliczy¢ normy [|Ally, [All, [IAllf
i [|Alloo, @ takze wspoélczynnik uwar'unkowama x(A).

Zadanie 2.7 Rozwazmy uklad réwnan liniowych Ax = b, A, «xn, Z za-
burzonq prawa strong, tak ze AX = b + ¢. Pokazaé, ze blad wzgledny
“T—r— rozwigzania spelnia warunek

db < ox < x(A)db,

gdzie &b = H, a x(A) — wspdtezynnik uwarunkowania.

Zadanie 2.8 Korzystajac z Twierdzenia o Submersjach i Imersjach po-
da¢ posta¢ normalng podanych nizej funkcji:

a) f(x) =xq +x2, x = (x1,x9)" € R%, f(x) € R,

b) f(x) = (sinx,cosx)T, x € R, f(x) € R?,

c) f(x) = (x,tgx)T, x € R, f(x) € R?,

d) f(x) = (x4 +X%,X2)T, x = (x1,x9)7 € R%, f(x) € R%
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2.7. Odniesienia literaturowe

Bogaty material na temat macierzy zawarto w monografii [Ber05].
Réwnowaznoéé funkcji, twierdzenia o immersjach i submersjach, a takze
Twierdzenie Whitneya zostaly zaczerpniete z ksigzki [GG74]. Twierdze-
nia o immersjach i submersjach w przestrzeni Banacha podano w mono-
grafii [AMRS83]. Czytelnikowi zainteresowanemu teorig osobliwoéci funk-
cji polecamy ksiazki [GG74, Mar82, Jan05].
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Rozdziat 3

Funkcje Morse’a. Twierdzenie o Punkcie
Stalym

3.1. Punkty i wartosci krytyczne

Definicja 3.1.1 Niech f € C*(R™, R™). Punkt xy € R™ nazywa sie punk-
tem krytycznym funkcji f, jezeli

rank Df(xg) < min{m, n}.

Punkt, ktéry nie jest krytycznym (zatem rank Df(xg) = min{m,n}) na-
zywa sie punktem regularnym funkcji f.

Jest oczywiste, ze przy m = 1 (tzn. dla f € C*°(R™, R)), punkty krytyczne
sq punktami, w ktérych pochodna Df(xg) = 0. Dla danej funkcji f zbiér
punktéw krytycznych bedziemy oznaczaé¢ symbolem

Cs = {x € R rank Df(x) < min{m, n}}.

Obraz tego zbioru, f(Cf) nazywamy zbiorem wartosci krytycznych funk-
cji f. Z definicji zbidér punktéw krytycznych Cr jest domknietym podzbio-
rem R™. Przykladowe punkty i wartodci krytyczne funkceji przedstawia
rysunek 3.1.

Latwo pokazaé, ze dla funkcji gtadkich, ale nieanalitycznych zbiér
punktéw krytycznych moze by¢ ,duzy”’, tzn. moze zawierac zbidr otwarty.

Af(X)

w. kr.

w. kr.

Al

p. kr. p. kr.

Rysunek 3.1: Punkty i wartosci krytyczne
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Rysunek 3.2: ,Duzy” zbidér punktéw krytycznych Cg

Widaé to dobrze na przykladzie funkcji z rysunku 3.2. Zbiér C¢ pokrywa
sie w tym przypadku z ujemna pélosiag osi liczb rzeczywistych. W odréz-
nieniu od funkcji gltadkich nieanalitycznych, zbér punktéw krytycznych
funkcji analitycznej jest ,maly” w tym sensie, ze nie zawiera zadnego
zbioru otwartego (ma puste wnetrze). Taki zbiér nazywa sie zbiorem
brzegowym. Do zbioru wartosci krytycznych odnosi sie nastepujace

Twierdzenie 3.1.1 (Sard) Dla kazdej funkcji gtadkiej f € C®°(R™,R™)
zbiér wartosci krytycznych f(C;) ma miare 0 w R™.

Rozumiemy przez to, ze zbidr wartoéci krytycznych mozna pokry¢ prze-
liczalng liczba zbioréw otwartych, ktérych sumaryczna objetosé jest do-
wolnie mata. Oczywiécie, jezeli m > n, to obraz f(R™) calej przestrzeni
R™ ma miare zero, zatem miary zero jest takze zbidr f(Cs).

3.2. Funkcje Morse’a, Twierdzenie Morse’a

W poprzednim rozdziale dowiedzieliSmy sie, Zze submersje i immersje
sq funkcjami bez punktéw krytycznych. Funkcje te nie s bardzo inte-
resujace, poniewaz lokalnie sa réwnowazne ich przyblizeniom liniowym
(liniowym sktadnikom szeregu Taylora). Intuicja podpowiada, ze funkcje
posiadajace punkty krytyczne sq znacznie bardziej interesujace. Tak jest
w istocie, a najprostsza klasa funkeji z punktami krytycznymi sa funkcje
Morse’a.

Definicja 3.2.1 Funkcja gtadka f € C*(R™, R) nazywa sie funkcjqg Mor-
se’a, jezeli jej punkty krytyczne sq niezdegerowane, tzn.

Df(x) = 0 => rank D?*f(x) = n,
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gdzie D*f(x) = [g ifg;)} oznacza macierz drugich pochodnych funkcji
10%j

f (macierz Hessego).

Dla lepszego zrozumienia pojecia funkcji Morse’a zdefiniujmy funkcje
F = Df : R — R™. Poniewaz f jest funkcja Morse’a, w kazdym jej
punkcie krytycznym Df(x) = 0 zachodzi warunek rank D(Df)(x) = n.
Korzystajac z Twierdzenia o Funkcji Odwrotnej wyciggamy wniosek,
ze Df jest lokalnym dyfeomorfizmem. Jezeli zatem w pewnym punkcie
Df(xg) = 0, to w pewnym otoczeniu punktu xg musi byé Df(x) # 0, bo-
wiem w przeciwnym razie Df nie miatoby funkcji odwrotnej. Oznacza to,
ze w poblizu punktu krytycznego funkcji Morse’a nie ma innych punktéw
krytycznych. Méwimy, ze funkcja Morse’a ma izolowane punkty krytycz-
ne. Ta wtasno$é pozwala nam od razu wykluczyé funkcje z rysunku 1.1
jako funkcje Morse’a, gdyz jak powiedzieliSmy, jej punkty krytyczne za-
wierajq podzbidér otwarty zbioru R. Na tej podstawie oczekujemy, ze funk-
cja Morse’a f : R — R ma przeliczalny zbiér izolowanych ekstremoéw.
Wezmy jako przyktad funkcje f(x) = sinx. Postacie normalne funkcji
Morse’a sq scharakteryzowane przez nastepujace

Twierdzenie 3.2.1 (Morse) Niech f € C*(R™,R) bedzie funkcjq Mor-
se’a. Zatézmy, ze £(0) = 0, Df(0) = 0, a takze rank D*f(0) = n. Wéwezas,
w pewnym otoczeniu 0, zachodzi

f =g
iR
gdzie g(x) = —xf—xg—- . -—x%, —i—X%H +---+x2. Liczba p oznacza liczbe

ujemnych wartosci wtasnych macierzy sz(O) i nosi nazwe indeksu
punktu krytycznego O.

Nastepujace funkcje sa przyktadami funkcji Morse’a:

— f(x) = x? + x% +x§: Punkt krytyczny (0,0) ma indeks p = 0 i na mocy
Twierdzenia Morse’a f = g X +x3, tzn. g(x) = x} +x2. Co wiecej, LLR
rownowaznoé¢ jest wyznaczona przez lokalny dyfeomorfizm (podsta-
wienie) ¢(x) = (x1vx1 + 1,x2),

— f(x) = th + X1X9 — xgz W tym przypadku punkt krytyczny (0,0) ma
indeks p = 1 i Twierdzenie Morse’a daje posta¢ normalna g(x) =

—x% + x%. Mamy f(x) = g o ¢(x), gdzie d(x) = (@m, X1 + %Xg).

3.3. Lemat Hadamarda

Przy dowodzie Twierdzenia Morse’a wykorzystuje sie nastepujacy
wynik, ktéry jest interesujacy réwniez poza kontekstem Twierdzenia
Morse’a.
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Twierdzenie 3.3.1 (Hadamard) Niech f € C*®(R™,R). Istniejq gtadkie
funkcje g1, go...., gn, takie ze

0+ gilx)xi,
i=1

gdzie gi(x) = é ag(;f)dt.
Zauwazmy, ze stosujac powyzsze twierdzenie do kazdej z funkcji gi(x)

otrzymamy
n

gi(x) = gi(0) + D> hi;(x)xix;,
j—1

gdzie g;(0) = aaff(?) oraz hj(x) = (1) agéxjx ds = fo (1) aai %txx tdtds. W re-

zultacie otrzymalismy

f(x) = f(0) + DF(0)x + > hyj(x)xix;.
1,j=1

Tego rodzaju wywdd mozna kontynuowaé otrzymujac pewnego rodzaju
szereg Taylora funkcji f.

3.4. Klasyfikacja funkcji: podsumowanie

Nasz program klasyfikacji funkcji i ich opisu za pomoca postaci nor-
malnych zrealizowaliSmy dla trzech klas funkcji: submersji, immersji
i funkcji Morse’a. Zasieg opisanej klasyfikacji mozna sprecyzowaé po
wprowadzeniu do zbioru funkcji gtadkich pewnej topologii, zwanej to-
pologia Whitneya. Do tej wtadnie topologii odwoluje sie Twierdzenie
Whitneya zamieszczone w poprzednim rozdziale.

3.5. Twierdzenie o Punkcie Stalym

W tym rozdziale przedstawimy wazne Twierdzenie o Punkcie Sta-
lym, zwane czasami ,koniem pociaggowym” analizy nieliniowej. Nazwa
podkresla, ze wiele fundamentalnych wynikéw analizy wyprowadza sie
z tego wlasnie twierdzenia. Dla zachowania ogdlnosci podane nizej sfor-
mulowanie uzywa terminologii przestrzeni Banacha. Przypominamy, ze
przestrzen Banacha jest to przestrzen liniowa, unormowana i zupeha.
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Twierdzenie 3.5.1 (Twierdzenie o Punkcie Stalym) Niech X oznacza
przestrzenn Banacha, z normgq || - ||. Zalézmy, ze na tej przestrzeni jest
okreslona funkcja

T:X — X

spetniajgca warunek
IT(x2) = Txa)ll < pllxg — x4ll,
gdzie 0 < p < 1. Wéwczas funkcja T ma punkt staty x*, o wtasnosci
T(x*) = x*.
Punkt staty jest jedyny i stanowi granice x* = limxy ciggu
X0, X1 = T(x0)yeees X1 = T (X)) -e-

z wyrazem poczqtkowym xy bedgcym dowolnym elementem przestrze-
ni X.

Wtlasnoséé zmniejszania odlegtosci miedzy punktami i ich obrazami na-
zywa sie zwezaniem; z tego powodu Twierdzenie o Punkcie Statym bywa
nazywane Twierdzeniem o Funkcjach Zwezajacych. W zastosowaniach
uzyteczna role odgrywa pewna konsekwencja Twierdzenia o Punkcie
Stalym, a mianowicie

Twierdzenie 3.5.2 Jezeli S C X jest domknietym podzbiorem prze-
strzeni Banacha, takim ze funkcja T : S — S jest zwezajgca, to T
ma jedyny punkt staty w S.

3.6. Dowody

3.6.1. Lemat Hadamarda
Dowéd: Z definicji catki wynika, ze
1
J df(tx) = f(tx)|§ = f(x) — £(0).
0

Korzystajac z tej obserwacji otrzymujemy

n

1 1 n
f(x) = £(0) + JO df(tx) = (0) + JO > a‘;()f?‘) xidt = f(0) + ) gi(x)xi,
0 ' 0

gi(x) = (1) afa(;x) dt, co konczy dowdd. [ ]
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3.6.2. Twierdzenie o Punkcie Stalym

Dowdéd: Wezimy ciag xg, x1 = T(x0)--, Xkt = T(xx)... Z whasnodci
zwezania wynika, ze

X1 — xxll = [T (xx) — Txe—1)Il < plPxac — xie—1ll
a zatem
k1 — xill < plhac — xa—all < PPkt — xk—all < -+ < pMIIxt — xoll
Niech teraz m = k+r. Dazymy do pokazania, ze ciag xg, x1,...jest ciggiem

Cauchy’ego, a wiec ze odpowiednio dalekie wyrazy tego ciagu rdzniq sie
od siebie dowolnie mato. Mamy

me _XkH = ||Xm —Xm—1 T Xm—1 —Xm-2+ -+ X1 — Xk” <
< me _Xm—1H + ||Xm—1 —Xm—2+ -+ ||Xk+1 - Xk” <
<™ Hxg —xoll + 0™ 2lxg — xoll + - - - + p¥lIxs — X0l =
e P
= p[xg —xoll(1+p+-+p™ 1) < pMlxg—xol|(1+p+--) = = p||><1—7<0||-

Z, powyzszej nierdwnosci wynika, Zze dla dowolnego € > 0 znajdziemy
taka liczbe N, ze przy k > N zachodzi ||x,, — xk|| < €, co oznacza, ze
ciag xo, X1,...jest ciagiem Cauchy’ego. W przestrzeni zupelnej kazdy ciag
Cauchy’ego ma granice, skad wynika istnienie granicy x* = limxy 4 =
lim T(xy) = T(x*). Aby pokazaéd, ze punkt x* jest jedyny, zalézmy zZe ist-
niejg dwa punkty stale x* # R, spelmiajgce warunek x* = T(x*) i T(X) = X.
Obliczamy
Ix* =Rl = [IT(x* = %)l < plix™ — R|.

Stad wynika, ze
(1—p)lx" =%l <0,

a poniewaz p < 1, musi by¢ x* = k. W ten sposéb twierdzenie zostato
udowodnione. |

3.7. Zadania

Zadanie 3.1 Zbada¢ istnienie i (nie)zdegenerowanie punktéow krytycz-
nych funkcji:

a) f(x) =x% x € R,
b) f(x)

3 2 T 2
Xy — 3xixg, X = (x1,%x2)' € R%,
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c) f(x) = X%, x = (x1,x9) " € R?,
d) f(x) =x1x9, x = (x1,%9) T € R?,
e) f(x) = x% cosxy + sin®xg, x = (x1,%9)T € R2.

Zadanie 3.2 Bez powolywania sie na Twierdzenie Morse’a wykazaé, ze
funkcja f(x) = x? +x1xg + x5 jest LR-réwnowazna funkeji g(x) = x + x2.

Zadanie 3.3 Jak w zadaniu 3.2 pokaza¢, ze funkcja f(x) = x4xo + x% jest
LR-réwnowazna funkcji g(x) = X% + X%.

Zadanie 3.4 Korzystajac z Twierdzenia Morse’a znalezé postacie nor-
malne funkcji podanych nizej, w otoczeniu O:

2

a) f(x) = cos X9 + sin” xo,

b) f(x) = cosxq —2x4xg + COSXy — 2,
c) f(x) = xq sinxy + xg sinxyq,

d) f(x) = cos X3 4+ XoX3 + x3,

e) f(x) = sinxq sinxy — x%,

f) f(x) =x1x2 + XoX3 — X1X3.

3.8. Odniesienia literaturowe

Pojecie punktéow krytycznych, wartosci krytycznych i funkceji Mor-
se’a pochodza z monografii [GG74]. Twierdzenie Sarda mozna znalezé
w [GG74], a takze w [AMRS83]. Twierdzenie Morse’a, wraz z dowodem,
podano w [GG74]. Jako ,vehiculum” w dowodzie Twierdzenia Morse’'a
wykorzystano tam Lemat Hadamarda. Twierdzenie o Punkcie Statym
pochodzi od Banacha [Ban22]. Dowdd Twierdzenia o Funkcji Odwrotnej
oparty na tym twierdzeniu podano w [AMRS3].
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Rozdzial 4

Uklady dynamiczne zalezne od czasu

4.1. Réwnania rdzniczkowe. Twierdzenie o Istnieniu
i Jednoznacznos$ci rozwigzania

W tym rozdziale zajmiemy sie ukladami zaleznych od czasu réwnan
rézniczkowych postaci

x=f(x,t), x€R™ f:R"xR—R" x(0)=x. (4.1)

Domyslnie, zmienng t bedziemy interpretowac jako czas. Rozwigzaniem,
trajektorig lub krzywa catkowaq ukladu (4.1) jest funkcja x(t), taka ze
w kazdej chwili t

dx(t)
dt

X = =f(x(t),t) i x(0)=xo.
Moéwimy, ze x(t) spelnia uklad (4.1). Jest oczywiste, ze jezeli x(t) spetnia

uktad réwnan, to
t

x(t) =xo + J f(x(71), T)dT.
0
Podstawowym problemem analizy uktadu (4.1) jest kwestia istnienia roz-
wigzania x(t), a takze jego jednoznacznosci. Odpowiednie twierdzenie,
zwane Twierdzeniem o Istnieniu i Jednoznacznoéci, podobnie, jak Twier-
dzenie o Funkcji Odwrotnej, zalicza sie do filaréw analizy nieliniowej.
Ma ono nastepujgce brzmienie.

Twierdzenie 4.1.1 (O Istnieniu i Jednoznacznosci) Zatézmy, ze fun-
kcja f(x,t) jest ciqgta ze wzgledu na t, ograniczona dla warunku po-
czqtkowego, ||f(xo,t)|] < M i spetnia warunek Lipschitza ze wzgledu
na x, tzn.

[If(x2,t) — f(x1, Il < Lllxg —x4ll, L >0,

dla punktéw x4,x9 nalezqgcych do pewnej kuli o srodku w xg i pro-
mieniu r, x1,Xo € B(xq, 7). Wéwczas, uktad (4.1) ma rozwigzanie x(t)
okreslone na pewnym odcinku czasu [0, «] i spetniajgce warunek po-
czqtkowy. Rozwiqzanie to jest jednoznaczne.
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Jednoznaczno$¢ rozwigzania x(t) dla t € [0, o] oznacza, ze gdyby istnialo
inne rozwigzanie x(t) okreslone dla t € [0, & to oba rozwigzania po-
krywaja sie na wspdlnej czesci przedziatdéw ich okreslonosci, tzn. dla
t € [0,a] N[0, &] zachodzi x(t) = x(t).

Z, Twierdzenia o Istnieniu i Jednoznacznoéci wynika, Zze rozwigzanie
x(t) istnieje lokalnie w czasie, na pewnym przedziale [0, ] zaleznym od
warunku poczatkowego xg. Jezeli x(t) istnieje dla wszystkich chwil czasu
t € Riwszystkich stanéw poczatkowych xo € R™, to uklad (4.1) nazgywamy
zaleznym od czasu (nieautonomicznym) ukladem dynamicznym.

4.2. Lemat Bellmana-Gronwalla, zalezno$¢ od warunkow
poczatkowych

Przy analizie uktadéw opisanych przez (4.1) wazng role odgrywa Le-
mat Bellmana-Gronwalla, ktéry podajemy jako

Lemat 4.2.1 (Bellman-Gronwall) Zalézmy, ze dla dwéch danych fun-
kcji ¢(t),P(t) = 0 zachodzi

t
o) < aJO d(s)P(s)ds+b, dla a,b>0.

Wéweczas, jest spetniona nieréwnosé
O(t) < bea o b()ds,

Jako przyktad zastosowania tego lematu, pokazemy ze rozwigzanie ukta-
du réwnan rézniczkowych zalezy w sposédb cigglty od warunku poczatko-
wego. Niech x((t) bedzie takim rozwigzaniem zapoczatkowanym w xq.
Wezmy inny warunek poczatkowy xq + 1, gdzie ||| < €, i oznaczmy roz-
wigzanie zapoczatkowane w x + 1 jako x¢(t). Pytamy, czy jezeli warunki
poczatkowe sq bliskie sobie (e jest mate), to czy rozwigzania xo(t) i x¢(t)
takze sq bliskie. W tym celu obliczmy

t

t
Xo+m+ JO f(xe (1), T)dT — xg — L F(xo(), T)dr

[Ixe(t) —xo(t)ll = <

t t
[f(xe(T), 1) = f(xo(T), T)fldT < € + LJ lIxe(T) —xo(T)l|d.

<6+J
0

0

Do ostatniego wyrazenia zastosujemy teraz lemat 4.2.1. Podstawiajgc
d(t) = [xe(t) —xo(t)ll, W(t) =1, a = Lib = e otrzymujemy

t
[xe () — x0(t)]] < eetJods = et
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Whynika stad, ze dla skoniczonych t zawsze mozemy znalezé takie €, ze
rozwigzanie x.(t) bedzie dowolnie bliskie xy(t). To wlasnie oznacza cig-
glosé zaleznosci rozwigzania od warunku poczatkowego.

4.3. Uklady liniowe zalezne od czasu

Specjalng klase uktaddéw typu (4.1) stanowig uklady liniowe o postaci
x = A(t)x(t), (4.2)

gdzie A(t) jest macierza n x n, zalezna od czasu. Korzystajac z Twierdze-
nia o Istnieniu i Jednoznacznosci widzimy, ze warunki tego twierdzenia
sprowadzaja sie do wymagania, zeby funkcja A(t) byta ciggta i ograni-
czona. Jezeli tak jest, rozwigzanie istnieje dla kazdego t i kazdego wa-
runku poczatkowego xg, zatem uklad (4.2) jest przykladem zaleznego
od czasu uktadu dynamicznego. W kontekscie uktadéw dynamicznych
czesciej niz ,rozwigzanie” bedziemy uzywad terminu ,trajektoria uktadu”,
a warunek poczatkowy bedziemy nazywaé stanem poczatkowym uktadu.
Niech x(s) oznacza trajektorie ukladu (4.2) dla pewnego s < t. Mozna
wtedy pokazaé, ze
x(t) = O(t, s)x(s).

Macierz @(t, s) nazywa sie macierzq fundamentalng (macierza przejécia)
uktadu i spelia réwnanie

oD (4,
Egt ) _A®(ts), proy warunku  ®(s,s) = L.
W istocie, mamy
oD (t,
X = a(t S)X(S) = At)O(t s)x(s) = A(t)x(t).

Co wiecej, dla trzech chwil u < s < t prawdziwa jest zaleznos¢
x(t) = O(t,s)x(s) = O(t,s)D (s, u)x(u),
skad wynika tzw. wlasno$é pétgrupowosci macierzy fundamentalnej
DO(t,s)D(s,u) = O(t,u).
Wybierajac u = t otrzymujemy
D(t,s)D(s,t) =D(t, t) =Ly,

co oznacza, ze macierz fundamentalna jest odwracalna i ®'(t,s) =
@ (s, t). Podsumowujac, ustaliliSmy nastepujace wtasnosci macierzy fun-
damentalnej

Ott) =1 O '(t,s)=D(s,t), Ot s)D(s,u)=(tuw).
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4.4, Wzor Peano-Bakera

Jezeli macierz A(t) nie zalezy od czasu, mamy do czynienia z liniowym
ukladem dynamicznym
x = Ax(t). (4.3)

Cecha tego ukladu jest, ze jego macierz fundamentalng mozna wyzna-
czy¢ w sposOb jawny, mianowicie,

O(t,s) = elt=3)A,

gdzie wyktadnicza funkcje macierzowq definiujemy jako sume szeregu

eth = >y (tf})l. Jak wiadomo, istniejg rézne sposoby skutecznego obli-
czania macierzowej funkcji wyktadniczej, na przyktad przy wykorzysta-
niu twierdzenia Cayleya-Hamiltona. Nie tylko w przypadku ukladu (4.3)
obliczenie macierzy fundamentalnej sprowadza sie do obliczenia pewnej
funkcji wyktadniczej; jest tez tak dla jednowymiarowego ukladu zalez-

nego od czasu. Dla

x =a(t)x(t), xa,x%x €R,

t
rozwigzanie x(t) = eloa(uldu

Xo. Nasuwa sie pytanie, czy przez analo-
gie, by¢ moze takze O(t,s) = elsAlwdug Odpowiedz jest negatywna.
W ogélnym przypadku macierz fundamentalna wyraza sie tzw. formuta

Peano-Bakera, ktéra ma postaé¢ nieskoniczonego szeregu

t t o4

A(Gi)J A(og)dogdoy + -+ -+

S

D(t,s) = In+J

S

A(oq)doy +J

S

t [o2] Ok—1
—i—J A(Gi)J A(O‘g)...J A(ox)doxdoyx_q...dog +---

S S S

Koniecznos$é stosowania formuly Peano-Bakera wynika z nieprzemien-
nosci mnozenia macierzy. Jezeli dla kazdego t4, to macierze A(ty) i A(ty)
komutujg, tzn. komutator

[A(t1), Alto)] = A(t1)A(ty) — A(te)A(t1) =0,

wtedy z formuly wynika, ze ®(t,s) = eli Alwdu,

4.5. Nierdwnos¢ Wazewskiego

Rozwazmy liniowy zalezny od czasu uklad dynamiczny. Asymptotycz-
ne zachowanie sie trajektorii tego ukltadu opisuje nastepujace
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Twierdzenie 4.5.1 (Wazewski) Dla ukltadu x = A(t)x(t) ze stanem po-
czqtkowym x, niech A(t) = %(A(t) + AT(t)). Norma trajektorii uktadu
spetnia nieréwnosé Wazewskiego

ty ta
eJo2a (8195 || < [x ()] < eJoPals)ds g,

gdzie A\\y | AM oznaczajq najmniejszq i najwiekszq wartosé wlasng
symetrycznej macierzy M.

Nieréwnosé Wazewskiego znajduje zastosowanie przy badaniu stabilno-
Sci liniowych ukladéw dynamicznych.

4.6. Dowody

4.6.1. Twierdzenie o Istnieniu i Jednoznacznos$ci

Dowéd: Twierdzenie udowodnimy korzystajac z Twierdzenia o Punk-
cie Stalym. Niech dla pewnego « > 0 C(T)L [0, «] oznacza przestrzen funkcji
ciggtych z okreslonych na odcinku [0, «], o wartosciach w R™. Dla uprosz-
czenia zapisu funkeje ciggle ze zbioru C% [0, o] bedq oznaczane litera x.
Przestrzer: C9 [0, «] jest przestrzenia Banacha, z norma

lIxlloo = sup [Ix(t)]]
o<t

gdzie ||x(t)]| oznacza norme euklidesowa w R™. Wezmy pewna funkcje
ciagta x € CY[0, o i niech z(t) = xg + fé f(x(t), T)dt. Na mocy zatozen
twierdzenia 4.1.1 z € C?L [0, o], mozemy takze zalozyé, ze funkcja stata xg
nalezy do tej przestrzeni. Wezmy kule B(xg, 1) i zdefiniujmy podzbiér
S ¢ C2[0, o] wzorem

s ={xe Ol ol lx—xolloe <7}
Rozwazmy teraz funkcje
P:CY0,00 — CY%[0,«,

taka ze
t

(P())(t) = xo + JO Flx(), 7).
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Pokazemy ze P jest odwzorowaniem zwezajacym na zbiorze S. W tym
celu, dla dwéch funkeji x4,xg € C2 [0, af obliczamy

Jt f(xo(T), T)dT — Jt f(xq1(T), T)dT

0 0

IP(x2) — P(x1)llc = sup
o<t

t t
< sup J 1F(xa (), ) — (x4 (), T)lldr < L sup J o () — x4 (1)),
0<t<x JO o<t JO

gdzie ostatni krok wykorzystuje warunek Lipschitza. Mamy tutaj jednak-
ze [Ixo(t) — x4 (1)l < suppci<q lxa(T) — X1 (T = [Ix2 — x4l KoOntynuujae
nasz wywod dochodzimy do wniosku, ze

t
IP(xs) — P(x1)lleo SUD j a = Lodlx — x1loo-
o<t JO

Jezeli tylko p = La < 1, to P jest funkcja zwezajaca. Musimy teraz zbadad,
czy P przyjmuje wartodci w zbiorze S, czyli P : S — S. Wezmy funkcje
x € S. Wykorzystujac zalozenia otrzymujemy

< sup jonf(xm,rmdr:

t
J f(x(t),t)dT
o<t

0

IP(x) —Xollc = sup
o<t

t
= sup J [[f(x(T), T) — f(x0, T) + f(x0, T)|ldT <
0<t<x JO

t t
< sup (J L||X(T)—Xo||dT+J
o<t<o \Jo 0

t t
< Lr sup J dt+ M sup J dt = (Lr + M) .
o<t JO 0Lt JO

||f(xO,ﬂ||dT> <

Podsumowujac, P przyjmuje wartoéci w zbiorze S, jeZeli (Lr+ M) < 1,
co oznacza, ze « powinno by¢ odpowiednio mate, x < 1 +M Wybierajac
o = min {% Lrer} zapewniamy, ze P jest zwezajace na zbiorze S. W tej
sytuacji, z twierdzenia 3.5.2 wynika, ze funkcja P ma punkt staty, taki ze
P(x*) = x*, a zatem, dla kazdego t € [0, ],

t

x*(t) =% + Jo f(x* (1), T)dT,

czyli
x* = f(x*(t),t), x*(0) = xq.

Twierdzenie zostato udowodnione. [ |
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4.6.2. Wzo6r Peano-Bakera

Podamy schemat wyprowadzenia wzoru Peano-Bakera. Szukamy ma-
cierzy fundamentalnej @ (t,s) speilniajacej réwnanie
0D(t,s)
ot

Calkujac to réwnanie w granicach od s do t otrzymujemy
t

DO(t,s) =1, JrJ A(o1)D(0y,s)doy.

S

=A(t)®(t,s), przy warunku @(s,s) =1I,.

W analogiczny sposéb obliczamy
oy
DO(oy,s) =1, +J A(o9)D (09, s)doy,

S
co po wstawieniu do poprzedniego wzoru daje

t t o1

A(Gi) J A(O'Q)CD(O‘Q, S)d02d61,

S

D(t,s) =1, —i—J

S

A(O‘i)d0'1 +J

S

etc.

4.6.3. Nierownosé Wazewskiego

Dowéd: Niech x(t) oznacza trajektorie uktadu liniowego. Obliczamy
kwadrat normy [[x(t)||> = xT (t)x(t) i rézniczkujemy wzgledem czasu

d”"g)”z =% (t)x(t) + x" (t)x(t) =

=x"(OAT()x(t) + x"(OA()x(t) = 2xT (1) A(t)x(t).

Do ostatniego wyrazu stojacego po prawej stronie zastosujemy teraz nie-
réwnosé Rayleigha-Ritza, z ktérej wynika, ze
A DI < xTOAR)x(E) <A BB
W szczegdlnosci, z prawej czedci tej nierdwnosci otrzymujemy
dlix(t)]I?

— < 2A5 (B)Ix(t)]”.

Scatkowanie tej nierdwnoéci stronami daje

S IRIE [t
J, TS = g <2, Mlsias

skad bezposrednio wynika

-
Ix ()12 < lIxollPe2Jorals)ds,

co jest rOwnowazne prawej czeéci nierdwnosci Wazewskiego. Lewa czesé
udowadniamy analogicznie. [ |
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4. 7. Zadania

Zadanie 4.1 Korzystajac z Twierdzenia o Punkcie Statlym wyprowadzié
warunek wystarczajacy zbieznosci podanego nizej algorytmu rozwigza-
nia uktadu réwnan liniowych x = Ax. Algorytm:

Xkt = AXy,

xo — punkt startowy.

Zadanie 4.2 Pokazad, ze macierz fundamentalna @(t, s) uktadu liniowe-
go x = A(t)x speknia zaleznosé
O (s,
aa(:” — AT (s,1).

Zadanie 4.3 Sprawdzic’, ze dla stalej macierzy A(t) = A szereg Peano-Ba-
kera daje et = @ (t,0).

Zadanie 4.4 Sprawdzié, ze macierz M(t fo (s)BT(s)®T(t,s)ds
spekia réwnanie Lapunowa

M =B(t)BT(t) + A(t)M(t) + M(t)AT(t).

Zadanie 4.5 Udowodni¢ Lemat Gronwalla-Bellmana. Wskazéwka: Za-
uwazy’¢, ze
d(t)
afod(s)b(s)ds + b

Zadanie 4.6 Na podstawie nierdwnosci Wazewskiego okresli¢ asympto-
tyczna stabilno$é ukladéw liniowych:

a)
{)‘c: —tx
y=-y
b)
{5‘ =—x+ b
y =y '
c)
{x:—2x+2y sint
Y =2y '
d)

%X = —t?>x +ycost
Y 2y—xcost
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4.8. Odniesienia literaturowe

Podstawowe i bardziej zaawansowane wiadomosci na temat uktadéw
dynamicznych Czytelnik moze znalez¢é w ksigzkach [Har64, Arn75]. Do-
wodd Twierdzenia o Istnieniu i Jednoznacznosci przedstawiony w tym
rozdziale opiera sie na monografii [Sas99], tamze mozna znalezé Le-
mat Bellmana-Gronwalla i wzér Peano-Bakera. Nieréwnosé Wazewskie-
go pochodzi z pracy [Waz48]. Nierowno$é Rayleigha-Ritza (co prawda,
bez uzycia tej nazwy) pojawia sie w rozdziale 8.4 ksigzki [Ber05].

Literatura

[Arn75] W. I. Arnold. Réwnania rézniczkowe zwyczajne. PWN, Warszawa,
1975.

[Ber05] D. S. Bernstein. Matrix Mathematics. Princeton University Press,
Princeton, 2005.

[Har64] Ph. Hartman. Ordinary Differential Equations. ]. Wiley, New York,
1964.

[Sas99] S. S. Sastry. Nonlinear Systems. Springer, New York, 1999.

[Waz48] T. Wazewski. Sur la limitation des intégrales des systémes d’equations
différentielles linéaires ordinaires. Studia Math., 10:48-59, 1948.



Rozdziat 5

Stabilnos¢

Zajmiemy sie uktadami zaleznymi od czasu, postaci
x = f(x(t),t), x(to) = %o, (5.1)

gdzie f : R™ x R — R™ jest funkcja gtadka (c*) ze wzgledu na zmien-
na x. Zauwazmy, ze z gtadkosci wynika tatwo lokalna wtasnoé¢ Lipschitza.
Aby to pokazad zastosujemy wektorowa postaé¢ Lematu Hadamarda 3.3.1,
mianowicie zauwazmy, ze

1

f(xg, t) — f(xq1,t) = J df(sxg + (1 —s)xq,t)ds =
0

_ Ji Of(sxg + (1 —s)xq, t)

d (XQ —X1)d$ = G(XLXZ' t)(XQ _Xi)'
0 X

gdzie G(x4,%x9,t) = é af(sxﬁéts)xi't)ds. Po obliczeniu normy dostanie-

my

[1£(x2, t) — £(xq, DI < NG (x1, %0, [ [[x2 — x4]l.

Jezeli funkcja f(x,t) spelnia warunki Twierdzenia o Istnieniu i Jedno-
znacznosci ze wzgledu na zmienna t, to nad zwartym zbiorem B(xg, 1) X
[0, o] norma macierzy G(xq,xo,t) jest ograniczona, ||G(xq,xg,t)|| < L, co
pociaga za soba wlasnoéé Lipschitza. Mamy wiec zapewnione lokalne
istnienie rozwigzania x(t) ukladu (5.1). W dalszym ciggu bedziemy za-
ktada¢ wiecej, mianowicie, ze x(t) istnieje dla kazdego t, czyli ze (5.1)
jest zaleznym od czasu gladkim uktadem dynamicznym.

5.1. Stabilnosé¢, stabilnos$é jednostajna, stabilnos$¢
asymptotyczna

Dla uktadu dynamicznego zdefiniujemy punkt réwnowagi.

Definicja 5.1.1 Punkf xy € R™ nazywamy punktem réwnowagi uktadu
(5.1), jezeli dla kazdego t € R

f(xp,t) = 0.
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Jest rzecza oczywistg, ze liniowy uktad dynamiczny x = A(t)x(t) ma
punkt rownowagi xg = 0. Jednakze, nie kazdy uktad ma punkt réwnowa-
gi, nie ma go na przyktad uktad x = x + t.

Zaldézmy, ze xo = 0 jest punktem réwnowagi uktadu (5.1). Zachowanie
sie trajektorii uktadu w poblizu punktu réwnowagi opisuje wtasnos¢ zwa-
na stabilnoscig. Dla uktadéw zaleznych od czasu istnieje kilka koncepcji
stabilnosdci punktu réwnowagi. Przedstawimy je ponizej. Symbolem tg
oznaczamy chwile poczatkowa.

Definicja 5.1.2 Punkt réwnowagi xo = 0 uktadu dynamicznego zalez-
nego od czasu jest
— stabilny (S), jezeli

(Vto, €)(3n =m(to, €))(Vt = to) (IIx(to)ll <n = Ix(t)ll <€),
— niestabilny (NS), jezeli nie jest stabilny
(Fto, €)(Vn =n(to, €)) (Tt = to) (IIx(to)ll < ilIx(t)l] = €),

— jednostajnie stabilny (]S), jezeli jest stabilny i n nie zalezy of to,
tzn. n =n(e),

— asymptotycznie stabilny (AS), jezeli jest stabilny i istnieje liczba
¢ = c(tg), taka ze dla ||x(to)|| < c trajektoria x(t) — xq,

— jednostajnie asymptotycznie stabilny (JAS), jezeli jest asympto-
tycznie stabilny i istnieje liczba c niezalezna od ty, taka ze dla
[Ix(to)ll < ¢ trajektoria x(t) dgzy do xg w sposéb jednostajny, czyli
jest spetniony warunek

(vn > 0)(3T =TM))(Vt = to + T (IIx(D) <),

— globalnie jednostajnie asymptotycznie stabilny (GJAS), jezeli jest
JAS i ¢ = +o0.

Idee stabilnosci i stabilnosci asymptotycznej przedstawia rysunek 5.1. Dla
bardzo prostych uktadéw dynamicznych analize stabilnosci mozna prze-
prowadzi¢ na podstawie definicji. Jako przyktad poshuzy nam uktad

x(t)

X =— , x€R t>-1.
1+t

Trajektoria ukladu ma postaé¢ x(t) = w a punkt xg = 0 jest

punktem réwnowagi. Poniewaz [x(t)| < |x(tg)], wystarczy wzigé 1 = ¢,
zeby stwierdzié¢, ze punkt rownowagi jest stabilny. Punkt ten jest takze
asymptotycznie stabilny. Nie jest on jednak jednostajnie asymptotycznie
stabilny, poniewaz dla danego 1 wymaganie [x(tg + T)| = x(to)l1+t0)] n

1+to+T
Ix(to)l[(1+to)| 1
n

prowadzi do wniosku T > —t9 = T(n, tg), co oznacza, ze

T zalezy od chwili poczatkowej to.
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Rysunek 5.1: Stabilno$¢ i stabilno$¢ asymptotyczna

5.2. Funkcje klasy K i K,

W nietrywialnych przypadkach o stabilnosci punktu réwnowagi nie
da sie orzec bezposrednio na podstawie definicji. Zamiast tego potrzeb-
ne sg pewne metody posrednie. Przy ich sformutowaniu wykorzystamy
tzw. funkcje klasy K (funkcje poréwnawcze), zdefiniowane w nastepujacy
sposéb

Definicja 5.2.1 Funkcja ciqgta « : [0,a] — R,, a > 0 nazywa sie
funkcjq klasy K, jezeli x jest scisle rosnqca i «(0) = 0. Funkcja « jest
klasy K, jezeli a = +oo i przy r — +oo funkcja «(r) — +oo.

Przyktadem funkcji klasy K, ale nie K, jest «(r) = arctgr. Natomiast
funkcja «(r) =™, n > 1, jest zaréwno Kklasy K, jak i klasy K.

5.3. Twierdzenie o Funkcji Lapunowa

Przy uzyciu funkcji klasy K mozemy sformutowaé nastepujacy waru-
nek wystarczajacy stabilnosci.

Twierdzenie 5.3.1 (O Funkcji Lapunowa) Niech bedzie dany uklad
dynamiczny (5.1) z punktem réwnowagi xo = 0. Zatézmy, ze w pew-
nym obszarze D C R" zawierajgcym xg zostata zdefiniowana funkcja
V :D x R — R, klasy C'. Obliczamy pochodng V wzdtuz trajektorii
uktadu dynamicznego,

.
Vixt) = avg: Y <6V£:t)> f(x, 1),

Woéwecezas, jezeli
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— istniejg funkcje o, xg klasy K, takie ze
ar (IIxl) < V(xt) < aolllxll) i V(xt) <0,

to punkt xq jest jednostajnie stabilny,
— istniejq funkcje o, oy i oz, klasy K, takie ze

xg ([X) < Vxt) < oollixll) i Vixt) < —as([x]]),

to punkt xq jest jednostajnie asymptotycznie stabilny,

— warunek z poprzedniego punktu jest spetniony dla funkcji 1, xo
i az klasy Ky, oraz D = R™, to punkt xq jest globalnie jednostajnie
asymptotycznie stabilny.

Funkcja V nazywa sie funkcjg Lapunowa, a stabilny punkt réwnowagi
bywa nazywany punktem stabilnym w sensie Lapunowa. Dla ilustracji
Twierdzenia o Funkcji Lapunowa rozwazmy zalezny od czasu uklad dy-
namiczny

k:—(1+t2)x3, x € R.

Punkt xg = 0 jest punktem réwnowagi tego uktadu. Wybierzmy V(x,t) =
%xz. Jest oczywiste, ze dla oy (1) = ay(r) = %rQ jest spelniony warunek
o (Ix]) < V(xt) < xg(lx|). Obliczamy pochodnag V(x,t) = 1(1 + t2)x* <
—x*, zatem przy «z(r) = * mamy V(x,t) < —oz(|x|). Poniewaz wszystkie
funkcje oy sq klasy Ko, a D = R, z twierdzenia 5.3.1 wynika globalna
jednostajna asymptotyczna stabilno$¢ punktu xg.

5.4. Lemat Barbalata

Przy badaniu stabilnoéci uktadéw zaleznych od czasu obok Twierdze-
nia o Funkcji Lapunowa uzywa sie takze innego twierdzenia, zwanego Le-
matem Barbalata. W celu jego umotywowania sprébujmy odpowiedzieé
na nastepujgce pytania z dziedziny funkcji rzeczywistych:

— Zaltdézmy, ze gtadka funkcja f(t) ma granice przy t — +o0. Czy prawda

jest, ze f(t) — 0?

— Niech teraz f(t) — 0. Czy wynika stad, ze istnieje granica funkcji f(t)
przy t — 4+o0?

Odpowiedz na oba pytania jest negatywna, co ilustruja kontrprzyklady

f(t) = e tsine? i f(t) = sinIn t. Okazuje sie, ze dla uzyskania odpowiedzi

pozytywnej potrzebne jest dodatkowe zalozenie na temat funkeji f(t).

Zawiera je nastepujace
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Twierdzenie 5.4.1 (Barbalat) Niech bedzie dana funkcja f € C%(R,R).
Jezeli f(t) ma granice przy t — +oo i druga pochodna funkcji f jest
ograniczona, |f(t)] < M, to f(t) — 0.

Lemat Barbalata jest czesto stosowany do funkcji Lapunowa, w celu udo-
wodnienia asymptotycznej stabilnosci uktadu lub uzyskania dodatkowych
informacji na temat zbiezno4ci trajektorii. Dla przykladu zbadajmy uktad
dynamiczny

Xy = —X1 +xgsint

X9 = —xq sint
Punkt 0 € R? jest punktem réwnowagi ukladu. Wybierzmy funkcje
Vix,t) = X% + x% i obliczmy V(x,t) = 2x1%1 + 2xoXg = —QX%. Z, Twierdze-
nia o Funkcji Lapunowa otrzymujemy, ze punkt rdéwnowagi jest stabilny
(zauwazmy, ze funkcja xf nie jest funkcjg klasy K zalezng od normy ||x||).
Czy mozna by pokazaé wiecej? W tym celu zauwazmy, ze wzdtuz trajek-
torii x(t) uktadu funkcja W(t) = x§(t) +x3(t) > 0, a jej pochodna W(t) =
—2x%(t) < 0, co oznacza, ze W(t) jest malejgca (nierosngca) i ograniczona
od dotu. Wynika stad istnienie granicy W(t) przy t — +oco. Obliczmy po-
chodnag rzedu drugiego, W(t) = —4x§>’<1 = 4x§—4x1x2 sint < 4x%+4|x1||x2|.
Poniewaz funkcja W(t) jest nierosngca, W(t) < W(0), skad wynika ze
trajektoria x(t) = (x4(t), xo(t)) jest ograniczona. Na mocy Lematu Bar-
balata otrzymujemy, ze W(t) = —x%(t) — 0, czyli x4 (t) — 0. WykazaliSmy
w ten sposdb, ze jedna ze wspdlrzednych uktadu dazy asymptotycznie
do O.

5.5. Ocena zbieznosci

W trakcie analizy stabilnosci uktadu w oparciu o Twierdzenie o Funk-
cji Lapunowa zdarza sie, ze pochodna funkcji Lapunowa wzdtuz trajek-
torii mozna uzalezni¢ od samej funkcji. Jest to sytuacja bardzo pozadana
z uwagi na mozliwosé oszacowania szybkosci zbieznosci trajektorii ukta-
du do punktu réwnowagi. Dla lepszego zrozumienia procedury zajmijmy

sie uktadem x = —(1 + t2)x%. Uklad ma punkt réwnowagi 0 € R. Wezmy

funkeje V(x,t) = V(x) = x% i niech W(t) = V(x(t)). Latwo zauwazyé, ze

W(t) < —x*(t) = —4W2(t). Caltkujac te nieréwnosé¢ stronami otrzymu-
1/2

: 1 : . 2 . 1 s

jemy W(t) < 7ﬁ+4t' skad wynika, ze [x(t)| < <v%o;+4t) . Widzimy,

ze trajektoria ukladu dazy do O z gwarantowang predkoscia rzedu t—1/2,

Uzyskane oszacowanie ma charakter orientacyjny, jako ze trajektoria
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uktadu x(t) = W dazy do zera szybciej, mianowicie tak jak

funkcja t—3/2.

5.6. Zadania

Zadanie 5.1 Zbada¢ stabilno$¢ nastepujacych uktadéw:

a) N

=13 <)
b) . )

() =10" =2 ()
c)

() =10 2 ()
d)

X1\ _|—1 2sint X1
xo) |0 —(t+1)] \xo/°
Zadanie 5.2 Pokazaé, ze punkt réwnowagi (0,0)" ukladu
X1 =—x1 +xg + (x§ +x3) sint
Xg = —x1 —xg + (x§ +x3) cost
jest eksponencjalnie stabilny i zdefiniowaé obszar jego stabilnosci; Wska-

zéwka: Zastosowaé V(x) = x7 + x3.

Zadanie 5.3 Zbada¢ stabilno$é punktu réwnowagi (0,0)" uktadu

’

%1 =h(t) — g(t)x]

%1 = —h(t) —g(t)x)
gdzie g(t), h(t) sa gtadkie i ograniczone od géry, i dodatkowo g(t) > k >
0. Wskazéwka: Wziaé V(x) = x7 + x3.

Zadanie 5.4 Niech V(x) oznacza gtadkq funkcje potencjatu. Pokazad, ze

uklad gradientowy

_0V(x)
0x

X = =—-DV(x)

nie ma orbit zamknietych.
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Zadanie 5.5 Niech H(x,y), x,y € R™ oznacza gtadka funkcje Hamiltona.
Pokazaé, ze uktad hamiltonowski
oH(x,y)

oy
_ OH(xy)

v= ox

nie ma asymptotycznie stabilnego punktu réwnowagi.

5.7. Odniesienia literaturowe

Wyklad teorii stabilnosci przedstawiony w tym rozdziale opiera sie
na monografii [KhaOO]. Teorii stabilnodci wedlug Lapunowa poswieco-
no rozdzial 5 ksigzki [Sas99]. Pojecie uktadu hamiltonowskiego i inne
pojecia z zakresu mechaniki analitycznej mozna znalez¢ w [Arn78].

Literatura
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Uklady dynamiczne niezalezne od czasu

W tym rozdziale bedziemy bada¢ uktady réwnan rézniczkowych po-
staci

x = f(x(t)), x(0) =xo, (6.1)

gdzie f € C*®°(R™, R™). Zauwazmy, ze prawa strona uktadu (6.1) nie zalezy
od czasu, a zatem warunki Twierdzenia o Istnieniu i Jednoznacznosci
sprowadzaja sie do warunku Lipschitza, ktéry dla gtadkiej funkeji f(x)
jest speliony automatycznie.

6.1. Strumien ukladu
Whynika stad, ze uklad (6.1) ma rozwigzanie

do(t,x)

x(t) = o(t,x), x(0)=x, It

= fle(t,x))
okreslone na pewnym interwale czasu zawierajacym chwile poczatkowa.
Jezeli @(x,t) jest okreslone dla kazdego stanu poczatkowego x € R™ i dla
kazdej chwili t € R, to (6.1) nazywamy niezaleznym od czasu (autonomicz-
nym) ukladem dynamicznym, albo, po prostu, uktadem dynamicznym.
W odniesieniu do uktadu dynamicznego funkcja ¢(x,t) nazywa sie stru-
mieniem uktadu. Strumien zalezy w sposdb gtadki zaréwno od czasu,
jak i od stanu. Wyznacza on stan, w ktérym sie znajdzie uktad w chwili t,
jezeli w chwili O uktad byl w stanie x. Dla odrdznienia znaczenia zmien-
nych x i t stosuje sie czesto notacje @(x,t) = @¢(x). Strumien uktadu ma
nastepujace wlasnodci:
— @o(x) = x (wlasno$¢ identycznosci),
— @t o @s(x) = @ris(x) = @sit(x) = @s 0 @(x) (Whasnoséé¢ pétgrupowo-
ci).
Korzystajac z powyzszych wlasnosci, dla s = —t otrzymujemy @i o
@—t(x) = @r—t(x) = @o(t) = x, skad wynika, ze (¢¢)~! = @_. Widzimy,
ze {@¢|t € R} jest (1-parametrowq) rodzing dyfeomorfizmdéw przestrze-
ni R™.
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Rysunek 6.1: Orbity wahadla matematycznego

Geometrycznie, funkcja f(x) wystepujaca po prawej stronie ukladu
(6.1) jest interpretowana jako pole wektorowe, ktére kazdemu punktowi
x € R™ przypisuje kierunek ruchu uktadu w tym punkcie. Trajektoria
uktadu musi byé w kazdym punkcie styczna do wektora wyznaczonego
przez pole wektorowe. Wynika stad, ze catkowanie rownania rézniczko-
wego polega na wpisywaniu w przestrzen stanu krzywych stycznych do
kierunkdéw wyznaczonych przez pole wektorowe.

Jezeli w strumieniu ustalimy stan x i bedziemy zmieniaé t, wtedy doj-
dziemy do pojecia orbity ukladu dynamicznego.

Definicja 6.1.1 Zbiér
O(x) ={@e(x)It € R}

nazywamy orbitq uktadu przechodzqcq przez punkt x.

Interesujace jest, ze istnieja tylko trzy typy orbit uktadu dynamicznego.
— O ={x} punkt réownowagi (Vt € R)(@p¢(x) =x),

— O ={x € RY(3t > 0)(p¢(x) =x)}=S! orbita zamknieta,

— O =R orbita otwarta.

Symbol = oznacza izomorfizm, mozna go czyta¢ jako ,wyglada jak”.
S! oznacza okrag jednostkowy. Wszystkie trzy rodzaje orbit pojawiaja
si¢ na portrecie fazowym wahadla matematycznego § = —sinq poka-
zanego na rysunku 6.1. Zauwazmy, ze na mocy Twierdzenia o Istnieniu
i Jednoznacznosci, warunek (3t > 0)(@¢(x) = x) rzeczywiscie definiuje
orbite zamknietg. Najmniejsze T > 0, takie ze @1 = x nazywamy okresem
orbity zamknietej. Oczywiscie, @ 7(x) = @t 0 ©T(x) = @¢(x).
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()

P
T D (P(x)) = Y@ (x))

b(x)

Rysunek 6.2: Réwnowazno$é ukladéw dynamicznych

6.2. Rownowaznos$¢ ukladéw dynamicznych

Podobnie, jak dla funkcji wprowadzimy teraz pojecie réwnowaznosci
ukladéw dynamicznych. Zaldézmy, ze mamy dane dwa uklady dynamicz-
ne postaci

o: x="f(x(t)) i o' : E=FE[R), x &eR™

ze strumieniami, odpowiednio, @¢(x) i ®¢(&). Mozna zdefiniowa¢ dwie
relacje réwnowaznosci.

Definicja 6.2.1 — Réwnowaznosé topologiczna

URET o' < (3 homeomorfizm & =P (x)) (P o p¢(x) = O o P(x)).

— Réwnowaznosé rézniczkowa

Gé o/ < (I dyfeomorfizm & =P (x))(P o @¢(x) = O o P(x)).

Pojecie dyfeomorfizmu wprowadziliSmy w rozdziale 2. W odrdéznieniu
od dyfeomorfizmu, ktéry musi by¢ rézniczkowalny, homeomorfizm jest
funkcja ciagta, z ciagla funkcja odwrotna. Jezeli funkcja 1 jest okreslona
lokalnie, méwimy o lokalnej réwnowaznosci (topologicznej, rézniczko-
wej) LRT i LRR. Istote rownowaznosci uktadéw dynamicznych objas$nia
rysunek 6.2.

6.3. Twierdzenie o Réwnowaznosci Rézniczkowej

Jak wynika z definicji, wykazanie réwnowaznosci wymaga znajomo-
4ci strumieni, a zatem rozwigzania rownan uktadu. Jest to najczesciej
niemozliwe, wobec tego pozadane bytoby kryterium réwnowaznosci nie
angazujace strumieni. Jest to mozliwe do uzyskania w przypadku réwno-
waznoséci rdzniczkowej. Mamy w tym kontekscie nastepujace
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Twierdzenie 6.3.1 (O Réwnowaznosci Rézniczkowej)

GRER o/ < (3 dyfeomorfizm & = (x)) (D (x)f(x) = F(P(x)).

6.4. Twierdzenie o Prostowaniu

Niech bedzie dany uktad dynamiczny (6.1). Punkt xo, w ktérym f(xg) =
0 nazywamy punktem osobliwym lub punktem réwnowagi uktadu dyna-
micznego. Jezeli f(xg) # 0, to punkt xg nazywamy punktem regularnym.
Nastepujace Twierdzenie o Prostowaniu charakteryzuje zachowanie sie
ukladu w otoczeniu punktu regularnego.

Twierdzenie 6.4.1 (O Prostowaniu) Zatézmy, ze f(0) # 0. Wéowczas

= (y’,
LRR

o

takim, ze pole F(§) = e; = (1,0,...,0)T € R™. Innymi stowy, uktad o’ ma
postaé

& =1
£o=0
énzo

a jego strumien
O (&) = &+ tey.

Nazwe i sens twierdzenia wyjasnia rysunek 6.3. Z Twierdzenia o Prosto-
waniu wynika, ze podobnie, jak w przypadku funkcji, zachowanie ukta-
déw dynamicznych w otoczeniu punktéw regularnych (nieosobliwych)
jest mato interesujace. W poszukiwaniu ciekawych zachowan zajmiemy
sie teraz punktami rownowagi (osobliwymi).

6.5. Punkty rownowagi

Niech x¢ € R oznacza punkt rownowagi uktadu (6.1). Rozwijamy pole
f(x) w szereg Taylora w otoczeniu punktu réwnowagi

f(x) = f(xg) + Df(xg)(x —xg) + o(x) = Df(xg)(x — x¢) + O(x2).

Macierz A = Df(xg) nazywamy macierzg przyblizenia liniowego uktadu
w punkcie xg. Bedziemy rozréznia¢ dwa rodzaje punktdéw réwnowagi.
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Rysunek 6.3: Prostowanie pola wektorowego

Definicja 6.5.1 Punkt réwnowagi xo nazywamy hiperbolicznym, jeze-
li macierz A ma wartosci wlasne o niezerowych czesciach rzeczywi-
stych. Punkt xy nazywamy rezonansowym, jezeli wartosci wlasne A;
macierzy A spelniajg nastepujqce zaleznosci: A; = Zj mi;A; dla pew-
nych liczb catkowitych my; > 0, takich ze Zj myj > 2. Punkt réwnowagi
Xg nazywa sie nierezonansowym, jezeli nie jest rezonansowy.

Dla ilustracji pojecia rezonansowego punktu réwnowagi rozwazmy oscy-
lator

)'q = WX9

X9 = —WXq

Jego orbity spetniaja réwnanie x7 + x4 = C. Punkt réwnowagi xg = 0
jest rezonansowy, albowiem macierz A = [700) ‘6’] przyblizenia liniowego
oscylatora ma wartosci wlasne +iw, a zatem Ay + Ay = 0. Wynika stad
2M + Ao = Ay, jak wymaga definicja punktu rezonansowego. Skojarzenie
z oscylatorem thumaczy pochodzenie nazwy ,rezonansowy”. Zauwazmy,
ze warunek rezonansu moze by¢ speliony przez rzeczywiste wartosci
wlasne sumujace sie do 0. Oznacza to, ze punkt réwnowagi moze by¢é
jednoczesdnie rezonansowy i hiperboliczny, jak w ukladzie x4 = axg, X9 =

xXX1.

6.6. Linearyzacja ukladéw dynamicznych

Zachowanie sie uktadéw dynamicznych w otoczeniu punktu nierezo-
nansowego opisuje nastepujace



Rozdziat 6. Uklady dynamiczne niezalezne od czasu 64

Twierdzenie 6.6.1 (Poincaré-Siegel-Sternberg) Niech xo = 0 bedzie
nierezonansowym punktem réwnowagi uktadu dynamicznego o : x =
f(x(t)). Wowezas

~ !/

o o,
LRR

gdzie o': £ = A& i A = Df(0).

Twierdzenie orzeka, ze w otoczeniu nierezonansowego punktu réwno-
wagi uklad dynamiczny zachowuje sie tak samo jak jego przyblizenie
liniowe. Dla punktu hiperbolicznego analogiczny wynik jest prawdziwy
dla réwnowaznosci topologicznej. Méwi o tym

Twierdzenie 6.6.2 (Hartman-Grobman) Zatézmy, ze punkt xy = 0 jest
hiperbolicznym punktem réwnowagi uktadu dynamicznego o : x =
f(x(t)). Wéwezas

~

o o,
LRT

gdzie o': £ = A& i A = Df(0).

6.7. Rownowaznos$¢ ukladoéw liniowych

Zajmiemy sie teraz liniowymi ukladami dynamicznymi. Niech beda
dane dwa takie uklady

o: x=Ax(t) i o : &E=FE(t), x&eR™ A Fmacierze.
Réwnowaznos$é rézniczkowa ukladéw liniowych oznacza, ze

GR%R o/ <= (3 nieosobliwa macierz P)(PA = FP).

Nietrudno zauwazyé, ze niezmiennikami tej rownowaznosci sq wartosci
wlasne macierzy A i F, zatem uklady liniowe réwnowazne rézniczkowo
majq macierze o jednakowych wartosciach wtasnych. Wtasnosé ta ozna-
cza, ze klasy tej robwnowaznosci sq bardzo ,mate” i jest ich nieskonczenie
wiele; na przyklad dwie macierze diagonalne A i F, przestaja by¢ réwno-
wazne po dowolnie matym zaburzeniu ktéregokolwiek elementu jednej
z nich. Z tego powodu réwnowaznos¢ rdézniczkowa nie jest dobrym na-
rzedziem do klasyfikacji uktadéw liniowych. Jezeli zamiast niej uzyjemy
réwnowaznosci topologicznej otrzymujemy nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 6.7.1 (Kuiper) Zalézmy, ze uklad liniowy

o: x =Ax(t)
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c) X9
X1 X1 \ r X1

Rysunek 6.4: Hiperboliczne punkty réwnowagi na ptaszczyznie: a) typu
ujscie, b) typu zrddlo, ¢) siodtowy

a) X2 b) X9

ma hiperboliczny punkt réwnowagi xg = 0. Wéwczas

o= o k=01,...,n,
LRT

gdzie

&1 =—&1(1)

/. E.»k = _E»k(t)
kit = &g (t)

én = Eyn (t)

Niezmiennik k oznacza liczbe wartosci wtasnych macierzy A o ujemnych
czesciach rzeczywistych. W przypadku uktadéw na plaszczyznie (n = 2),
z (6.2) wynika istnienie trzech rodzajéw hiperbolicznych punktéw row-
nowagi: punktu typu ujscie, punktu typu Zrddto i punktu siodtowego.
Pokazuje je rysunek 6.4

6.8. Klasyfikacja uktadéw dynamicznych: podsumowanie

Z, rozwazan przeprowadzonych w niniejszym rozdziale wynika, ze
réwnowaznoé¢ rdézniczkowa jest efektywnym narzedziem do opisu za-
chowania uktadu dynamicznego w otoczeniu punktdéw regularnych oraz
punktéw réwnowagi typu nierezonansowego. Réwnowaznos¢ topologicz-
na pozwala utozsamié¢ uklad dynamiczny z jego przyblizeniem liniowym
w hiperbolicznym punkcie réwnowagi. Dodatkowe zalety réwnowazno-
4ci topologicznej uwidaczniajg sie po potaczeniu twierdzen 6.6.2 i 6.7.1.
Uzyskujemy wtedy nastepujaca skonczona klasyfikacje uktadéw dyna-
micznych.
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Twierdzenie 6.8.1 W otoczeniu hiperbolicznego punktu réwnowagi
uktad dynamiczny jest lokalnie topologicznie rownowazny jednej spo-
$réd (n+ 1) postaci normalnych opisanych wzorem (6.2).

Z twierdzenia 6.6.2 wynika takze, ze na podstawie przyblizenia liniowego
w punkcie rownowagi mozemy wnioskowaé o lokalnej stabilnosci tego
punktu. Jest to trescig tzw. Pierwszej Metody Lapunowa badania stabil-
noéci. W szczegdlnosci, punkt réwnowagi ukladu o jest lokalnie asymp-
totycznie stabilny, jezeli odpowiada mu postaé¢ normalng o}, i niestabilny
w przypadku pozostatych postaci.

6.9. Dowody

6.9.1. Twierdzenie o Réwnowaznosci Rézniczkowej

Dowéd: Przypominamy, ze strumienie uktadéw o i o’ spetniajg rowna-
nia 4 40
P ) 1 S
— Warunek konieczny: Zatdézmy, ze P o @¢(x) = O o P(x). Poniewaz
dyfeomorfizm 1 jest funkcja rézniczkowalng, obliczamy pochodnag
po czasie obu stron otrzymujac

= F(D(x)).

402 2L — D) 20X = (e (x)) e 1)
a takze 40 )
S _ Foy )

Po podstawieniu t = 0, z powyzszych réwnosci wynika

D (x)f(x) = F((x)).

— Warunek wystarczajacy: Zaktadamy, ze Dy (x)f(x) = F({P(x)). Po-
niewaz x jest dowolne, podstawiamy zamiast x strumien ¢(x), co daje
D (@i (x))f(@t(x)) = F(b(@(x)). Zauwazmy jednak, ze lewa strona

tej rdwnosci jest réwna dﬂ"*f(x), a zatem
dp o @ (x)
Tt = F(b(@(x)).

Z drugiej strony, z definicji strumienia ukladu o’ wynika

d® o (x) —F

at (@ oP(x)).
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Otrzymalismy, ze funkcje 1 o @¢(x)) i @ o P(x) spelniajg to samo
réwnanie rdézniczkowe postaci

do
— = X((t)),

= X(a(t)
przy tym samym warunku poczatkowym ®golp(x) = P(x) ipog(x) =
P (x). Na mocy Twierdzenia o Istnieniu i Jednoznacznosci oba rozwia-
zania sq identyczne,

Po@i(x) = D0 oP(x).

6.9.2. Twierdzenie o Prostowaniu

Dowéd: Zamiast dyfeomorfizmu & = (x), takiego ze DY (x)f(x) =
F((x)) skonstruujemy dyfeomorfizm odwrotny x = «(¢) spelniajacy wa-
runek Do(&)F(E) = f(a(&)). Majac f(0) # 0, jezeli to konieczne poprzez
przenumerowanie wspoétrzednych, mozemy uzyskaé 1(0) # 0. Przy ta-
kim zalozeniu, korzystajac ze strumienia uktadu o, definiujemy

O((E,) = (p£1 (O' E,Q,---, Em.);

Z wlasnosci strumienia wynika, ze « jest funkcja gtadkaq i «(0) = 0.
Pochodna

ox ox

D(X(E,) = |:a£1,...,aa

}(a)z

— |:a(pf,1(0"t—121"'lan) a(Pai(O,E,Q,...,((_,n)
0&y 0&n

Dla ¢ = 0 otrzymujemy
D(X(O) - [f(o)l e2l cecy eTL]l

gdzie e; oznacza i-ty wektor bazowy w R™. Poniewaz f1(0) # 0, macierz
Dx(0) ma rzad n, zatem, na mocy Twierdzenia o Funkecji Odwrotnej,
w pewnym otoczeniu 0 « jest dyfeomorfizmem. W celu sprawdzenia
warunku réwnowaznosci obliczamy

0 0,&,...,&n
De(£)F(E) = Dax(E)ey = 2Pl ;’; n)

co konczy dowdd. [ |

= f(x(&)),
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6.10. Zadania

Zadanie 6.1 Pokazaé, ze uklad dynamiczny

’

X = —Ay +xy
U :)\x+%(x2—y2)

x,y € R, A > 0, jest hamiltonowski. Wyznaczyé hamiltonian i sporzadzié¢
portret fazowy uktadu.
Zadanie 6.2 Wykazaé, ze uklad dynamiczny
X = X2 o y3
U =2x (x2 — y) '
x,Yy € R, ma calke pierwsza.

Zadanie 6.3 Znalez¢ calke pierwsza uktadu

X =1y
y=x—2x°

X,y € R, i narysowa¢d jego portret fazowy.

Zadanie 6.4 Znalezé catke pierwszg ukladu i narysowaé jego portret
fazowy ukladu réwnan Lotki-Volterry

X = ax — bxy
Yy = —cy + bxy

x,y €R, ab,c>0.

Zadanie 6.5 Zbada¢ stabilno$é punktu (0,0)" ukladu

x =—y+x (x* +y?) sin /x2 + y?
y=x+y (x*+y?) sin/x* +y?

x,y € R. Wskazdéwka: Przejsé¢ do wspdtrzednych biegunowych

X =TCOS @
Yy =rsing
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6.11. Odniesienia literaturowe

Przydatnymi Zrédlami wiedzy na temat ukltadéw dynamicznych sa
monografie [Arn83, Arn75]. Réwnowaznos$¢ ukladéw dynamicznych
i twierdzenia o klasyfikacji podane w tym rozdziale pochodza z [Arn75];
traktuje takze o nich rozdziat 3 ksigzki [Lév09]. Réwnowaznos$é topo-
logiczna uktaddéw liniowych jest przedmiotem pracy [Kui75]. Czytelnik
zamierzajacy zajaé sie rozmaitodciami niezmienniczymi i teorig bifurka-
cji moze przestudiowad rozdziat 7 monografii [Sas99].
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Twierdzenie Frobeniusa

7.1. Pola wektorowe, duzy operator dotaczony
Zajmiemy sie teraz para uktadéw dynamicznych
x=Xx(t) i y=VY(y(t), xyeR",

zdefiniowanych przez gladkie pola wektorowe X,Y € C*(R™, R™), ze stru-
mieniami @¢(x) i ®¢(y). Na mocy definicji strumienie te spelniajq zalez-

nosci

W) X)) 1 P via,qy)),

Rozwazmy nastepujace dziatanie pola X na pole Y. Poczawszy od stanu
poczatkowego x poruszamy sie przez czas t wzdluz trajektorii pola X, az
do punktu @¢(x). W punkcie @¢(x) obliczamy pole Y i cofamy je porusza-
jac sie przez czas t wzdtuz trajektorii pola X, ale w przeciwnym kierunku.
Uzyskany wektor w punkcie x definiuje duzy operator dotaczony

Adx Y(x) = Do_t(@c(x))Y(@t(x)) = (Do_tY) (@ (x)).

Definicje operatora Ad% Y(x) ilustruje rysunek 7.1. Dla ustalonego punk-
tu x, a przy zmiennym t, Ad% Y(x) jest krzywq w przestrzeni R™. Pochod-
na tej krzywej wyznacza nawias Liego pdl X i Y,

X, Y](x) = adx Y(x) = &

AdY Y(x).
dt|,_, x Y(x)

Nazwy ,duzy operator dotgczony” proponujemy uzywac dla odrdznienia
Ad od ,malego operatora dolgczonego” ad zdefiniowanego powyzej. Nie-
trudno udowodnié nastepujgce wtasnosci operatora Ad:

— A% Y(x) = Y(x),

— %d;‘fstY(x) = Ad’;(tAdi Y(x),

— gqr Adx Y(x) = Adx[X, Y](x).

Zauwazmy, ze z ostatniego wzoru wynika, ze jezeli pola X i Y komutuja,
tzn. ich nawias Liego [X,Y](x) =0, to Ad¥ Y(x) = Ad9< Y(x) = Y(x).
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Rysunek 7.1: Definicja operatora Ad% Y(x)

7.2. Nawias Liego

Mozna pokazaé, ze wprowadzona w poprzednim podrozdziale defini-
cja nawiasu Liego pokrywa sie z bardziej znang definicjg, sformutowana
we wspdélrzednych, mianowicie

X, Yl(x) = DY(x)X(x) — DX(x)Y(x).

Z definicji wynikaja nastepujgce wtasnosci nawiasu Liego:

— [X, X](x) = 0 — antyzwrotnos¢,

— [V, X](x) = —[X, Y](x) — antysymetria,

— X, Y], Z](x) + [[Y, Z], X](x) + [[Z, X], Y](x) = O — tozsamo$¢ Jacobiego.
— dla liczb o, B € R [aX+ BY, Z](x) = «lX, Z](x) + BLY, Z] — dwuliniowo$¢.
Latwo zauwazyé, ze nawias Liego przypisuje parze pél wektorowych no-
we pole wektorowe. Mozna go zatem potraktowac jako pewnego rodzaju
iloczyn pdl wektorowych, przypominajacy iloczyn wektorowy wektordw
w R®. Tozsamo$¢é Jacobiego pociaga za sobg, ze nawias Liego (podobnie
jak iloczyn wektorowy) nie jest taczny; mamy bowiem

(X Y], Z] = XY, Z]] = [Z, [X, Y]] # [X, [, Z]).

Jak powiedzieliSmy w podrozdziale 1.2, gtadkie pola wektorowe V(R™)
tworza przestrzen liniowa nad R i, wraz z nawiasem Liego, stanowia al-
gebre Liego. Ponadto, pola wektorowe tworza modut nad pierscieniem
funkcji gladkich C*°(R™,R), zatem dla f, g € C*(R™, R) nawias [fX, gY] €
V> (R™). Wyliczenie tego nawiasu odbywa sie wedlug wzoru

(X, gYI(x) = f(x)g(x)[X, YI(x) + f(x)Lxg(x) Y (x) — g(x) Ly f(x)X(x),
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gdzie symbol Lxf oznacza pochodna Liego funkcji f wzgledem pola X,
zdefiniowang wzorem Lxf(x) = df(x)X(x).

7.3. Twierdzenia o Nawiasie Liego

Kolejne wlasnosci nawiasu Liego pdél wektorowych sg zawarte w
dwoch nastepujgcych twierdzeniach.

Twierdzenie 7.3.1 (O Przemiennosci) Pola wektorowe komutujq wte-
dy i tylko wtedy, gdy sktadanie ich strumieni jest przemienne, tzn.

X, Y](x) =0 <= @t 0 Ds(x) = s 0 @(x).

Twierdzenie 7.3.2 Zatézmy, ze ¢ : R — R™ okresla réownowaznosé
rézniczkowq uktadéw dynamicznych zdefiniowanych przez pola X, Y
i Xo,Yo. tzn.

Do(x)Xi(x) =VYi(@(x)) i De(x)Xs(x) =Ya(e(x)).

Nawiasy Liego pdl réziniczkowo réwnowaznych sq takze réziniczkowo
réwnowazne,
Do (x)[Xy, Xol(x) = [Y1, Yol (@(x)).

7.4. Twierdzenie o Jednoczesnym Prostowaniu

Uogdlnieniem Twierdzenia o Prostowaniu udowodnionego w rozdzia-
le 6 jest Twierdzenie o Jednoczesnym Prostowaniu, ktére podajemy po-
nizej. Twierdzenie to ma bezposrednie zastosowanie w dowodzie tytuto-
wego dla tego rozdziatu Twierdzenia Frobeniusa.

Twierdzenie 7.4.1 (O Jednoczesnym Prostowaniu) Niech bedzie da-
ny zestaw k > 1 pél wektorowych Xi, Xy, ..., X € V®(R™). Zaktadamy,
ze pola te sq niezalezne w punkcie 0 € R"™, tzn. rank([X;(0),X5(0),...,
Xk(0)] = k i ze komutujq, [Xi,X;] = 0, i,j = 1,2,...,k, w pewnym
ofoczeniu zera. Przy tych zalozeniach istnieje lokalny dyfeomorfizm
& =1(x), taki ze

DY (x)Xi(x) =ei(P(x)) =ei, 1=1,2... %k

gdzie e; € R™ oznacza i-ty wektor jednostkowy. Innymi stowy, dyfe-
omorfizm 1\ pozwala jednoczesnie wyprostowaé wszystkie k pdl usta-
nawiajgc réwnowaznosci

X1 = e, Xo = eg9,..., X = ex.
LRR LRR LRR
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7.5. Dystrybucja i rozmaitos¢ calkowa

Majgc dany modut pdél wektorowych V*°(R™) nad C*(R™,R), jego

podmodut
D = span {Xy,Xo,..., Xk}
C>®(R™R)

generowany przez zestaw niezaleznych w kazdym punkcie x € R™ pdl
wektorowych X; € V*(R™) nazywamy dystrybucja. Na mocy definicji,
dystrybucja D wyznacza w kazdym punkcie x k-wymiarowq podprze-
strzen liniowg D(x) C R™, mozemy zatem moéwic¢ o polu podprzestrzeni

x = D(x).

Dla k = 1 dystrybucja D = spancegn g){X1} generuje w R™ linie proste
zdefiniowane przez pojedyncze pole Xy. Z Twierdzenia o Istnieniu i Jed-
noznacznosci wynikaja warunki, przy ktérych istnieje krzywa styczna
w kazdym punkcie do D(x). Krzywa ta jest krzywaq calkowa pola X;. Na-
turalnym uogdlnieniem tego pojecia dla dystrybucji dowolnego wymiaru
k jest pojecie rozmaitosci catkowej dystrybucji rozumianej jako podroz-
maito$é R™, ktdra jest w kazdym punkcie styczna do podprzestrzeni D(x).
W przeciwienstwie do dystrybucji jednowymiarowych, dla ktérych wa-
runki istnienia rozmaitosci catkowej sq tatwe do spelnienia, w przypadku
k > 2 istnienie rozmaitoéci calkowej nalezy do rzadkosci. W dalszym cig-
gu, w celu unikniecia komplikacji technicznych, przez (n—p)-wymiarowa
gtadka rozmaito$é¢ (podrozmaitos¢ R™) bedziemy rozumieé podzbiér R™
wyznaczony przez p niezaleznych réwnan, a wiec

Mop = {x € R"™fy(x) =0,fa(x) =0,...,fp(x) =0},

gdzie funkcje f; sa gladkie. Niezalezno$¢ funkecji oznacza, ze ich rézniczki
sq niezalezne, ie. rank [df{ (x), df] (x),..., dfg(x)] (x) = p dla kazdego x €
Myp. Dystrybucje, ktéra ma rozmaito$é¢ calkowa nazywamy catkowalng

7.6. Twierdzenie Frobeniusa

Warunek konieczny i wystarczajacy istnienia rozmaitosci calkowej
dystrybucji podaje Twierdzenie Frobeniusa. Bywa ono nazywane trzecim
filarem analizy nieliniowej. Ponizej ograniczymy sie do sformutowania
warunku wystarczajacego.

Twierdzenie 7.6.1 (Frobenius) Niech D = spancegng){X1, Xo, ..., X}
oznacza k-wymiarowq dystrybucjq zdefiniowang w pewnym otfocze-
niu 0 € R™, takg ze rank[X;(0),X5(0),...,Xk(0)] = k. Zaktadamy, ze
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dystrybucja D jest inwolutywna, tzn. X,Y € D = [X,Y] € D. Wéweczas,
w pewnym lokalnym uktadzie wspétrzednych,

D = span {ey, ey ..., exk
C(R™,R)

Innymi stowy, istniejq pola wektorowe Y1,Ys,..., Yy bedqce generatora-
mi dystrybucji D = spancegn g){Y1, Y2,..., Y} i lokalny dyfeomorfizm
P(x) = (P1(x),Pa(x),...,bn(x)) prostujgcy jednoczesnie te pola. Przez
kazdy punkt w pewnym otoczeniu 0 € R™ przechodzi rozmaitosé cat-
kowa dystrybucji D, wymiaru k, zdefiniowana przez ostatnie n — k
sktadowych dyfeomorfizmu 1\,

Mp = {x € R"P41(x) = 0, P yo(x) =0,...,Pn(x) = O}

7.7. Dowody

7.7.1. Twierdzenie o Przemiennosci

Dowéd: — Zatdéimy, ze oD (x) = Dso@(x). Po zrdzniczkowaniu
obu stron wzgledem s otrzymujemy
dd,(x) d

oo, = Do (@, (0) P2 = Lo, 0 () = V(@4 0 gulx)).

Po podstawieniu s = 0 i ¢ _¢(x) zamiast x powyzsze wyrazenie uzyskuje
postaé
Do (@—t(x))Y(p—t(x)) = Ady " Y(x) = Y(x),

skad wynika, ze

d ¢ B B
@ o Ady " Y(x) = X, YI(x) = 0.

— Niech teraz [X, Y](x) = 0. Pocigga to za soba d% AdY Y(x) =0, tzn.
Ady Y(x) = Do—(@(x))Y(@t(x)) = Y(x).
Zastepujac x przez ¢ _(x) i zamieniajgc —t na t dostaniemy
De(x)Y(x) = Y(@(x)).
Po kolejnym podstawieniu zamiast x strumienia ®@4(x) pola Y otrzymamy

Do (Qs(x))Y(Qs(x)) = Y(@(Ds(x))),
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co pocigga za soba

%@t 0 D(x) = V(@1 0 s (x))).

Jednakze, z definicji strumienia pola Y, mamy

d
E(Ds o @(x) =Y(Ds 0 @(x)).

Ostatnie dwie réwnoéci wskazujag, ze @t o O4(x) i D o @¢(x) speklniajq to
samo réwnanie rdézniczkowe przy tym samym warunku poczatkowym
oD (x)|s—0 = @t(x) = D50 @¢(x)|s—0, zatem na podstawie Twierdzenia
o Istnieniu i Jednoznacznos$ci musi by¢é

@t o Dg(x) = Dg 0 @(x),

co nalezato wykazad.

7.7.2. Twierdzenie o Jednoczesnym Prostowaniu

Dowéd: Dla dowodu skonstruujemy dyfeomorfizm x = «(§), taki ze
Dx(é)e; = Xi(«x(&)) dlai = 1,2,...,k. Obliczenia bedziemy prowadzié¢
w pewnym otoczeniu 0 € R™. Bez utraty ogdlnosci mozemy przyjad,
ze warunek rzedu rank([X;(0),X5(0),..., X (0)] = k oznacza niezaleznosé
pierwszych k wierszy macierzy [X;(0), X2(0),..., Xk (0)]. Proponujemy na-
stepujgca funkcje

(&) = @1, 0 Poag, 0 0 Prg, (0,0, Exisenns En).

Z definicji wynika, ze funkcja o jest gladka i ze «(0) = 0. Obliczmy jej
pochodna

d
Da(E) = | 201,026, © @kt (00,eve st En))
Doi1g, (@ag, 0 0 e, (0,00, Exit, e, En))
d
((925,2(([)3&3 ©:---0 (Pkak(olo;---, Evk-'-i""' Evn))""’
déo

D@1g, 0 Q25,00 @, (0,0, Eitsens Enderits .,
D(p1£1 0o, 00 (pkak(O,O,...,£k+1,...,E,n)en .

Analiza uzyskanego wyrazenia prowadzi do wniosku, ze

d
E@1£1($2£2 0 0@k, (0,0,..., Eki1,...,En)) = X1 (x(E)),
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D(P1£1((p2£2 0---0 (pkE,k(OIO"'-I ‘Ek—!—il"-l ET\.))

d

7(@2&2(@353 ©:--0 (pkE,k(OIOI'-'I Ekarll---r E»TL)) =
dép

=Dy, (@1—g, (x(8)))Xa(@1—g, (a(£))) = Ady ™ Xp(ox(£))

i podobnie dla dalszych elementéw. Ale, na mocy zalozenia pola komu-
tujq, wiec [Xj, Xo](x) =0, co pociaga za soba

Ady ™ Xo(a(£)) = Xa(a(E)),
etc. W rezultacie pokazalidmy, ze
Da(&) = [Xq(ee(&)), Xo(x(&)), -, Xac(a(&)), %, - -+, ],

gdzie gwiazdkami oznaczyliSmy elementy, ktérych znajomosé¢ nie jest
potrzebna. W punkcie 0 mamy

Do(0) = [X1(0), X(0), .., Xic(0), €xs1,---, €nl.

Poniewaz rank Dx(0) = n, « jest lokalnym dyfeomorfizmem w pewnym
otoczeniu 0. Co wiecej, dla kazdego i =1,2,...,k, mamy

Da(&)e; = Xi(«(&)),

a zatem pola Xy, Xy, ..., Xk zostaly jednoczednie wyprostowane. ]

7.7.3. Twierdzenie Frobeniusa

Dowéd: Zatdézmy, ze goérna k x k podmacierz macierzy
P(x)

[X1(x), Xo(x),..., X x]:[ ]

106 Xa 00 X0 = | 5

jest rzedu k w pewnym otoczeniu O € R™. Na mocy definicji dystrybu-
cji, po pomnozeniu obu stron powyzszej réwnoséci przez macierz P~1(x)
otrzymamy generatory Yy, Yo, ..., Yy dystrybucji D o postaci

v = ().

gdzie e; € R¥ jest i-tym wektorem jednostkowym, zaé * oznacza pozo-
statle n — k elementéw pola. Pokazemy, ze nowe generatory komutuja.
W tym celu obliczamy nawias Liego

[Yi, Yjl(x) = DY; (x)Yi(x) — DYi(x)Yj(x) =

-0E-16)-0



Rozdzial 7. Twierdzenie Frobeniusa 77

Na mocy inwolutywnoéci dystrybucji D nawias [Y;, Y]-] € D, co oznacza,
ze

*

- 0
YoI00 = 3 a0V bo) = ( ) ,

r=1
czyli wszystkie funkcje i (x) =01 [Yy, Yjl(x) = 0, a wigc nowe generatory
komutujg. Odwolujac sie do Twierdzenia o Jednoczesnym Prostowaniu
stwierdzamy istnienie lokalnego dyfeomorfizmu \(x) = ({1 (x), Yo(x),...,
Vn(x)), takiego ze
D (x)Yj(x) =e5, j=12....k

Zostato do pokazania istnienie rozmaitosci catkowej. Niech
3
Xi(x) = Z'Yij (x)Y;(x)
j=1

wyraza pole X; za pomocg nowych generatoréw. Mnozac obie strony
przez D(x), a nastepnie korzystajgc z postaci pdl Yj, otrzymujemy

k k
DY()Xi(x) = )~ vij()DB(¥)Yj(x) = Y vij(x)ej = (8) ’
j=1 =1

przy czym 0 odnosi sie do ostatnich n — k wspdtrzednych. Poniewaz

Dy (%)X (x)

DY(x)X:(x) = | Dby (x)X: (x) D ()Xi () |

DU ()X (x)
wynika stad, ze

D1 (x)Xi(x) =0,..., Dbn(x)Xi(x) = 0.
Dystrybucja D wiec jest styczna do rozmaitosci

Mop ={x € R"Pr41(x) =0,...,pn(x) = 0}

bedacej jej rozmaitoscia catkowa. Twierdzenie zostatlo udowodnione. W
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7.8. Zadania

Zadanie 7.1 Wyprowadzi¢ formute na nawias Liego pdl wektorowych

d

X, Yl(x) = @ Ad§ Y(x) = DY(x)X(x) — DX(x)Y(x).
t=0

Zadanie 7.2 Udowodni¢ Twierdzenie 7.3.2. Wskazdéwka: pokazad, ze pra-
wa strona jest réwna lewej, zauwazyé, ze DY; o D@ = D(Y; o o).

Zadanie 7.3 Pokazaé, ze dla kazdej funkcji f € C*°(R™, R) zachodzi
Lixyif = Lx(Lyf) — Ly (Lxf).

Zadanie 7.4 Korzystajac z wtasnosdci [fX, gY] = fg[X, Y] + fLxgY — gLy fX
wykazad, ze dystrybucja D = spancegn g){X1(x), Xa(x), ..., Xk (x)} jest in-
wolutywna wtedy i tylko wtedy, gdy [X;, X;l € D dlai,j=1,2... k.

Zadanie 7.5 Sprawdzi¢ inwolutywno$¢ dystrybuciji:

a)
1 0
Dy = span xo ], |11
C>(R",R) 0 0
b)
COS X3 0
Dy = span sinxz |, |0
C>®(R™,R) 0 1
c)
COS X3 0 —sinxz COS X3
sin xz 0 CcOS X3 sin xz
Dy = span 1 111, 0 , 0
C(R™R) 0 1 0 0
1 0 0 0

7.9. Odniesienia literaturowe

Pola wektorowe, nawiasy Liego, dystrybucje, Twierdzenie Frobeniu-
sa etc. naleza do obszaru geometrii rézniczkowej. Niezbedne podstawy
Czytelnik moze znalez¢ w monografiach dotyczacych geometrycznej teo-
rii sterowania, jak [[si94, NvdS90, Blo03, Sas99, Lév09]. Zaawansowany
wyktad geometrii rdézniczkowej zawierajg prace [AMRS3, Spi79]. ,Dy-
namiczna” koncepcja nawiasu Liego przyjeta w tym rozdziale pochodzi
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z monografii [AMRS83]; w kontekscie sterowania operatory dotaczone po-
jawity sie w artykule [Kre85]. Twierdzenie o Prostowaniu jest klasyczne
w teorii uktadéw dynamicznych [Arn83, AMRSE3]. Uogdlnienie Twierdze-
nia Frobeniusa mozna znalez¢ w ksigzce [Sus83].
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Uktady sterowania

Uklad sterowania jest reprezentowany przez uklad réwnan réznicz-
kowych zalezny od zmiennej sterujacej

{x = f(x(t),u(t)) (8.1)

y(t) =h(x(t))

gdzie x € R™, u € R™, y € RP oznaczajg, kolejno, zmienng stanu, zmien-
na sterujaca i zmienna wyjécia. Zaktadamy, ze uktad jest gtadki, a wiec
funkcja opisujaca dynamike ukladu f € C*(R™ x R™,R™) i funkcja wyj-
dcia h € C®(R™, RP). Zazwyczaj mamy m < n i p < n. Zauwazmy, ze
przy zadanym sterowaniu u(t), uktad sterowania jest opisany zaleznym
od czasu uktadem réwnan rézniczkowych postaci

x = f(x(t),u(t)) = f(x(t),1)
y(t) = h(x(t))

Biorac to pod uwage, z Twierdzenia o Istnieniu i Jednoznacznosci otrzy-
mujemy nastepujgce warunki na istnienie trajektorii x(t) uktadu (8.1)
— funkcja f(x, t) powinna byé ciagla funkcja t,

— funkcja f(x,t) powinna spelia¢ warunek Lipschitza ze wzgledu na x,
— funkcja f(xq,t) powinna byé ograniczona ze wzgledu na t.
Lipschitzowsko$é wynika z gtadkosci funkeji f(x, u). Pozostale warun-
ki sprowadzajg sie do ciggtodci i ograniczonosci funkcji sterujacych.
Funkcje sterujace bedziemy nazywaé sterowaniami. Podstawowym wy-
maganiem, jakie nakladamy na dopuszczalne sterowania jest istnienie
i jednoznaczno$é trajektorii x(t), dla kazdego sterowania dopuszczalnego
i w kazdej chwili. Zatem, podstawowa klasa sterowan dopuszczalnych to
sterowania ciggte i ograniczone. Z powodéw praktycznych, ale takze teo-
retycznych, dopuszczamy szersza klase sterowan, mianowicie sterowania
odcinkami ciggte i ograniczone, a w szczegdlnosci sterowania odcinkami
state, ktérych przyklady pokazano na rysunkach 8.1 i 8.2.
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AN

Rysunek 8.1: Sterowanie odcinkami ciggte

u(t)

%

|

Au(t)

>
t

Rysunek 8.2: Sterowanie odcinkami state

8.1. Uklady afiniczne i bezdryfowe

Wazna podklasa uktadéw sterowania sa uklady afiniczne, ktérych
réwnania maja nastepujacq postaé

% = f(x(t) + g(x()u(t)) = F(x(t)) + D g (x(t))ui(t) 82)
i=1 .
y(t) = h(x(t))
Kolumnami macierzy g(x) sa pola wektorowe g1 (x),..., gm(x). Wszystkie

pola wektorowe okreslajace uktad afiniczny (8.2) sq gladkie. Ze wzgledu
na to, ze przy ,wylaczonych” sterowaniach, u = 0, zachowanie sie uktadu
afinicznego jest wyznaczone przez pole f(x), pole to nazywamy dryfem.
Znaczenie ukladéw afinicznych wynika z kilku powoddéw, takich jak:

— Wiele ukladéw, w tym uklady z lagranzowskim modelem dyna-
miki, modelujemy jako afiniczne.
Jezeli sterowania dopuszczalne w uktadzie (8.1) sq rézniczkowalne,
to przez zdefiniowanie zmiennej stanu jako (x,u) € R"™™ otrzymujemy

uklad afiniczny
(u) _ (“"(tgu(t”) n [Ii ] Vi),
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ktérego zmienna sterujgca v = 1.
— Dla u bliskich zera rozwijamy prawa strone ukladu (8.1) w szereg
Taylora

f(x,u) = f(x,0) + 0f(x,0)

u+0 <x,u2),

skad wynika, ze uklad afiniczny (8.2) jest przyblizeniem uktadu (8.1) dla
matych sterowan.
— Liniowy uklad sterowania

x = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

jest ukladem afinicznym.
Jezeli w uktadzie afinicznym dryf f(x) nie wystepuje, rownania (8.2) uzy-
skuja postaé

(8.3)

Znaczenie ukladéw bezdryfowych wynika, m.in. z tego, zZe opisuja kine-
matyke ukladéw nieholonomicznych, na przyktad robotéw mobilnych.

8.2. Rézniczkowanie odwzorowania koncowego
Niech bedzie dany uktad sterowania (8.1). Oznaczmy przez

doy,(u)

S = Tl (W), ulb),

x(t) = @xe(u),
trajektorie tego uktadu ze stanu poczatkowego x pod dzialaniem stero-
wania u. Jezeli ustalimy chwile koricowa T, mozemy rozwazaé odwzoro-
wanie endy : (x,u) — x(T) = @5, 1(1) zZWane odwzorowaniem koncowym
uktadu. Przy odpowiednich zatozeniach na uktad i sterowanie dowodzi
sie, ze odwzorowanie koncowe jest rézniczkowalne wzgledem stanu i ste-
rowania. Obliczymy teraz te pochodne.

— Dla dowolnego t € R, y € R™ mamy

0t (1) d
gixy =&(t) = do o (Px+ocy,t(u)-
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Pochodna wzgledem czasu

_4dd w=2 d (W) =
= e e Ox+oy,t(U I o dt(Perocyt
= 21 fouragalwiuy) = UM g A
X | x=0 X

Rozwigzujac réwnanie & = A(t)&(t) z warunkiem poczatkowym &(0) = y
otrzymujemy
dendr(x, u)
0x

gdzie ®(t,s) jest macierzq fundamentalng réwnania & = A(t)&(t).
— Analogicznie postepujemy przy rézniczkowaniu wzgledem stero-
wania, mianowicie dla t € R i sterowania dopuszczalnego v, obliczamy
a(px,t (u) d

o v={([t) = a|oc 0@t (U + ov).

=&(T) = O(T,0)y,

Rézniczkowanie wzgledem czasu daje

(= %d% . Px U+ av) = di . S Pxt(u+ o) =
d f((pxt(u—i— av),u(t) + av(t)) =
doc _
- o) it DD B
X ou

W celu wyznaczenia pochodnej odwzorowania koncowego nalezy wiec
rozwigza¢ réwnanie ( = A(t)C + B(t)v(t) z warunkiem poczgtkowym
¢(0) = 0 i podstawi¢

dendt(x,u)
v
ou

8.3. Osiagalnosé¢ i sterowalnosé

Niech o oznacza uktad afiniczny (8.2) ze sterowniami dopuszczalnymi
z KRlasy sterowan odcinkami statych, postaci

U = {(ui,h) , (uQ,tg) P (uk,tk)},

dla pewnego k € N i ut € R™. Zastosowanie tego sterowania oznacza, ze

przez czas t; podajemy na wejécie uktadu stale sterowanie u!, nastepnie
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przez czas tp uzywamy stalego sterowania u? itd., w koncu stosujemy
state sterowanie u* przez czas ty. Po zastosowaniu takiego sterowania
widzimy, ze trajektoria uktadu afinicznego sktada sie z odcinka trajekto-
rii pola f(x)+g(x)u!, nastepnie z odcinka trajektorii pola f(x)+g(x)u?® etc.
Mozna powiedzieéd, ze ruch ukladu o jest zdeterminowany przez rodzine
stowarzyszonych pdl wektorowych

Fo ={f + guju € R™}.

W szczegdlnoscei, przy sterowaniu ux uktad o ruch ukladu wyznaczaja
pola Xi(x) = f(x) + g(x)u' dzialajace na odcinkach czasu t;, przy i =
1,2,..., k. Zatézmy, ze @it(x) oznacza strumien pola Xi(x) i niech xg
bedzie stanem poczatkowym. Wéwczas, pod dziataniem sterowania
uklad o przejdzie po czasie Z]fzi t; od stanu x¢ do stanu

X = Prty ©Prk—1t_4 © (P1,t1(7<0)-

Biorac rézne odcinkami stale sterowania uy, dla réznych k, otrzymamy
zbidr standw osiggalnych w ukladzie o ze stanu xg w chwili t,

k
RO’(XOI t) = {(pk,tk o (pk—i,tk_1 Q- (pi,t1 (X0)|tl 2 O, Ztl =1t k 2 O} .
i=1

Zbidr osiggalny ze stanu xg w jakiejkolwiek chwili jest suma

Ro(x0) = | Ro(x0,1).
t=0

Za pomoca zbioru osiggalnego mozna zdefiniowaé kilka pojeé sterowal-
nosci.

Definicja 8.3.1 Uklad o nazywamy sterowalnym z punktu xg, jezeli
Rs(xg) = R™ i sterowalnym, jezeli Ry(xg) = R™ dla kazdego xo.

Obok sterowalnosci uzywa sie stabszego pojecia osiggalnosci.

Definicja 8.3.2 Moéwimy, ze uktad 0 ma wltasnosé osiqggalnosci z punk-
tu xo, jezeli zbidr osiqgalny z xy ma niepuste wnetrze, int Ry (xg) # 0.
Uktad ma wlasnosé osiqggalnosci, jezeli int Ry (xg) # 0 dla kazdego xy.

Przypominamy, ze wnetrze zbioru jest to najwiekszy zbidr otwarty za-
warty w tym zbiorze. Rysunek 8.3 ilustruje pojecie osiggalnosci.

Intuicyjnie, jezeli uktad ma wlasnosé osiagalnosci z pewnego xg, to
mozna z xg dojs$¢ do takiego punktu, z ktérego uktad bedzie méogt sie
porusza¢ w kazdym kierunku w R™. Niekoniecznie ruch we wszystkich
kierunkach jest mozliwy z samego punktu xg. Trzecim pojeciem jest
lokalna sterowalnos¢.
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a) b) c)

S
__,0—/\*“_
Xo X0 @ xg XS

Rysunek 8.3: Wkasnos¢é osiggalnosci: a), b) tak, ¢) nie

a) b)

920'(7(0)
X0 .XO
X € intRs(x0) xp € intRq(xp)

Rysunek 8.4: Lokalna sterowalno$¢: a) nie, b) tak

Definicja 8.3.3 Uktad o jest lokalnie sterowalny z punktu x, jezeli xg €
int Rs(xg) i lokalnie sterowalny, jezeli xo € intRs(xg) dla kazdego xg
(patrz rysunek 8.4).

8.4. Twierdzenia o sterowalnosci

W celu sformutowania pewnych warunkéw sterowalnosci wykorzy-
stamy duzy operator dolaczony Ad% Y(x) = Do (@ (x))Y(@t(x)), a takze
maly operator dotaczony adx Y(x) = [X,Y](x), zdefiniowane w poprzed-
nim rozdziale. Z uktadem o wigzemy dwie dystrybucje

Dy = (Ady, |Fo) 1 do = (ady, |Fs),

okreslone jako najmniejsze dystrybucje zawierajace rodzine pdl F, sto-
warzyszonych z uktadem o, zamkniete ze wzgledu na operatory Ad i ad.
Dla Dy oznacza to, ze F5; C Dy i dla kazdego X € F5, Y € Dy, pole
Ad§< Y € Ds w kazdej chwili t, analogicznie dla ds. Nietrudno zauwazy¢,
7e dg C Ds. W jezyku wprowadzonych dystrybucji podajemy nastepuja-
ce dwa twierdzenia.

Twierdzenie 8.4.1 (Chow-Susmann-Krener) Uktad afiniczny o ma
wlasnosé osiqgalnosci wtedy i tylko wtedy, gdy

Dy = V(RM).

Twierdzenie 8.4.2 (Chow-Lobry-Krener) Jezelid, = V°(R™), to uktad
o ma wtasnosé osiggalnosci.
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W obu twierdzeniach pola ¥, mozna zastapié przez Fx ={f, g1, 92,..., gm }-
Warunek wystarczajacy wtasnosci osiggalnosci wygodnie jest przedsta-
wi¢ w formie tzw. Warunku Rzedu Algebry Liego. W tym celu definiujmy
algebre Liego L, stowarzyszona z ukladem o jako najmniejsza algebre
Liego zawierajaca pola Fs;. Mamy nastepujace

Twierdzenie 8.4.3 Jezeli w kazdym punkcie x € R™
dim£Ls(x) =n,
to uktad 0 ma wlasnosé osiggalnosci.

Dla uktadéw bezdryfowych (8.3) przytoczone wyzej twierdzenia podajq
warunki sterowalnosci. Mianowicie

Twierdzenie 8.4.4 — Uklad bezdryfowy jest sterowalny wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy Dy = V*®°(R™).
— Jezeli dg = V*°(R™), to uktad bezdryfowy jest sterowalny.
— Jezeli dim L;(x) = n, to uklad bezdryfowy jest sterowalny.

8.5. Sprawdzanie sterowalnosci

Jak wynika z naszych rozwazan, nie sq znane ogdlne warunki koniecz-
ne i wystarczajgce sterowalnosci uktadéw nieliniowych, w tym ukladéw
afinicznych. Latwiejsza do weryfikacji (ale duzo stabsza) jest wlasnosé
osiggalnosci. Wymienimy teraz kilka szczegdlnych przypadkoéw, w ktod-
rych mozna orzec sterowalnoé¢ juz to bezposrednio, juz to wydedukowad
sterowalnoé¢ na podstawie osiggalnosci.

— Niech (xg,ug) oznacza punkt réwnowagi ukladu (8.1), tzn. niech
f(x0, up) = 0. Wyznaczamy przyblizenie liniowe uktadu w punkcie réow-
nowagi

9f(xo, Up) (

0f(xo, Up) (
ox

ou
+0((x —x0)% (u—up)?)

f(x,u) = f(xp,ug) + X —Xg) + u—up)+

iniechA:%?(’uO) iB= W,atakie £ =x—xp V=u—uy Mamy

nastepujace Twierdzenie.
Twierdzenie 8.5.1 Jezeli uklad liniowy
£ = AE(t) + Bv(t)

jest sterowalny (spelnia kryterium Kalmana), to uklad nieliniowy (8.1)
jest lokalnie sterowalny z punktu xg.
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— Uktad bezdryfowy (8.3) majacy wlasnosé osiggalnosci jest stero-
walny.

— Jezeli dryf f(x) ukladu afinicznego ze strumieniem ¢¢(x) jest sta-
bilny w sensie Poissona, to uktad afiniczny posiadajacy wlasnosé osig-
galnosci jest sterowalny. Przypominamy, zZe pole wektorowe X(x) jest
stabilne w sensie Poissona, jezeli istnieje gesty podzbiér D C R™, taki ze

(Vx € D)(YD D U 2 x)(VT > 0)(3ty, tg > T)(@,(x) € Ui@_g,(x) € U).

Przykladem uktadu stabilnego w sensie Poissona jest uktad drgajacy.

Dla lokalnej sterowalnosci uktadéw afinicznych istnieje warunek wy-
starczajacy podany przez Sussmanna. Podajemy go w wersji dla ukladu
z jednym wejsciem. Niech zatem bedzie dany uktad

x =f(x(t)) + g(x(t))u, x€R™ ueR,

z punktem réwnowagi (0, xq). Definiujemy rodzine dystrybucji

11,1220} ’

8'(f,g)= span {gadsg,...,adfg,...},
C%(R™,R)

82(f,g) = 8'(f,g) + cjl()gxnn) { [ad}} g,ad¥? g}

ék(f, g) = 8*1(f, 9)+
+ Span e (gn R) { [ad}1 g, [ad;? g--- [ad?“1 g, ad}k g} H

’
ig,igmir =0 }

gdzie adt™! g = [f,ad} g]. Nietrudno zauwazy¢, ze dystrybucja 8*(f, g) cha-
rakteryzuje sie tym, zZe pole sterujace g wystepuje w niej i razy. Warunek
Sussmanna brzmi nastepujaco.

Twierdzenie 8.5.2 (Warunek Sterowalnosci Sussmanna) Zatézmy, ze
dla pewnego k
8¥(f, g)(x) = R™

oraz, dla kazdego nieparzystego j < k,
8)(f,9)(x0) = 8T (f, g)(x0).
Wtedy, uktad afiniczny jest lokalnie sterowalny z punktu xq.

Drugi warunek w Twierdzeniu 8.5.2 oznacza, ze kierunki ruchu w punk-
cie xo wygenerowane przez dystrybucje $*(f,g) zawierajace parzystq
liczbe wystapien pola g powinny byé mozliwe do uzyskania za pomoca
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Rysunek 8.5: Zbiory osiggalne Rs(0,t) i R (0)

nieparzystej, o jeden mniejszej, liczby wystapien pola g. Nawiasy Liego,
w ktérych pole g pojawia si¢ parzysta liczbe razy nazywa sie¢ ,ztymi na-
wiasami Liego”. Zauwazmy, ze jezeli pierwszy warunek Twierdzenia 8.5.2
jest spelniony dla k = 1, lokalna sterowalno$é¢ wynika ze sterowalnosci
przyblizenia liniowego uktadu.

8.6. Przyklady

Przyklad 8.6.1 Zbadajmy sterowalnosé uktadu afinicznego

721:11
oy,
X2:1

z polami f(x) = (0,1)T i g(x) = (1,0)T, u € R, ze stanu xy = (0,0)".
Z réownan uktadu wynika, ze przy statych sterowaniach

1
X9 = —X1.

u
Stany osiggalne z xg (zobacz rysunek 8.5) lezq na promieniach wycho-
dzqgcych z xg, potozonych w gérnej pétptaszczyzinie uktadu wspétrzed-
nych, przy czym ruch wzdtuz osi xy odpowiada zerowemu sterowaniu,
u = 0, a ruch wzdtuz osi x;y w ogdle nie jest mozliwy. Mamy wiec
Re(xo) C R%r. Na mocy definicji, uktad ma wlasnosé osiggalnosci z xg,
ale nie jest ani sterowalny (punkty w dolnej pétplaszczyznie i na osi
x1 nie sq osiqgalne), ani lokalnie sterowalny z xy (xo nie nalezy do
wnetrza zbioru Ry (xg)).
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Przyktad 8.6.2 Rozwazmy uktad w postaci taricuchowej

>'<1 =
0:4{ X =1Up
X3 = WXy

Uklad jest bezdryfowy, z polami gi(x) = (1,0,x9)" i ga(x) = (0,1,0)7.
Mamy punkt réwnowagi xo = 0 i ug = 0. Najpierw wyznaczmy przybli-
Zenie liniowe
£ =Ag(t) + By(t)

uktadu o w punkcie réwnowagi. Mamy A = 0 i B = [g41(0),g2(0)] =
[é g}. tatwo sprawdzié, ze przyblizenie liniowe nie spetnia warunku
Kalmana, zatem nie jest sterowalne. Wynika stqd, ze na podstawie
przyblizenia liniowego nie mozemy wnioskowaé na temat sterowal-
nosci uktadu. Mozna pokazad, ze kazdy uktad bezdryfowy z m < n
ma niesterowalne przyblizenie liniowe. Zbadajmy teraz warunek rze-
du algebry Liego. Mamy Fs = {g1, 9o}, a zatem, algebra Liego L za-

wiera pola g1,9s, 912 = [g1,gol,.... Obliczamy g1o(x) = Dga(x)g1(x) —
Dg1(x)ga(x) = 6%17;;) = (0,0,—1)". Poniewaz
1.0 O
dimLs(x)=rank |0 1 0| =3
00 —1

uktad o jest sterowalny.

Przyktad 8.6.3 Niech bedzie dany uktad afiniczny

>'<1:u1
(O 7'(2:112 ’

)'Cg =Xq +UWXg

powstaty z poprzedniego uktadu przez dodanie dryfu f(x) = (0,0,%x4)".
Dola sterujqce g1 i go sq takie same, jak w poprzednim przyktadzie.
Mamy punkt réwnowagi uy = 0 i xg = 0, i przyblizenie liniowe w tym
punkcie

£ =A&(t) +Bv(t)

000 1 0
z macierzami A =Df(0)= |0 0 0| iB= 1|0 1]|. Macierz Kalmana
1 00 00

Q= [B, AB,AQB] — [Is, +]
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ma rzqd 3, z czego wynika, Ze przyblizenie liniowe jest sterowalne,
a zatem uktad o jest lokalnie sterowalny z punktu réwnowagi. Zba-
dajmy inne punkty korzystajqc z warunku rzedu algebry Liego. Ma-
my Fs = {f, g1, g2} C L. Algebra Liego zawiera takze pole adsgy(x) =
Dgy (x)f(x) —Df(x)g1(x) = (0,0,—1)T, ktére zapewnia spetnienie warun-
ku rzedu

1 0 O
dimLs(x)=rank |0 1 0 | =3,
X9 0o -

a zatem uktad o ma wlasnosé osiggalnosci.

Przyklad 8.6.4 Zajmiemy sie teraz uktadem afinicznym na ptaszczyz-
nie

- X1 = X2
’ XQZ—X1+(1+X%)U,

z polami f(x) = (xg,x1)" i g(x) = (0,1 —|—x%)T. Punkt réwnowagi u = 0
i xop = 0. Przyblizenie liniowe jest dane przez

&= A&(t) + Bv(t),

gdzie A = [_01 (1)} iB= [ﬂ Macierz Kalmana Q = [B,AB] = [i) (1)}
ma rzqd 2, a zatem uklad o jest lokalnie sterowalny z punktu réwno-
wagi. Rodzina pdl F, = {f,g} C Ly, algebra Liego L, ukladu zawiera

takze pole ad¢ g(x) = (— (1 +x5) ,2x1><2)T. Warunek rzedu

. _ 0 — (1 + x%) _
dim £s(x) = rank [1 n x% Ox1xp =2,

jest spetniony, a wiec ukltad o ma wlasnosé osiqgalnosci. Zbadajmy
pole dryfu f(x). Uktad dynamiczny zdefiniowany przez to pole ma po-

staé

>'<1 = X2

7'62 = —X1
tatwo sprawdzié, ze jest to uktad drgajgcy, ktérego orbity sq okregami
x% —|—x% = C. Oznacza to, ze dryf jest stabilny w sensie Poissona, co zilu-

strowano na rysunku 8.6. W takim przypadku z wltasnosci osiqggalnosci
wynika sterowalnosé¢ uktadu o.
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Rysunek 8.6: Stabilnos¢ w sensie Poissona

Przyklad 8.6.5 Na zakoriczenie podamy przyktad badania lokalnej
sterowalnosci w oparciu o warunek Sussmanna. Rozwazmy uktad afi-

niczny
: 3
X1 =X
04 . 2,
Xo =U

ktérego pola f(x) = (x3, 0)T i g(x) = (0,1)". Uktad ma punkt réwnowagi
xo = 0 i ug = 0. Obliczmy dystrybucje

Si(f,g) = span{g,adf g,...,adfc g,...}.
Poniewaz ady g(x) = (—3x3, O)T iadfg'(x)g =0dlaj > 2 mamy

Si(f, g)(0) = span { (?) } .

Nastepnie obliczamy
2 _ ¢l J k
82(f,g) =8 (f,g) + span{ [adf g,ads g} ‘j,k;O}'

Nawias [g,adf g] (x) = (—6x2,O)T, a pozostale nawiasy, w ktérych pole
g pojawia sie dwa razy sq rowne zeru. Wynika stqd, ze

2(1,9)0) =span { (7) } = s'(1.9)(0)
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Kontynuujqc obliczenia wyznaczamy dystrybucje
3 _ Q2 j k 1
8°(f,g) = 8%(f,g) + span{ [adf g, [adf g, ad} g]] }j,k,1>0}'

Korzystajqc z tego, ze [g, [g,ad?]] (x) = (—6,0)T otrzymujemy

83(f, g)(0) = span { (?) , <_06> } =R2.

Ten warunek i fakt, ze 8%(f, g)(0) = 8'(f, g)(0) pozwala nam stwierdzié
na podstawie warunku Sussmanna, zZe uktad o jest lokalnie sterowalny
z punktu 0.

8.7. Zadania

Zadanie 8.1 Dla liniowego ukladu sterowania
x = Ax + By,

x € R™, u € R™, wykazaé, ze wlasnoé¢ osiggalnosci pociaga za soba
sterowalnos¢.

Zadanie 8.2 Dla afinicznego uktadu sterowania

>'<1:u
7'(2:7(%

wyznaczy¢ dystrybucje ds i zbadaé wlasnoéé osiggalnoséci, sterowalnoéci
i lokalnej sterowalnosci w punkcie (0,0)T.

Zadanie 8.3 Zbada¢ wlasnosé osiggalnosci réwnan Eulera ze sterowa-
niem (q, b, ¢, d - state parametry)

X4 = axoxz + bu
X9 = —axqXxz + cu
)'(3 =du
Zadanie 8.4 Korzystajac z wyniku zadania 8.3 wykazaé¢ sterowalnosé

réwnan Eulera ze sterowaniem.

Zadanie 8.5 Wykaza¢ sterowalnos¢ integratora Brocketta
)'q =1
)'(2 = Uy

X3 = X1Ug — XolWyq
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8.8. Odniesienia literaturowe

Podstawowe wiadomoéci na temat ukladéw sterowania sa zawarte
w monografiach [[si94, NvdS90, Son98, Kha00, KKK95, Blo03, Sas99,
L.év09]. Formuta na pochodng odwzorowania koncowego wywodzi sie
z [Son98]. Sterowalnos¢ uktadéw nieliniowych jest przedmiotem wymie-
nionych monografii; nasz wywéd jest zgodny z podrozdziatem 4.2 pra-
cy [Lév09] i wykorzystuje wyniki opisane w artykule [Kre85]. Warunek
wystarczajacy sterowalnosci Sussmanna pochodzi z pracy [Sus83]; jego
uogdlnienie na uklady o wielu sterowaniach opublikowano w [Sus87].
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Rownowaznos$é¢ ukladow sterowania

9.1. Réwnowaznos$¢ w przestrzeni stanu i przez sprzezenie
zwrotne

Niech bedaq dane dwa afiniczne uktady sterowania

o1 %= f(x(t)) + gx(t)u(t) = f(x(t)) + Xy gi(x(t)ui(t),

o’ & =F(E(t)) + GE()v(t) = F(E(L)) + F iy Gilx(t))vi(t),
gdzie x, & € R™, u,v € R™ i wszystkie pola wektorowe sa gladkie. Podob-
nie jak w przypadku ukladéw dynamicznych, zdefiniujemy réwnowaz-
nos¢ uktaddw sterownia. Sqa dwa rodzaje réwnowaznoéci: rownowaznosé
w przestrzeni stanu, zwana S-réwnowaznoscia, i réwnowaznosé przez
sprzezenie zwrotne, ktdéra nazywamy F-réwnowaznoscia.

Definicja 9.1.1 Zatézmy, ze u = v. Uklady o i ¢’ nazywamy S-réwno-
waznymi,

0'% o’ <= (Idyfeomorfizm & = ¢(x))

(De(x)f(x) =F(e(x)) i De(x)g(x) = G(o(x))).

Ostatnia réwno$¢ oznacza, ze Do(x)gx) = Gi(@(x)) dlai = 1,2,...,m.
Zauwazmy, ze w gruncie rzeczy S-réwnowaznos$¢ ukltadéw sterowania
oznacza réwnowaznos$é¢ rozniczkowa opisujacych je pdl wektorowych.
Nie wykorzystuje sie tu w zaden sposéb faktu, ze mamy do czynienia
z uktadami sterowania. Z tego wzgledu bardziej adekwatng réwnowaz-
noscig uktadéw sterowania jest rownowaznoé¢ przez sprzezenie zwrotne.

Definicja 9.1.2 Uklady o i 0/ nazywamy F-réwnowaznymi,
0'% o’ < (I dyfeomorfizm & = ¢(x) i s. zwrotne u = (x) + B(x)v)

(De(x)(f(x) + g(x)ee(x)) = Flo(x)) i Do(x)g(x)B(x) = G(@(x))).

Wystepujgca w sprzezeniu zwrotnym funkcja «(x) jest gladka, nato-
miast (x) jest nieosobliwg macierzqg m x m gtadko zalezng od x.
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Nietrudno zauwazyé¢, ze F-réwnowaznosé staje sie S-rOwnowaznoscia,
przy o(x) = 01i B(x) = I;n. Obie rownowaznosci opieraja sie na zalozeniu,
ze trajektorie uktadéw rownowaznych sq dyfeomorficzne, &(t) = @(x(t)).
Dla F-réwnowaznoéci oznacza to, ze

& = Do (x)x = Do(x)(f(x) + g(x)u) = Do (x)(f(x) +g(x)(«(x) + B(x)v) =
= Do (x)(f(x) + g(x)x(x)) + Do(x)g(x)B(x)v = Fl@(x)) + G(@(x))v.

Oczywiscie, jezeli dyfeomorfizm ¢(x) jest zdefiniowany lokalnie, méwi-
my o lokalnych S- lub F-réwnowaznosciach oznaczanych, odpowiednio,
symbolami =5 i = . Pojecia S- i F-réwnowaznoéci sq zgodne z odpo-
wiednimi réwnowaznosciami liniowych ukladdéw sterowania. Dla ukta-
doéw linowych

or : x = Ax(t) + Bu(t),

of : & =FE(t) + Gv(t)

mamy

oL=0f < (3P, QK)(P(A+BK) = FPiPBQ = G)

przy nieosobliwych macierzach P, Q rozmiaru n x n i m x m i dowolnej
macierzy K rozmiaru m x n. Oczywiscie, dla uktadéw liniowych ¢(x) =
Px, a(x) =Kx i pB(x) = Q.

Spostrzezenie 9.1.1 Dla ustanowienia F-réownowaznosci miedzy ukta-
dami o i 0’ nalezy wyznaczyé funkcje sprzezenia zwrotnego @ (x), o(x)
i B(x), przy zadanych f(x), g(x), F(&) i G(&). Sprowadza sie to do roz-
wigzania réwnan réwnowaznosci

Do (x)(f(x) + g(x)x(x)) =Flo(x)) i De(x)g(x)B(x) = Gle(x))).

d01(x) | ey (x)
0xq OxXn

Zauwazmy, ze macierz De(x) = : : zawiera pochodne
don(x) . don(x)
0x4q oxn

czastkowe nieznanych skltadowych dyfeomorfizmu. Wynika stad, ze row-
nania réwnowaznosci majgq postaé uktadu nieliniowych réwnan réznicz-
kowych czastkowych. Warunki istnienia sprzezenia zwrotnego podamy
dla szczegdlnych postaci ukladu o’. Z punktu widzenia zadan teorii stero-
wania najwieksze znaczenie ma sytuacja, gdy o’ jest uktadem, dla ktére-
go sg znane algorytmy sterowania. Do tego typu uktadéw nalezg liniowe
uklady sterowania, tzn. o’ = of.
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9.2. Linearyzacja w przestrzeni stanu i przez sprzezenie
zwrotne

Rozwazmy afiniczny uklad sterowania o. Przyjmujemy nastepujace
definicje.

Definicja 9.2.1 Uklad o nazywamy linearyzowalnym przez zmiane
wspétrzednych w przestrzeni stanu (S-linearyzowalnym), jezeli

~ /
o=o07y.
S oL
Jezeli zachodzi lokalna S-réwnowaznosé (o= s o{ ), to uktad o nazywa-
my lokalnie S-linearyzowalnym.

Podobnie, wprowadzamy definicje.

Definicja 9.2.2 Uktlad o nazywamy linearyzowalnym przez sprzezenie
zwrotne (F-linearyzowalnym), jezeli

~ /
0=07.
=

W przypadku lokalnej F-réwnowaznosci (o = o{ ), uklad o nazywamy
lokalnie F-linearyzowalnym.

Warunki konieczne i wystarczajace linearyzowalnoéci podajemy ponizej.
Zatézmy, ze uklad o maw 0 =0 € R™ i xg = 0 € R™ punkt réwnowagi
(f(0) = 0) i niech uklad liniowy o] bedzie sterowalny. Dla uktadu o
zdefiniujemy rodzine dystrybucji

dla k > 0, gdzie adk™! g; = [f,ad¥ gi]. Mamy wéwczas

Twierdzenie 9.2.1 (Krener-Sussmann-Respondek) Uklad o jest loka-
Inie S-linearyzowalny wokét O,

ULES 0] < dim P 0) =ni [ad? gi,ad} 9]’] (x) =0

w pewnym ofoczeniu O dla p,r >0, p+r<2n—1.

Warunki F-linearyzacji podaje nastepne twierdzenie.
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Twierdzenie 9.2.2 (Jakubczyk-Respondek) Uktad o jest lokalnie F-li-
nearyzowalny wokot 0,

GL%F o[ < dim D H0)=ni dystrybucje D*¥dlak=0,1,...,n—2

sq w pewnym otfoczeniu 0 statego wymiaru i inwolutywne, tzn.

dim D*(x) = const, [D¥, D¥| c D*.

9.3. Rownania roOwnowaznosci

Zajmiemy sie S i F rdwnowaznosciq uktadéw afinicznych

o % = f(x(t)) + gx(t)u(t) = f(x(t)) + >y gi(x(t))ui(t),
o/ E=TF(E(1) + GIE[M)v(t) = F(E()) + Xy Gi(E(1))vi(t),

gdzie x, & € R™, u,v € R™. Z punktu widzenia syntezy algorytmdéw stero-

wania, podstawowe zadanie polega na wyliczeniu transformacji zapew-

niajgcych réwnowaznos$é, a wiec dyfeomorfizmu & = ¢@(x) dla S-réwno-

waznosci i sprzezenia zwrotnego & = @(x), u = x(x) + B(x)v dla réwno-

waznosci przez sprzezenie zwrotne. W tym celu powinnismy rozwigzad

uktad réwnan rézniczkowych czastkowych zwanych réwnaniami row-

nowaznoéci. Sformutlujemy teraz te réwnania.

— S-réwnowaznosé: Do (x)f(x) = F(@(x)), De(x)g(x) = G(@(x)).

— F-réwnowaznoéé: Do (x)f(x) + g(x)x(x)) = F(e(x)), De(x)g(x)B(x) =
Gle(x)).

W przypadku, gdy rozwazamy zadanie linearyzacji, a wiec

o' & =TFE&(t) + Gv(t),

F i G — macierze, rdwnania réwnowaznosci przyjmuja prostsza postaé
dzieki odpowiedniemu wyborowi uktadu o’. W tym celu zakladamy, ze
u = 01ixp =0 jest punktem réwnowagi uktadu o. W zadaniu S-linearyza-
cji uklad ¢’ wybieramy réwny przyblizeniu liniowemu uktadu o w punk-
cie réwnowagi. Oznacza to, ze macierz F = ag(f), a macierz G = ¢(0).
Przy zadaniu F-linearyzacji najpierw wyznaczamy przyblizenie liniowe i
sprawdzamy jego sterowalnosé¢, a nastepnie wyliczamy jego wskazniki
sterowalnosci k = (ky,Kg,...,kKm) i na ich podstawie okreslamy postaé
kanoniczna Brunowskiego. Macierze F i G wybieramy w postaci Bru-
nowskiego. Dla zadania linearyzacji réwnania rownowaznosci przyjmuja
nastepujaca postac:

— S-réwnowaznodé: Do (x)f(x) = Fe(x), De(x)g(x) = G.

— F-réwnowaznosé: Do (x)(f(x)+g(x)x(x)) = Fe(x), De(x)g(x)B(x) = G.
Rozwigzania przyktadowych réwnan rownowaznosci dla zadania lineary-
zacji podamy w podrozdziale Przyktady.
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—

Rysunek 9.1: Efekt zastosowania linearyzujacego sprzezenia zwrotnego

9.4. Znaczenie linearyzowalnosci dla syntezy algorytmow
sterowania

Niech bedzie dany nieliniowy uktad afiniczny
o: x =f(x(t)) + g(x(t))u(t)

i réwnowazny mu przez sprzezenie zwrotne uklad liniowy w postaci Bru-
nowskiego

o' & =TFE(t) + Gv(t)

opisanej wskaznikami sterowalnosci (ki,Ko,...,Km). Zaldzmy, ze & =
©(x), w = a(x)+p(x)v oznacza sprzezenie zwrotne linearyzujace uktad o.
Efekt zastosowania tego sprzezenia pokazuje rysunek 9.1.

W ukladzie o rozwazamy nastepujace zadanie $ledzenia trajektorii:
Dana jest trajektoria odniesienia x4(t), znalez¢ sterowanie u(t) w ukla-
dzie o, takie ze uzyskana trajektoria x(t) — x4(t) przy t — +oo. Line-
aryzowalnoé¢ uktadu o pozwala na przeniesienie trajektorii odniesienia
do ukladu liniowego, &4(t) = @(xq4(t)) i sformutowanie zadania $ledzenia
w ukladzie liniowym: Znalez¢ sterowanie v(t), takie ze odpowiadajagca mu
trajektoria &(t) — &4(t). Dzieki temu, Ze ¢’ ma postaé Brunowskiego

=880 =83....5¢, =W

E»KiJrl - EvKiJrQr"-l £K1+K2 - \)2

E’K1+"'+Km71+1 = E’K1+"'+Km—1+2""’ EZI’; Ki=n — Ym
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A e &a

Rysunek 9.2: Uklad Sledzenia trajektorii stanu

. (k (ko) (km)
co oznacza, ze &, =y, Eit = Vo & Tl

sprawdzié, ze algorytm $ledzenia w ukladzie o’ moze mieé postaé

4 = Vm, nietrudno

1= E,Ein) — K1 (&1 — Ea) Y — o — Y0 (&4 — Eat)

E’dK1+ A+ Km— 1+1+ (91)

Km—1)
_kam—1(‘t~K1+-~+Km71+1 E’dKT—!— A Km 1+1) et

Km0 (&gt otk 141 — Ediy+ otk g +1

Przy oznaczeniu e; = &; — &4; otrzymujemy réwnania btedu Sledzenia
w ukladzie liniowym

(k1—1)

egKl) +k1,<1,161 + -+ kioer =0

(km) (km—1) —
eK1+v-~+Km,1+1 +kam_1eK1+ A kmot+1 + kmOeK1+-“+Km,1+1 =0

Jezeli wzmocnienia ki; dobierzemy w taki sposob, ze wielomian charak-
terystyczny kazdego z powyzszych réwnan rdzniczkowych jest wielo-
mianem Hurwitza, wtedy zadanie $ledzenia w ukladzie liniowym zosta-
nie rozwigzane za pomocq algorytmu (9.1). Po zastosowaniu sterowania
v(t) do ukladu o’ wyznaczamy trajektorie &(t), a nastepnie trajektorie
x(t) = @ 1(&(t)) i sterowanie u(t) = «(x(t)) + B(x(t))v(t) w ukladzie
0. Taki sposdb postepowania stanowi procedure syntezy algorytmu Sle-
dzenia z wykorzystaniem linearyzacji przez sprzezenie zwrotne. llustruje
go rysunek 9.2. Podobne wyniki mozna uzyskad, jezeli zamiast postaci
uktadu liniowego o’ bedzie mial inng postaé, dla ktérej istnieje algorytm
$ledzenia. Jedna z takich postaci oméwimy w rozdziale 11.
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9.5. Przyklady

Przyktad 9.5.1 Niech bedzie dany uktad afiniczny

- {7'(1 :X2(1+X%)

Xo = arctgxq +u

z polami f(x) = (xo (1 —i—x%),arctgm)T, g(x) = (0,1)". Mamy £(0) = 0.
Zatézmy ze uklad o’ jest przyblizeniem linowym ukladu ¢ w punkcie
réwnowagi. Oznacza to, ze

o - =8
o=V
tatwo sprawdzié, ze uktad o’ jest sterowalny. Zbadajmy, czy uktad
o jest S-linearyzowalny. W tym celu obliczamy ad¢ g(x) = I[f,gl(x) =
—(1+ x%,O)T, zatem D! = span{g,ad; g} i
dimD!(0) = 2.

Dalej, obliczamy kolejno nawiasy Liego [g,ad¢ gl, [g, ad% ], [ad¢ g, ad% gl
i [g,ad? gl. Mamy [g,ad¢ g] = 0, a takze ad? g = [f,ad; g] = g, co pociqga
za sobq [g, ad% gl = 1lg.gl =0, ad?g = I[f, ad]% gl = [f,g] = adsg oraz
g,ad? gl = [gads gl = 0. Na podstawie Twierdzenia 9.2.1 wyciggamy
wniosek, ze uktad o jest lokalnie S-linearyzowalny w otoczeniu punktu
réwnowagi.

Przyklad 9.5.2 Wezimy uklad afiniczny

X1 = sinxy
o9 . )
X9 =U

ktérego pola f(x) = (sinxy,0)7 i g(x) = (0,1)". Pole f znika w 0. Przybli-
zenie liniowe uktadu 0 ma postaé Brunowskiego, zatem jest sterowane.
Uktad o’ wezmiemy takze w postaci kanonicznej Brunowskiego,

&1 =&

Eo=v
Obliczamy dystrybucje D° = span{g} i D' = span{g,ads g}. Poniewaz
adfg(x) = [f,gl(x) = —(cosx9,0)7, mamy dimD!(0) = 2. Dystrybu-

cja D° ma staty wymiar 1 i jako dystrybucja generowana przez po-
jedyncze pole jest inwolutywna. Warunki Twierdzenia (9.2.2) sq wiec
spetnione, co pociqga za sobq, ze w pewnym otoczeniu 0 uktad o jest
F-linearyzowalny.
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Przyklad 9.5.3 Wyznaczymy teraz dyfeomorfizm & = ¢(x) realizujgcy
S-linearyzacje uktadu o z Przyktadu 9.5.1. Zaczynamy od wyznacze-
nia przyblizenia liniowego uktadu w punkcie 0; mamy F = ag(f) =93]
iG =g(0) = (9). Szukamy S-réwnowaznosci miedzy uktadem o a ukta-
dem liniowym o’ opisanym macierzami F, G. Z Przykltadu 9.5.1 wyni-
ka, ze dyfeomorfizm linearyzujqcy istnieje. Zaltézmy, ze ma on postacé
©(x) = (p1(x), a(x)). Sktadowe tego dyfeomorfizmu spelniajq réwna-
nia réwnowaznosci

De(x)f(x) =Fo(x), De(x)g(x) =G,

skqd wynika, ze

do1 (x)f(x) = @a(x), dea(x)f(x) = @1(x),
de1(x)g(x) =0, dea(x)g(x) = 1.

Korzystajqc z postaci pola g(x), otrzymujemy

d01(x) _, , dw2(x)

= =1
aXQ aXQ

Z pierwszej rownosci wynika, ze @4(x) nie zalezy od xy, a wiec @1(x) =
@1(x1). Druga réwnosé jest spetniona m.in. przez ¢o(x) = xo. Przyjmu-
jgc to rozwigzanie wyliczamy ¢q(x1) = deq(x)f(x) = arctgxq. W ten
sposéb wyznaczylismy dyfeomorfizm & = (&4,&)" = (arctgxq,xo)'.
Réwnania uktadu w nowych wspétrzednych

{51 2X1 xg = &g

E,Q—XQ—arctgx1+u:£1+u

Przyktad 9.5.4 Z kolei zajmiemy sie wyznaczeniem sprzezenia zwrot-
nego linearyzujqgcego uktad rozwazany w Przykltadzie 9.5.2. Pokaza-
lismy, ze takie sprzezenie zwrotne istnieje. Przyjmujemy, ze uklad o’
ma postaé Brunowskiego, co oznacza, ze F = [J3], G = (9). Chce-
my wyznaczy¢ dyfeomorfizm & = @(x) = (@1(x), @2(x)) i funkcje «(x),
B(x) # 0 spetniajgce réwnania réwnowaznosci

do1 (x)(f(x) + g(x)x(x)) = @2(x), dea(x)(f(x) + g(x)x(x)) =0,
de1(x)g(x)B(x) =0, dea(x)g(x)B(x) =1.

Poniewaz’ funkcja B(x) # 0, z ostatnich dwéch réwnosci wynika, ze

) ,
(g; =0, czyli 1(x) = @1(x1) oraz B(x) = m. Biorqc pod uwa-
ge dwa pierwsze réwnania otrzymujemy wyrazenia @o(x) = deq(x)f(x)
i a(x) = —%};(&)}. Poniewaz ¢4 zalezy tylko od x4 wyprébujmy
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najprostsze rozwiqzanie @1(x) = x4. Przy tym zalozeniu wyliczamy
@o(x) = sinxy. Po wykorzystaniu dyfeomorfizmu ¢(x) = (xq,sinxg)’
przez odpowiednie podstawienia wyznaczamy pozostate sktadniki li-
nearyzujgcego sprzezenia zwrotnego, x(x) =01i (x) = Cosix2. Otrzyma-
ne sprzezenie zwrotne jest dobrze okreslone w zbiorze R x (—m/2,7/2).
W nowych wspétrzednych i po zastosowaniu sprzezenia zwrotnego

uktad o uzyskuje postaé

{512721:7%:62

(i.,g =CcosXxogu =v

Dokonany przez nas wybdr sktadowej @1 dyfeomorfizmu byt dosé ar-
bitralny. Wybdr ten nie jest jedyny, niefrudno sprawdzié, ze wybdr
@1(x) = sinxqy daje @o(x) = cosxq sinxy oraz x(x) = % i B(x) =
m. To sprzezenie jest okreslone w kwadracie (—m/2,m/2)? i pro-
wadzi do tego samego ukladu linowego w postaci Brunowskiego, co
poprzednio wyliczone sprzezenie.

Przyktad 9.5.5 Korzystajgc z postaci Brunowskiego uktadu linowego
z jednym wejsciem przeanalizujemy teraz postaé réwnan réwnowaz-
nosci dla uktadu afinicznego z jednym wejsciem. Zatézmy, ze jest dany
uktad

o: x=f(x)+gxu,

gdzie x € R™ i u € R. WezZzmy uklad liniowy
o' £E=FE+Gv

w postaci Brunowskiego, a zatem F = [8 1“0*1} iG= (0“1*1 ) Szukamy

dyfeomorfizmu ¢(x) = (@1(x), @2(x),..., on(x))T i funkcji a(x), B(x) #
0. Zaktadamy, ze uktad o spelnia warunki Twierdzenia 9.2.2, zatem
rownania rownowaznosci

Do () (F(x) + glx)alx)) = Fo(x) = (olx) - @n(6L0)T, g
De(x)g(x)p(x) =G =(0,...,0,1)T )

majq rozwiqzanie. Nietrudno zauwazydé, ze druga grupa réwnan ma
postaé

do1(x)g(x)B(x) = -+ = den_1(x)g(x)B(x) =0, den(x)g(x)B(x) =1,
z czego wynika

1

do1(x)g(x) = -+ = don_1(x)g(x) =0, i B(x) = den (x)g(x)’



Rozdzial 9. Réwnowaznosé uktaddéw sterowania 103

Podstawienie do pierwszej grupy réwnari réwnowaznosci (9.2) pozwala
teraz wyznaczy¢ dyfeomorfizm ¢(x), o ile tylko jest znana jego pierw-
sza sktadowa, mianowicie

@2(x) = do1(x)f(x), @3(x) = dea(x)f(x),..., on(x) = don_1(x)f(x).
Ofrzymujemy takze x(x) = —%. Cale sprzezenie zwrotne jest
wiec wyznaczone przez funkcje ¢1(x). Geometryczny sens wyboru tej
funkcji pokazuje nastepujgce rozumowanie, w ktérym dla zwieztosci
zastosujemy dla pochodnej Liego funkcji wzgledem pola wektorowego
oznaczenie L3¢i(x) = ¢1(x) i Ls™oi(x) = L¢ (L¥@4(x)). Przyjmiemy
takze, ze Lag; g@1(x) = Lir,g)91(x) = LiLgo1(x) — LgL@1(x). Przy takich
oznaczeniach réwnania (9.2) mozemy zapisaé¢ w postaci

I—g(Pl(X) = I—g(P2(X) == Lg@nfi(x) =0, 9.3)
Lr@1(x) = @a(x), Lr@o(x) = @3(x), ..., Lion_1(x) = @n(x). '

Obliczmy teraz pochodne Liego funkcji @1(x) wzgledem pél ad¢ g, ad% g,
ad?*1 g. Wykorzystanie zaleznosci (9.3) prowadzi do nastepujqcych
wnioskéw

Lad; g@1(x) = LeLg@1(x) — LgLseq(x) = —Lg@a(x) =0,

Lagz g@1(x) = LiLad; g@1(x) — Lad gLr@1(x) = Lg@s(x) =0, 0.4

Lagrg®103) =0, Lygn-t 1@1(x) = (1) "Lg@n (x) £0.

Geometrycznie réwnania (9.4) oznaczajq, ze funkcja ¢4 (x) powinna zo-
staé wybrana w taki sposéb, zeby w kazdym punkcie rézniczka doq(x)
byta prostopadta do n —1 wektoréw g(x), ads g(x), ..., ad?‘2 g(x), nato-
miast deq(x) ad}‘*i(x) #0.

Przyktad 9.5.6 Jako bardziej praktyczny przyktad uktadu linearyzo-
walnego przez sprzezenie zwrotne przeanalizujemy model elektrycz-
nego silnika indukcyjnego pokazanego schematycznie na rysunku 9.3.
Réwnania elektromechaniczne silnika pracujgcego bez obcigzenia
mozna zapisaé w postaci

b =w,
d):—‘;—miasiné—l—k%ibcosé—%w, 95)
iq =—Fig+ Emwsing + Yo, '

iy = —Rip — Emwcos s + Y.
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Rysunek 9.3: Model silnika indukcyjnego

Poszczegélne symbole wystepujgce w tych réwnaniach majg naste-
pujgce znaczenie: & — kgt obrotu wirnika, w — predkosé kqtowa wir-
nika, iq,ip, Uq, Up — prqdy stojana i napiecia zasilajqce, F,] — para-
metry mechaniczne, L, R — parametry elektryczne, k., — stata elektro-
mechaniczna. Dla uproszczenia zapisu wprowadzamy nowe zmienne
x1:6,x2:w,X3:ia,X4:ib,kTm:a,¥:b,%:c,kT‘“:d,
% =, % = uy. Przy nowych oznaczeniach uktad (9.5) jest afinicz-
nym uktadem sterowania z dryfem f(x) = (xg, axzsinxy + ax; cosxq —
bxy, —cxz+ dxg sinxq, —cx;, —dxg cosxq) ' i polami sterujgcymi g (x) = e3
i go(x) = ey, gdzie e; oznacza i-ty wektor jednostkowy w R%. Uktad (9.5)
ma punkt réwnowagi xg = 0, a jego przyblizenie liniowe w tym punkcie
jest nastepujgce

01 0 0 0 0
_f(0) [0 -b 0 a B oo
A=="1o 0o - o|'B=90=1

0O —d 0 — 01

Przez sprawdzenie warunku Kalmana rank [B, AB, AQB] = 4 stwier-
dzamy, ze przyblizenie liniowe jest sterowalne. Dla podmacierzy ma-
cierzy Kalmana obliczamy wskazniki pg = rank B = 2, p; = rank|[B, AB]
—rank B =1 i pg = rank[B, AB, A2B]—rank[B, AB] = 1, a zatem wskazniki
sterowalnosci dla przyblizenia liniowego wynoszq k1 = 3i kg = 1. W ce-
lu sprawdzenia warunkoéw linearyzowalnosci uktadu przez sprzezenie
zwrotne zgodnie z Twierdzeniem 9.2.2 wyznaczamy dystrybucje

D0 = span{g1, 92} = span{es, e;},
D! = span{gy, go, ady g1,ady go} = spanfey, e3, €4},
D? = span{gy, go, ads g1, ad gy, ad g1, ad? go} = span{ey, ey, €3, e,).
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Z postaci tych dystrybucji wynika natychmiast, Ze warunki linearyzo-
walnosci sq spetnione. Uktad (9.5) jest F-réwnowazny uktadowi linio-
wemu

&1 =&
Eo = &3
53 =W
54 =V2

9.6. Zadania

Zadanie 9.1 Zbadaé S-linearyzowalnosé uktaddéw sterowania:
X1 = e Xxy
Xo=¢e* —1+u

{7'(1 = X9 COS2 X1

a)

X0 =tgx1 +u

Zadanie 9.2 Zbada¢ F-linearyzowalnos$é ukladéw sterowania:

a)
. X2
X1 =
COS X1 ,
X9 = sinxy +u
b)
X = 2
1 =X2 +x5uU
7'(2 =u '
c)
X1 = Xg + €*2x3 — e"2xg
7'(2 = X3 — Xg y
7'(3 = 2X%X3 — 5X8 +u
d)

X1 =Xg + e 3%y
722 = X3

7'(3:1,L
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Zadanie 9.3 Pokazaé, ze uklad sterowania

)'(1 = X9
X9 = Xp(% + sinxz
7'63 = X4

Xz,:u

reprezentujacy dynamike sterowanego uktadu kula-belka nie jest F-line-
aryzowalny.

Zadanie 9.4 Dla ukladu sterowania

X1 = sinxoy
X9 = sinxz
X3 = Xz +w

X4:X5+X2—X%O

)'65 = Uy

napisa¢ réwnania réwnowaznoséci dla odpowiedniej postaci Brunowskie-
go i rozwiagzad je.

9.7. Odniesienia literaturowe

Réwnowaznoéé¢ ukladéw sterowania byta analizowana miedzy inny-
mi w pracach [Kre73, JR80, Sus83, Res85, Jak90], w szczegdlnosci w
konteksécie linearyzacji. Warunki S-linearyzacji pochodza z prac [Kre73,
Res85, Sus83]. Fundamentalne wyniki dotyczace linearyzacji przez sprze-
zenie zwrotne pochodza z prac [JR80, HSM83]. Omédwienie tych wynikéw
zawiera, na przyktad, rozdziat 9 monografii [Sas99], rozdzial 6 ksigzki
[NvdS90], jak réwniez rozdzialy 4 i 5 monografii [[si94]. O typowosci,
a wlasciwie nietypowosci linearyzowalnosci i innych wlasnosci nielinio-
wych ukladéw sterowania traktuje praca [Tch86]. Linearyzacji modelu
silnika indukcyjnego rozwazanego w Przykladzie 9.5.6 jest poswiecona
praca [LUS9].

Literatura

[HSMS83] L. R. Hunt, R. Su, G. Meyer, Design for multi-input nonlinear sys-
tems. W: Differential Geometric Control Theory, strony 268-298.
Birkhéauser, Boston, 1983.

[1si94] A. Isidori, Nonlinear Control Systems. Springer, New York, 1994.



Rozdzial 9. Réwnowaznosé uktaddéw sterowania 107

[Jak90]

[JR80]
[Kre73]
[LU89
[NvdS90]
[Res85]
[Sas99]

[Sus83]

[Tch86]

B. Jakubczyk, Equivalence and invariants of nonlinear control sys-
tems. W: Nonlinear Controllability and Optimal Control, strony
177-218. M. Dekker, New York, 1990.

B. Jakubczyk, W. Respondek, On linearization of control systems.
Bull. Ac. Pol. Sci., ser. Sci. Math., 20:517-522, 1980.

A. Krener, On the equivalence of of control systems and linearization
of nonlinear systems. SIAM J. Contr. Opt., 11:670-676, 1973.

A. De Luca, G. Ulivi, Design of exact nonlinear controller for induc-
tion motors. IEEE Trans. Aut. Contr.,, 34(12):1304-1307, 1989.

H. Nijmeijer, A. J. van der Schaft, Nonlinear Dynamical Control
Systems. Springer, New York, 1990.

W. Respondek, Geometric methods in linearization of control sys-
tems. W: Mathematical Control Theory, strony 453-467. PWN, 1985.
S. S. Sastry, Nonlinear Systems. Springer, New York, 1999.

H. Sussmann, Lie brackets, real analyticity and geometric control.
W: Differential Geometric Control Theory, strony 1-116. Birkhau-
ser, Boston, 1983.

K. Tchon, Generic properties of linear and nonlinear systems:
A comparative study. W: Theory and Applications of Nonlinear
Control Systems, strony 521-532. Elsevier, Amsterdam, 1986.



Rozdziat 10

Odsprzeganie odwzorowania we/wy
i linearyzacja

10.1. Stopien rézniczkowy

Przedmiotem naszej analizy jest afiniczny uklad sterowania z wyj-
Sciem
m

% = f(x(t) + g(x(t))ult) = F(x(t)) + Y gi(x(t)ui(t)

o — ., (10.4)

y = h(x) = (hu(x), ho(x),.... hp(x))T

gdzie x € R™", u € R™, y € RP. Zaldzmy, ze liczba wejsé sterujacych
jest réwna liczbie wyjs¢, m = p. Interesuje nas zwigzek miedzy j-tym
wyjsciem uktadu a sterowaniem. Z definicji funkcji wyjécia wynika, ze
sterowanie nie ma bezposredniego wptywu na wyjscie y;. Aby odkryé
ten wplyw, rézniczkujemy wyjécie wzgledem czasu wzdhuz trajektorii x(t)
uktadu. W celu uproszczenia zapisu bedziemy stosowaé¢ symbol pochod-
nej Liego dh;(x)f(x) = L¢hj(x), a takze opuszczaé¢ argument t,

U; = dhj(x)x = dhj(x)(f(x) + g(x)u) = L¢hj(x) + Lghj(x)u,

przy czym Lghj(x) = (Lg,hj(x),Lg,h; (x),...,Lgmh]-(x))T. Jezeli w pew-
nym otoczeniu punktu x wektor Lgh;(x) jest rézny od zera, bezposdredni
wplyw sterowania na wyjscie y; zostat wykazany. Zat6zmy jednak, ze w
pewnym otoczeniu x Lghj(x) = 0, co oznacza, ze UJ; = L¢hj(x). Kolejne
rézniczkowanie prowadzi do

§j; = Lhj = dL¢h; (x)x = LFh;(x) + LgLeh; (x)u.

Podobnie, jak poprzednio, moze by¢ tak, ze w pewnym otoczeniu punk-
tu x zachodzi LgLshj(x) # O. Jezeli tak jest, sterowanie ma wplyw na
pochodng rzedu drugiego wyjscia y;. Zalézmy znowu, ze w pewnym
otoczeniu punktu x jest LgL¢h;(x) = 0. W takim przypadku otrzymujemy
U = L%hj (x) i rézniczkowanie powinno byé¢ kontynuowane. Zalézmy,
ze istnieje taka liczba pj, ze wszystkie pochodne Liego L4L{h;(x) = 0,
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dlar=0,1,...,p; —2, ale LQLEj_ih]- (x) # 0. Wowcezas, zaleznosé miedzy

sterowaniem u a wyjsciem y; jest nastepujaca

yj = hj(x)

Y; = Lehj(x)
: (10.2)
1 1

g Vel e

yij =LPhj(x) + LgLP hj(x)u

Liczbe p; nazywamy stopniem rézniczkowym lub stopniem wzglednym
wyjscia yj. Wykonujgce powyzszq procedure dla wszystkich wyjsé otrzy-
mamy zestaw stopni rézniczkowych p = (p1, po, ..., Pm ). Mozemy oczeki-
wad, ze stopnie rdzniczkowe, o ile istniejq, sq skonczone; w przeciwnym
razie pewne wyjscia ukladu nie podlegatyby dziataniu zadnego sterowa-
nia, co $wiadczytoby o pewnej dysfunkcjonalnoéci uktadu.

10.2. Odsprzeganie

Majac dane stopnie rézniczkowe p; dla wszystkich wyjsé, przy ozna-

T
czeniu y° = (gipi),yé”), .. ,y;‘zm)) , mozemy zapisa¢ relacje wejécie-wyjécie
ukladu w postaci
yP = LPh(x) + LgL? "h(x)u = P(x) + D(x)y, (10.3)
gdzie
P(x) = (L2hy(x), L?hy(x), ..., L™ hpn (x)) ' (10.4)
i
Lo, L2 Thy(x) ..o Ly, L2 'hy(x)
D(x) = : : : (10.5)
Lo, Lo™ hin(x) .o Lg, 0™ Mhin(x)

Macierz D(x) nazywamy macierza odsprzezenia. Jezeli dla afinicznego
uktadu sterowania istniejg stopnie rézniczkowe i macierz odsprzezenia
jest nieosobliwa, to za pomoca sprzezenia zwrotnego

uw=a(x)+ p(x)v=—D"1x)P(x) + D1 (x)v
przeksztalcamy uktad do postaci odsprzezonej

yP =vi, j=12...,m (10.6)
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Rysunek 10.1: Struktura relacji wejscie-wyjscie

Jak widaé, w uktadzie (10.6) sterowanie nr j oddzialuje wytacznie na wyj-
4cie j. Strukture relacji wejécie-wyjscie przedstawia rysunek 10.1.

Jezeli zatem uklad sterowania ma stopnie rézniczkowe (p1, P2, ..., Pm)
i nieosobliwg macierz odsprzegania D(x), to zadanie $ledzenia trajektorii
wyjscia yq4(t) w takim ukltadzie ma naturalne rozwigzanie

1 ZyEﬁi) —K1p,—1(yt —Ya1) PV + -+ kio(y1 —yat)

)

Vm = 9512:: - kmpm—i(ym _Udm)(pm_i) +F kmO(Um _ydm)

Latwo sprawdzi¢, ze jezeli e; = y; — yq; oznacza blad Sledzenia j-tego
wyjécia, to rownania btedu $ledzenia catego ukladu mozna przedstawié
w postaci

(pj—1)
j

(pj5)

€ + Kjp;—1€ +---+Kkjoe; =0, j=1,2,...,m.

Dla zapewnienia asymptotycznej stabilnoéci wielomian charakterystycz-
ny kazdego réwnania btedu powinien byé wielomianem Hurwitza.

10.3. Dynamika uktadu odsprzezonego

Zalézmy, ze liczby (p1, po, - .., Pm ) 0znaczajq stopnie roézniczkowe ukla-
du sterowania (10.1), ktéry jest odsprzegalny. Niech suma stopni réznicz-
kowych Z)"Li pj =8, s <M. Sprzezenie zwrotne

u=-D"1x)P(x)+ D (x)v,
ktére umozliwito odsprzezenie uktadu, nadaje jego dynamice postaé

x = f(x(t)) + g(x(t))D~1(x)P(x) + g(x)D~ 1 (x)v = F(x) + G(x)v
y = h(x)
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Aby lepiej zrozumied strukture czesdci dynamicznej uktadu po sprzezeniu
wprowadzimy nowe wspdtrzedne, w nastepujacy sposdb

hy (x)
Lehy(x)

L‘f’i—i'h1 (x)
ha(x)
Lhy(x)

L2 hy(x) |

hm (%)
Lehm(x)

Lo (x)
Xﬂ*S

gdzie pierwsze s skladowych zostalo zdefiniowanych przy uzyciu zwigz-
kéw miedzy wejsciem a pochodnymi wyjscia rzedu od 0 do p; — 1, nato-
miast pozostate wspdtrzedne oznaczone jako ™5 = x"® zostaly wybra-
ne sposrdd (x4, Xy, ..., xn) w taki sposdb, ze ¢(x) jest lokalnym dyfeomor-
fizmem. Niezaleznoé¢ pierwszych s wspodtrzednych mozna wykazaé na
podstawie wlasnoéci stopni rézniczkowych. Zauwazmy, ze po zastosowa-
niu sprzezenia zwrotnego (¢(x), a(x), B(x)) réwnania uktadu przyjmuja
nastepujacaq postaé

b1 =8l =83....8p, =W

ép1+---+pm,1+1 = £p1+"'+9m71+2"“'é’5 =Vm
oeor ) e ey gy
Y1 =&

Yo = EvpiJrl

Ym = E»pﬁr-v-erm,iJri

Przez F*7%(x) i G™ *(x) rozumiemy te skladowe pdl F(x) i G(x), ktd-
re odpowiadajg wspdlrzednym x" 5. Strukture uktadu (10.7) przedsta-
wia rysunek 10.2. Widaé, ze s-wymiarowy poduklad uktadu (10.7) zostat
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________________________________________________

Vii: f _E’»p_1. — J- &1 5:91
Vmi > f —ESS— ces —3— J‘ £p1+-~~+pm_1+1§ :ym

________________________________________________

Rysunek 10.2: Struktura uktadu sterowania (10.7)

zlinearyzowany i odsprzezony. Wida¢ takze, ze istnieje poduktad opisa-
ny wspoétrzednymi ™3, ktéry podlega sterowaniu v, ale ktéry nie ma
zadnego wpltywu na wyjscie uktadu. Ewolucja tego podukiadu powinna
pozostawa¢ pod kontrolg, a jego trajektorie powinny by¢ ograniczone.
Zalozmy, ze wszystkie wyjscia uktadu (10.7) sa w kazdej chwili réwne
zero. Wynika stad, ze wszystkie wspdlrzedne &;4,...,&s =0, a takze v = 0.
Przy takim zalozeniu dynamika wspdlrzednych ™~ ° jest opisana ukla-
dem dynamicznym

=P (oo ) = F (e ).

Te dynamike nazywamy dynamika zerowaq uktadu (10.7). Aby skutecznie
zastosowad algorytm sterowania wykorzystujacy odsprzeganie, dynami-
ka zerowa musi by¢ stabilna (stabilna w sensie Lapunowa, asymptotycznie
stabilna), co najmniej lokalnie. Uklad z asymptotycznie stabilng dynamika
zZerowaq nazywa sie minimalnofazowym. Oczywiscie, jezeli s = n, dynami-
ka zerowa jest nieobecna i metoda odsprzegania pozwala na znalezienie
linearyzujacego sprzezenia zwrotnego bez rozwigzywania réwnan row-
nowaznoéci. Formutlujemy w tym kontekscie nastepujace spostrzezenie.

Spostrzezenie 10.3.1 Jezeli stopnie rézniczkowe uktadu o sumujq sie
do wymiaru przestrzeni stanu, fo uklad jest linearyzowalny przez
sprzezenie zwrotne postaci

(x)
a(x) = =D(x)~"P(x),
1

gdzie P(x) i D(x) zostaty zdefiniowane wzorami (10.4) i (10.5).
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10.4. Przyklady

Przyktad 10.4.1 Rozwazmy réwnania dynamiki nieredundantnego
manipulatora o n stopniach swobody, opisanego wektorem wspotrzed-
nych q € R™, wekforem sterowan u € R™ i wektorem wspdtrzednych
zadaniowych y € R™,

Q(q)d+B(q.q) =,

gdzie Q(q) oznacza macierz bezwtadnosci, a B(q, q) wektor sit Corio-
lisa, odsrodkowych i grawitacji, z kinematykq

y = k(q).

Aby nadaé tym réwnaniom formalnqg postaé afinicznego uktadu stero-
wania, zastosujemy podstawienie x = q i £ = ¢. Nietrudno pokazad, ze
w takim przypadku dynamika manipulatfora bedzie opisana uktadem
afinicznym z wyjsciem

x=E,
£=—Q '(x)B(x&+Q (X,
y = k(x).

Okazuje sie, ze stopnie réziniczkowe wszystkich wyjsé sq jednakowe,
dlatego w celu ich wyznaczenia bedziemy jednoczesnie rézniczkowad
caty wektor wyjsé

§ = Dk(x)% = J(0)E,
§ = J(0E+](x)E = J()E = Jx)Q LB E) +]()Q (¥

P(x.&) D(x)

Otrzymalismy stopnie rézniczkowe p; = 2 i macierz odsprzegania
D(x), ktéra jest nieosobliwa poza konfiguracjami osobliwymi mani-
pulatora. Co wiecej, suma stopni rézniczkowych s = 2n jest réwna
wymiarowi przestrzeni stanu, zatem model dynamiki manipulatora
mozna odsprzqc i zlinearyzowaé przez sprzezenie zwrotne. Nie mu-
simy przy tym zmieniaé wspétrzednych. Po zastosowaniu sprzezenia
zwrotnego
u=-D"1x)P(x, &) + D (x)v

relacja miedzy wejsciem a wyjsciem uzyskuje postaé

g=w

Do rozwiqzania zadania sledzenia trajektorii zadaniowej yq4(t) natu-
ralne jest zastosowanie algorytmu

v="1a4—Ki(J—9a) —Koly —ya),
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z diagonalnymi macierzami wzmocnient Ky, Ky o dodatnich elemen-
tach. Wynikowy algorytm sledzenia

u=-D"'x)Px &) +D ' (x)({a—Ki(y —Ya) — Koy — ya))
jest znany w robotyce pod nazwq algorytmu Freunda.
Przyktad 10.4.2 Rozwazmy uktad sterowania z jednym wejsciem

7'(1 = X3 — Xg
7'(2 =—Xo—U
X3 = x% —Xx3+u
i jednym wyjsciem
y = h(x) = x1.
Rézniczkowanie wyjscia daje

g:iq :X3—Xg
Y=xF —x54+35+(1+3x)
Y —

P(x) D(x)

Mamy wiec stopien rézniczkowy p1 = 2 i macierz (wspétczynnik) od-
sprzegania D(x) # 0. Sprzezenie zwrotne u = —g((’;)) + D%X)v daje od-
sprzezonq relacje wejscie-wyjscie ) = v. Poniewaz s = 2 < n =3, po-
jawia sie dynamika zerowa. W celu jej wyznaczenia wybieramy nowe
wspétrzedne

&1 =h(x) =x4
£o = Leh(x) = x5 — x5
&3 =X

Eatwo sprawdzié, ze w otoczeniu punktu 0 € R & = ¢(x) jest lokalnym
dyfeomorfizmem. Réwnania uktadu w nowych wspétrzednych i po od-
sprzezeniu uzyskujg postaé

£1=28
Eo =V

Zakladajqc, ze y = 0 ofrzymujemy dynamike zerowq

L 283 -
&s =—&3 158 Esk(&3),
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Rysunek 10.3: Koto toczgce sie po plaszczyznie pionowo

gdzie k(&3) > 1. Wybierzmy funkcje V(x) = 14,x? w ktérej x = &s.
Otrzymujemy V = xx = —x%k(x) < —x% = —2V. W rezultacie, V(t) <
V(0)e—?t, skad wynika |&5(t)] < |Es0le™t, a wiec dynamika zerowa jest

globalnie asymptotycznie stabilna.

10.5. Zadania

Zadanie 10.1 Dla nieredundantnego manipulatora sztywnego opisane-
go réwnaniami

Q(q)d +B(q,q) =u
y = k(q)

g, u,y € R™, korzystajac z linearyzacji wejscie-wyjscie wyprowadzi¢ algo-
rytm $ledzenia trajektorii y4(t) w przestrzeni zadaniowej.

Zadanie 10.2 Dla pokazanego na rysunku 10.3 kota toczacego sie pio-
nowo, opisanego réwnaniami

X =T141COS @

Yy =mnysing

® =g

0 =mn

M =w '
Mo = U

Y1 =X

Y2 =Y
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korzystajac z linearyzacji wejscie-wyjscie przeprowadzi¢ synteze algo-
rytmu $ledzenia trajektorii yq(t) = (ya1(t),yae(t))'. Wprowadzié nowe
wspoélrzedne i zbadaé¢ dynamike zerowa uktadu.

Zadanie 10.3 Dany jest uklad sterowania postaci

7'(1 = X9
7'(2 = Sil’lX3
X3 = X4
)'C/, =u

Korzystajac z twierdzenia Jakubczyka-Respondka i z linearyzacji wej-
4cie-wyjscie przy funkecji wyjscia y = x4 pokazaé, ze uklad ten jest li-
nearyzowalny przez sprzezenie zwrotne w otoczeniu 0 € R*

10.6. Odniesienia literaturowe

Odsprzeganie wejsciowo-wyjsciowe i zwigzane z nim pojecia stopnia
rézniczkowego i dynamiki zerowej zostaly dokladniej opisane w mo-
nografiach [NvdS90, [si94]. Zwiezle i przystepne omoéwienie tych zagad-
nienn zawiera takze rozdziat 9 ksigzki [Sas99]. W celu wyjadnienia za-
gadnien zwigzanych z robotyka Czytelnik moze siegnaé do monografii
[MZS94, TMD " 00]. Zastosowanie odsprzegania wejsciowo-wyjsciowego
do sterowania manipulatoréw mobilnych omawia praca [Maz09].
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Uktady w postaci tancuchowej

Znaczenie sprzezenia zwrotnego dla syntezy ukltadéw sterowania po-
lega na tym, ze pozwala przetransformowa¢ zadanie sterowania z uktadu
s{rudnego” do analizy do ukladu w postaci normalnej, dla ktérego zosta-
ly opracowane algorytmy sterowania. Przykladem takiego uktadu jest
uklad liniowy. Pokazemy teraz inny przyktad prostej postaci normalnej
uktadu sterowania, wraz z odpowiednia metoda sterowania. Takim ukta-
dem jest uktad w postaci tancuchowej.

11.1. Postaé tancuchowa

Rozwazamy uktad bezdryfowy o dwoch wejsciach
o: %= gx(t)hu(t) = g1(x(t)w (t) + ga(x(t)ua(t), x€R™  (11.1)

Dystrybucje generowana przez pola sterujace tego ukladu oznaczymy
symbolem D = spance gn g){g1, go}. Ukladem sterowania w postaci tan-
cuchowej nazywamy uktad
o' : &= GIE(1))v = Gi(&(t))vi(t) + Ga(&(t))va(t)
majacy jedna z dwdch réwnowaznych postaci
of: &1 =v1, &g =g, Es=Egvi,.. b = Enqvy (119)
op: &1 =v1, o =83v1, Es=Evi, e b1 = Enve En = Vo

Szukamy sprzezenia zwrotnego & = @(x), u = (x)v, ktoére ustala F-réw-
nowazno$¢ uktadow o i o’. Jezeli takie sprzezenie istnieje, musi spetniaé¢
nastepujace rownania réwnowaznosci

De(x)g(x)B(x) = Gle(x)).

11.2. Twierdzenie Murraya

Majac dany uktad (11.1) definiujemy dwie rodziny dystrybucji dla k =
01,....n—2
Do =D, Dxqy = Dy + [Do, Dy
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D0 =D, D*! = D¥ 4 [D¥, D¥].

Pierwsza z tych rodzin nazywamy matq flaga, a druga — duza flaga dystry-
bucji. Poszczegdlne dystrybucje w malej i duzej fladze sq zagniezdzone,
Dy C Diy1, D* € D¥HL, mamy takze

Do =D°, Dy =D, Dy c D

dla k > 2. Ostatnia zalezno$¢ thumaczy nazwe ,mata” i ,duza” flaga. W je-
zyku flag zostal sformutowany nastepujacy warunek konieczny i wystar-
czajgcy lokalnej F-réwnowaznosci uktadow o i o’.

Twierdzenie 11.2.1 (Murray)

UL%FG’ — dim Dy (x) = dim D*(x) = k + 2

dla x w pewnym zbiorze otwartym i dla k =0,1,...,n— 2.

11.3. Calkowanie wsteczne

Metoda sterowania, ktéra ma zastosowanie do ukladéw w postaci
lancuchowej jest metoda catkowania wstecznego®. Idee metody wpro-
wadzimy na ukladzie afinicznym z jednym wejsciem postaci

x = f(x(t)) + g(x(t))&(t),
{ A, (11.3)

z punktem réwnowagi f(0) = 0, gdzie x € R™, u € R. System (11.3) mo-

ze reprezentowaé dynamike btedu pewnego ukladu sterowania. Mamy

rozwigza¢ zadanie stabilizacji btedu, a wiec znalezé sterowanie u(t), ta-
kie ze przy t — +oo trajektoria (x(t), £(t)) — 0. Sterowanie wyznaczymy

w postaci sprzezenia zwrotnego od stanu ukladu, u = u(x, §). W tym celu

postepujemy w nastepujacy sposéb:

— Rozwazmy poduktad x = f(x(t)) + g(x(t))&(t) i potraktujmy zmien-
na ¢ jako tymczasowe sterowanie. Zaktadamy, ze istnieje dla tego
podukladu stabilizujgce sprzezenie zwrotne, tzn. funkcja & = ¢(x),
$(0) = 01 funkeje o ([Ix[]) < Vi(x) < aa(lxll), Wi(x) > 0, gdzie oy, oxg
sq pewnymi funkcjami klasy K, takie ze wzdhuz trajektorii uktadu ze
sprzezeniem zwrotnym x = f(x(t)) + g(x(t))P(x)

Vi(x) = dV(x)(f(x) + g(x)d(x)) < —Wi(x) <O.

*Oryginalna nazwa tej metody ,integrator backstepping” nie ma dobrego ttumacze-
nia na jezyk polski; nasza propozycja nie pretenduje do najbardziej adekwatnej, jest
jednak lepsza od uzywanego czasami w jezyku polskim terminu ,bakstepping”.
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— Wprowadzmy nowa zmienng z = & — ¢(x) i zapiszmy uktad (11.3)
w postaci
x = f(x(t)) + g(x(t)) p(x(t)) +g(x(t))z(t),

stabilny (114)

z=u(t) — b(x(t) = v(t),

gdzie symbol ¢(x(t)) oznacza rézniczkowanie wzgledem czasu, nato-
miast v jest nowym sterowaniem. Szukamy teraz sterowania stabili-
zujgcego dla calego ukladu (11.4). W tym celu wybieramy funkcje

1
Vo(x,z) = Vq(x) + 522 >0

i obliczamy
Vo(x,z) = Vi(x) + 22 < =Wy (x) + dVi (x)g(x)z 4+ zv =
=—Wj(x) + (dV1(x)g(x) +v)z.

Zauwazmy, ze biorac

dVi(x)g(x) +v =—kz
dla pewnego k > 0 otrzymamy

Vo(x,z) < —Wi(x) — k27,

skad wynika stabilno$¢ uktadu (11.4), ze sterowaniem

v =—kz—dVy(x)g(x).

Gdyby zatozyé, ze funkcja Wi(x) > oz(||x]]), dla pewnej funkcji oz
klasy K, to otrzymaliby$dmy asymptotyczng stabilno$é¢ ukladu (11.4).
Poniewaz & = z— ¢ (x) i ¢(0) = 0, ze zbieznoscei (x(t), z(t)) do 0 wynika
dazenie do zera &(t). Sterowanie stabilizujgce uktad (11.3) ma zatem
postaé

u(x, &) = —k(& — ¢(x)) — dVi(x)g(x) + dd(x) (f(x) + g(x)&).

Przedstawiona procedura ma naturalne uogdlnienie na uktady z wieloma
catkowaniami,

X = f(x(t)) + g(x(t)) & (t),

&1 = &(t)

ékq = Ex(t),

&k = W
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X

Rysunek 11.1: Samochdéd kinematyczny

11.4. Przyklady

Przykltad 11.4.1 Przedmiotem naszej analizy bedzie samochéd kine-
matyczny przedstawiony na rysunku 11.1. Niech q = (x,y, 6, (p)T ozna-
cza wektor wspétrzednych opisujqcy samochéd (patrz rysunek). Przy
zalozeniu, ze nie nastepuje poslizg boczny két tylnych ani przednich,
model kinematyki samochodu kinematycznego ma postacé uktadu bez-
dryfowego
X =uqcosBcos
g:uisinecosq) (11.5)
0 =wsing
¢ =uy
Pokazemy, ze uklad ten jest lokalnie F-réownowazny uktadowi w posta-
ci taricuchowej, a doktadnie uktadowi o) wystepujgcemu we wzorze
(11.2). Zatézmy, ze wspétrzedne 0 i ¢ ukladu sq ograniczone do zakre-
su +m/2, zatem |0|,|@| < /2. Przy takim zalozeniu mozemy zdefinio-
waé wstepne sprzezenie zwrotne

W cosOcosp O "
N 0 1]

ktére pozwala zapisaé uktad (11.5) w postaci

k:w1
g =Wq tge
tgp - (11.6)
:W1
cos O

@ =wy
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Uktad (11.6) jest opisany przez dwa pola sterujgce

1
tgo
gilq)=| tge |, g2(q) =
cos O
0

-~ O O O

zatem dystrybucja D = span{gi, go}. Wyznaczamy malq i duzq flage.
Z Twierdzenia 11.2.1 wynika, ze wystarczy wyliczyé nastepujqce dys-
trybucje:

Do =D’ =D > g1,90
Dy =D = Do + Do, Dol > g1, g2, g12 = (g1, gal,
Dy = Dy + [Do, D1l = D? > g1, 92, 912, 9112 = (g1, G12), 9212 = [go, g1ol.

W naszym przypadku mamy identycznosé dystrybucji Dy = D2 za-
uwazmy, ze wlasnosé ta nie ma charakteru ogdlnego, lecz wynika z
tego, ze dystrybucja D ma dwa generatory. Obliczenie nawiaséw Liego
daje

0 0
0 B
gia(q) = | 1 » 9112(q) = | cos’0cos? @
cos0cos? @ 0
0 0
Nietrudno teraz sprawdzié, ze dystrybucja Dy = span{gi, go, g12}, a

dystrybucja Dy = span{gi, go, g12, 9112}, a zatem kazdym punkcie q €
R x R x (—m/2,4+m/2)? sq spelnione warunki

dim Dy(q) = dim D%(q) =2, dim D4 (q) = dimD'(q) = 3,
dim Dy(q) = dim D?(q) = 4.

Z Twierdzenia 11.2.1 wynika, ze uklad (11.6) jest lokalnie F-réwnowaz-
ny postaci taricuchowej, a poniewaz uktad (11.5) jest F-réwnowazny
uktadowi (11.6), zatem kinematyka samochodu kinematycznego jest
lokalnie rownowazna przez sprzezenie zwrotne ukladowi w postaci
taricuchowej.

Przyk}tad 11.4.2 Jako ilustracje metody catkowania wstecznego wy-
prowadzimy algorytm stabilizacji punktu réwnowagi 0 € R? w ukladzie

7'(1 :X%—X?‘i‘XQ
)'ngu
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Zgodnie ze schematem metody potraktujemy najpierw zmienng xo
jako sterowanie i znajdziemy stabilizujgce sprzezenie zwrotne xy =
d(x1). W tym celu wybieramy funkcje Vi(x1) =1 /zx% i obliczamy

Vi(x1) = xa%1 = x5 — x5 + d(x1) < x5 +x1d(x1) =x1 <X% -] +¢(X1))-

tatwo widaé, ze wybdr d(x1) = —kixq4 — x% przy ky > 0 daje Vi(x1) <
—kixf = —Wi;(x1), skqd wynika asymptotyczna stabilnosé dynamiki
zmiennej x4. Nastepnie definiujemy zmiennq z = xg — ¢p(x4) i przepisu-
jemy réwnania catego uktadu w postaci

X =% =+ d(xq) +z
z=u—odxq)=v

Dla ostatniego uktadu bierzemy funkcje Vo(x1,z) = Vi(x1) + 1422 Jej
pochodna wzdtuz trajektorii wynosi

Valxi,2) = Vi + 22 < ~Walxi) + (dvi(x” +v> .

dX1

Jezeli dVj(x) +v = —kgz, to sterowanie v = —koz — d e

LZ‘” prowadzi do

Va(x1,2) < —Wi(x1) — koz® = —kgx§ — ko2?,

a wiec stabilizuje uktad opisany zmiennymi (x4,z), zapewniajqgc dg-
zenie trajektorii (x1(t),z(t)) do zera. Poniewaz ¢(0) = 0 wynika stqd
zbieznosé do zera trajektorii oryginalnej (x4(t),xo(t)). Sterowanie sta-
bilizujgce uktad (x4,xs) jest réwne

dVi(xq) N dd(xq)
dX1 dX1

u(x1,x9) = v+ Plxq) = —kalxg — b(x1)) — (xf — % +x2),

gdzie Vi(x1) = 1,5 i d(x1) = —kixq — 3.

Przyktad 11.4.3 Drugim przyktadem zastosowania metody catkowa-
nia wstecznego bedzie model kinematyki monocykla o wspdétrzednych
q = (x,y,0)", przedstawionego na rysunku 11.2. Réwnania kinematyki
monocykla sq nastepujqce

x =vcos0(t)
Uy =vsin0(t)

0=w
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AY

<Y

Rysunek 11.2: Monocykl

Zatézimy, ze zadanie sterowania polega na Sledzeniu trajektorii odnie-
sienia (x4(t),yq(t)). Niech trajektoria ta bedzie realizowalna przez mo-
nocykl (dopuszczalna), co oznacza, zZe istniejq sterowania referencyjne
(va(t),wq(t)), takie ze xq = vq(t)cos0q4(t), U1q = va(t)sinBq(t), B4 =
wq(t). Zdefiniujmy bledy Sledzenia jako X = Xqg — X Ye = Ya — Y,
0 = 04 — 0 i przetransformujmy blqd Sledzenia do postaci

Xe cos® sin® O Xe
Ye | = |—sin® cosO Of | Ye
Oe 0 0 1 R

Przy takiej definicji btedu jego dynamika wyraza sie uktadem zalez-
nym od czasu

=w(t)ye(t) —v(t) +va(t) cosBe(t),
ye = —w(t)xe(t) + va(t) sinOe(t), (11.7)
e = wa(t) —w(t).

Procedura syntezy algorytmu Sledzenia wykorzystujgca metode cat-
kowania wstecznego przedstawia sie nastepujqco:

— Zatézmy chwilowo, ze w drugim réwnaniu z uktadu (11.7) mamy
xe = 0 i postarajmy sie ustabilizowaé zmienng y.. W tym celu
bierzemy 0. = —@(yevq)’, gdzie @(z) jest funkcjq o nastepujgcych
wtasnosciach: ¢ (0) =0, ze(z) > 0 dla z # 0 i pochodna ¢’(z) jest
ograniczona. Przykladem funkcji spetniajqcej te wymagania jest
o(2) = %%

— Wyliczmy ge = —va(t)sin @(ye(t)va(t)). Biorac Vi(ye) = 1/5y3
otrzymujemy Vi(ye) = —Yeva sin @(yeva) < 0, dla matych wartosci

Targumentem ¢ jest iloczyn y. i vq



Rozdziat 11. Uktady w postaci taricuchowej 124

funkcji ©(yeva), na mocy wtasnosci funkcji ¢. Wynika stqd jedno-
stajna asymptotyczna stabilnosé wspdtrzednej ye.

— Zdefiniuyjmy zmiennq z = 0. + @(yevq) i obliczmy jej pochodng
wzgledem czasu

z= ée + (P/(Uevd)(gevd +Ue\"d) =
=wgq — W+ @' (Yeva) (—wWxevq +v% sinBe +yYeVq).

— WezZmy funkcje

1 1 1
Vo(t, Xe, Ye, 2) = EX% + Eyi + EZQ’
dla pewnego v > 0. Zrézniczkowanie Vo, wzdtuz trajektorii uktadu
bledu (11.7) daje

. 1
Vo = XeXe +YeYe + ;zi = Xe(—V+Vvqc080,) +Yevq sin O+
1 _ : 3 5 . .
—i—yz Wqg — W+ @' (Yeva) | —Wxevg + V3 sinBe +yeva ) ) -

— Skorzystamy teraz z Lematu Hadamarda przedstawionego w pod-
rozdziale 3.3, w postaci

1 1

df(s(x+xo)+(1—s)xg) = f(xo)erJ f'(sx+xg)ds.

flxtx0) = flxo) = |
0

0

Mamy z = 0. + @(yeva), a zatem

1
sin 0, = sin(z— @(yeva)) = sin(—@(yeva)) +ZJO cos(sz — @(yeva))ds.

n

— Korzystajqc z tego obliczamy

Vo = Xe(—V + vq cos 0¢) —YeVva Sin P(yYyeva) + Yeznva+
1 o / - 2 . o .
+yz Wa —wW+ @' (Yeva) [ —Wxevg + VG sinBe +yeVy ) ) =
. 1
=Xe(—V+vqc0s0.) —Yeva sin d(yeva) + ;z <yyenvd +

+wq — (1 + (p’(yevd)xevd) w+ @’ <v% sin O, +ye\')d)) .
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— W celu zapewnienia ujemnosci pochodnej Vy, wybieramy stero-
wania v i w w taki sposéb, by spetniaty zaleznosci

—V+vqc080c = —C1Xe
—(14+ @' (Yyeva)XeVa)W + Yyenvg + wa+ ,

dla dodatnich wspétczynnikéw cq i co. Po ich rozwiklaniu ofrzymu-

jemy

{v = C1Xe + V4 COS 0
1

W = oy (C22 + YYenva +wa + @' (Vi sinBe +yeva))
oraz
\72 = —cixi —YeVa Sind(yeva) —c222 < 0.
>0

Dla dokoniczenia analizy zauwazamy, ze z tego ze V, < 0 wynika, zZe
funkcja Vjy jest ograniczona, a zatem zmienne X, Y. i z sq ograniczone.
Co wiecej, jezeli trajektoria odniesienia (vq(t), wq(t)) jest ograniczona
wraz z pochodnq rzedu pierwszego wzgledem czasu, to takze sterowa-
nia v(t), w(t) i pochodne X, Je i 8. bedq ograniczone. Wyciggamy z
tego wniosek, ze druga pochodna V;, jest ograniczona. Funkcja Vo, ma
granice, funkcja Vy jest ograniczona, zatem, na mocy Lemat Barba-
lata, mamy Vo — 0, tzn. (xe(t),ye(t)va(t) sin d(ye(t)va(t)), 8e(t)) — O.
Przy odpowiednich zatozeniach na trajektorie odniesienia umozliwia
to wykazanie, ze takze y.(t) — O.

11.5. Odniesienia literaturowe

Uklady w postaci tancuchowej odgrywaja w geometrycznej teorii ste-
rowania szczegdlng role, zaréwno z teoretycznego punktu widzenia (tzw.
posta¢ normalna Goursat), jak i ze wzgledu na istnienie dla nich algoryt-
mow sterowania, zob. [JN99, MZS594], rozdziat §, [Kha00], rozdziat 14 lub
[Sas99], rozdziat 12. Twierdzenie Murraya mozna znalez¢ w tym rozdzia-
le, albo w rozdziale 9 pracy [Sas99]. Przyktad 11.4.1 pochodzi z [ML.S94],
Przyklad 11.4.2 pochodzi z monografii [[<ha0O0], natomiast Przyklad 11.4.3
jest rekonstrukeja oparta na [[N97]. Czytelnikowi zainteresowanemu roz-
szerzeniem wiedzy na temat metody calkowania wstecznego polecamy
monografie [KIKIK95].
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Rozdzialt 12

Dynamiczne sprzezenie zwrotne,
linearyzacja

12.1. Motywacja

Zajmijmy sie ponownie kinematyka monocykla o wspétrzednych q =
(xy,0)7,
X =1u4cosb
Yy =uy sinB
é = Uy
Zatdzmy, ze chcemy sterowaé polozeniem konca dyszla o dtugosci d

przymocowanego do monocykla, jak pokazano na rysunku 12.1. Funkcja
wyjécia uktadu ma zatem postaé

Y1 =x+dcos0d
Yo =y +dsin0

Zbadajmy mozliwoé¢ odsprzezenia wejsciowo-wyjsciowego uktadu. W tym
celu rézniczkujemy

Uy =x— dOsin® =y cos 6 — usdsin 6,
Yo =1 + dBcos® =1y sin® 4 upd cos 6,

AY

>
X

o
X

Rysunek 12.1: Monocykl z dyszlem
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Yr) _ [cos® —dsinO| fug) Y A%
(gg) o [Sine dcos0 | \uy =Dlqu=v= vo ) ©
Stopnie rézniczkowe obu wyjé¢ sa rowne py = po =1, a jezeli detD(q) =

d # 0, uktad jest odsprzegalny. Poniewaz p1 + po = 2 < 3, pojawi sie
dynamika zerowa. Aby ja opisa¢, wprowadZzmy nowe wspdtrzedne

czyli

&=y
&2 = Yo
&3 =10

W nowych wspdtrzednych réwnania uktadu wygladaja nastepujaco

& =01=W
&9 =Yg = Vo
é3=é:LL2:—%V1$ine+%V2COSQ

Zalozenie, ze y1(t) = 0 i yo(t) = 0 wymaga wyzerowania wspdtrzednych
&1, &9, a takze wejsé vq i vo. W konsekwencji, dynamika zerowa ma postaé

£5=0,

zatem jest ograniczona. Jezeli zadanie sterowania polega na Sledzeniu
zadanej trajektorii (xq(t), yq(t)), to algorytm sledzenia moze mie¢ postad
regulatora typu P (proporcjonalnego) ze sprzezeniem wyprzedzajacym,
tzn.

Vi = %q — kg (x —xq)

Vo =Ya —ko(y —ya)

Jak widaé, procedura odsprzegania i (czesciowej) linearyzacji modelu
monocykla przez sprzezenia zwrotne powiedzie sie, pod warunkiem ze
sterujemy punktem mieszczacym sie w pewnej odlegtosci d od $rodka
tylnej osi. Zbadajmy jednak dokladniej przypadek d = 0, a wiec funkcje

wyjscia
Y1 =X
Y2 =Y

Uy =uycosH
Yo =uy sin0

Mamy wtedy
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macierz odsprzegania jest osobliwa i procedura odsprzegania nie ma
zastosowania. Niezrazeni tym zrézniczkujmy funkcje wyjscia jeszcze raz,
zakladajac, ze funkcja sterujaca jest rézniczkowalna

{y =1y cosH —1uy0sin6 =11y cos® — wyuy sin O
Uo =111 sin 0 + 10 cos 0 = 11y sin O + Uy uy cos O

Zatdzmy teraz, ze g w powyzszych wzorach nie oznacza juz sterowania,
ale zmienng stanu, natomiast jako sterowania wezmy wy = 14 i wy = wy.

Mamy wtedy
U1) _ [cos® —wysin®]
(92) N {Sin 0 ucosd } w = D(q, w)w.

Przy zalozeniu, ze wy # 0 macierz D(q, w4 ) staje sie¢ macierza odsprzega-
nia. Po zastosowaniu sprzezenia zwrotnego v = D(q, w )w uzyskujemy
odsprzezong zaleznosé wejscie-wyjscie

Y1 =wvy

Yo = Vo
Okazuje sie, ze po rozszerzeniu przestrzeni stanu monocykla o zmienna
14 i dodaniu do réwnan monocykla réwnania 1y = wy uktad

X =1u4cosb
Yy =uysin®
é:WQ

111 = W1

Y1 =X
Y2=Yy

mozna odsprzac i zlinearyzowaé przez sprzezenie zwrotne & = @(x) =
(Y1, 91,Y2,92) ", v = D' (q, 11 )w, nadajac mu postaé

z wyjéciem

=&
522\11
Es=8
542\’2

wazng w obszarze R® x R — {0}. Sprzezenie zwrotne wykorzystujace roz-
szerzenie uktadu o dodatkowaq czes¢ dynamiczng nazywa sie dynamicz-
nym sprzezeniem zwrotnym; sprzezenie zwrotne bez podukltadu dyna-
micznego nazywamy statycznym. Réwnania kinematyki poruszajacego
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sie (i # 0) monocykla z d = 0 sq zatem linearyzowalne przez dyna-
miczne sprzezenie zwrotne, ale nie sa linearyzowalne przez sprzezenie
statyczne. Dowodzi to, ze dynamiczne sprzezenie zwrotne jest silniejszym
narzedziem od statycznego. W nastepnym rozdziale wprowadzimy poje-
cie dynamicznego sprzezenia zwrotnego w sposéb formalny.

12.2. Dynamiczne sprzezenie zwrotne

Niech bedzie dany afiniczny uklad sterowania
o: % =f(x(t)) + gx(t)u(t) = f(x(t)) + Z gi(x(t))ui(t), (12.1)
i=1

x € R™, u € R™. Do ukladu (12.1) dolgczamy kompensator dynamiczny
‘. z =F(x(t)),z(t)) + G(x(t), z(t))w ' (12.2)
u = H(x, z) + K(x, z)w

z € R9, w € R™. Zmienng z nazywamy stanem kompensatora, wy-
miar przestrzeni stanu kompensatora wynosi q. Polaczenie ukladu (12.1)
i kompensatora (12.2) daje uktad sterowania

(6+K): <X> _ <f(><(t)) +9(X(t))H(X(t),Z(t))> .
F s )
N [g(x(t))K(x(t),z(t))
G(x(t), z(t))
Niech bedzie dany uktad sterowania
o': E=F(E(1) + GE(L)v.

Przyjmujemy nastepujaca definicje réwnowaznosci przez dynamiczne
sprzezenie zwrotne.

] w =@ (x(t),z(t)) + Y(x(t), z(t))w. (12.3)

Definicja 12.2.1 Uktad o jest réwnowazny przez dynamiczne sprze-
zenie zwrotne ukladowi o/, 0 =pf 0/, jezeli istnieje kompensator dyna-
miczny K i statyczne sprzezenie zwrotne

&E=(xz)
w=u(x,z)+ B(x,z)v

takie ze
(c+k)=0'.
F
Jezeli dyfeomorfizm ¢(x,z) jest lokalny, méwimy o lokalnej réwnowaz-
nosci przez dynamiczne sprzezenie zwrotne.
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Uktad o nazywamy linearyzowalnym przez dynamiczne sprzezenie zwro-
tne (dynamicznie linearyzowalnym), jezeli o’ jest uktadem liniowym i za-
chodzi o =pfo’.

12.3. Twierdzenia o dynamicznej linearyzacji

Intuicje, jakie moglismy naby¢ analizujac przyktady odsprzegania i li-
nearyzacji z dodatkiem calkowan w torze sterowania podpowiadajg, ze
istota linearyzacji przez dynamiczne sprzezenie zwrotne polega na wza-
jemnym ,przesunieciu” wzgledem siebie poszczegdlnych sterowan dzia-
lajacych na uklad. Mozemy przyjaé, ze takie przesuniecie jest realizowa-
ne przez catkowanie sterowan. Zatem, jezeli wejscie/sterowanie jest tylko
jedno, dynamiczne sprzezenie zwrotne nie powinno przynosi¢ zadnego
efektu. Jest tak istotnie, jak orzeka nastepujace Twierdzenie.

Twierdzenie 12.3.1 Jezeli liczba wejsé ukltadu m = 1, to uklad jest
linearyzowalny przez dynamiczne sprzezenie zwrotne wtedy i tylko
wtedy, gdy jest statycznie linearyzowalny.

Drugi wynik podaje warunek konieczny linearyzacji dynamicznej. Po-
niewaz uktad linearyzowalny statycznie jest linearyzowalny dynamicznie,
jak wiemy, jest to takze konieczne dla statycznej linearyzacji.

Twierdzenie 12.3.2 Jezeli uktad jest linearyzowalny przez dynamicz-
ne sprzezenie zwrotne w ofoczeniu punktu réwnowagi, to jego przybli-
Zenie liniowe w tym punkcie jest sterowalne.

12.3.1. Kompensator Brunowskiego

Rzut oka na zadanie dynamicznej linearyzacji pozwala odnies$é wra-
zenie, ze zadanie to musi by¢ znacznie bardziej ztozone od zadania line-
aryzacji przez statyczne sprzezenie zwrotne, poniewaz przy linearyzacji
dynamicznej nalezy zaprojektowaé kompensator, a nastepnie zlineary-
zowaé¢ uklad wraz z kompensatorem. Okazuje sie, ze zadanie wyboru
i linearyzacji kompensatora mozna rozwigzaé¢ w sposéb dosé arbitralny
proponujgc kompensator liniowy w postaci kanonicznej Brunowskiego.
Dla uktadu (12.1) wybieramy zestaw liczb catkowitych 0 < wy < pp <
-+« < Wm. Ich suma wyznacza wymiar przestrzeni stanu kompensatora,
q = Y ", ni. Kompensator Brunowskiego jest szczegdlnym przypad-



Rozdziat 12. Dynamiczne sprzezenie zwrotne, linearyzacja 132

w1 f Z 1y Z19 J~
—_— oo —_—
1
: I
! . . !
i c . |
1 . . 1
| 1
1
Wi J" Zmum, Zm?2 J‘ Zm1 ' Um
———— —— e o ® e
' :
1
| 1

Rysunek 12.2: Kompensator Brunowskiego

kiem uktadu (12.2), zdefiniowanym w nastepujacy sposéb (zobacz rysu-
nek 12.2):

211 = 212, 212 = Z13 -+, 2y = W1, wy = zq4,

2o = 299, 299 = 293,120, = W2, Uy = zo1,

Zmil = Zm2 Zm2 = Zm3s .-+, imum =Wm, Wm = Zmi-
Z definicji kompensatora Brunowskiego wynika, ze ui”i) =Wy, ué”) =
Wo,..., uE#m) = W, a zatem nowe sterowania sg catkowane odpowied-
nio Wy, Wo,..., Wm razy. Zauwazmy takze, ze dynamika kompensatora

Brunowskiego nie zalezy od zmiennych stanu ukladu (12.1), co nada-
je mu ceche pewnej uniwersalnosci. Liczby p; sa utozone w porzadku
rosnacym; jezeli wiec pewne u; = 0, to wszystkie u; poprzedzajace
sq takze réowne zeru. u; = 0 oznacza, ze sterowanie wj nie jest catko-
wane, czyli u; = wj. Rozwazmy uktad (12.1) i wybierzmy kompensator
Brunowskiego opisany liczbami (p, wo, ..., tm ). Zdefiniujmy dystrybucje

Ao = span {gx|ukx =0}, Aiy1 = A; +ads Ay + span {gk|ux =1+ 1}
C®(R™,R) C>(R",R)

Warunki wystarczajace linearyzacji przez dynamiczne sprzezenie zwrot-
ne podaje nastepujace Twierdzenie.

Twierdzenie 12.3.3 (Charlet-Lévine-Marino) Uktad
m
o % = f(x(t)) + gle(Du(t) = f(x(t) + Y gilx(t)wi(t)
x € R™, u € R™, jest linearyzowalny przez dynamiczne sprzezenie

w pewnym otfoczeniu punktu réwnowagi xy = 0, jezeli

1. dimAnyy,—1(0) =n,
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2. dystrybucje A, 1=0,1,...,n+ wyn — 2 majg w pewnym otoczeniu 0
staty wymiar i sq inwolutywne,

3. w pewnym ofoczeniu zera zachodzi [gj, Ai] C Aiyq,dlaj=1,2,...,m,
w=1Li=014...n+un—2

W przypadku, gdy i > wm, ostatni skltadnik w dystrybucji A; 1 jest réw-
ny zeru. Zauwazmy, ze jezeli um = 0 (a wiec wszystkie y; = 0), warunek
dynamicznej linearyzowalnosci pokrywa sie z warunkiem linearyzowal-
nodci przez statyczne sprzezenie zwrotne.

12.4. Plaskosé rozniczkowa

W rozdziale posdwieconym odsprzeganiu wejsciowo-wyjsciowemu i li-
nearyzacji zauwazyliSmy (Spostrzezenie 10.3.1), ze jezeli stopnie rdéznicz-
kowe poszczegdlnych wyjsé ukladu sumuja sie do wymiaru jego prze-
strzeni stanu, to istnieje sprzezenie zwrotne (¢, «, 3), zalezne wyltacznie
od pochodnych wyjs¢ wzgledem czasu, ktére linearyzuje uktad. Mozna
zatem powiedzieé, ze zardéwno zmienne stanu, jak i sterowania w nowym
uktadzie zalezg od dzetdéw wyjsé. To spostrzezenie lezy u podstaw pojecia
ukladu rézniczkowo plaskiego, ktére definiujemy w nastepujacy sposéb.

Definicja 12.4.1 Uklad afiniczny
o: % =f(x(t)) + g(x(t))u = f(x(t)) + Z gi (x(t))ui(t),
i=1

x € R™, u € R™, nazywamy rézniczkowo ptaskim, jezeli istniejq funkcje
Yi = hi(X), i= 1,2,...,m,

zwane wyjsciami ptaskimi, takie ze prawie wszedzie, byé moze poza
pewnymi punktami osobliwymi, zmienne stanu i sterowania uktadu
0 mozna wyrazié jako pewne funkcje zalezne od ptaskich wyjsé i ich
pochodnych, tzn,

Xi =X (y,g,...,y(”)), i=1,2...,n
u =1 (Y9...y")), j=12...m

Podstawowa wlasnoscia uktadéw roézniczkowo plaskich jest linearyzo-
walnoé¢ prawie wszedzie przez dynamiczne sprzezenie zwrotne. Ponie-
waz nie ma tatwo sprawdzalnych warunkéw koniecznych i wystarczajg-
cych rézniczkowej ptaskosdci, przy ustalaniu ptaskosci najczesciej wyko-
rzystujemy bezposérednio warunek zawarty w definicji. Mozna pokazad,
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ze kinematyka robotéw mobilnych, takich jak monocykl, samochéd ki-
nematyczny, a takze samochdd z przyczepami jest rézniczkowo plaska.
Podobnie mozna wykazaé plaskos¢ ukltadéw w postaci taricuchowej. Mia-
nowicie, niech bedzie dany uktad w postaci laricuchowej

X1 =W, X9 = Uy, X3 = XoUq,..., X = Xn—_114.
Jako wyjscia ptaskie wezmiemy y4 = x4 i yg = x,. Obliczamy
o o e . o Xn o 1_'42
X1 =Yt Xn =Y2, W =X1 =Y, Xn—1 = — = -,

. . . w U1
Xn—1 Yoyt — Yoyt .
n = 3 yeee, Uo = Xo.
1 y1

Xn—2 =

Wynika stad, ze uklad w postaci taricuchowej jest rézniczkowo ptaski,
pod warunkiem ze 17y = w3 # 0. Ukladem, ktdéry nie jest rdzniczko-
wo plaski jest kinematyka toczacej sie kuli. Warto podkresli¢, ze po
wykazaniu rézniczkowej ptaskosci ukladu konstrukcja linearyzujacego
sprzezenia zwrotnego jest do$é¢ naturalna. Zobaczymy to dokladniej na
Przykladach 125.2 i 12.5.3.

12.5. Przyklady

Przyklad 12.5.1 Niech bedzie dany afiniczny uktad sterowania

7'(1:7(2

722:11,2
O .

X3z =W

X4 = X3 — X3Up
Uklad jest opisany przez trzy pola wektorowe: f(x) = (x,0,0,x3)" oraz
g1(x) = es i go(x) = ey — xze4; e; oznacza i-ty wektor bazowy w R%.
Zbadamy mozliwosé linearyzacji tego uktadu przez statyczne lub dy-
namiczne sprzezenie zwrotne. Dla kompletnosci zaczniemy od spraw-
dzenia warunku koniecznego linearyzowalnosci. Eatwo widaé, zeu =0
i xop = 0 jest punktem réwnowagi uktadu o. Przyblizenie liniowe

0100 0 0
_2f(0) 000 0f . _ o
A=—7"=10 0 0 o| B=19:100hg(0 =14 ¢
0010 00

Nietrudno sprawdzié, ze rzqd macierzy Kalmana

rank |B, AB, A%B, A3B] — rank[B, AB] = 4,
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przyblizenie liniowe jest sterowalne, a zatem warunek konieczny line-
aryzowalnosci jest spetniony. Stawiamy teraz pytanie o linearyzowal-
nosé przy pomocy statycznego sprzezenia zwrotnego. Obliczamy

DY = span {gi,go} = span {es ey —xzes), dim DO (x) = 2.
C(R™R) C(R™,R)

Dystrybucja DO ma staly wymiar w dowolnym punkcie x € R%. Oblicz-
my teraz nawias Liego

g12(x) = [g1, g2l (x) = Dga(x)g1 (x) — Dgi (x)ga(x) = —e; ¢ D .

Poniewaz dystrybucja DY nie jest inwolutywna, uktad o nie jest line-
aryzowalny przez statyczne sprzezenie zwrotne. Zaczynamy od wybo-
ru kompensatora Brunowskiego; niech w4 =0 i up = 1. Mamy zatem
q =1 in =4 Obliczamy dystrybucje

Ao = span {g1}= span {es}.
Co (R™,R) Co(R™,R)

Oczywiscie Ag ma staty wymiar = 1 i jest inwolutywna. Z kolei wyzna-
czamy
Ay = Ao+ adsAg+ span {go}.
C%(R™,R)
Poniewaz Ay = spance(gn gry{es €4, €2 — x3€4} = spance g r){€o, €3, €4},
dystrybucja Ay jest takze statego wymiaru (= 3) i inwolutywna. Na-
stepnie obliczamy

Ay = A+ adfAy = span {eq, ey, e3, €4}
C(R™,R)

Dystrybucja Ay ma staty wymiar 4 réwny wymiarowi przestrzeni stanu
uktadu. Wynika stqd, ze dystrybucja A, = As = Ay, czyli warunki nr 1
i 2 Twierdzenia 12.3.3 sq spelnione. Pozostato sprawdzenie warunku
nr 3, czyli pokazanie, ze

(g2, Aol C Ay, [go, A1] C Ag, [go, Ag] C As.

W istocie sprawdzenia wymaga tylko pierwszy sposréd nich, co wynika
z tego, ze [go, g1] = e, € Ay. Poniewaz wszystkie warunki linearyzowal-
nosci przez dynamiczne sprzezenie zwrotne sq spetnione, uktad o jest
dynamicznie linearyzowalny. Przyklad ten pokazuje, zZe klasa uktadéw
dynamicznie linearyzowalnych jest szersza od klasy ukladéw lineary-
zowalnych statycznie.
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AY
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Rysunek 12.3: Monocykl

Przyklad 12.5.2 Zajmijmy sie zbadaniem rézniczkowej ptaskosci mo-
delu kinematyki monocykla opisanego wspétrzednymi q = (x,y,0)7, cf.
rysunek 12.3,

X =1uqcosb

Yy =uysin®

é = Uy

Wybieramy wyjscia ptaskie y; = x, yo =y i obliczamy

Yo o - s YoUt — Yol
X =Y, y=yg 0 =arctg =, wy = /95 + U5 up =0 = ===,
Y1 Y1+ Yy
co dowodzi rézniczkowej ptaskosci monocykla, poza osobliwosciq w4 =
0. W celu wyznaczenia linearyzujqgcego sprzezenia zwrotnego zauwaz-
my, ze zmienne stanu monocykla zostaly wyrazone za pomocq wyjsé

ptaskich i ich pochodnych do rzedu 1. Z tego powodu nowe wspétrzed-
ne definiujemy jako

&1 =Y1
& =1
&5 = Yo
& =Yo

Réwnania monocykla w tych wspétrzednych sq nastepujqce

& =&
§o =11 =14 cos0 —uguysin @ = Wy cos O — Uy Wy sin O
& =&

é,zk = o =14 sin O + wyuy cos 0 = wy sin 6 + wywy cos O
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X

Rysunek 12.4: Samochdéd kinematyczny

Wynika z nich, zZe do réwnarn monocykla nalezy dotqczyé kompensator
dynamiczny

111 = W1

U = Wy
i zastosowad sprzezenie zwrotne

Vi =Wy cos0 —uywysind
Vo =Wy sin 0 4+ uywy cos 0

ktére sprowadzi model kinematyki monocykla do uktadu liniowego

&1 =&
52 =W
&5 =&
54 =V2

Sprzezenie to jest dobrze okreslone w zbiorze stanéw uktadu z kom-
pensatorem (q,14) € R? x R —{0}. Dyfeomorfizm przestrzeni stanu ma
postaé

X
uy cos 0

Yy
4 sin 0

E=o(qu) =

Przyktad 12.5.3 Nieco bardziej ztozonym ukladem jest model kine-
matyki samochodu kinematycznego przedstawionego na rysunku 12.4.
Wektor zmiennych stanu samochodu kinematycznego q = (x,y,0, @) ".
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Model kinematyki przyjmiemy w postaci

X =1
y=utgb
0=u %
¢ =uy

wazny przy ograniczeniu |0|, || < 7/,. Jako wyjscia ptaskie bierzemy,
jak w poprzednim przyktadzie,

Y1 =X
Y2 =y

Obliczamy
. Y2 4 UoUr— Yot . tgo
X=Y1, Y=Yz W =Y, 0 =arctg ==, 0 == = =1 ,
s T Us UF + 3 cos 0
Y2Y1 —Yay1 .. s . (3) . . (3)
@ = arctg =55 c0s0(Y1, Y2), w2 = (Y1, Y1, Yy Y2, U2, Yy )
U1 (97 +95) ! ?

Z przedstawionych obliczen wynika, ze dla wy # 0 kinematyka samo-
chodu kinematycznego jest rézniczkowo ptaska. Wyprowadzimy teraz
postaé sprzezenia zwrotnego. Poniewaz q = q(y1, U1, Y1, Yo, Yo, Yo ) Wy-
bierzemy nowe wspétrzedne jako

&=yt
E=Yy1=w
=01 =1w
&4 = Yo

& =Y =uytgo
o lg@
Lcos30

& =g =T14tgb+u

Réwnania samochodu kinematycznego w nowych wspdétrzednych sq
nastepujqgce:

=8

& =&

s =1y

£ =85

&5 =&

. <2u1u1 tg @+uy u§ ) cos® 0+ 3ufsin20tg” @
fo =190+ 1458 +
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Wprowadzamy dwuwymiarowy kompensator dynamiczny

w=n
n=wy
Uy = Wy
i sprzezenie zwrotne
V1 =Wy
_putge | 2nuytg @ cos® 0+3ufsin20tg? @ n g0 + u?
V2 =N o309 cos® 0 wilg W2 o2 @ cos’ 0

Po linearyzacji dynamicznej kinematyka samochodu kinematycznego
ma postaé uktadu liniowego

&1 =&
Eo = &3
53 =WV
& =&
&5 = &
é6 =V2

Linearyzacja jest mozliwa w obszarze zmiennych stanu uktadu z kom-
pensatorem (q,uy,m) € R? x (—g,—i—%)z x (R —{0}) x R. Dyfeomorfizm
przestrzeni stanu jest zadany wzorem

X
W

n

u1tg6
2
ntgo + uilg @

cos’ 0

12.6. Odniesienia literaturowe

Warunki dynamicznej linearyzacji za pomoca kompensatora Bru-
nowskiego, a takze Przyktad 12.5.1 pochodza z artykutu [CLM91]. Niety-
powo$¢ takiej linearyzacji badano w pracy [Tch94]. Dynamiczng lineary-
zacje modelu silnika indukcyjnego uwzgledniajacego strumien magne-
tyczny opisano w pracy [Chi93]. Pojecie rézniczkowej ptaskosci omoéwio-
no gruntownie w artykule [FLR95]. Rozwdj teorii i zastosowan uktadéw
rézniczkowo plaskich, gtéwnie w kontekscie linearyzacji dynamicznej,
ilustruja monografie [SRA04, 1.év09].
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Rozdziat 13

Ograniczenia sprzezenia zwrotnego

W ostatnim rozdziale tych notatek przedstawimy pewne ograniczenia
stosowalnoéci sprzezenia zwrotnego do syntezy algorytméw sterowania
ukladéw nieliniowych. Punktem odniesienia beda uktady liniowe.

13.1. Uklady liniowe

Niech bedzie dany liniowy uktad sterowania
o: %x=Ax+Buy, (13.1)

o m wejéciach sterujacych i n-wymiarowej przestrzeni stanu. Przypo-
minamy, ze uktad o jest stabilizowalny przez sprzezenie zwrotne, jezeli
istnieje liniowa funkcja u = Kx, taka ze liniowy uktad dynamiczny

x = (A 4+ BK)x

ma asymptotycznie stabilny punkt rownowagi xg = 0. W rozdziale 0.2.3
sformutowaliémy Spostrzezenie 0.2.1, mdwigce ze warunkiem wystarcza-
jacym stabilizowalnosci uktadu liniowego jest sterowalnosé. Pokazalismy
takze, ze ta wlasno$é¢ wynika z bardziej ogdlnego Twierdzenia o roz-
mieszczaniu biegunéw 0.2.4. Sterowalnos¢ uktadu liniowego gwarantuje
wiec jego stabilizowalnos$é. Okazuje sie, ze wlasnosé ta nie uogdlnia sie
na nieliniowe uktady sterowania.

13.2. Twierdzenie Brocketta
Rozwazmy gtadki uktad sterowania

x = f(x,u), (13.2)

i niech u = 0, x = x¢ oznacza jego stan réwnowagi, tzn. f(xg, 0) = 0. Uklad
ten nazywamy stabilizowalnym przez sprzezenie zwrotne, jezeli istnieje
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gtadka funkcja u = a(x), a(xg) = 0, taka ze punkt xg jest asymptotycznie
stabilnym punktem réwnowagi ukladu dynamicznego

x = f(x, a(x)).

Nastepujace twierdzenie podaje warunek konieczny stabilizowalnosci
uktadu (13.2).

Twierdzenie 13.2.1 (Brockett) Zatézmy, ze uklad jest stabilizowalny
i niech A oznacza ofoczenie xg. Wowczas obrazem odwzorowania

Y:AxR™ — R, y(x,u) = f(x,u),
jest pewne otwarte otoczenie punktu 0 € R™.

Moéwimy, ze Twierdzenie Brocketta definiuje przeszkode do stabilizacji
nieliniowego ukladu sterowania. Dla ilustracji, zat6zmy, ze uklad (13.2)
jest w postaci tancuchowej

)'q =1
7'(2 = Uy
X3 = XoUW
Mamy A = R® i y(u,x) = f(ux) = (w,ugxouq). W celu uzyskania

punktu 0 € R® musimy zalozyé, ze w4 = upy = 0. Zauwazmy jednak,
ze dowolnie bliski zera punkt postaci (0,0, ¢) € R’ nie nalezy do obrazu
odwzorowania f. Oznacza to, ze uklad w postaci tancuchowej nie jest
stabilizowalny przez sprzezenie zwrotne. Zauwazmy, ze uktad w postaci
laicuchowej jest sterowalny i pomimo to nie jest stabilizowalny. Podobny
wynik mozna uzyskaé dla kazdego uktadu bezdryfowego, sterowalnego
lub niesterowalnego. W tym celu wezmy uktad

x = g(x)u= Z gi(x)uq

i niech pola sterujace beda niezalezne w punkcie x(. Bez utraty ogdlnosci
mozemy zaltozyé, ze macierz g(x) ma postaé

[91(70]
Go(x) |’
przy czym w otoczeniu punktu xo rank g¢(x) = m. Niech

A ={x € R™"|rank §;(x) = m}.
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Na zbiorze A istnieje sprzezenie zwrotne u = §—!(x)v przeksztalcajace
uktad bezdryfowy do réwnowaznej postaci

o [Im
=[]

Mamy y(v,x) = (v,h(x)v). Dla osiggniecia punktu 0 € R™ musimy po-
tozy¢ v = 0. Jednak, o ile m < n, zaden punkt postaci (0., €eei), gdzie
e; jest wektorem jednostkowym w R™ ™™, nie nalezy do zbioru wartosci
odwzorowania y. Uklad bezdryfowy spekliajgcy warunek m < n nie
jest stabilizowalny przez sprzezenie zwrotne. Analogiczne rozumowanie
prowadzi do wniosku, ze dla uktadu afinicznego

x=f(x)+ ) gilx)w
i=1

w ktérym pole dryfu nalezy do dystrybucji rozpietej przez pola sterujace
i m < n réwniez nie istnieje stabilizujace sprzezenie zwrotne. Warunek
podany w Twierdzeniu 13.2.1 obowigzuje takze wtedy, gdy zamiast gtad-
kiego wezmiemy ciggle sprzezenie zwrotne u = o(x).

Warunek Brocketta okazat sie jednym z kamieni milowych teorii
sterowania i dat asumpt do rozwoju badan nad sprzezeniem zwrotnym
niepodlegajacym temu warunkowi, takim jak sprzezenie zwrotne zalezne
od stanu i czasu lub sprzezenie nieciggte, a takze do zadania stabilizacji
praktycznej, w ktérym zamiast stabilnodci asymptotycznej zada sie by
trajektoria ukladu zblizala sie do punktu réwnowagi w kontrolowany
sposdb.

13.3. Twierdzenie Lizarragi

Twierdzenie bedace przedmiotem niniejszego podrozdziatu jest od-
powiednikiem Twierdzenia Brocketta dla zadania $ledzenia trajektorii.
W celu jego sformulowania rozwazmy uktad sterowania postaci

x = f(x,u), (13.3)

z ciggla funkcja f : R x R™ — R™ i taka, ze dla ustalonego u € R™ pole
wektorowe f (x) = f(x,u) jest gtadkie. Przyjmujemy, ze dopuszczalne
funkcje sterujace u(-) € U sa odcinkami ciagte i ze dla kazdego sterowa-
nia u(-) i stanu poczatkowego x( istnieje trajektoria x, (t) = @ (xg, u(-))
ukladu (13.3). Trajektorig odniesienia uktadu (13.3) bedziemy nazywacd
trajektorie y, (t) spelniajaca réwnanie v, = f(y,,v) dla pewnej funkcji
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sterujacej v(-) € U. Powiemy, ze uktad (13.3) posiada ciggty stabilizator,
jezeli istnieje ciagta funkcja

u=ox(xywt),

speliajaca warunek «(y,y,v,t) = v, taka ze trajektoria x«(t) zaleznego
od czasu uktadu dynamicznego

{ X = f(Xo (X0 Yy Vo 1))
gv = f(yv; V)

spelnia warunek xq(t) —+t— 1+ Yv(t). Przedstawione nizej twierdzenie
podaje warunek wystarczajacy nieistnienia ciggtego stabilizatora.

Twierdzenie 13.3.1 (Lizarraga) Dla dekompozycji przestrzeni stero-
wan na sume prostq podprzestrzeni

R™ = E1 D Ey
zdefiniujmy zbiory pdl wektorowych
B :{fu:R“—>R“|u€Ei}, i=1,2

i niech Bi(-) oznacza najmniejszq algebre Liego pSl wektorowych za-
wierajqcq Bi. Zalézmy, ze dla wprowadzonej dekompozycji istniejq
podrozmaitosci S1,So € R™ spetniajgce warunki:

1. S; jest niezmiennicze ze wzgledu na Bi(-), co oznacza ze trajek-
torie pSl wektorowych nalezgcych do algebry Liego Bi(-) zapoczqtko-
wane w S; pozostajq w S;,

2. wymiar dim I%i(p) przestrzeni rozpietej przez pola z algebry Liego
Bi(-) jest staty w kazdym punkcie p € S,

3. istnieje punkt q € Sq1 N Sy, taki Zze suma przestrzeni rozpietych
przez algebry Liego Bi(-) w tym punkcie jest réwna sumie prostej tych
przestrzeni i jest zawarta ale nie rowna sumie przestrzeni stycznych
do podrozmaitosci S;

A A A

Bi(q) + Ba(q) = B1(q) ® Ba(q) € TqS1 + TqSe.
Wéwczas nie istnieje ciqgty stabilizator dla uktadu (13.3).

Z, Twierdzenia Lizdrragi wynika, ze nie kazda dopuszczalng trajektorie
odniesienia w nieliniowym ukladzie sterowania mozna Sledzi¢ z wyko-
rzystaniem ciggtego sprzezenia zwrotnego zaleznego od stanu uktadu,
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trajektorii odniesienia i czasu. Dla ilustracji rozwazmy uktad w postaci
lanncuchowej

7'61 =
7'(.2 = U9
X3 = Xoly

badany w poprzednim rozdziale. Przestrzen sterowan R? zdekomponu-
jemy na sume prosta R> = Ey @ Ey, gdzie E; = spang{ei}, i = 1,2. Mamy

1 0
By = O |vlveR,, By = 1|wweR, =E
X9 0

i, oczywiscie, Bi(-) = B;. Wybierzmy podrozmaitosci S = Sy = R3. Wa-
runek niezmienniczosci jest spelniony w sposéb trywialny. Obie pod-
przestrzenie Bi(p), i = 1,2 sq jednowymiarowe, co oznacza spetnienie
warunku wymiaru. W koncu, dla punktu q =0 € S4 N Sg zachodzi

B1(0) + By (0) = B1(0) ® Bo(0) = R? x {0} C ToS1 + TpSq = R>.

Poniewaz warunki Twierdzenia 13.3.1 sq spelmione, uktad w postaci tan-
cuchowej nie posiada ciggtego stabilizatora.

13.4. Odniesienia literaturowe

Warunek Brocketta zostal sformutowany w pracy [Bro83]. Przez dzie-
sieciolecia byt on ,spiritus movens” nieliniowej teorii sterowania. Twier-
dzenie Lizzdragi pochodzi z pracy [Liz04].
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