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1. Wstep

Od zarania dziejéw ludzko$¢ interesowata sie ruchem obrotowym, ktoéry rozpalat
umysty myslicieli oraz inspirowat wynalazcéw. Juz w starozytnosci opisano wyna-
lazek znany dzi$ pod nazwa gimbal, a pitagorejczycy rozpatrywali ruch obrotowy
Ziemi. Na przestrzeni kolejnych wiekéw wcigz pozostawatl on w umystach znako-
mitych uczonych, takich jak Isaac Newton (1642-1727) [New11], Mikotaj Koper-
nik (1473-1543) [Cop65] czy Girolamo Cardano (1501-1573) [Mac], ktéry czeéciowo
stworzyt, a takze opisal specjalny typ zawieszenia nazwanego pdzniej jego nazwi-
skiem — kluczowa czedé dwezesnych kompasdw oraz zyroskopdéw i przyczynek do
zaprojektowania przegubu Cardana, nieodzownego elementu wielu wspdtczesnych
mechanizméw napedowych [Wik].

Wielu znakomitych matematykoéw, inzynieréw oraz badaczy podjeto sie mate-
matycznego opisu zjawiska ruchu ciata sztywnego wokoét ustalonego punktu, kté-
rego ogdélny przypadek zwany bakiem ciezkim mozna krétko scharakteryzowad
jako bryle zamocowana w pewnym punkcie, tak aby mogta obracac¢ sie wokot
wlasnej osi oraz wokdél punktu mocowania. Pierwsze istotne wyniki w tej ma-
terii uzyskali Leonhard Euler (1707-1783) [Eul36], Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813) [Lag11], Louis Poinsot (1777-1859) [Poi52] oraz Sofia Kovalevskaya (1850-
1891) [Kow89, Kow90]. Wyznaczony przez nich kierunek badan dominowat az do
poczatku XX wieku, a rezultaty ich prac staly sie podstawowymi przyktadami sta-
nowigcymi dobre wprowadzenie do zagadnienia analizy ukladéw z wykorzystaniem
formalizmdéw mechaniki analitycznej. Twierdzenia wyprowadzone w trakcie prac
nad problemem opisu zjawiska istotnie wplynely na rozwdj mysli matematycznej
w Owczesnych czasach. Warto zauwazyé, ze pomimo prac prowadzonych przez tak
znamienitych uczonych ogdélny przypadek tego zagadnienia pozostaje nierozwia-
zany do dzis. Istniejq jednak szczegdlne przypadki dla ktérych jesteSmy w stanie
podaé¢ rozwigzanie — bak Eulera, bagk Lagrange’a oraz bak Kowalewskiej [RI<12],
a takze takie dla ktérych analityczne rozwigzanie jesteSmy w stanie podaé tylko dla
pewnych warunkéw poczatkowych — bak Goryacheva-Chaplygina [Aud99].

Inspiracje w bakach znajdywali réwniez fizycy, w tym noblisci niezajmujacy sie
stricte zagadnieniem ich ruchu. Zachwyt nad wirujaca bryla dwéch znakomitych
fizygkdéw — N. Bohra oraz W. Pauliego — zostal uwieczniony na zdjeciu w trakcie
inauguracji Instytutu Fizyki w Lund, ktére to przedstawia rysunek 1.1. O swojej in-
spiracji pisze takze R. Feynman, réwniez noblista, w zbiorze swoich wspomnieni pod
tytutem ,«Pan raczy zartowaé, panie Feynman!» Przypadki ciekawego czlowieka”
[FLHBO7], w ktéorym przytacza anegdote jak zainteresowanie wirujacym talerzem
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Rysunek 1.1 ,Medytacja nad wirujacym bakiem®, [Gus]

wplyneto na jego kariere zawodowa i otrzymanie nagrody Nobla. W Polsce popu-
larnonaukowym propagatorem tego zagadnienia jest Arkadiusz Jadczyk, profesor
Uniwersytetu Wroctawskiego, prowadzacy bloga [Jad], ktérego duza czesé poswie-
cona jest opisowi, w przystepny sposdb, zachowania bakdow.

Badanie zagadnienia ruchu obrotowego bryl sztywnych jest istotne z punktu
widzenia robotyki, ze wzgledu na wykorzystywanie elementéw wirujacych w kon-
strukcjach robotycznych na przyktad jako napedy. Przyktadem robota mobilnego
z napedem, ktéry moze zosta¢ zamodelowany jako bgk jest miedzy innymi Hogger
[Ryb13] oraz Hogger? [G617]. Opis badan nad robotami napedzanymi w ten sposob
mozna znalezé w [JM17, IM16].

Niniejsza praca ma na celu wprowadzi¢ czytelnika w podstawy problemu ru-
chu obrotowego oraz jego analizy. W jej ramach przygotowano system symulacji
pozwalajacy na sledzenie wybranych modeléw bakéw i wykorzystania go do prze-
prowadzenia badan komputerowych oraz wizualizacji ich zachowan. Uklad pracy
jest nastepujacy. W drugim rozdziale przytoczony zostat podstawowy aparat mate-
matyczny, wraz z jego interpretacja, niezbedny do zrozumienia pracy. W rozdziale
trzecim scharakteryzowano podstawowe przypadki bakoéw, dla ktérych jestesmy
w stanie uzyska¢ rozwigzanie catkowite badz czesciowe, zostaly rowniez przedsta-
wione réznice pomiedzy nimi. Rozdziat czwarty zawiera analityczng analize bakow
Lagrange’a oraz Eulera, ktéra zostata poparta symulacjami przedstawionymi w roz-
dziale pigtym. Rozdziat szésty podsumowuje calosé.



2. Preliminaria matematyczne

Celem rozdziatu jest zaprezentowanie podstawowych informacji dotyczacych
aparatu matematycznego wykorzystywanego w pracy. Ma on ponadto utatwié¢ dal-
sze czytanie poprzez zaznajomienie czytelnika z przyjetymi konwencjami oznaczen
oraz symboli, ktére mozna napotka¢ w nastepnych rozdziatach. Przedstawione zo-
stang tu réwniez interpretacje wprowadzonych wzoréw oraz formalizméw. Szczegé-
towe opisy oraz dowody przedstawianych zagadnien oraz twierdzenn mozna znalezé
w wiekszosci dostepnych podrecznikéw do mechaniki analitycznej. Niniejsza praca
bazuje w gldwnej mierze na pozycjach [TM18, RK12, Arn81].

2.1 Ruch bryly sztywnej

W ogdlnosci ruch bryty sztywnej jest ztozeniem dwdch podstawowych ruchéw
— przesuniecia oraz obrotu ciata sztywnego. Opis takiego ruchu bazujgcy na tréje-
lementowym wektorze potozenia (x,y, z) z elementami x, y, z jednoznacznie okre-
$lajacymi polozenie w przestrzeni euklidesowej E5, w postaci macierzowego ukladu
réwnan jest nieliniowy, to znaczy takiej transformacji nie jestedmy w stanie zapisaé
za pomocq jednej macierzy, co znaczgco utrudnia rachunki oraz jest mniej dogod-
na do analizy. Z tego powodu do opisu ruchu w mechanice wprowadza sie¢ wspot-
rzedne jednorodne x = (x,y,z,1), gdzie x, y, z jednoznacznie okreslajq polozenie
w przestrzeni euklidesowej E°. Jako transformacje opisujgce ruch wykorzystuje sie
elementy nalezace do specjalnej grupy euklidesowej SE(3), pozwalajace na catko-
wity opis kinematyczny bryly sztywnej w E® za pomoca liniowego przeksztatcenia.
Elementy grupy SE(3) mozna utozsami¢ z macierzami 4x4, ktore przyjmujg postaé

R T

A=lor 4

, (2.1)

gdzie R — macierz 3x3 opisujaca czes¢ rotacyjnag ruchu, T - trdjelementowy wektor
opisujacy czes¢ translacyjng ruchu.

Standardowo w mechanice analitycznej, w celu opisu zachowania obiektéw wpro-
wadza sie dwa uklady wspodtrzednych, nieruchomy uktad zwany uktadem przestrze-
ni (Xs, Ys, Zs) oraz uktad ciata (Xp, Yg, Zp) zwigzany z poruszajgcym sie obiektem.
Przeksztalcenie pomiedzy tymi uktadami dane jest macierzq postaci (2.1), jak wcze-
$niej wspomniano bedacg elementem grupy SE(3). Przesuniecie pomiedzy poczatka-
mi ukladéw wspodtrzednych opisuje czesé translacyjna T tego przeksztatcenia i jest
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Xs

Rysunek 2.1 Przeksztalcenie ukladéw wspdtrzednych, [TM 18]

to wektor nalezacy do R®. Wzajemna orientacje ukladéw okresla cze$é rotacyjna R,
ktéra ma posta¢ macierzy obrotu i jest elementem nalezagcym do specjalnej grupy
ortogonalnej SO(3). [lustracja przeksztalcenia zostata przedstawiona na rysunku 2.1.

Ze wzgledu na charakter ruchu badanych obiektéw, w pracy zajmiemy sie tyl-
ko czescig rotacyjng przeksztatcenia (2.1), ktéra pozwoli nam na analize ewolucji
zachowan bgkoéw. Zanim jednak scharakteryzujemy te transformacje zdefiniujemy
uktady wspoétrzednych opisujace swiat, w ktéorym bedziemy je Sledzi¢ oraz ich wza-
jemne relacje. Razem z ukladami przestrzeni i ciala zdefiniujemy wersory je roz-
pinajace, zwigzane z ich odpowiednimi osiami. I tak dla uktadu przestrzeni mamy
(e1, ey, €3), zas dla ukladu ciata (e, ey, e,). Pomiedzy odpowiadajacymi wersorami
uktadéw zachodza nastepujace réwnosci

e; = Re,,
e; = Rey,
es = Re,.

Z twierdzen matematycznych wynika, ze dowolng orientacje ukladu wzgledem
uktadu bazowego jesteSmy w stanie uzyska¢ z wykorzystaniem trzech obrotéw ele-
mentarnych wokot osi uktadu wspodtrzednych opisanych nastepujacymi macierzami

1 0 0

Rot(X,a) = [0 cosa -sinal, (2.2)
|0 sina  cosa
[ cosB 0 sinf

Rot(V,8)=| 0 1 0 [, (2.3)
| —sinB 0 cospB
[cosy —siny 0

Rot(Z,y) = |siny cosy O]. (2.4)

0 0 1
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Dowolng macierz obrotu mozemy przedstawi¢ jako ztozenie trzech macierzy ele-
mentarnych. Jednakze samo ztozenie nie jest dowolne. Poprawne wyznaczenie rota-
cji mozliwe jest z wykorzystaniem parametryzacji, na przyktad katami Eulera ZXZ
[TMD*00]

R = Rot(Z,a)Rot(X,B)Rot(Z, ),

badz przy pomocy katéw Kolysanie-Kiwanie-Myszkowanie [TMD*00]
R = Rot(Z, a)Rot(Y,B)Rot(X, 7).

Majac opisane przemieszczenie ciata sztywnego scharakteryzujemy predkosci
jego ruchu. Jak wczesdniej, zrobimy to dla czesci obrotowej. W ogdlnosci, predkosci
ruchu ciata sztywnego zostaly szczegdltowo opisane w [TMD*00]. Dla ruchu obro-
towego predkosci kgtowe mozna wyrazi¢ za pomoca dwdch macierzy

Qs = RR”

oraz
Qp = R'R,

gdzie pierwsza z nich nazywana jest predkoscia w ukladzie przestrzeni, a druga

predkoscig w ciele. Obie predkosci spetniaja warunek antysymetrycznoéci, to znaczy

dla obu zachodzi zachodzi
Q+Q' =0,

z czego wynika, ze sq one skosnie symetryczne, [TM18]. Wiadomo, ze dla macierzy
skoénie symetrycznej © i wektora @ = (w1, wy, ws)T zachodzi

0 —-ws wo
Q=lw=| ws 0 —-wl,
—Wo w1 0

co wykorzystywane jest w macierzowej reprezentacji iloczynu wektorowego. Mozna
wiec zapisaé
Qx = w xx,

gdzie x jest pewnym wektorem nalezacym do R®, a x operatorem iloczynu wekto-
rowego. Oznacza to, ze predkosé katowa w ciele badz przestrzeni mozna skojarzy¢
z odpowiadajgcym jej wektorem definiujagcym o$ obrotu za pomoca operacji iloczy-
nu wektorowego.

Obie predkosci 25, 25 opisujg predkosé zmian orientacji uktadu ciata wzgle-
dem uktadu przestrzeni. Réznice pomiedzy nimi polegaja na tym, zZe pierwsza z nich
wyrazona jest w ukladzie przestrzeni, druga zas w uktadzie ciata. Pomocna w zro-
zumieniu tego jest reprezentacja wektorowa gdzie dla predkosci w ciele €25 odpo-
wiadajacy jej wektor wp wyznaczajacy o$ obrotu mozemy roztozy¢ na skltadowe
z wykorzystaniem wersoréw (e, ey, e,). Mamy wiec

Wp = W€y + W€y + W3€,.

Wiemy, ze transformacja miedzy ukladem przestrzeni, a uktadem ciata dana jest
macierzg R. Stad przeksztalcenie z uktadu ciata do ukladu przestrzeni bedzie miato
postaé macierzy R”. Mozemy wiec zapisaé

wp = (1)1RT61 + O.)QRTGQ + U)3RT63 = RT(OS.
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2.2 Macierz i elipsoida bezwtadnosci

Dla ruchu obrotowego odpowiednikiem masy pojawiajacej sie w opisie ruchu
postepowego jest moment bezwtadnosci. Dla ciat sztywnych i obrotu wokét pewnej
0si wyraza si¢ on wzorem

I = /p(r)erV,
v

gdzie r — wektor odlegtosci punktu od osi obrotu, p — rozktad gestosci masy.

Ogdlny zapis pozwalajacy na przedstawienie réwnan ruchu obrotowego danego
ciala wokot dowolnej osi opiera sie na tensorze drugiego rzedu zwanym tensorem
bezwtadnosci, ktdrego mozemy opisaé za pomocq macierzy [RIK12]

Ixx
I'= |l Ly L,|, (2.5)
Lx
gdzie jej elementy definiujemy jako

lij = /P(P)(P25if —rir;)dV,
1%

z 6;; oznaczajqcq delte Kroenecker’a. Jak wida¢ z powyzszego wzoru posta¢ tej ma-
cierzy zalezy od punktu odniesienia — w naszym przypadku poczatku uktadu ciata.
Wida¢ réwniez, ze jest ona macierza symetryczng. Elementy na jej diagonali sa
tak zwanymi momentami gtéwnymi, a elementy poza nig nazywane sa momentami
dewiacyjnymi.

Jak wiemy z algebry wszystkie macierze symetryczne mozna zdiagonalizowad,
to znaczy przedstawié¢ w postaci [JS04]

M = PDP!, (2.6)

gdzie D - macierz diagonalna z wartos$ciami wlasnymi macierzy M na przekat-
nej, P — macierz przejscia, ktérej kolumny sa wektorami wtasnymi macierzy M,
odpowiadajacymi jej wartosciom wilasnym. Role jaka peli macierz przejscia jest
przeksztatcenie uktadu do postaci, w ktérej transformacja zadana macierza M wy-
raza sie za pomocg macierzy diagonalnej D. Fakt ten oznacza, ze dobierajac odpo-
wiednio uktad wspotrzednych mozemy przedstawi¢ macierz bezwladnosci I jako
macierz diagonalng z gtdéwnymi momentami na przekatnej

I. 0 0
I=|0 1, 0. (2.7)
0 0 I,

Geometrycznie tensor momentu bezwladnosci przedstawi¢ mozna jako elipsoide.
Zauwazmy za [RIK12], ze rédwnanie kwadryki

(x,Ix) =1, (2.8)
dla ktérego x = (x,y,z)T, geometrycznie przedstawia elipsoide, ktérej dtugosci
gtéwnych pélosi a; spetniaja réwnosé a; = —=, a kierunki tych pétosi odpowiadajq

VIi’
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kierunkom gtéwnym tensora. Zauwazmy tutaj, ze w przypadku symetrii obroto-
wej bryty, dwa z jej gtdéwnych momentéw bezwladnosci sg sobie rowne. Kierunki
gldéwne tensora stanowi kierunek wzdtuz osi symetrii obrotowej oraz dowolne dwa
prostopadte do niego i wzajemnie. W przypadku, gdy wszystkie gtdwne momenty
bezwladnosci sa réwne, elipsoida przyjmuje posta¢ sfery woéwczas dowolny kieru-
nek przechodzacy, przez srodek sfery stanowi kierunek gltéwny macierzy.

Warto dodaé, ze wykorzystujagc parametry elipsoidy bezwtadnosci mozliwe jest
wyznaczenie momentu bezwladnosci dla dowolnej osi obrotu. Proces ten zostat
szczegOtowo opisany w [RIK12].

2.3 Formalizm FEulera-Newtona

Formalizm Eulera-Newtona bazuje na uogdélnionej przez Eulera drugiej zasadzie
dynamiki Newtona dla ruchu postepowego i obrotowego bryly sztywnej [TM18].
Przy danym uktadzie przestrzeni i ukladzie ciata o poczatku w $rodku ciezkosci
bryty sztywnej ruch translacyjny opisuje wektor potozenia T, a ruch obrotowy ma-
cierz R. Mamy wéwczas predkoéé liniowa wyrazona w ukladzie ciata jako vg = R'T
oraz predkos¢ katowa wp. Uktad réwnan Eulera-Newtona opisujacy dynamike bryty
przyjmuje wtedy postaé

{F = My (f)B + Wwp X I'JB) ' (29)
m = Igwg + wg x Igwg

gdzie F - sila zewnetrzna dziatajgca na bryle, m — zewnetrzny moment sity dziata-
jacy na bryte, my — masa bryty, za$ Iz — jej macierz inercji.

2.4 Formalizm Lagrange’a

Atrakcyjno$¢ mechaniki lagranzowskiej uwidacznia sie przy badaniu bardziej
ztozonych ukladéw, gdzie opis dynamiki uktadu wyraza sie za pomoca wspdtrzed-
nych i predkosci uogdlnionych, ktére per se uwzgledniajg wiezy uktadu, co w przy-
padku formalizmu newtonowskiego dokonywane jest poprzez dodanie réwnan ogra-
niczen do uktadu réwnan dynamiki. Jednym ze sposobéw sformutowania mechani-
ki Lagrange’a jest wprowadzenie jej jako rozwigzania pewnego zagadnienia waria-
cyjnego, spekiajacego zasade najmniejszego dziatania Hamiltona (zobacz [Arn81])
badz z ogdlniejszej zasady d’Alemberta, ktérej wyprowadzenie mozna znalezé w
[RK12].

Postepujac zgodnie z formalizmem Lagrange’a, w celu uzyskania réwnan ruchu
nalezy postapi¢ wedtug nastepujacego schematu:

1. Opisa¢ uktad za pomocag wspdtrzednych i predkosci uogdlnionych q, q.
2. Zdefiniowa¢ lagranzian ukladu postaci

L(q.q) = K(q) - V(q),

gdzie K(q) - energia kinetyczna uktadu, V(q) — potencjat sit pola (energia
potencjalna uktadu).
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3. Dla tak zdefiniowanego lagranzianu réwnania ruchu wyrazone sg za pomoca
réwnan Eulera-Lagrange’a drugiego rodzaju postaci

d <8(L(q,él)> _ 0Lq.q)

i (" g ~F (2.10)

gdzie F - sity niepotencjalne dzialajace na uklad np. sterowania, sity tarcia.

Funkcja Lagrange’a dla ruchu bryly sztywnej w ogélnosci zostata wyprowadzona
w [TM18] i opisana jest réwnaniem

1 . 1 .
L(q.q) = ;0plsop + mpT R (0p x rg) + 5ms (T, T) + mglg, Rrg + T), (2.11)

gdzie Iy — macierz inercji, R — macierz obrotu, T — wektor przesuniecia, wg — pred-
kosé¢ katowa w ciele, rg — wektor potozenia srodka ciezkosci, mp — masa ciala
sztywnego. Lagranzowski opis dynamiki uktadu jest uogdlnieniem drugiej zasady
Newtona, wykorzystujacym bardziej wyrafinowany i abstrakcyjny aparat matema-
tyczny. W zastosowaniach mechaniki klasycznej oba opisy sa rownowazne. Ogdlne
wyprowadzenie réwnan Eulera-Lagrange’a oraz lagranzianu z newtonowskiej zasa-
dy dynamiki mozna znalez¢ w [GPS00]. W celu zobrazowania rownowaznosci opiséw
oraz zaprzyjaznienia czytelnika z wprowadzonym formalizmem ponizej przedstawi-
my dowdd dla jednowymiarowego problemu ruchu w polu grawitacyjnym.
Z podstaw fizyki wiadomo, ze potencjalne sity zachowawcze mozemy scharakte-
ryzowad nastepujacym réwnaniem
oV(x)
ox '
gdzie V(x) - potencjat pola sit (energia potencjalna), x — polozenie. Zapisujgc zasade
dynamiki Newtona dla punktu materialnego o masie m oraz rozwijajac ja mamy
d d < 0 mfc2>

F=mx=max=a % o

Zauwazajac, ze energia kinetyczng poruszajacego sie punktu materialnego dana jest
réwnaniem

F—_ (2.12)

(2.13)

mx?
2
oraz uwzgledniajgc réwnania (2.12) i (2.13) mamy

d [8K(x) oV (x)
T < > - (2.14)

K(x) =

ox ox

po przeniesieniu wyrazen na jedna strone oraz uwzglednieniu faktu, ze energia po-
tencjalna V(x) nie zalezy od predkosci, a energia kinetyczna nie zalezy od potozenia
otrzymujemy

_OK(x) - V(x)) d [o(K(x)- Vi(x)
0= o -3¢ s . (2.15)
Korzystajgc z postaci lagranzianu L(x,x) = K(x) — V(x) oraz porzadkujac (2.15)
dostajemy réwnanie Eulera-Lagrange’a postaci
d [o(L(x,x) OL(x,x)
dt < ax > T 0 (2.16)
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f(v) A p(V) A

\/

\

|
(@) (b)

Rysunek 2.2 Przyklad funkcji f(v) oraz p(v)

2.5 Transformacja Legendre’a

Transformacja Legendre’a podobnie jak transformacja Fouriera badz Laplace’a
pozwala na wyrazenie funkcji w odmienny sposéb [ZRMOS8]. I tak jak w przypadku
przeksztatlcenia Fouriera dla pewnej funkcji czasu f(t) otrzymujemy jej opis w dzie-
dzinie czestotliwosci F(iw)

f(t) L Fliw),

tak w przypadku transformacji Legendre’a zastosowanej do funkcji Lagrange’a wy-
razonej za pomocq wspoétrzednych i predkosci uogdlnionych otrzymujemy jej opis
we wspotrzednych uogdlnionych i pedach sprzezonych

L(q,q) = H(q, p)

zwany hamiltonianem, ktéry scharakteryzowany zostanie pdzniej. Transformacja ta
zazwyczaj wprowadzana jest jako narzedzie przydatne przy przejsciu z mechaniki
lagranzowskiej do mechaniki Hamiltona ad-hoc bez podania interpretacji. Z tego
wzgledu ponizej, oprécz wprowadzenia transformacji, przedstawiono réwniez jej
geometryczng interpretacje dla przypadku jednowymiarowego.

Rozpatrzmy pewng gtadka i wypuktq funkcje f(v), co oznacza, ze funkcja ta ma
nieskonczenie wiele pochodnych oraz jej druga pochodna jest zawsze dodatnia

d*f(v)

fec dv?

> 0.

Oznaczmy jej pochodng jako funkcje zmiennej niezaleznej v

_dfly)

p(v) v

(2.17)

bedacq $cisle monotoniczng, co wynika z zalozenia o wypuktoéci funkcji f(v). Moz-
liwg ilustracje powyzszej funkcji oraz przyktadowy przebieg p(v) przedstawiono na
rysunku 2.2. Zauwazmy, ze istnieje pewne odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne
pomiedzy v i p (zobacz rysunek 2.2b). Oznacza to, ze dla kazdego v istnieje jedyna
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warto$¢ pochodnej p i na odwrdét, dla kazdej wartoéci p istnieje jedyna wartosé v.
Mozemy wiec znalezé zalezno$¢ odwrotng do p(v) i uzyskaé v(p) — de facto wyraza-
jac zmienna niezalezng jako funkcje jednoznacznie okreslonag przez jej pochodna.
Przy powyzszych zatozeniach transformacja Legendre’a wyraza sie wzorem

F(p) = pvip) - f (v(p)), (2.18)

gdzie v(p) uzyskujemy z réwnosci (2.17). Rézniczkujgc otrzymane rdéwnanie ze
wzgledu na p i uwzgledniajac (2.17) dostajemy nastepujgcq zaleznosé

dv(p) df(v)dv(p)
p dp dv dp

dF(p)

W = v(p).

= v(p) +

Korzystajac z powyzszego réwnania mozna pokazaé, ze transformacja Legendre’a
jest inwolucja, to znaczy jej odwrotnosé dana jest tg sama formutla — i tak mamy

f(v) = p(v)v - F(p(v)). (2.19)

Interpretujgc geometrycznie powyzisze réwnanie wykreslmy funkcje f(v) oraz
poprowadzmy styczng w pewnym punkcie v, tak, aby przeciela o$ rzednych OY,
oznaczmy roéwniez jej nachylenie jako p(vy) = po, tworzac konstrukcje jak na rysun-
ku 2.3a, z ktorej wynika, ze F(p(vy)) jest odlegltoscig od poczatku uktadu do miejsca
przeciecia stycznej z osig OY. Tozsamo$¢ (2.19) mozna zapisaé w nastepujacy sposob

F(p(v)) + f (v) = p(v)v. (2.20)

Korzystajac z tego zapisu na wykresie funkcji f(v) narysujmy prosta o nachyle-
niu p przechodzacq przez poczatek uktadu i zauwazmy, ze F(p) jest takaq wartoscia
zalezng od nachylenia prostej, przy ktérej odlegtosé pomiedzy narysowanq prosta
a wykresem funkcji wynosi pv, co przedstawiono na rysunku 2.3b.
W przypadku, gdy wspoétrzedne i pedy sqa wektorami, transformacja Legendre’a
przyjmuje postac
F(p) = p"v(p) — f (v(p)). (2.21)

Bardziej szczegdtowy opis mozna znalezé¢ w [ZRMOS].

2.6 Formalizm Hamiltona

Mechanika hamiltonowska jest przeformulowaniem poprzednich podejs¢ do
opisu dynamiki uktadéw, dajacym dodatkowe narzedzia do badan oraz analizy ich
zachowan [Arn&1]. Formalizm Hamiltona bazuje na funkcji opisujacej uktad, zwanej
hamiltonianem, ktéra stanowi transformacje Legendre’a lagranzianu tego uktadu

H(q,p) = p"a(p) - L(q. q(p)). (2.22)

Interpretacja fizyczna funkcji Hamiltona dla uktadéw badanych w ramach mecha-
niki klasycznej jest energia catkowita uktadu

H(q,p) = K(q) + V(q). (2.23)
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Rysunek 2.3 Interpretacja przeksztalcenia Legendre’a
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Przy tak zdefiniowanym hamiltonianie, réwnania ruchu tozsame sgq z tak zwanym
uktadem réwnan kanonicznych Hamiltona, ktéry przyjmuje postaé

. _0H(q,p)
=7
) 2.24
o _oHap) 224
oq

gdzie F — wektor sil niepotencjalnych. Wyprowadzenie réwnan kanonicznych z réw-
nan Eulera-Lagrange’a oraz szczegdtowe wprowadzenie do mechaniki Hamiltona
mozna znalez¢é w [HSS09].

[stotnym pojeciem czesto wykorzystywanym w mechanice hamiltonowskiej sa
niezmienniki nazywane tez calkami ruchu. Sa to funkcje, ktérych wartosé pozo-
staje stala w trakcie ewolucji ukladu. Z niezmiennikami zwigzane jest twierdzenie
Liouville’a, ktére daje warunki pozwalajgce na stwierdzenie czy uktad réwnan kano-
nicznych hamiltona mozna rozwigza¢ przez kwadratury, to znaczy jesteSmy w stanie
otrzymad¢ analityczne rozwigzanie uktadu. Bardziej szczegdtowe informacje mozna
znalez¢ miedzy innymi w [TM18, RIK12, GPS00].



3. Czym jest bak?

Najproséciej rzecz ujmujac bak jest bryla sztywna zamocowang wahliwie w pew-
nym ustalonym punkcie. Przyktadem bryly, ktéra mozna zamodelowaé jako bak
przedstawiono na rysunku 3.1. Konstruujac matematyczny model bgka definiujemy
uktad przestrzeni (X, Vs, Zs) oraz uktad ciata (X, Y, Zp). Ze wzgledu na uwigzanie
baka, a takze dla utatwienia analizy problemu w wiekszosci przypadkéw bedziemy
zaktada¢, ze poczatki obu ukladéw pokrywajq sie oraz znajdujag w punkcie moco-
wania bgka (na przyktad styku bryly z podtozem). Dodatkowo ustalmy osie ukladu
ciala tak, aby macierz inercji baka przyjeta posta¢ diagonalna

L 0 0
I=|0 I, 0f. (3.1)
00 L

Przy tak zdefiniowanych uktadach macierz przejscia z uktadu przestrzeni do uktadu
ciala ma posta¢ macierzy rotacji.

Jak wspomniano w podrozdziale 2.1, obrét w grupie obrotéow SO(3) moze byé
opisany z wykorzystaniem réznych parametryzacji. Idac za [TM 18] zdecydujemy sie
na korzystanie z parametryzacji ZXZ katami Eulera. Przy takim wyborze orientacja
naszego baka jest wyrazona poprzez wektor wspétrzednych q = (a, 8, ¥)?, a macierz
przejscia z uktadu ciata do uktadu przestrzeni ma postaé

cosacosy —cosfBsinasiny —cosfcosysina —cosasiny sinasinf
R(q) = |cosysina + cosacosfsiny cosacosfcosy —sinasiny —cosasinf (3.2)
sin Bsiny cosysinf cosf3

W swietle, powyzszych definicji, odwzorowanie predkosci zmian katéw Eulera w pred-
kosci katowe w ciele zachodzi wedtug zaleznosci

sinBsiny cosy 0| /&
wp = B(q)q = |sinBcosy —siny 0| | B, (3.3)
cosf 0 11 \¥y

Przy tak zdefiniowanych uktadach wspdétrzednych dla ogdélnego modelu bgka
lagranzian systemu mozna wyrazi¢ za pomocg wzoru

. 1
L(q.q) = ngleB + mgp(gg, ), (3.4)

gdzie mp — masa bgka, rp — polozenie jego srodka masy, gy — wektor grawitacji
wyrazony w ukladzie ciata, (gp, rg) — dlugoéé rzutu wektora potozenia srodka masy
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Rysunek 3.1 Przyklad baka

na wektor grawitacji. Ponizej opiszemy gtéwne rodzaje bakéw oraz przedstawimy
szczegodlne przypadki, dla ktéorych mozliwe jest uzyskanie analitycznego rozwigzania,
w sposOb pozwalajacy na dostrzezenie rdznic pomiedzy bakami.

3.1 Baki swobodne

Szczegdlng, w petni rozwigzywalng klasa bakdéw sg tak zwane baki swobodne
nazywane réwniez bgkami Eulera [RIK12]. Charakterystyczna cechaq tej klasy jest
zanikanie czeéci lagranzianu (3.4) zwigzanej z energiq potencjalng grawitacji. Sytu-
acja ta zachodzi w zasadzie dla dwéch réznych przypadkéw. Pierwszy z nich ma
miejsce, gdy punkt mocowania umiejscowimy w $rodku ciezkosci modelowanej
bryty, drugi zas, gdy ukltad zwigzany z bakiem jest ukladem inercjalnym, to znaczy
sily dziatajgce na uklad réwnowazq sie.

Uwzgledniajac powyzsze zatozenia definiujemy bgka Eulera, dla ktérego lagran-
Zian przyjmuje postaé

. 1
L(q,q) = Q“’LTJBG)B- (3.5)

Fizyczna realizacjg baka Eulera spelniajacq przypadek pierwszy jest zyroskop — ciato
sztywne umieszczone w zawieszeniu Cardana, w taki sposéb, aby srodek ciezkosci
pozostawal nieruchomy — przedstawiony na rysunku 3.2 wraz z ilustracja modelu
matematycznego, gdzie R oznacza Srodek ciezkosci baka.

3.2 Baki ciezkie

Bakiem ciezkim nazywany jest ogdlny przypadek ruchu bryty sztywnej wokoélt
punktu uwzgledniajacy sity potencjalne grawitacji, opisany rownaniem (3.4) [RIK12].
Problem analizy zachowania takiego obiektu nie doczekal sie ogdélnego rozwigza-
nia, jednakze istniejq szczegdlne przypadki, poza bagkiem swobodnym, ktére oprdécz
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(b)
Rysunek 3.2 Przyklad bakéw swobodnych a) zyroskop, [Hin], b) model baka Eulera

energii catkowitej uktadu oraz momentu pedu wprowadzaja dodatkowe catki ruchu,
dzieki czemu mozliwe jest otrzymanie rozwigzania w kwadraturach.

Obecnie odkryto trzy przypadki bakéw ciezkich, dla ktérych uklad réwnan
Eulera-Lagrange’a jest rozwigzywalny. Sa to baki Lagrange’a, Kowalewskiej oraz
Goryacheva-Chaplygina, ktére nazwane zostaty na cze$é ich odkrywcé4w i bada-
czy. Ponizej przedstawimy krétka charakterystyke kazdego z wymienionych bakéw
ciezkich.

3.2.1 Bak Lagrange’a

Charakterystyczng cechg bagka Lagrange’a, wprowadzajgcq dodatkowy niezmien-
nik, jest symetria obrotowa bryty wokoét jej gtdwnej osi obrotu, przechodzacej przez
drodek ciezkosci [RK12].

Przy naszych zalozeniach dotyczacych ukladu ciata oznacza to, ze dwa gtéwne
momenty bezwladno$ci sq sobie réwne. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze sa
to momenty I; oraz I, zachodzi zatem I, = I, # Is. Lagranzian przyjmuje woéwczas
postaé

Liq,q) = % (I (wf + w}) + Isws) — mgrcosP (3.6)

Rzeczywistym przykladem bgka Lagrange’a moze by¢ zabawka dziecieca zwa-
na bagkiem, ktdéra zostala przedstawiona na rysunku 3.3 wraz z ilustracja modelu
matematycznego.

3.2.2 Bak Kowalewskiej

Bak Kowalewskiej, podobnie jak bak Lagrange’a, jest bakiem symetrycznym, co
skutkuje tym, ze dwa momenty bezwladnoéci sq sobie réwne [oMb]. Wyrdznia go
jednak stosunek momentéw bezwitadnosci o tej samej wartosci do trzeciego z nich,
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7 YS

(a) (b)

Rysunek 3.3 Przyklad bakéw Lagrange’a: a) zabawka dziecieca, [[.aT], b) ilustracja
modelu

*XB

Rysunek 3.4 Ilustracja modelu bagka Kowalewskiej

tak, ze zachodzi I} = I, = 2Is. Przyjmujemy rdwniez, ze potozenie srodka masy
baka znajduje sie na pewnej ptaszczyznie prostopadtej do osi symetrii na przyktad
w pewnej odlegtosci r od poczatku uktadu ciata wzdtuz osi OXp.

Uwzgledniajac powyzsze, funkcje Lagrange’a dla bagka Kowalewskiej mozna wy-
razi¢ réwnaniem

2

[lustracja modelu zostala przedstawiona na rysunku 3.4.

1
Liq.q) =I5 <wf + Wi+ —w%) — mgr sin Bsin y. (3.7)
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3.2.3 Bak Goryacheva-Chaplygina

Baka Goryacheva-Chaplygina cechuje, podobnie jak dla bgka Kowalewskiej, sy-
metria obrotowa oraz potozenie srodka masy na plaszczyznie prostopadtej do osi
obrotu. Rézni sie jednak od niego stosunkiem momentéw bezwladnosci, ktére spet-
niaja nastepujaca réwnosé I} = I, = 4Is. W pordwnaniu do pozostatych bakéw jest
on rozwigzywalny algebraicznie tylko wtedy, gdy wektor momentu pedu jest pro-
stopadty do wektora grawitacji [oMa] to znaczy zachodzi (m, g) = 0.

Przyjmujac potozenie srodka masy tak, jak dla baka Kowalewskiej lagranzian
baka Goryacheva-Chaplygina wyraza sie formuta

1
Liq,q)=1Ix <wf + wh + Zw%) — mgr sin Bsin y. (3.8)



4. Modele i analiza zachowan

Uzyskanie rozwigzan réwnan dynamiki badanych uktadéw najczesciej wiaze sie
z wykorzystaniem skomplikowanego aparatu matematycznego oraz jego wyrafino-
wanych metod. W rozdziale tym postaramy sie przyblizy¢é matematyczny opis ba-
koéw Eulera i Lagrange’a oraz zapoznaé z zachowaniem tych obiektéw, dokonujac
jakodciowej analizy ich réwnan wspierajac sie geometryczng interpretacjg wyni-
koéw. Opis matematyczny pozostalych dwdch bakéw: Kowalewskiej i Goryacheva-
Chaplygina mozna znalez¢ w [Lei63, Aud99].

4.1 Bak Eulera

Klasyczne podejscie do analizy zachowania baka Eulera, znajdujace sie w takich
podrecznikach do mechaniki analitycznej jak [RK 12, Arn81], oparte jest na wykorzy-
staniu rownan Eulera-Newtona (4.1), ktére dla tego uktadu przyjmujg postaé¢ uktadu
trzech réwnan, mianowicie

d
m = IBawB + wp X Igwpg, (41)
my = Loy + (Is — b)wews
my = Ly + (I} — Iz)wswy (4.2)
ms = Izws + (I — L) wiwy
gdzie m = (my, my, ms)" oznacza zewnetrzny moment sity dziatajacy na bgka.

Jak wspomniano w podrozdziale 2.3 opisy ukladéw mechanicznych za pomoca
formalizmu Eulera-Newtona i Eulera-Lagrange’a sa réwnowazne. Nie bedzie wiec
nieécistoscia jesli podazymy za [Arn81] i przeprowadzimy analize z wykorzystaniem
powyzszych réwnan, ktore ze wzgledu na brak sit zewnetrznych dzialajacych na
uktad wyrazaja sie nastepujaco

0 =Ly + (Is — Ih)wows
0= Lo+ (I; — Blwsw, - (4.3)
0= Lws + (I, — I;)wwo
Mnozac powyzsze réwnanie skalarnie przez wektor predkosci katowych wg i cat-
kujac uzyskany wynik otrzymujemy pierwszy niezmiennik, ktéry stanowi energia
calkowita ukladu, rowna w tym przypadku jego energii kinetycznej K,
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Rysunek 4.1 Portret fazowy baka Eulera

2K = Lw? + Lw; + Lw?. (4.4)

Dokonujgc ponownie skalarnego mnozenia réwnan (4.3) tym razem przez wekto-
rem momentu pedu oraz catkujac tak otrzymane réwnanie dostajemy drugi nie-
zmiennik zwigzany z zasadg zachowania momentu pedu w ukladzie przestrzeni

m? = [Fw} + [Fws + Bws. (4.5)
Korzystajac z wyznaczonych catek ruchu mozliwe jest uzyskanie rozwigzan ukltadu
réwnan rdézniczkowych opisujacych ruch bagka Eulera. Szczegdétowe ich wyprowa-
dzenie mozna znalezé w [LL82] lub [Lei63].

4.1.1 Elipsoidy Poinsot

Jakosciowej analizy réwnan Eulera dla bgka swobodnego dokonat L. Poinsot
wprowadzajgc geometryczng interpretacjg niezmiennikow (4.4) i (4.5). Zauwazyt on,
ze przytoczone réwnania opisuja powierzchnie elipsoid, gdzie pierwsza z nich nazy-
wana jest elipsoidg bezwladnosci — szerzej opisang w podrozdziale 2.2 — za$ druga
nazwana zostata elipsoidg momentu pedu. Spetnienie obu réwnosci wymaga, aby
wektor predkosci wg poruszal sie po krzywej przeciecia obu elipsoid, co pozwala
na badanie zachowan uktadu.

Zakladajac dla ustalenia uwagi wartosci momentéw I; < I, < Is oraz przyjmujac
pewna poczgtkowa wartoéé¢ energii kinetycznej, mozemy wyznaczy¢ rodzine portre-
tow fazowych uktadu parametryzowanych wartoscia momentu pedu i zobrazowacd
w ten sposéb mozliwe stadia zachowan bagka, co zostalo przedstawione na rysun-
ku 4.1.

Szczegdlne stadia powstawania portretu fazowego zostaly przestawione na ry-
sunku 4.2. Rozpoczynamy rysowanie krzywych fazowych od dostatecznie matej
wartosci momentu pedu. Mozemy woéwczas zauwazyd, ze elipsoida jemu odpowia-
dajaca znajduje sie calkowicie wewnatrz elipsoidy bezwladnosci (zobacz rysunek
4.2a). Oznacza to, ze ruch przy tak dobranych parametrach nie jest mozliwy.
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(e) (f)

Rysunek 4.2 Kolejne etapy powstawania portretu fazowego (cdn.)
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Rysunek 4.2 Kolejne etapy powstawania portretu fazowego (cd.)

Zwiekszanie warto$ci momentu pedu doprowadza w efekcie do sytuacji, w ktérej
otrzymujemy przeciecia elipsoid w punktach biegunéw zwigzanych z najdtuzszymi
pétosiami odpowiadajacymi najmniejszemu momentowi bezwtadnosci. W naszym
przypadku, jest to I; (zobacz rysunek 4.2b). Przy dalszym zwiekszaniu momentu pe-
du formuja sie wokot osi OXg krzywe zamkniete (rysunki 4.2¢,d), ktére przy rzucie
na ptaszczyzne OX,Y, tworza hiperbole, az do momentu gdy niezalezne krzywe
przecinajq sie (rysunki 4.2e,f). Odpowiada to niestabilnym obrotom wokot osi elipsy
powiazanej z posrednim momentem bezwladnosci.

Przy dalszym zwiekszaniu wartosci momentu pedu otrzymujemy przeciecia wo-
két osi odpowiadajgcej najwiekszemu momentu bezwladnosci (rysunek 4.2g). Idac
dalej dla pewnej wartoéci otrzymamy ponownie przeciecia w pojedynczych punk-
tach (rysunek 4.2h), po czym wracamy do sytuacji, w ktdrej rozwigzania nie istnie-
ja(rysunek 4.2i).

Zauwazmy, ze elipsoidy zostaly wykreslone w uktadzie, dla ktérego macierz in-
ercji przyjmuje posta¢ diagonalng, z gtéwnymi momentami bezwtadnosci na prze-
katnej, w zwigzku z czym mozemy ten uklad skojarzyé z uktadem ciata, w ktorym
krzywe przeciecia elipsoid wyznaczaja trajektorie osi chwilowej obrotu baka. W li-
teraturze trajektoria ta nazywana jest polhodig [RK12]. Nazwa ta ma swdj poczatek
w zagadnienia ruchu obrotowego Ziemi jako baka swobodnego.

Rozpatrujgc przebieg ruchu chwilowej osi obrotu w uktadzie przestrzeni zauwaz-
my, ze rzutujgc wektor predkosci wg na wektor momentu pedu m otrzymujemy

(wB,m) = wEIBwB = wB”m = 2T, (46)

z czego wynika, ze dlugos¢ sktadowej réwnolegtej predkosci wg do wektora mo-
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Rysunek 4.3 Konstrukcja herpolhodii

mentu pedu jest stala
2T
wp| = - = const. (4.7)

Biorac réwniez pod uwage, ze wektor momentu pedu oprécz stalej dhugosci ma
takze, wynikajacy z warunkow poczatkowych staty kierunek, wektor wp réwniez
bedzie posiadat te wtasnosci. Mozemy wiec poprowadzié¢ takq ptaszczyzne 7t o statlym
wektorze normalnym wp|, na ktérej zawsze bedzie znajdowat si¢ koniec wektora
predkoéci wg. Wynika z tego, ze polhodia, ma zawsze punkt wspdlny ze skonstru-
owanag ptaszczyzng w ukladzie przestrzeni. Zbiér tych punktéw w réznych chwilach
tworzy krzywaq lezaca w 71, ktdra nazywana jest herpolhodia. Punkt stycznosci po-
lhodii z herpolhodiag w uktadzie ciala ma zerowa predkosé ze wzgledu na potozenie
na osi obrotu, z czego wnioskujemy, ze elipsoida obraca si¢ bez poslizgu po ptasz-
czyznie st. Konstrukcja herpolhodii zostata przedstawiona na rysunku 4.3.

4.1.2 Symetryczny bak Eulera

Szczegdlnym przypadkiem baka Eulera jest przypadek, gdy podobnie jak w baku
Lagrange’a, dwa z trzech momentéw bezwladnosci sq sobie réwne. To znaczy, gdy
obiekt ten ma symetrie obrotowq wzdluz osi powigzanej z trzecim momentem bez-
wladnodci. Takie bgki nazywaé bedziemy symetrycznym bakiem Eulera. Elipsoida
bezwtadnosci oraz elipsoida momentu pedu takiego obiektu stajg sie wtedy elipso-
idami obrotowymi. Przyklad elipsoidy obrotowej zostal przedstawiony na rysunku
4.4, Zauwazmy, ze ze wzgledu na wprowadzong symetrie polhodie stajg sie okrega-
mi, co zostalo przedstawione na rysunku 4.5. Zanika réwniez stadium nietrwatego
obrotu wokét osi odpowiadajacej sredniemu momentowi bezwtadnoéci. Zaktadajac
bez straty ogdélnosci I = I, = I, rbwnania Eulera-Newtona ruchu obrotowego dla
tego przypadku przyjmuja postac

0= I(U1 + (13 — I)w2w3
0= Iy + (I - 13)(1)3(1)1 , (48)
0 = Lzws

Z roéwnan (4.8) wynika, ze moment pedu wzdtuz trzeciej osi nie zmienia sie w cza-
sie i zalezy od warunkéw poczatkowych, wobec czego uklad trzech réwnan (4.8)
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Rysunek 4.4 Elipsoida obrotowa

upraszcza sie do
Liwy = (I - Is)wems
Ly = (Is - wyms (4.9)
msz = Lwy

gdzie ws to warunek poczatkowy dla skladowej predkosci katowej. Rozwigzujac
powyzszy uklad réwnan rézniczkowych liniowych pierwszego rzedu otrzymujemy

wy = Rsin(ft + C)

wy = Rcos(ft+C) , (4.10)
w3 = Wz
gdzie R = \/w} + wj przy czym wy, wy to predkosei poczatkowe, f = =hwy, C -

stala calkowania. Na podstawie uzyskanych wynikéw widzimy, ze rzeczywiscie 03
obrotu porusza¢ sie bedzie po okregach o promieniu R z czestotliwoscia f zalezna
od warunkéw poczgtkowych. Rozwigzanie rownan (4.10) wyrazone w kaqtach Eulera
mozemy znalez¢ w [RIK12].

4.2 Bak Lagrange’a

W ogélnym przypadku ruchu niesymetrycznego ciala sztywnego wokot usta-
lonego punktu mamy dwa niezmienniki. Niezmienna energie calkowitq uktadu E
wynikajgca z zasady zachowania energii oraz rzut wektora momentu pedu ms na
08 pionowa Zs ukladu przestrzeni. Stato$¢ w czasie drugiej z calek ruchu wyni-
ka z tego, ze obroét ciata wokot osi OZ nie zmieni wysokosci, na ktérej znajduje
sie Srodek ciezkosci ciata, tym samym lagranzian uktadu pozostanie niezmieniony.
Symetria obrotowa oraz fakt, ze srodek ciezkosci lezy na osi obrotu w przypadku
baka Lagrange’a wprowadza nam trzeci niezmiennik zwigzany z obrotem wokot tej
osi i jest nim rzut momentu pedu na o$ rozpinang przez wersor e, ukladu ciata.
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Rysunek 4.5 Portret fazowy symetrycznego bgka Eulera

Rzeczywiscie, zauwazmy, ze z definicji ruchu obrotowego punkty na osi obrotu nie
zmieniaja swojego potozenia.

4.2.1 Analiza z wykorzystaniem formalizmu Lagrange’a

Powyzsze wtasnosci mozna réwniez uzyskaé z wykorzystaniem wprowadzonego
w rozdziale 2 formalizmu Lagrange’a. I tak, wyrazajgc predkosci w ciele za pomoca
katéw Eulera lagranzian (3.6) przyjmuje nastepujgcq postaé

1 .
Liq.q) = 5 <I1 <B2 + a2 sin23> + I (9 + dcosB)2> — mgr cosf3, (4.11)
Zauwazmy, ze funkcja Lagrange’a nie zalezy od a ani od 7, zachodzi wiec
oL oL
— =0, — = 0.
oa oy

Zapisujac réwnania Eulera-Lagrange’a dostaniemy uktad trzech réwnan rézniczko-
wych drugiego rzedu, z ktérych dwa sq state w czasie, wyznaczajg wiec pedy bedace
calkami pierwszymi

%..(d (I sin® B + Iscos? B) + sy cosB) = 0
LB+ (Is — I) &®sinBcos B + IsaysinB — mgrsinB =0 . (4.12)
4 (Is (% + é@cosPB)) =0

Biorac to pod uwage mozemy zapisac

& (I sin” B + Iscos? B) + Iz cos B = const = mj
LB + (Is — I;) &®>sinBcos B + Isay sinfB —mgrsinf =0 (4.13)
Is (4 + & cosB) = const = my
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Rysunek 4.6 Opis bagka Lagrange’a w katach Eulera, [TM 18]

gdzie pierwsze z rOdwnan opisuje rzut pedu na wersor ez ukladu przestrzeni. Moze-
my sprawdzi¢ to dokonujac rzutowania, a mianowicie

.. . : T . .
asmBsm;y+Bpos;y sin Bsiny
(Iswg, e3) = (Ipwp, R"e,) = | asinBcosy — Bsiny cosysinf | =
acosfB + 7y cosfB

& (I sin” B + Iscos? B) + Isycos B (4.14)
Ostatnie z réwnan (4.13) otrzymaé¢ mozemy w analogiczny sposdb, dokonujac rzu-

towania wektora momentu pedu na wersor e,.
Wykorzystujac catki ruchu, energie caltkowita uktadu mozemy zapisaé jako

Ec = %hBQ + U(B), (4.15)

gdzie U(B) jest tak zwanym potencjatem efektywnym, ktéry wyraza sie wzorem

m? (m5 — m, cosB)”
UB) = —% + mgrcospP +
) 2I5 g P 21, sin?B

Wykreslajac funkcje efektywnego potencjatu przy ustalonym m,, ms oraz nanoszac
wykres energii catkowitej uktadu otrzymujemy wartosci graniczne dla kata nutacji
Bo oraz 1, pomiedzy ktérymi bak bedzie sie wahat. Ilustracja opisanej konstrukcji
zostala przestawiona na rysunku 4.7. Gdy wykres energii catkowitej nie przecina
wykresu U(B) oznacza to, ze uklad taki jest nierealizowany fizycznie jako bak -
posiada ujemna energie kinetyczna.

W celu przeprowadzenia doktadniejszej analizy zachowania baka Lagrange’a za-
uwazmy za [Arn81], ze wyraz ’2’”—5 nie zalezy od B w rownaniu (4.15), mozemy wiec
zapisaé

2 1 <2E _ (ms —m, COSﬁ)Q

= — — 2mgr cos , 416
L 1, sin?B g 5) (4.16)
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Rysunek 4.7 Wykres efektywnego potencjatu

gdzie E = E¢c — 'Qn—é Podstawiajac zmienng pomocnicza u = cos 6 oraz oznaczajac
jak w [TM18]

2E 2mgr msy m,
a—f' b — T C—I_1’ d_T (4.17)
dostajemy funkcje
flu) = ® = (a = bu)(t - u?) - (c - du)?, (4.48)

opisujgca kwadrat predkosci zmian wprowadzonej zmiennej pomocniczej u. Ze
wzgledu na ktdéra interesuje nas nieujemna czes$é wykresu w przedziale —1 < u < 1.
Warto zauwazyé, ze parametry a, b, c,d nie sq niezalezne i z zatozenia, ze f(u) > 0
mamy przy zadanych b, c oraz d warunek dla a

(c — dup)?

az ————5— +buy, (4.19)
1 —-uj

gdzie ug — warunek poczatkowy wynoszacy ug = cos fBy. Funkcja f(u) zostala przed-
stawiona na rysunku 4.8. Opisujac zmiane kata precesji w wprowadzonych parame-

trach otrzymujemy )

. c —du L(u

C= T 5 =1 (4.20)
Zauwazajac, ze ze wzgledu na dodatni mianownik, zmiana kata zalezy od znaku licz-
nika oznaczonego jako L(u). Analizujgc znak licznika mozemy uzyskaé nastepujgce
przypadki zachowan przedstawione na rysunku 4.9. Jedli wiec miejsce zerowe pro-
stej L(u) lezy poza przedziatem domknietym (uy, uy), przebieg zmiennosci kata a
jest monotoniczny, czemu odpowiada rysunek 4.9a. Jedli punkt przeciecia prostej
L(u) z osig OU lezy w przedziale (uy, uy), wtedy w trakcie ewolucji uktadu pochodna
kata precesji zmienia znak, co zostato przedstawione na rysunku 4.9b. Jezeli punkt
przeciecia znajduje sie na jednym z koncéw przedziatlu, wtedy koniec osi obrotu
kresli na sferze trajektorie ukazane na rysunku 4.9c.

Ta sama analize mozna przeprowadzi¢ z wykorzystaniem formalizmmu Hamiltona,

co zostato dokonane w [TM18].
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Rysunek 4.8 Przebieg funkcji f(u), [TM18]

7 v/
. nutacja /Q \r‘lutacja ] nutacja
-precesfa. 2o sBrecesio \ __precesja.
'Nohe AR\
e
1% 1% 1%
X X X
(a) L(u) < uy (b) uy < L(u) < uy (c) L{u) = uy

Rysunek 4.9 Trajektorie Baka Lagrange’a, [TM18]
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4.2.2 Wzory asymptotyczne

Badajac zachowanie funkcji f(u) (4.18) wymndozmy nawiasy oraz uporzadkujmy
uzyskany wielomian wedlug poteg. Otrzymamy wtedy

flu) = bu® — (a + d*)u? + (2cd — b)u + a — 2. (4.21)

Zakladajac, ze puszczamy baka z nastepujgcymi warunkami poczatkowymi

a=0
B=0
B =Bo
Y =%

otrzymujemy
msz =m, = hw,,

z czego wynika

m, COSs
C = ZI—ﬁO =dCOSﬁo,
1

a takze
q - 2mgr cos By

L

Zakladajac dodatkowo, ze b « d* mozemy napisaé, ze w przyblizeniu zachodzi

= b cos f.

flu) ~ —d*u® + d?cosBoyu — (d cos ).
Uproszczajac otrzymujemy
flu) ~ —d?(u — cos fo)? (4.22)

zZ czego wynika, ze przy w, — oo badz [z — oo istnieje podwdjny pierwiastek w
u = cosfy, a takze zachodzi & = 0. Puszczony bgk pozostaje w miejscu zdefinio-
wanym przez warunki poczatkowe. Dla zdefiniowanych zalozen zachodza réwniez
nastepujace wzory asymptotyczne

m,
I
Iimgr
Anut ~ D) Sm BO:
mZ

fnut ~

mgr

~

fprec m, .

ktére zostaly wyprowadzone oraz szczegdétowo omoédwione w [Arnd1].



5. Badania symulacyjne

Na podstawie wprowadzonych modeli dynamiki bakéw przeprowadzono szereg
symulacji komputerowych w celu sprawdzenia przewidywanych zachowan bada-
nych obiektéw. Program stworzono z wykorzystaniem systemu obliczen symbolicz-
nych i numerycznych Wolfram Mathematica [Mat], za pomoca ktérego dokonano
réwniez wizualizacji otrzymanych danych. W rozdziale tym zostang przedstawio-
ne stworzone systemy do badan symulacyjnych oraz rezultaty symulacji dla bakéw
Eulera i Lagrange’a.

5.1 Bak Eulera

Interfejs uzytkownika skryptu symulacyjnego sktada sie z czeéci udostepniajace;j
panel kontrolny, pozwalajacy na ustawienie parametréw symulacji i podglad elipsoid
oraz z czesci wizualizujacej zachowanie bgka Eulera — shuzacy do wykreslania po-
lhodiii oraz herpolhodii, a takze wykreséw przedstawiajacych zmiane katéw Eulera
w czasie trwania symulacji. Wyglad interfejsu zostat przedstawiony na rysunku 5.1.
Wyniki symulacji niesymetrycznego bagka Eulera zostaty przedstawione na rysunku
5.2. Przypadek symetryczny zostat przedstawiony na rysunku 5.3.

Zgodnie z przewidywaniami teoretycznymi udato sie uzyskaé przebiegi niesy-
metrycznego bgka Eulera, dla ktéorego polhodia ma zawsze jeden punkt wspdlny
z herpolhodia lezaca na statej plaszczyznie . W przypadku symetrycznego baka
Eulera, hodograf wektora predkosci katowej przyjmuje postaé okregdw na jego
elipsoidzie bezwtadnosci oraz na ptaszczyznie .

5.2 Bak Lagrange’a

Interfejs uzytkownika skryptu do symulacji baka Lagrange’a sktada sie z dwdch
czedci przedstawionych na rysunku 5.4a i rysunku 5.4b. Pierwsza z nich pozwala na
okreslenie parametréw symulacji oraz podgladu wykresdéw wykorzystywanych do
analizy wprowadzonych w podrozdziale 4.2.1. Druga czes$¢ wizualizuje rozwigzanie
uzyskane za pomocq catkowania numerycznego. Na jej catosé skladajaq sie wykre-
sy zmian katéw Eulera w czasie, wykres energii catkowitej uktadu majacy na celu
weryfikacje jego niezmiennosci w czasie, a takze poprawnoéci modelu, oraz tréjwy-
miarowa wizualizacja przedstawiajaca hodograf wektora potozenia srodka ciezkosci.
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Tmax D 1.1
wl D -5.95
w2 M 244
[
B B -2.202
I :B 0.39
[P B 0.65
I3 D 2,07
| Evaluate |
(a)
Plot time begin ﬂ
Plot time end =B=
a B
t12f
100
0.8
0.6
04
0.2
L t
2 4 6 8 10
Energy
13.8569
13.8569
13.8569
13.8569
13.8569
13.8569
t Time
2 4 6 8 10
(b)

Rysunek 5.1 Interfejs uzytkownika dla symulacji baka Eulera
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(a) (b)

Rysunek 5.2 Symulacja niesymetrycznego bak Eulera

(a) (b)

Rysunek 5.3 Symulacja symetrycznego bgka Eulera
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Rysunek 5.4 Interfejs uzytkownika dla symulacji bagka Lagrange’a
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f(u) L(u)

10F
10+
05¢F

02 04 |06 08 10 02 04 08, 08 1.0
-05F ol

—1.0F

20}
-15t

Rysunek 5.5 Przebieg dla u;, > u,, a = 66.081

5.2.1 Przebiegi baka Lagrange’a

Zgodnie z teorig, dobrano tak parametry przedstawionej w podrozdziale 4.2.1
funkcji f(u) oraz warunki poczgtkowe ukladu réwnan rézniczkowych opisujgcych
ruch symetrycznego baka ciezkiego, aby uzyskaé charakterystyczne przebiegi ho-
dografu. W celu przedstawienia przejscia pomiedzy trzema typowymi zachowaniami
bakéw zasymulowano réwnania ruchu (4.13) dla pieciu przypadkoéw, gdy

up, =~ Uo,

up = Uy,

up = Ug,
w < ug < Uy,

gdzie u;, jest miejscem zerowym funkcji L(u), ~* oznacza ,w przyblizeniu ale wiek-
sze od”, a =~ symetrycznie ,w przyblizeniu ale mniejsze od”. Zostaly one przedsta-
wione na rysunkach 5.5 — 5.9 dla zmiennego parametru a oraz ustalonych parame-
tréw b = 119.189,c = 19.461,d = 34.054.

I tak, widzimy, ze dla u;, lezacego poza przedziatem domknietym (uy, uy) otrzy-
mujemy przebieg podobny do sinusoidalnego (rysunek 5.5). Wraz, ze zblizaniem sie
miejsca zerowego funkeji L(u), opisanej w podrozdziale (4.2.1), do jednego z koncow
przedzialu przebieg zaczyna formowaé ostrza (rysunek 5.6, rysunek 5.7). Gdy uy,
zmniejsza sie zaczyna formowac petle (rysunek 5.8, rysunek 5.9).

5.2.2 Zachowania szczegdlne

W celu zbadania zachowania oraz poprawnosci przewidywan wzordéw asympto-
tycznych wykonano serie symulacji. Wyniki zostaty przedstawione na rysunku 5.10,
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Rysunek 5.6 Przebieg dla u; =™ uy, a = 66.554
f(u) L(u)
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Rysunek 5.7 Przebieg dla u; = uy, a = 68.115
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fw L(w)
1.0f
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Rysunek 5.8 Przebieg dla u; ~~ uy, a = 70.831

f(u) L(u)
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Rysunek 5.9 Przebieg dla uy < up, < uy, a = 114.991
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Rysunek 5.10 Zachowanie asymptotyczne bgka przy m, — oo
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gdzie przedstawiono wykresy zmiany kata precesji oraz nutacji w czasie, a takze
hodograf wektora potozenia srodka ciezkosci. Widoczne jest, ze wraz ze zwieksza-
niem momentu pedu zwigzanego z katem rotacji wokét osi symetrii baka zanika
nutacja oraz precesja.

Przeprowadzono réwniez symulacje majacq na celu poréwnanie wahadla sfe-
rycznego z bakiem Lagrange’a ze wzgledu na to, Ze wahadlo mozna traktowaé jako
pewnego rodzaju przypadek szczegdlny tego bgka. Ciekawg obserwacja jest, ze dla
tych samych warunkéw poczatkowych, przebieg kata rotacji baka zmienia sie w
czasie jednakze nie powoduje to zmiany trajektorii pozostatych dwdch katéw, ktora
to jest identyczna dla baka i wahadta.



6. Podsumowanie

Celem pracy byto zapoznanie z opisem dynamiki ruchu bakdéw ciezkich oraz
przygotowanie systemu symulacji, umozliwiajgcego badanie zachowania uktadu w
czasie, co zostalo zrealizowane. W pracy przytoczono podstawowy aparat matema-
tyczny niezbedny do zrozumienia przedstawianych tresci. Podano w niej opis ruchu
ciala sztywnego z wykorzystaniem elementéw specjalnej grupy euklidesowej SE(3)
stanowigcy podstawe analizy ewolucji zachowan bakoéw. Scharakteryzowano pojecie
macierzy bezwladnosci pozwalajagce na wprowadzenie réwnan dynamiki dla bryty
sztywnej, a takze podano jej interpretacje geometryczng. Przedstawiono takze for-
malizm Eulera-Newtona oraz formalizm Lagrange’a jako narzedzia pozwalajace na
modelowanie dynamiki zjawisk fizycznych. Pokazano réwnoznaczno$é opisu newto-
nowskiego oraz lagranzowskiego dla uktadéw mechaniki klasycznej na przyktadzie
jednowymiarowego problemu ruchu punktu materialnego. Dla kompletnosci krét-
ko scharakteryzowano mechanike hamiltonowska wraz z jej narzedziami.

Przedstawiony w pracy ogdlny opis dynamiki ruchu baka zostat uzyskany z wy-
korzystaniem aparatu mechaniki lagranzowskiej. Na jego bazie scharakteryzwano
dwa gtdéwne typy bakéw. Opis zawarty w pracy umozliwia pordwnanie szczegdlnych
przypadkdéw baka, dla ktérych jesteSmy w stanie uzyskad analityczne rozwigzanie
— baka Eulera, Lagrange’a, Kowalewskiej i Goryacheva-Chaplygina. Matematycz-
ne modele zostaly poparte ich ilustracjami oraz o ile byto to mozliwe przyktadem
fizycznym.

W pracy kolejno przeprowadzono analize jako$ciowa réwnan opisujacych dyna-
mike baka Eulera oraz baka Lagrange’a. Przedstawiono konstrukcje Poinsot pozwa-
lajaca na geometryczne wyznaczenie rozwigzania rownan dynamiki dla bagka Eulera
na podstawie interpretacji niezmiennikéw — energii catkowitej uktadu oraz zacho-
wanemu momentowi bezwladnosci. Analiza zachowania bagka Lagrange’a bazowata
na badaniu przebiegu funkcji otrzymanej ze sprowadzenia opisu do przypadku jed-
nowymiarowego.

W celu uzupehienia opisu analitycznego badaniami symulacyjnymi stworzono
program pozwalajacy na symulowanie zachowan bakéw Eulera i Lagrange’a dla
zadanych warunkéw poczatkowych. Dla kazdego z bagkdéw przedstawiono wyniki
symulacji dla szczegdlnych przypadkéw zachowan przedstawionych w czesci anali-
tycznej majgce byé potwierdzeniem matematycznych przewidywan.

Pomimo swojej prostoty badz nawet prymitywnosci bak potrafi zaciekawié, a na-
wet zainspirowac¢ rozmaitoscia ruchéw oraz ich ewolucji. W trakcie przegladu litera-
tury nie napotkano na obiekt bedacy uogdlnieniem baka, podobnym do uogdlnienia,
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jakim jest podwdjne wahadlo dla wahadta, ktére moze stanowi¢ Zrédto interesuja-
cych zachowan, réwniez z punktu widzenia teorii uktadéw chaotycznych. Baki pet-
nig nie tylko role edukacyjng, jako wprowadzenie w arkana mechaniki analitycznej,
ale réwniez rozrywkowq, a nawet estetyczng. Mamy nadzieje, ze przyblizenie czytel-
nikowi tematyki bakdéw zaowocuje zaopatrzeniem sie w jednego z nich, puszczeniem
go i medytacja nad jedna z wielu jego twarzy.
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A. Bakiem malowane

Poniewaz niektore otrzymywane slady ruchu bakéw bywaty niezwykle artystycz-
ne i wprawialy nas w zdumienie zdecydowalismy sie pokazaé co ciekawsze ku ucie-
sze czytelnika. Zestaw Sladéw, ktéry najbardziej przypadt nam do gustu przedsta-
wiono na rysunku A.6 [Jon14].

(i I\
I Bt
i M"\f"ﬂr
! ‘

‘\«'\/‘
i ’ \

A
Ll
A \?’/\'\Aﬂ‘” ‘

Rysunek A.1 Atom
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Rysunek A.4 Gwiazda

Rysunek A.5 Paszcza
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Rysunek A.6 Zycie baka
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