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Rozdziaª 1

Wprowadzenie

Przedmiotem niniejszej pracy jest robot mobilny nap¦dzany wiruj¡cymi póªsferami (ang.
HOG wheel [1]). Pierwsze wzmianki o pojazdach tego typu pochodz¡ z lat 30. poprzed-
niego stulecia. Nap¦d HOG byª wówczas przedstawiany jako nap¦d przyszªo±ci, lepsza
alternatywa dla pojazdów koªowych i rzeczywi±cie w teorii ma wiele przewag. Podczas
gdy standardowe pojazdy koªowe (samochód, rower) przy starcie musz¡ za ka»dym razem
na nowo rozp¦dzi¢ koªa, tak w nap¦dzie typu HOG póªsfera, na której porusza si¦ pojazd,
nigdy nie przestaje wirowa¢. Jest ona wi¦c swego rodzaju magazynem energii. Nap¦d ten
zakªada »e w trakcie postoju póªsfera stoi pionowo, a aby wprawi¢ pojazd w ruch nale»y
wychyli¢ póªsfer¦. Ju» maªe wychylenia od pionu znacz¡co zwi¦kszaj¡ pr¦dko±¢ post¦po-
w¡. Kolejn¡ zalet¡ jest zwrotno±¢. Póªsfera jest w stanie pojecha¢ w dowolnym kierunku
i bardzo szybko zmienia¢ swoj¡ orientacj¦. Mimo tak wielu zalet nap¦d ten nie staª si¦
popularny. Przez wiele lat nie byªy badane peªne mo»liwo±ci nap¦du, ani nie powstaª »a-
den prototyp. Jednym z powodów takiego stanu rzeczy jest skomplikowana konstrukcja
mechaniczna. Ponadto sterowanie tego typu pojazdem jest trudne i nieintuicyjne. obec-
nie, prawie po 100 latach wzrasta zainteresowanie konstrukcjami tego typu. Powstaj¡
pierwsze prototypy, których zachowanie nie zawsze jest przewidywalne. St¡d pojawia si¦
potrzeba bada« symulacyjnych, które pozwol¡ przewidzie¢ zachowanie robota oraz zbada¢
jego reakcje na ró»nego rodzaju sterowania. Naprzeciw tym potrzebom wychodzi niniejsza
praca.

Celem pracy jest wyprowadzenie modelu kinematyki robota poruszaj¡cego si¦ na
dwóch póªsferach przy zaªo»eniu braku po±lizgów. Wyprowadzony zostanie dodatkowo
model uproszczony robota z dwoma koªami skr¦tnymi. Nast¦pnie oba modele zostan¡
poddane analizie wªasno±ci i porównane.

Ukªad pracy jest nast¦puj¡cy. W rozdziale 2 przedstawili±my ogólny sposób opisu ki-
nematyki robota mobilnego. W rozdziale 3 opisali±my konstrukcj¦ i model analizowanego
robota. Pokazali±my równowa»no±¢ wiruj¡cej póªsfery ze skr¦tnym koªem o zmiennym pro-
mieniu (sekcja 4.1), co pozwoliªo na zast¡pienie póªsfer takimi koªami i wyprowadzenie
uproszczonego modelu robota (rozdziaª 4). W dalszej cz¦±ci przedstawili±my wyniki ba-
da« symulacyjnych pokazuj¡ce wpªyw sterowa« i warunków pocz¡tkowych na zachowanie
robota i otrzymywane trajektorie (rozdziaª 5). Praca zostaªa podsumowana w rozdziale 6.





Rozdziaª 2

Opis matematyczny robota mobilnego

Wyprowadzenie modelu matematycznego robota rozpoczyna si¦ od wyboru odpowiednie-
go wektora wspóªrz¦dnych uogólnionych q(t) ∈ Rn oraz pr¦dko±ci q̇(t) ∈ Rn [4]. Ruch
koªowych robotów mobilnych podlega ograniczeniom pr¦dko±ciowym, co uniemo»liwia im
obranie dowolnej trajektorii ruchu i zmniejsza liczb¦ dost¦pnych sterowa«. Ograniczenia
te wynikaj¡ z przyjmowanego zaªo»enia o braku po±lizgów. Zazwyczaj jest to zaªo»enie o
braku po±lizgu wzdªu»nego oraz poprzecznego koªa. Wynikaj¡ce z niego równania ograni-
cze« zapisujemy w postaci Pfa�a

A(q)q̇ = 0, (2.1)

gdzie A(q) ∈ Rl×n � macierz ogranicze«. Liczba ogranicze« l równa jest rz¦dowi macierzy
A(q), a liczba sterowa« m = n− l. Maj¡c zde�niowane ograniczenia mo»emy przedstawi¢
model w postaci bezdryfowego ukªadu sterowania postaci

q̇ = G(q)η, (2.2)

gdzie η ∈ Rm � wektor pr¦dko±ci pomocniczych (sterowa«) a G(q) ∈ Rn×m � macierz
sterowa«. Macierz G(q) skªada si¦ z wektorów nale»¡cych do j¡dra macierzy A(q) i mo»e
by¢ wyliczona z równania

A(q)G(q) = 0. (2.3)





Rozdziaª 3

Konstrukcja i model robota

nap¦dzanego dwiema póªsferami

3.1 Konstrukcja robota

Ukªad skªada si¦ z dwóch wiruj¡cych póªsfer o promieniu R o ±rodkach oddalonych o 2l.
Ka»da póªsfera mo»e obraca¢ si¦ niezale»nie wokóª 3 osi (zobacz rysunek 3.1). Podobne
podej±cie pokazano w pracy [2]. Póªsfera mo»e by¢ wychylana wokóª osi ª¡cz¡cej ±rodki
póªsfer oraz osi le»¡cej w pªaszczy¹nie koªa wielkiego sfery i prostopadªej do osi ª¡cz¡cej
±rodki póªsfer, a tak»e wirowa¢ wokóª swojej osi symetrii. Na rysunku 3.2 pokazano przy-
kªadow¡ konstrukcj¦ mechaniczn¡ realizuj¡ca model. W przyj¦tej konstrukcji wychylenie
w 2 osiach jest ograniczone do przedziaªu

(
−π
4 ,

π
4

)
, a k¡t w trzeciej osi mo»e zmienia¢ si¦

bez ogranicze«. W wyprowadzanym modelu kinematyki schemat robota zostaª przyj¦ty
jak na rysunku 3.3, a ograniczenia na wychylenie k¡tów nie zostan¡ uwzgl¦dnione.

3.2 Wspóªrz¦dne uogólnione

Przyjmijmy, »e robot porusza si¦ w globalnym, kartezja«skim ukªadzie odniesienia. Opis
robota rozpoczynamy od wyboru wektora wspóªrz¦dnych uogólnionych, które w jedno-
znaczny sposób opisuje poªo»enie robota w ka»dej chwili. Poªo»enie i orientacja korpusu
robota opisane s¡ wspóªrz¦dnymi x, y, θ0, za± ka»da z póªsfer trzema k¡tami φi, θi, ψi, ozna-
czaj¡cymi odpowiednio dwa k¡ty wychylenia oraz k¡t wirowania. Wprowadzone zmienne
pokazano schematycznie na rysunku 3.3. Razem tworz¡ one wektor kon�guracji. Powy»szy
opis nale»y zapisa¢ formalnie w postaci

q(t) ∈ R9, (3.1)

takiej »e
q = (x, y, θ0, φ1, θ1, ψ1, φ2, θ2, ψ2)T . (3.2)

3.3 Przeksztaªcenia ukªadów wspóªrz¦dnych

Aby uªatwi¢ opis robota zde�niujmy pomocnicze ukªady odniesienia. Pierwszymi z nich
b¦d¡, przedstawione na rysunku 3.4, ukªady nazwane ukªadami mocowania. Ich pocz¡t-
ki s¡ umieszczone w punktach mocowa« poszczególnych póªsfer. Punktem mocowania
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2l
R

Rysunek 3.1 Model robota nap¦dzanego dwiema póªsferami

nazywamy ±rodek koªa wielkiego sfery. Transformacje z ukªadu globalnego do ukªadu mo-
cowania maj¡ posta¢

AM1G = Trans(X, x)Trans(Y, y), T rans(Z,R)Rot(Z, θ0), (3.3)

AM2G = Trans(X, x)Trans(Y, y), T rans(Z,R)Rot(Z, θ0)Trans(Y,−2l), (3.4)

gdzie x, y � poªo»enie robota, θ0 � jego orientacja.
Nast¦pnie dla ka»dej z póªsfer de�niujmy ukªad przegubu, taki »e pªaszczyzna XY tego

ukªadu zawiera pªaszczyzn¦ koªa wielkiego póªsfery a o± Z pokrywa si¦ z jej osi¡ symetrii
(zobacz rysunek 3.5). Przeksztaªcenie z ukªadu mocowania do ukªadu przegubu dla obu
póªsfer wygl¡da tak samo i ma posta¢

APiMi
= Rot(X,φi)Rot(Y, θi), (3.5)

gdzie φi � k¡t obrotu wokóª osi ª¡cz¡cej póªsfery, a θ1 � k¡t obrotu wokóª osi le»¡cej w
póªpªaszczy¹nie koªa wielkiego i prostopadªej do osi ª¡cz¡cej ±rodki póªsfer, i = 1, 2.

Ostatnimi ukªadami b¦d¡ ukªady póªsfer powstaªe poprzez obrót ukªadów przegubów
wokóª ich osi Z (zobacz rysunek 3.6). Transformacja z ukªadu przegubu do ukªadu póªsfery
ma wi¦c posta¢

AKiPi = Rot(Z, ψi), (3.6)

gdzie ψi � skr¦cenie póªsfery.

3.4 Ograniczenia nieholonomiczne

Zde�niujmy teraz ograniczenia jakim poddany jest robot. Punkt kontaktu póªsfery z pod-
ªo»em przemieszcza si¦ po póªsferze. Aby nie dochodziªo do po±lizgów pr¦dko±¢ tego prze-
mieszczania musi by¢ taka sama jak pr¦dko±¢ post¦powa punktu mocowania ka»dej póª-
sfery. Sposób uwzgl¦dnienia tego faktu dla obu póªsfer jest identyczny, jedyn¡ ró»nic¦
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Rysunek 3.2 Konstrukcja robota nap¦dzanego dwiema póªsferami
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Rysunek 3.3 Wspóªrz¦dne kon�guracyjne robota

stanowi wyra»one w ukªadzie globalnym poªo»enie punktu mocowania. Zauwa»my, »e dla
ka»dej póªsfery punkt kontaktu PK1 w jej ukªadzie mocowania ma wspóªrz¦dne

PMi
Ki
=

 0
0
-R

 . (3.7)

Poªo»enie tego punktu w ukªadzie póªsfery jest dane jako

PKi
Ki
= (APMA

K
P )
−1PMi

Ki
=

 R(cosφ1 cosψ1 sin θ1 − sinφ1 sinψ1)
−R(cosφ1 sinψ1 + cosψ1 sin θ1 sinψ1)

−R cos θ1 cosφ1

 . (3.8)

Ró»niczkuj¡c po czasie powy»sze wyra»enie otrzymamy pr¦dko±¢, która wyra»ona w ukªa-
dzie mocowania ma posta¢

ṖMi
Ki
= (APMA

K
P )Ṗ

Ki
Ki
=

 R(θ̇1 cosφ1 − ψ̇1 cos θ1 sinφ1)
−R(φ̇1 + ψ̇1 sin θ1)

0

 . (3.9)

Kolejno podobne transformacje stosujemy do punktów mocowania, których wspóªrz¦d-
ne w ukªadach mocowania wynosz¡

PMi
Mi
=

 00
0

 , (3.10)

a w ukªadzie globalnym dla punktu mocowania pierwszej póªsfery

PG
M1
= AM1G PM1

M1
=

 x
y
R

 , (3.11)
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Rysunek 3.4 Pomocnicze ukªady mocowania póªsfer
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Rysunek 3.5 Transformacja do ukªadu przegubu, widok prostopadªy i równolegªy do osi
robota

i odpowiednio dla drugiej

PG
M2
= AM2G PM2

M2
=

 x+ 2l sin θ0
y − 2l cos θ0

R

 . (3.12)

St¡d pr¦dko±ci tych punktów wyra»one w odpowiadaj¡cych ukªadach mocowania maj¡
posta¢ odpowiednio

ṖM1
M1
= (AM1G )

−1ṖG
M1
=

 ẋ cos θ0 + ẏ sin θ0
ẏ cos θ0 − ẋ sin θ0

0

 , (3.13)

ṖM2
M2
= (AM2G )

−1ṖG
M2
=

 ẋ cos θ0 + ẏ sin θ0 + 2lθ̇0
ẏ cos θ0 − ẋ sin θ0

0

 . (3.14)
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Rysunek 3.6 Transformacja do ukªadu póªsfery, widok prostopadªy do osi robota

Porównuj¡c pr¦dko±ci (3.9) i (3.13) otrzymujemy dwa równania ogranicze« nieholonomicz-
nych wynikaj¡ce z braku po±lizgów pierwszej póªsfery{

R(θ̇1 cosφ1 − ψ̇1 cos θ1 sinφ1) = ẋ cos θ0 + ẏ sin θ0
−R(φ̇1 + ψ̇1 sin θ1) = ẏ cos θ0 − ẋ sin θ0

. (3.15)

Analogiczne porównanie (3.9) z (3.14) dla drugiej póªsfery prowadzi do dwóch kolejnych
ogranicze« w postaci{

R(θ̇2 cosφ1 − ψ̇2 cos θ2 sinφ2) = ẋ cos θ0 + 2lθ̇0 + ẏ sin θ0
−R(φ̇2 + ψ̇2 sin θ2) = ẏ cos θ0 − ẋ sin θ0

. (3.16)

Sumarycznie ograniczenia (3.15), (3.16) mo»na zapisa¢ w postaci Pfa�a (2.1) jako


−cθ0 −sθ0 0 0 Rcφ1 −Rcθ1sφ1 0 0 0
sθ0 −cθ0 0 −R 0 −Rsθ1 0 0 0
−cθ0 −sθ0 −2l 0 0 0 0 Rcφ2 −Rcθ2sφ2
sθ0 −cθ0 0 0 0 0 −R 0 −Rsθ2





ẋ
ẏ

θ̇0
φ̇1
θ̇1
ψ̇1
φ̇2
θ̇2
ψ̇2



= 0.

(3.17)

3.5 Bezdryfowy ukªad sterowania

Przyst¦puj¡c do wyznaczenia postaci bezdryfowego ukªadu sterowania nale»y podj¡¢ de-
cyzj¦ o wyborze sterowa«. Poniewa» wymiar uogólnionego wektora poªo»e« q(t), n =
dim(q(t)) = 9, a liczba ogranicze« l = 4 to liczba dost¦pnych sterowa« wynosim = n−l =
5. Najlepszym rozwi¡zaniem byªoby wybranie sterowa« tak, aby odzwierciedlaªy �zycznie
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dost¦pne sterowania. Oznaczaªoby to wybranie sterowa« wpªywaj¡cych bezpo±rednio na
pr¦dko±ci φ̇1, θ̇1, ψ̇1, φ̇2, θ̇2, ψ̇2. Jednak»e dost¦pna liczba sterowa« nie pozwala na doko-
nanie takiego wyboru, zmuszaj¡c nas do rezygnacji ze sterowania jednym z powy»szych
k¡tów. Poniewa» robot jest symetryczny pozostaj¡ 3 mo»liwo±ci wyboru sterowania. Jed-
nak»e równanie (2.3) dla przypadku, gdy rezygnujemy z bezpo±redniego sterowania k¡tem
θi, nie daje rozwi¡za«. W dalszej cz¦±ci rozwa»ane s¡ pozostaªe dwa przypadki.

3.5.1 Bezpo±rednie sterowanie wychyleniami i jednym wirowa-

niem

Po wybraniu jako wej±¢ steruj¡cych pr¦dko±ci φ̇1, θ̇1, ψ̇1, φ̇2, θ̇2, na podstawie ogranicze«
(3.17) oraz równania (2.3) otrzymujemy macierz sterowa« ukªadu w postaci

G(q) =



Rsθ0 Rcθ0cφ1 Rcc 0 0
Rcθ0 Rsθ0cφ1 −Rsc 0 0

−R∗ cot θ2sφ2 −R∗cφ1 R∗d R∗ cot θ2sφ2 R∗cφ2
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1
sθ2

0 sθ1
sθ2

− 1
sθ2

0


, (3.18)

gdzie R∗ = R
2l , cc = sθ0sθ1 − cθ0cθ2sφ2 , sc = cθ0sθ1 + sθ0cθ2sφ2 , d = cθ1sφ1 − cot θ2sθ1sφ2 , co

prowadzi do bezdryfowego ukªadu sterowania (2.2) danego jako



ẋ = Rsθ0η1 +Rcθ0cφ1η2 +R(sθ0sθ1 − cθ0cθ2sφ2)η3
ẏ = Rcθ0η1 +Rsθ0cφ1η2 −R(cθ0sθ1 + sθ0cθ2sφ2)η3
θ̇0 = R∗(− cot θ2sφ2η1 − cφ1η2 + (cθ2sφ2 − cot θ2sφ2sφ2)η3 + cot θ2sφ2η4 + cφ2η5)
φ̇1 = η1
θ̇1 = η2
ψ̇1 = η3
φ̇2 = η4
θ̇2 = η5
ψ̇2 = csc θ2(η1 + sin θ1η3 − η4)

(3.19)
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3.5.2 Bezpo±rednie sterowanie wirowaniami i trzema wychylenia-

mi

Po wybraniu jako wej±¢ steruj¡cych pr¦dko±ci φ̇1, θ̇1, ψ̇1, θ̇2, ψ̇2, na podstawie ogranicze«
(3.17) oraz równania (2.3) otrzymujemy macierz sterowa« ukªadu w postaci

G(q) =



Rsθ0 Rcθ0cφ1 R(sθ0sθ1 − cθ0cθ1sφ1) 0 0
−Rcθ0 Rsθ0cφ1 −R(cθ0sθ1 − sθ0cθ1sφ1) 0 0
0 −R∗cφ1 −R∗cθ1sφ1 −R∗cφ2 −R∗cθ2sφ2
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 sθ1 0 −sθ1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


, (3.20)

co prowadzi do bezdryfowego ukªadu sterowania (2.2) danego jako

ẋ = Rsθ0η1 +Rcθ0cφ1η2 +R(sθ0sθ1 − cθ0cθ1sφ1)η3
ẏ = −Rcθ0η1 +Rsθ0cφ1η2 −R(cθ0sθ1 + sθ0cθ1sφ1)η3
θ̇0 = R∗(−cφ1η2 − cθ1sφ1η3 − cφ2η4 − cθ2sφ2η5)
φ̇1 = η1
θ̇1 = η2
ψ̇1 = η3
φ̇2 = η1 + sθ1η3 − sθ2η5
θ̇2 = η4
ψ̇2 = η5

. (3.21)



Rozdziaª 4

Uproszczony model kinematyki robota

W celu lepszego zrozumienia zachowania robota poruszaj¡cego si¦ na dwóch póªsferach
wyprowadzono jego model uproszczony. W modelu uproszczonym zast¡piono póªsfery
skr¦tnymi koªami o zmiennej ±rednicy. Takie podej±cie umo»liwia lepsze poznanie wpªywu
sterowa« na trajektorie robota. W dalszej cz¦±ci wprowadzimy poj¦cie koªa zast¦pczego,
wyprowadzimy model uproszczony, a tak»e poka»emy jakie skutki ma przeniesienie stero-
wa« z modelu uproszczonego do peªnego.

4.1 Model koªa zast¦pczego

Warto zauwa»y¢, »e w uproszczeniu wiruj¡ca póªsfera mo»e zosta¢ potraktowana jako
obracaj¡ce si¦ koªo1 o zmiennym promieniu i z mo»liwo±ci¡ skr¦cania. Takie spostrze»enie
pozwala spojrze¢ na robota poruszaj¡cego si¦ na dwóch póªsferach jako na robota klasy
(1,2), posiadaj¡cego dwa koªa skr¦tne o zmiennym promieniu2. Aby móc poª¡czy¢ oba
modele ze sob¡ nale»y znale¹¢ przeksztaªcenia mi¦dzy wspóªrz¦dnymi opisuj¡cymi póªsfer¦
a wspóªrz¦dnymi opisuj¡cymi koªo zast¦pcze (rysunek 4.1). W pracy [5] zostaªy pokazane
zale»no±ci mi¦dzy wspóªrz¦dnymi póªsfery na wspóªrz¦dnymi koªa zast¦pczego. Zale»no±ci
te mo»na zapisa¢ w postaci

φu = ψ, (4.1)

r = R
√
cos2 φ(sin2 θ − 1) + 1, (4.2)

θu = arctan
sin θ
cos θ sinφ

, (4.3)

gdzie r to promie« koªa, θu k¡t jego skr¦cenia a φu k¡t obrotu. Poniewa» naszym celem
jest przeniesienie sterowa« z modelu uproszczonego do peªnego wyliczmy przeksztaªcenia
odwrotne w postaci

ψ = φu (4.4)

φ = ± arccos

 √
r2 −R2

√
tan2(θu) + 1√

−R2 −R2 tan2(θu) + r2 tan2(θu)

 , (4.5)

θ = ± arcsin

 r tan(θu)

R
√
tan2(θu) + 1

 . (4.6)

1w celu ujednolicenia nazewnictwa obracanie si¦ koªa b¦dzie nazywane wirowaniem
2takie uproszczenie modelu nie uwzgl¦dnia przemieszczania si¦ korpusu robota wynikaj¡cego z pochy-

lania póªsfer, ale pozostaªe cechy modelu zostaj¡ zachowane.
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Rysunek 4.1 Model koªa zast¦pczego

Znak wyra»e« (4.5), (4.6) jest zale»ny od warto±ci k¡ta θu (plus dla θu ∈
(
−π
2 ,

π
2

)
, minus

dla θu ∈
(
π
2 , π

)
∪
(
−π,−π

2

)
). Powy»sze równania umo»liwi¡ zadanie takich sterowa« dla

robota, aby jego trajektoria na±ladowaªa trajektori¦ ªatwiejszego do sterowania modelu
uproszczonego. Oczywi±cie trajektoria nigdy nie b¦dzie oddana idealnie poniewa» model
uproszczony pomija niektóre zjawiska. Jednak»e ogólny wygl¡d ±ladu robota powinien
zosta¢ zachowany.

Podobnie jak w przypadku modelu peªnego i tu za poªo»enie robota (x, y) przyjmu-
jemy poªo»enie ±rodka jednego z kóª (rysunek 4.2). Wektor wspóªrz¦dnych uogólnionych
wybieramy w postaci

q(t) = (x, y, θ0, θu1, φu1, θu2, φu2, r1, r2)T , (4.7)

gdzie x, y � poªo»enie robota, θ0 � jego orientacja, θu1, θu2 � k¡t skr¦cenia kóª, φu1, φu2 �
k¡t ich obrotu, r1, r2 � promienie kóª.

4.2 Ograniczenia nieholonomiczne

Poªo»enie koªa pierwszego jest takie samo jak poªo»enie caªego robota{
x1 = x
y1 = y

, (4.8)

a jego pr¦dko±¢ wynosi {
ẋ1 = ẋ
ẏ1 = ẏ

. (4.9)

St¡d ograniczenia wynikaj¡ce z braku po±lizgu poprzecznego tego koªa przyjmuj¡ posta¢

ẋ sin (θ0 + θu1)− ẏ cos (θ0 + θu1) = 0, (4.10)

za± brak po±lizgu wzdªu»nego

ẋ cos (θ0 + θu1) + ẏ sin (θ0 + θu1)− r1φ̇u1 = 0, (4.11)
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Rysunek 4.2 Model uproszczony � robot dwukoªowy. Wspóªrz¦dne kon�guracyjne

gdzie r1 to promie« koªa pierwszego.
Analogicznie, poªo»enie koªa drugiego{

x2 = x+ 2l sin θ0
y2 = y − 2l cos θ0

, (4.12)

i jego pr¦dko±¢ {
ẋ2 = ẋ+ 2l cos θ0θ̇0
ẏ2 = ẏ + 2l sin θ0θ̇0

. (4.13)

Ograniczenia wynikaj¡ce z braku po±lizgu poprzecznego przyjmuje teraz posta¢

ẋ sin (θ0 + θu2)− ẏ cos (θ0 + θu2) + 2l sin (θu2)θ̇0 = 0, (4.14)

za± wzdªu»nego

ẋ cos (θ0 + θu1) + ẏ sin (θ0 + θu1) + 2l cos (θu2)θ̇0 − r2φ̇u2 = 0, (4.15)

gdzie r2 to promie« koªa drugiego. Otrzymane ograniczenia mo»na zapisa¢ w postaci Pfa�a
(2.1) jako


s0u1 −c0u1 0 0 0 0 0 0 0
c0u1 s0u1 0 0 −r1 0 0 0 0
s0u2 −c0u2 2lsu2 0 0 0 0 0 0
c0u2 s0u2 2lcu2 0 0 0 −r2 0 0





ẋ
ẏ

θ̇0
θ̇u1
φ̇u1
θ̇u2
φ̇u2


= 0, (4.16)

gdzie s0u1 = sin (θ0 + θu1), c0u1 = cos (θ0 + θu1), s0u2 = sin (θ0 + θu2), c0u2 = cos (θ0 + θu2),
su2 = sin θu2, cu2 = cos θu2.
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4.3 Bezdryfowy ukªad sterowania

Poniewa» wymiar uogólnionego wektora poªo»e« q(t) n = dim(q(t)) = 9 a liczba ogra-
nicze« l = 4 to liczba dost¦pnych sterowa« wynosi m = n − l = 5. Przyjmuj¡c, »e
dwa z tych sterowa« b¦d¡ okre±laªy zmian¦ promienie kóª, podobnie jak w modelu peª-
nym mamy do czynienia z niedoborem jednego sterowania wzgl¦dem �zycznie dost¦pnych
(θu1, θu2, φu1, φu2). Dla przypadku, w którym rezygnujemy z bezpo±redniego sterowania
skr¦ceniem koªa (zarówno pierwszego jak i drugiego) równanie (2.3) nie ma rozwi¡za«.
Musimy zatem przyj¡¢ bezpo±rednie sterowanie dwoma skr¦ceniami i jedn¡ pr¦dko±ci¡
obrotow¡, pozwalaj¡c aby druga pr¦dko±¢ (φ̇u2) byªa wyliczana automatycznie. Przy ta-
kich zaªo»eniach oraz ograniczeniach (4.16) mo»emy wyliczy¢ macierz sterowania (2.3) w
postaci

G(q) =



0 cos (θ0 + θu1)r1 0 0 0
0 sin (θ0 + θu1)r1 0 0 0
0 csc (θu2) sin (θu1 − θu2) r12l 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 csc (θu2) sin θu1 r1r2 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


, (4.17)

oraz ukªad sterowania (2.2) w postaci



ẋ = cos (θ0 + θu1)r1η2
ẏ = sin (θ0 + θu1)r1η2
θ̇0 = csc (θu2) sin (θu1 − θu2) r12l η2
θ̇u1 = η1
φ̇u1 = η2
θ̇u2 = η3
φ̇u2 = csc (θu2) sin θu1 r1r2η2
ṙ1 = η4
ṙ2 = η5

. (4.18)

Warto zauwa»y¢, »e zgodnie z otrzymanym modelem zarówno sterowanie pr¦dko±ci¡
wirowania koªa jak i jego promieniem ma wpªyw na jego pr¦dko±¢ post¦pow¡. St¡d takie
same trajektorie ruchu mo»na osi¡gn¡¢ poprzez zmian¦ pr¦dko±ci obrotowej przy nie-
zmiennym promieniu oraz poprzez zmian¦ promienia i pozostawienie staªej pr¦dko±ci wi-
rowania. Pr¦dko±¢ post¦powa koªa jest iloczynem pr¦dko±ci wirowania i promienia. Z
tego powodu pierwszy przypadek jest bardziej intuicyjny, gdy» sterowanie bezpo±rednio
wpªywa na pr¦dko±¢ post¦pow¡ i umo»liwia natychmiastow¡ jej zmian¦. Jednak»e przy
przenoszeniu sterowa« z modelu uproszczonego do peªnego pr¦dko±¢ wirowania koªa od-
powiada pr¦dko±ci wirowania póªsfery i wskazane jest, aby byªa niezmienna, a zwalnianie
i przyspieszanie byªo realizowane poprzez zmian¦ promienia. Przyjmijmy sterowanie pr¦d-
ko±ci¡ wirowania φ̇ui(t) = φ̇d(t) oraz ri(t) = r0, gdzie φ̇d(t) � zadana funkcja, r0 � zadany
(staªy) promie« koªa. Takie sterowanie mo»na przeksztaªci¢ do zadania staªej pr¦dko±ci

wirowania φ̇u1 = const oraz zmiennego promienia r(t) = φ̇d(t)·r0
φ̇u1

, które po zró»niczkowaniu
po czasie pozwol¡ wyliczy¢ sterowanie promieniem ṙ(t).



4.4. Przypadek specjalny 19

X

Y

x

y

θ0

θ

Φu1

Φu2

θ

Rysunek 4.3 Przypadek specjalny modelu uproszczonego

4.4 Przypadek specjalny

W celu lepszego zrozumienia reakcji robota na sterowania wyprowadzony zostaª dodat-
kowo model, w którym θu1 = θu2 = θ, a tak»e r1 = r2 = r (rysunek 4.3). Ponadto
przyjmujemy staªe warto±ci r co redukuje wektor wspóªrz¦dnych uogólnionych do 6 ele-
mentowego q = (x, y, θ0, θ, φu1, φu2)T . Macierz ogranicze« przyjmuje wówczas posta¢


sin (θ0 + θ) − cos (θ0 + θ) 0 0 0 0
cos (θ0 + θ) sin (θ0 + θ) 0 −r 0 0
sin (θ0 + θ) − cos(θ0 + θ) 2l sin θ 0 0 0
cos (θ0 + θ) sin(θ0 + θ) 2l cos θ 0 0 −r





ẋ
ẏ

θ̇0
θ̇

φ̇u1
φ̇u2


= 0 (4.19)

a macierz sterowa« (przy θ 6= 0)

G(t) =



0 r cos (θ0 + θ)
0 r sin (θ0 + θ)
0 0
1 0
0 1
0 1


, (4.20)

co daje ukªad sterowania w postaci

ẋ = r cos (θ0 + θ)η2
ẏ = r sin (θ0 + θ)η2
θ̇0 = 0
φ̇u1 = η1
θ̇u2 = η2
φ̇u2 = η2

. (4.21)
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Z otrzymanego ukªadu sterowania wida¢, »e robot w trakcie ruchu nie jest w stanie
zmienia¢ swojej orientacji a pr¦dko±ci obrotowe obu kóª s¡ takie same. Interesuj¡ca sy-
tuacja ma miejsce, gdy k¡t θ osi¡gnie zero. W takim przypadku macierz ogranicze«
(4.19) nie ma peªnego rz¦du a wiersz 1 i 3 s¡ identyczne. To powoduje pojawienie si¦
dodatkowego sterowania η3 i odpowiadaj¡cej mu kolumny w macierzy sterowa« (4.20)
g3 = (0, 0, r2l , 0, 0)

T a sterowanie η2 przestaje mie¢ wpªyw na pr¦dko±¢ drugiego koªa i jest
postaci g2 = (r cos θ0, r sin θ0,− r

2l , 0, 1, 0)
T . Nowa macierz sterowa« ma posta¢

G(t) =



0 r cos θ0 0
0 r sin θ0
0 − r

2l
r
2l

1 0 0
0 1 0
0 0 1


. (4.22)

Ostatecznie mo»emy zapisa¢ bezdryfowy ukªad sterowania w postaci

ẋ = r cos θ0η2
ẏ = r1 sin θ0η2
θ̇0 = − r

2l(η3 − η2)
φ̇u1 = η1
θ̇u2 = η2
φ̇u2 = η3

(4.23)

W takim przypadku model robot zostaª sprowadzony do modelu robota klasy (2,0), jed-
nak gdy tylko k¡t θ przyjmuje warto±ci ró»ne od zera dodatkowe sterowanie przestaje
oddziaªywa¢ i robot powraca do klasy (1,2).
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Badania symulacyjne

Symulacje zostaªy przeprowadzone z u»yciem ±rodowiska Mathematica [3]. Przygotowano
model robota z ograniczeniami, narz¦dzia do wizualizacji ±ladu ruchu robota i przebiegu
trajektorii ruchu (oraz pr¦dko±ci). Nast¦pnie przeprowadzono testy maj¡ce na celu we-
ry�kacj¦ poprawno±ci modelu oraz otrzymywanych trajektorii. Na wykresach ±lad robota
zostaª przedstawiony za pomoc¡ trzech krzywych (czerwona, niebieska, »óªta) odpowied-
nio dla ±ladu ±rodka, pierwszej i drugiej póªsfery (koªa).

5.1 Model peªny

Badania peªnego modelu obejmowaªy sprawdzanie wpªywu sterowa« oraz warunków po-
cz¡tkowych na otrzymywane trajektorie. Parametry robota zostaªy przyj¦te jako l = 0.1m
a R = 0.03m. Dla zwi¦kszenia czytelno±ci warunki pocz¡tkowe x(0), y(0) zostaªy przyj¦te
tak, aby w chwili pocz¡tkowej ±rodek robota znajdowaª si¦ w punkcie (0, 0).

5.1.1 Bezpo±rednie sterowanie wychyleniami i jednym wirowa-

niem

W pierwszych testach wszystkie sterowania poza ruchem wirowym zostaªy przyj¦te jako
zerowe (η(t) = (0, 0, 2, 0, 0)T ). W takich warunkach sprawdzono wpªyw ustawie« pocz¡t-
kowych na zachowanie robota. Dla jednoczesnego (takiego samego) wychylenia k¡tów θi,
przy zerowych warto±ciach pocz¡tkowych pozostaªych k¡tów, robot porusza si¦ wzdªu»
osi Y z pr¦dko±ci¡ post¦pow¡ zale»n¡ od wielko±ci wychylenia θi. Je±li do tego doda-
my niezerowe (takie same) warunki pocz¡tkowe na wychylenie φi robot porusza si¦ po
prostych nie zmieniaj¡c swojej orientacji. Pr¦dko±¢ wirowania drugiej póªsfery przyjmuje
warto±ci równe pr¦dko±ci wirowania pierwszej póªsfery. Dla ró»ni¡cych si¦ k¡tów θi lub
φi ±lad ruchu robota jest wycinkiem okr¦gu, a pr¦dko±¢ wirowania drugiej póªsfery do-
stosowuje si¦ tak, aby zachowa¢ brak po±lizgów. Przy doborze warunków pocz¡tkowych
nale»y pami¦ta¢, »e w modelu (3.19) wyst¦puje dzielenie przez sin θ2, co uniemo»liwia
ustawienie θ2 = 0. Specjalnym przypadkiem jest sytuacja, gdy θ1 = θ2 = 0, wtedy robot
stoi w miejscu (dla φ1 = φ2 = 0), porusza si¦ wzdªu» osi X (dla φ1 = φ2 6= 0) lub jedzie
po okr¦gu(dla φ1 6= φ2 6= 0)

Nast¦pnie przeprowadzono testy wpªywu zmieniaj¡cego si¦ cyklicznie sterowania wy-
chyleniem. Maj¡c na wzgl¦dzie konstrukcj¦ rzeczywistego robota funkcje sterowa« nale»y
tak dobra¢ ,aby nie dopu±ci¢ do zbytniego wychylenia k¡tów θ i φ. W pierwszej kolejno±ci

sterowania przyj¦to jako η(t) =
(
0, 0, 2, 0,−0.004 sin t

10

)T
przy warunkach pocz¡tkowych
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Rysunek 5.1 K¡t wychylenia, oraz pr¦dko±ci póªsfer. Badanie pr¦dko±ci drugiej póªsfery

Rysunek 5.2 K¡t wychylenia. Badanie wpªywu cyklicznych zmian k¡ta na poªo»enie.
Sterowanie nieobejmuj¡ce ψ2

q(0) = (0, 0.1, 0, 0, 0.1, 0, 0, 0.1, 0)T co odpowiada wprawieniu pierwszej póªsfery w ruch
obrotowy i pochylaniu i prostowaniu drugiej póªsfery. Jak wida¢ na rysunku 5.1, gdy k¡t
wychylenia θ2 maleje to pr¦dko±¢ obrotowa drugiej póªsfery zwi¦ksza si¦ w celu zapobie-
gni¦cia po±lizgom.

Kolejno warto przyjrze¢ si¦ reakcji robota na cykliczne, równoczesne zmiany k¡tów
θ1, θ2. Przyjmuj¡c nast¦puj¡ce warunki pocz¡tkowe q(0) = (−0.1, 0, π2 , 0, 1, 0, 0, 1, 0)

T oraz
sterowania η(t) = (0,−0.49 sin t, 2, 0,−0.49 sin t)T , k¡ty θi zmieniaj¡ si¦ od 0.1 do niemal
0 (rysunek 5.2). Analizuj¡c ±lad (zobacz rysunek 5.3) obserwujemy "bujanie" si¦ robota
w osi X.

Podobne zachowanie obserwujemy dla cyklicznych zmian k¡ta φi. Przyjmijmy teraz
q(0) = (0, 0.1, 0, 0,−0.05, 0, 0,−0.05, 0)T oraz η(t) = (0.1 sin t, 0, 2, 0.1 sin t, 0)T . W wyniku
takich sterowa« powstaje trajektoria przedstawiona na rysunku 5.4, natomiast na wykresie
pr¦dko±ci 5.5 mo»emy zaobserwowa¢, »e gdy póªsfery wyprostowuj¡ si¦ spada pr¦dko±¢
post¦powa.

5.1.2 Bezpo±rednie sterowanie wirowaniami i trzema wychylenia-

mi

Podobnie jak w poprzednim przypadku testy rozpocz¦to od sprawdzenia wpªywu usta-
wie« pocz¡tkowych przy sterowaniach w postaci η(t) = (0, 0, 2, 0, 2)T , czyli obu póª-
sferach wprawionych w ruch wirowy z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡. Zgodnie z oczekiwaniami,
gdy wychylenie θ1 = θ2 6= 0 robot poruszaª si¦ wzdªu» osi Y. Przy ustaleniu k¡tów
φ1 = φ2 6= 0 ±lad staje si¦ lini¡ prost¡, a robot nie zmienia swojej orientacji. Dla
φ1 6= φ2 robot je¹dzi po okr¦gu. Je±li pr¦dko±ci wirowa« s¡ takie same oraz θ1 = θ2
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Rysunek 5.3 �lad ruchu robota. Badanie wpªywu cyklicznych zmian k¡ta na poªo»enie.
Sterowanie nieobejmuj¡ce ψ2.

Rysunek 5.4 �lad ruchu robota. Badanie wpªywu cyklicznych zmian k¡ta wychylenia na
poªo»enie. Sterowanie nie obejmuj¡ce ψ2

Rysunek 5.5 K¡t wychylenia, oraz pr¦dko±¢ liniowa ±rodka robota. Badanie wpªywu
cyklicznych zmian k¡ta wychylenia na poªo»enie. Sterowanie nieobejmuj¡ce ψ2
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Rysunek 5.6 K¡ty φ przekraczaj¡cy dozwolone warto±ci

Rysunek 5.7 �lad ruchu robota. Sterowanie nieobejmuj¡ce φ2

automatycznie wyliczana pr¦dko±¢ φ̇2 równa si¦ 0, a k¡t φ2 pozostaje niezmienny. Jed-
nak»e, gdy tylko k¡ty θi przyjmowaªy ró»ne warto±ci automatycznie wyliczana pr¦dko±¢
φ̇2 byªa ró»na od zera i staªego znaku, co w krótkim czasie prowadziªo do przekrocze-
nia ogranicze« wychylenia. Przykªadowo wybieraj¡c q(0) = (0, 0.1, 0, 0, 0.1, 0, 0, 0.2, 0)T ,
zgodnie z (3.21) pr¦dko±¢ φ̇2 = 0 + sin (0.1) · 2 − sin (0.2) · 2 ≈ −0.2, a co za tym idzie
φ2(t) =

∫
(φ̇2(t))dt = −0.2t, czyli ju» po 8s k¡t przekracza −π

2 (zobacz rysunek 5.6). Wi-
da¢ wi¦c, ze rezygnacja z bezpo±redniego sterowania k¡tem φ2 mimo i» pozwala unikn¡¢
dzielenia przez zero przysparza innych problemów. Zgodnie z (3.21) pr¦dko±¢ φ̇2 zale»y
od wielu zmiennych (φ̇2 ∼ f(η1, θ1, η3, θ2, η5)) trudno jest wi¦c zachowa¢ kontrol¦ nad jej
warto±ci¡, a co za tym idzie samym wychyleniem φ2. W kolejnym kroku sprawdzono re-
akcj¦ ukªadu na cykliczne zmiany sterowa«. �lad otrzymany dla warunków pocz¡tkowych
q(0) = (0, 0.1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T oraz sterowa« η(t) = (0.05 sin t

10 , 0, 2, 0, 2)
T przedstawiono

na rysunku 5.7. Obserwujemy cykliczne wychylanie si¦ robota w osi Y. Podobnie jak k¡t,
cyklicznie zmienia si¦ tak»e pr¦dko±¢ post¦powa (rysunek 5.8). K¡t φ2 w celu unikni¦-
cia po±lizgów przyjmuje takie same warto±ci jak sterowany bezpo±rednio k¡t φ1 (zobacz
rysunek 5.8).

5.2 Model uproszczony

W modelu uproszczonym przyj¦to podobnie jak dla modelu peªnego l = 0.1m. Je±li nie
napisano inaczej promienie w chwili zero przyj¦to jako r1 = r2 = 0.02m natomiast stero-
wania im odpowiadaj¡ce maj¡ warto±ci zero.
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Rysunek 5.8 Pr¦dko±¢ post¦powa oraz k¡ty φ. Sterowanie nieobejmuj¡ce φ2

Rysunek 5.9 �lad ruchu robota. Model uproszczony

5.2.1 Sterowanie dwoma skr¦ceniami i jednym wirowaniem

Ponownie testy zaczniemy od wprawienia pierwszego koªa w ruch obrotowy(η(t) = (0, 10, 0)T )
i sprawdzenia wpªywu ustawie« pocz¡tkowych na trajektori¦. Gdy oba k¡ty skr¦ceni s¡
równe, ale ró»ne od zera ±lad ruchu robota jest lini¡ prost¡, a pr¦dko±¢ obrotowa drugiego
koªa jest taka sama jak pierwszego. Gdy θu1 6= θu2 robot mo»e porusza¢ si¦ po okr¦gu.
W zale»no±ci, czy drugie koªo jest od wewn¡trz czy od zewn¡trz jego pr¦dko±¢ obroto-
wa odpowiednio si¦ zmniejsza lub zwi¦ksza. Przykªadowo, dla warunków pocz¡tkowych
q(0) = (0, 0.1, 0, 0.1, 0, 0.2, 0)T otrzymujemy trajektorie przedstawion¡ na rysunku 5.9, a
pr¦dko±¢ φ̇u2 ≈ 5.429.

Przyjmijmy teraz sterowanie w postaci η(t) = (−0.03 sin( t5), 1, 0)
T oraz warunki po-

cz¡tkowe q(0) = (0, 0.1, 0, 0.4, 0, 0.4, 0)T . �lad ruchu przedstawiono na rysunku (5.10),
natomiast na rysunku 5.11 mo»emy zaobserwowa¢ zmiany pr¦dko±ci obrotowej drugiego
koªa przy zmianach k¡ta skr¦cenia.

Jak opisano w rozdziale 4.3 sterowanie pr¦dko±ci¡ koªa przy staªym promieniu mo»e
zosta¢ zast¡pione poprzez sterowanie zmian¡ jego promienia przy staªej pr¦dko±ci obro-

towej. Przyjmijmy warunki pocz¡tkowe jako q(0) =
(
0, 0.1, 0, π4 , 0,

π
4 , 0

)T
oraz sterowanie

tylko pr¦dko±ci¡ obrotow¡ φ̇u1 takie jak na wykresie 5.12 (pr¦dko±¢ φ̇u2 przyjmuje takie
same warto±ci, poniewa» promienie i k¡ty θui s¡ takie same). W efekcie otrzymujemy tra-
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Rysunek 5.10 �lad ruchu robota. Model uproszczony

Rysunek 5.11 Skr¦cenie oraz pr¦dko±¢ obrotowa kóª. Model uproszczony
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Rysunek 5.12 Pr¦dko±¢ obrotowa kóª w modelu uproszczonym

Rysunek 5.13 �lad ruchu robota. Model uproszczony

jektori¦ jak pokazano na rysunku 5.13, oraz pr¦dko±¢ post¦pow¡ robota jak na rysunku
5.14. Nast¦pnie przyj¦to staª¡ pr¦dko±¢ obrotow¡ φ̇u1 = 10 oraz wyliczono r(t) = φ̇1·0.02

10 .
Otrzymany ±lad oraz pr¦dko±¢ post¦powa byªy takie same jak wcze±niej, co wskazuje na
równowa»no±¢ tych sterowa«.

5.2.2 Przypadek specjalny. K¡ty θu1 = θu2 = θ

Jedn¡ z podstawowych zalet modelu 4.21 jest eliminacja wyst¦puj¡cego w modelu 4.18
dzielenia przez sin θ co umo»liwia przechodzenie k¡tami skr¦cenia przez 0. Przykªado-
wo ustalmy warunki pocz¡tkowe jako q(0) = (0, 0.1, 0,−1, 0, 0)T oraz sterowania jako

η(t) =
(
0.1 sin t

10 , 1
)T

, ±lad ruchu robota przedstawiono na rysunku 5.15. Robot porusza
si¦ wzdªu» osi X �oscyluj¡c� wokóª niej. Jak wspomniano przy okazji wyprowadzania mo-
delu, w przypadku gdy sin θ 6= 0, robot nie jest w stanie zmieni¢ swojej orientacji, jednak
gdy k¡t θ osi¡gnie 0 pojawia si¦ dodatkowe sterowanie. W takiej sytuacji mo»emy nieza-
le»nie sterowa¢ pr¦dko±ci¡ obrotow¡ obu kóª, co sprawia »e robot mo»e porusza¢ si¦ po
okr¦gach, tym samym zmieniaj¡c swoj¡ orientacj¦. Przykªadowo przyjmuj¡c sterowanie
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Rysunek 5.14 Pr¦dko±¢ post¦powa robota. Model uproszczony

Rysunek 5.15 �lad ruchu robota. Przypadek specjalny modelu uproszczonego

w postaci η(t) = (0, 1, 2)1 robot porusza si¦ po okr¦gu (rys 5.16) a jego orientacja ulega
zmianie.

5.3 Przeniesienie sterowa« z modelu uproszczonego do

peªnego

W podrozdziale 4.1 pokazano, »e póªsfer¦ mo»na zast¡pi¢ koªem skr¦tnym o zmiennym
promieniu oraz, »e taka transformacja jest odwracalna. Obecnie zilustrujemy wyniki otrzy-
mywane w efekcie u»ycia trajektorii ruchu modelu uproszczonego do wyznaczenia sterowa«
modelu peªnego, co b¦dziemy nazywa¢ przeniesieniem sterowa«. Aby przenie±¢ sterowa-
nie, wybieramy warunki pocz¡tkowe i sterowania dla modelu uproszczonego i wyliczamy
jego trajektori¦ ruchu. Nast¦pnie, korzystaj¡c ze wzorów 4.5, 4.6 wyliczmy trajektori¦ dla
modelu peªnego i zadajemy jej pochodn¡ jako sterowanie dla modelu peªnego.

Dla ilustracji jako model peªny wybrano ten z bezpo±rednim sterowaniem wirowa-
niami i trzema wychyleniami (rozdziaª 3.5.2). Podobnie jak poprzednio, promie« póªs-
fery przyj¦to jako R = 0.03m a dªugo±¢ l = 0.1m. W pierwszej kolejno±ci wprawiono
model uproszczony w ruch po linii prostej. W tym celu ustawiono warunki pocz¡tkowe

q(0) =
(
0, 0.1, 0, π4 , 0,

π
4 , 0.02, 0.02

)T
, a sterowania przyj¦to w postaci η(t) = (0, 1, 0, 0, 0)T .

Otrzymany ±lad dla modelu uproszczonego i peªnego przedstawiono na rysunku 5.17. Jak
wida¢ ±lady s¡ identyczne. Nast¦pnie zmieniono sterowanie tak, aby robot zatrzymywaª si¦
i ruszaª (η(t) = (0, 5 sin t+ 5, 0, 0, 0)T ). Po przeniesieniu sterowa« oba modele zachowywa-
ªy si¦ tak samo, jednak zmiana pr¦dko±ci post¦powej dla peªnego modelu byªa realizowana
poprzez zmian¦ pr¦dko±ci wirowania. Nast¦pnie zgodnie z zasad¡ opisan¡ w rozdziale 4.3
zmieniono sterowania tak, aby pr¦dko±¢ post¦powa byªa staªa i wynosiªa Vd = 10, a zmia-

1Nale»y zauwa»y¢, »e w tym przypadku, by zachowa¢ niezale»ne sterowanie pr¦dko±ciami obrotowymi

kóª pierwsza skªadowa sterowania musi by¢ równa zero.
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Rysunek 5.16 �lad ruchu robota. Przypadek specjalny modelu uproszczonego. Niezale»ne
sterowanie pr¦dko±ci¡ kóª.
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Rysunek 5.17 �lad ruchu robota. Przeniesienie sterowa«

na pr¦dko±ci byªa realizowana przez zmian¦ promienia kóª zast¦pczych. �lady robotów
przedstawiono na rysunku 5.18 (liniami przerywanymi oznaczono ±lad modelu uproszczo-
nego). Jak wida¢ model peªny �buja si¦� wokóª ±ladu modelu uproszczonego. Dzieje si¦
tak poniewa» zmiana promienia koªa zast¦pczego powoduj¦ zmian¦ wychyle« wiruj¡cej
póªsfery które z kolei wpªywaj¡ na pozycj¦ robota. Gdy zwi¦ksza si¦ pr¦dko±¢ Vd ró»nice
staj¡ si¦ coraz mniej widoczne.

Ustawmy teraz warunki pocz¡tkowe q(0) = (0, 0.1, 0, 0.1, 0, 0.1, 0.02, 0.02)T i sterowa-
nia η(t) = (0.5, 10, 0.5, 0, 0)T , co odpowiada ci¡gªemu skr¦caniu kóª w jedn¡ stron¦. Po
przeniesieniu sterowa« mo»emy zaobserwowa¢, i» ±lady nie pokrywaj¡ si¦ (rysunek 5.19).
Wynika to z faktu, »e model uproszczony nie uwzgl¦dnia zmiany pozycji robota wraz ze
zmian¡ k¡ta skr¦cenia.

Jak wspomniano na pocz¡tku tego podrozdziaªu, do ilustracji wykorzystano model
peªny z bezpo±rednim sterowaniem wirowaniami i trzema wychyleniami. Podobnie post¦-
puj¡c, sterowania mo»na równie» przenie± na model z bezpo±rednim sterowaniem jednym
wirowaniem i czterema wychyleniami. W wi¦kszo±ci przypadków modele zachowuj¡ si¦
identycznie (wszystkie omówione wcze±niej przypadki) � czasem jednak pojawiaj¡ si¦
drobne ró»nice. Przyjmijmy sterowanie w postaci η(t) = (−0.03 sin( t5), 1, 0, 0, 0)

T oraz
warunki pocz¡tkowe q(0) = (0, 0.1, 0, 0.4, 0, 0.4, 0, 0.02, 0.02)T . Otrzymany dla nich ±lad
ruchu dla pierwszego modelu przedstawiono na rysunku (5.20). Mo»emy zauwa»y¢, »e
w tym przypadku model peªny zostaje w tyle wzgl¦dem modelu uproszczonego. Nato-
miast gdy te sterowania zostaªy przeniesione na drugi model, ±lady modelu uproszonego
i peªnego pokrywaªy si¦.
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Rysunek 5.18 �lad ruchu robota. Przeniesienie sterowa«. Staªa pr¦dko±ci wirowania
póªsfer

Rysunek 5.19 �lad ruchu robota. Przeniesienie sterowa«
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Rysunek 5.20 �lad ruchu robota. Przeniesienie sterowa«. Badania ró»nic mi¦dzy modelem
uproszczonym a peªnym



Rozdziaª 6

Podsumowanie

Celem pracy byªo wyprowadzenie modelu kinematyki robota nap¦dzanego dwiema póªs-
ferami oraz jego uproszczonej wersji z dwoma koªami skr¦tnymi, przeprowadzenie bada«
symulacyjnych wpªywu sterowa« i warunków pocz¡tkowych na otrzymywane trajektorie
oraz porównanie zachowa« obu modeli poprzez przeniesienie sterowa« z modelu uprosz-
czonego na peªny. Wszystkie cele zostaªy zrealizowane.

Przeprowadzono liczne symulacje w celu zrozumienia zachowania robota oraz wpªywu
sterowa« na otrzymywane trajektorie. Porównuj¡c dwa warianty modelu peªnego (bez-
po±rednie sterowanie wychyleniami i jednym wirowaniem, oraz bezpo±rednie sterowanie
wirowaniami i trzema wychyleniami) pokazali±my zalety i wady ka»dego z nich. W pierw-
szym przypadku w modelu pojawiaj¡ si¦ dzielenia przez sin θ2 co sprawia »e nie mo»emy
sterowa¢ w ka»dym punkcie. Dla drugiego przypadku, gdzie k¡t φ2 byª wyliczany auto-
matycznie mogªo doj±¢ do sytuacji gdy przekraczaª on dopuszczalne warto±ci.

Wyprowadzenie modelu uproszczonego i badanie jego zachowa« umo»liwiªo jeszcze
lepsze zrozumienie zachowa« robotów. Przy okazji wyprowadzania przypadku specjalnego
dla modelu uproszczonego pokazano, »e przy okre±lonych warunkach pojawia si¦ dodatko-
we sterowanie. Na ko«cu pokazano i» mimo »e w modelu uproszczonym nie uwzgl¦dniono
wszystkich wªa±ciwo±ci modelu peªnego zachowuje si¦ on bardzo podobnie i mo»liwe jest
przeniesienie sterowa« z modelu uproszczonego na peªny. Daje to mo»liwo±¢ sterowania
skomplikowanym robotem nap¦dzanym dwoma póªsferami, tak jakby byª to bardziej in-
tuicyjny robot z dwoma koªami skr¦tnymi.

W przyszªo±ci nale»y sprawdzi¢ teoretyczne eksperymenty z tej pracy na �zycznym
modelu i porówna¢ otrzymywane wyniki. Nale»y tak»e rozbudowa¢ model o dynamik¦
robota. W szczególno±ci ruch obrotowy póªsfer mo»e mie¢ znacz¡cy wpªyw na zachowa-
nie robota. Kolejnym zadaniem do wykonania jest zaproponowania sterownika zarówno
kinematycznego jak i dynamicznego oraz wykonanie odpowiednich symulacji.





Dodatek A

Galeria

Poniewa» niektóre otrzymywane ±lady ruchu robota byªy niezwykle artystyczne i wpra-
wiaªy nas w zdumienie zdecydowali±my si¦ pokaza¢ co ciekawsze ku uciesze czytelnika.
�lad który najbardziej przypadª nam do gustu i byª inspiracj¡ do dalszego poszukiwa-
nia przedstawiono na rysunku A.1. Niestety warunki pocz¡tkowe i sterowania nie zostaªy
zachowane.
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Rysunek A.1 Jeden z najªadniejszych ±ladów ruchu robota. Niestety warunki pocz¡tkowe
i sterowania nie zostaªy zachowane
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Rysunek A.2 q(0) = (0, 0.1, 0, 0.4, 0, 0, 0.1, 0, 0)T , η(t) = (0.05 sin( t10), 0, 2, 0, 2)
T

Rysunek A.3 q(0) = (0, 0.1, 0, 0.5, 0, 0,−0.1, 0, 0)T , η(t) = (−0.02 sin( t10), 0, 2, 0, 2)
T
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Rysunek A.4 q(0) = (0, 0.1, 0, 0.35, 0, 0, 0.25, 0, 0)T , η(t) = (−0.04 sin t
10 , 0, 2, 0, 2)

T

Rysunek A.5 q(0) = (0, 0.1, 0, 0.35, 0, 0, 0.25, 0, 0)T , η(t) =
(−0.02 sin t

10 , 0.05 sin
t
10 , 2, 0.05 sin

t
10 , 2)

T
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Rysunek A.6 q(0) = (0, 0.1, 0, 0,−0.2, 0, 0.9,−0.2, 0)T , η(t) = (0.04 sin t8 , 0, 2, 0, 2)
T

Rysunek A.7 q(0) = (0, 0.1, 0, 0.15,−0.3, 0, 0.25,−0.3, 0)T , η(t) =
(−0.03 sin t

10 , 0.01 sin
t
10 , 2, 0.01 sin

t
10 , 2)

T
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