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Rozdziat 1

Wprowadzenie

Przedmiotem niniejszej pracy jest robot mobilny napedzany wirujacymi polsferami (ang.
HOG wheel [1]). Pierwsze wzmianki o pojazdach tego typu pochodza z lat 30. poprzed-
niego stulecia. Naped HOG byl wowczas przedstawiany jako naped przysztosci, lepsza
alternatywa dla pojazdéw kotowych i rzeczywiscie w teorii ma wiele przewag. Podczas
gdy standardowe pojazdy kotowe (samochdd, rower) przy starcie musza za kazdym razem
na nowo rozpedzi¢ kota, tak w napedzie typu HOG poétsfera, na ktorej porusza sie pojazd,
nigdy nie przestaje wirowa¢. Jest ona wiec swego rodzaju magazynem energii. Naped ten
zaktada ze w trakcie postoju poélsfera stoi pionowo, a aby wprawi¢ pojazd w ruch nalezy
wychyli¢ polsfere. Juz mate wychylenia od pionu znaczaco zwiekszaja predkosé postepo-
wa. Kolejnag zalety jest zwrotnos$¢. Polsfera jest w stanie pojecha¢ w dowolnym kierunku
i bardzo szybko zmienia¢ swoja orientacje. Mimo tak wielu zalet naped ten nie stal sie
popularny. Przez wiele lat nie byly badane pelne mozliwosci napedu, ani nie powstat za-
den prototyp. Jednym z powodow takiego stanu rzeczy jest skomplikowana konstrukcja
mechaniczna. Ponadto sterowanie tego typu pojazdem jest trudne i nieintuicyjne. obec-
nie, prawie po 100 latach wzrasta zainteresowanie konstrukcjami tego typu. Powstaja
pierwsze prototypy, ktorych zachowanie nie zawsze jest przewidywalne. Stad pojawia sie
potrzeba badan symulacyjnych, ktore pozwola przewidzie¢ zachowanie robota oraz zbadac
jego reakcje na réoznego rodzaju sterowania. Naprzeciw tym potrzebom wychodzi niniejsza
praca.

Celem pracy jest wyprowadzenie modelu kinematyki robota poruszajacego sie na
dwoch potsferach przy zalozeniu braku poslizgéw. Wyprowadzony zostanie dodatkowo
model uproszczony robota z dwoma kotami skretnymi. Nastepnie oba modele zostana
poddane analizie wiasnosci 1 poréwnane.

Uklad pracy jest nastepujacy. W rozdziale 2 przedstawiliémy ogdlny sposob opisu ki-
nematyki robota mobilnego. W rozdziale 3 opisaliSmy konstrukcje i model analizowanego
robota. Pokazali§my rownowaznos$¢ wirujacej potsfery ze skretnym kotem o zmiennym pro-
mieniu (sekcja 4.1), co pozwolito na zastapienie polsfer takimi kotami i wyprowadzenie
uproszczonego modelu robota (rozdzial 4). W dalszej czesci przedstawilismy wyniki ba-
dan symulacyjnych pokazujace wptyw sterowan i warunkow poczatkowych na zachowanie
robota i otrzymywane trajektorie (rozdziat 5). Praca zostala podsumowana w rozdziale 6.






Rozdziat 2

Opis matematyczny robota mobilnego

Wyprowadzenie modelu matematycznego robota rozpoczyna sie od wyboru odpowiednie-
go wektora wspolrzednych uogélnionych ¢(t) € R™ oraz predkosci ¢(t) € R™ [1]. Ruch
kotowych robotéw mobilnych podlega ograniczeniom predko$ciowym, co uniemozliwia im
obranie dowolnej trajektorii ruchu i zmniejsza liczbe dostepnych sterowan. Ograniczenia
te wynikaja z przyjmowanego zalozenia o braku poslizgdéw. Zazwycza] jest to zatozenie o
braku poslizgu wzdtuznego oraz poprzecznego kota. Wynikajace z niego réwnania ograni-
czen zapisujemy w postaci Pfaffa

A(g)g =0, (2.1)

gdzie A(q) € R™™ — macierz ograniczeii. Liczba ograniczen [ réwna jest rzedowi macierzy
A(q), a liczba sterowann m = n — [. Majac zdefiniowane ograniczenia mozemy przedstawié
model w postaci bezdryfowego ukladu sterowania postaci

q = G(g)n, (2.2)

gdzie n € R™ — wektor predkosci pomocniczych (sterowan) a G(q) € R™™ — macierz
sterowan. Macierz G(q) sktada sie z wektorow nalezacych do jadra macierzy A(q) i moze
by¢ wyliczona z réwnania

A(q)G(q) = 0. (2.3)






Rozdzial 3

Konstrukcja 1 model robota
napedzanego dwiema polsferami

3.1 Konstrukcja robota

Uktad sklada sie z dwoch wirujacych potsfer o promieniu R o $rodkach oddalonych o 21.
Kazda polsfera moze obraca¢ sie niezaleznie wokol 3 osi (zobacz rysunek 3.1). Podobne
podejscie pokazano w pracy [2|. Polsfera moze by¢ wychylana wokot osi taczacej rodki
polsfer oraz osi lezacej w plaszczyznie kota wielkiego sfery i prostopadtej do osi taczacej
srodki potsfer, a takze wirowa¢ wokot swojej osi symetrii. Na rysunku 3.2 pokazano przy-
ktadowa konstrukcje mechaniczng realizujgca model. W przyjetej konstrukeji wychylenie
w 2 osiach jest ograniczone do przedziatu %—Z, 7)> a kat w trzeciej osi moze zmieniac sig
bez ograniczen. W wyprowadzanym modelu kinematyki schemat robota zostal przyjety
jak na rysunku 3.3, a ograniczenia na wychylenie katow nie zostang uwzglednione.

3.2 Wspoblrzedne uogodlnione

Przyjmijmy, ze robot porusza sie w globalnym, kartezjanskim uktadzie odniesienia. Opis
robota rozpoczynamy od wyboru wektora wspotrzednych uogoélnionych, ktore w jedno-
znaczny sposob opisuje potozenie robota w kazdej chwili. Polozenie i orientacja korpusu
robota opisane sa wspolrzednymi x, y, 0y, zas kazda z polsfer trzema katami ¢;, 6;, 1;, ozna-
czajacymi odpowiednio dwa katy wychylenia oraz kat wirowania. Wprowadzone zmienne
pokazano schematycznie na rysunku 3.3. Razem tworza one wektor konfiguracji. Powyzszy
opis nalezy zapisa¢ formalnie w postaci

at) € R, (3.1)
takiej ze
q = (2, y,00, 1,01, 01, ¢z, 02, 02) " (3.2)
3.3 Przeksztalcenia ukladéw wspolrzednych
Aby ulatwi¢ opis robota zdefiniujmy pomocnicze uktady odniesienia. Pierwszymi z nich

beda, przedstawione na rysunku 3.4, uktady nazwane uktadami mocowania. Ich poczat-
ki sg umieszczone w punktach mocowan poszczegolnych poélsfer. Punktem mocowania
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Rysunek 3.1 Model robota napedzanego dwiema potsferami

nazywamy $rodek kota wielkiego sfery. Transformacje z uktadu globalnego do uktadu mo-
cowania maja postac

AMY = Trans(X, z)Trans(Y,y), Trans(Z, R)Rot(Z, 6y), (3.3)
AY? = Trans(X,z)Trans(Y,y), Trans(Z, R)Rot(Z,0)Trans(Y, —21), (3.4)

gdzie x,y — polozenie robota, 6, — jego orientacja.

Nastepnie dla kazdej z polsfer definiujmy uktad przegubu, taki ze ptaszczyzna XY tego
uktadu zawiera ptaszczyzne kota wielkiego potsfery a o$ Z pokrywa sie z jej osia symetrii
(zobacz rysunek 3.5). Przeksztalcenie z uktadu mocowania do uktadu przegubu dla obu
potsfer wyglada tak samo i ma postac

Al = Rot(X, ¢;)Rot(Y, 6;), (3.5)

gdzie ¢; — kat obrotu wokol osi taczacej potsfery, a 6, — kat obrotu wokoét osi lezacej w
potplaszcezyznie kota wielkiego i prostopadtlej do osi taczacej srodki potsfer, i =1, 2.

Ostatnimi uktadami beda uktady polsfer powstale poprzez obrot uktadow przegubow
wokot ich osi Z (zobacz rysunek 3.6). Transformacja z uktadu przegubu do uktadu potsfery
ma wiec postac

ARl = Rot(Z,v;), (3.6)
gdzie 1); — skrecenie potsfery.

3.4 Ograniczenia nieholonomiczne

Zdefiniujmy teraz ograniczenia jakim poddany jest robot. Punkt kontaktu poétsfery z pod-
tozem przemieszcza sie po potsferze. Aby nie dochodzito do poslizgéw predkosé tego prze-
mieszczania musi by¢ taka sama jak predko$¢ postepowa punktu mocowania kazdej pol-
sfery. Sposob uwzglednienia tego faktu dla obu polsfer jest identyczny, jedyna roznice
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Rysunek 3.2 Konstrukcja robota napedzanego dwiema poélsferami



10 3. Konstrukcja i model robota napedzanego dwiema polsferami
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Rysunek 3.3 Wspoélrzedne konfiguracyjne robota

stanowi wyrazone w uktadzie globalnym potozenie punktu mocowania. Zauwazmy, ze dla
kazdej potsfery punkt kontaktu Pk, w jej ukladzie mocowania ma wspolrzedne

0
Pli=( 0 |. (3.7)
R

Potozenie tego punktu w uktadzie poétsfery jest dane jako

R(cos ¢y cos 1y sin 0 — sin ¢ sin v )
P[I((‘ = (AﬂAg)_legi = | —R(cosp;sinyy + costpysinby siney) | . (3.8)
— R cos # cos ¢

Roézniczkujac po czasie powyzsze wyrazenie otrzymamy predkosé, ktora wyrazona w ukla-
dzie mocowania ma postaé

_ . R(6; cos ¢1 — 1&1_ cos 0 sin ¢1)
Py = (AyAR) PR = —R(¢1 + 1y sin6y) . (3.9)
0

Kolejno podobne transformacje stosujemy do punktéw mocowania, ktorych wspotrzed-
ne w uktadach mocowania wynosza

0
pPyi=101, (3.10)
0

a w uktadzie globalnym dla punktu mocowania pierwszej potsfery
x

PG =AP =]y |, (3.11)
R
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Rysunek 3.4 Pomocnicze uktady mocowania potsfer

Rysunek 3.5 Transformacja do uktadu przegubu, widok prostopadtly i réwnolegly do osi
robota

i odpowiednio dla drugiej

x + 2l sin 6,
Py =AY Py =| y—2lcosty |. (3.12)
R

Stad predkosci tych punktéow wyrazone w odpowiadajacych ukladach mocowania maja
posta¢ odpowiednio

) ' Z cos 6y + ysin Oy
Py = (AS") ' Py, = | gcosb —@sinby |, (3.13)
0

‘ ‘ Z cos by + ysinby + 2190
1[)]\]\4422 = (Ag2)_1P]\G42 = 1 cos Oy — @ sin By . (3.14)
0
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NV

Rysunek 3.6 Transformacja do ukladu potsfery, widok prostopadty do osi robota

Porownujac predkosci (3.9) i (3.13) otrzymujemy dwa rownania ograniczen nieholonomicz-
nych wynikajace z braku poslizgéw pierwszej potsfery

{ R(él cos ¢y — 1y cos by sin ¢1) = @ cos Oy + 7 sin by (3.15)

—R(q'ﬁl + 9y sin 01) = ycos by — & sin by

Analogiczne poréwnanie (3.9) z (3.14) dla drugiej potsfery prowadzi do dwoch kolejnych
ograniczen w postaci

R(ég cos ¢1 — @/}2 cos 03 sin ¢y) = & cos by + 2000 + ¥ sin B, (3.16)
—R(¢g + 1y sinby) = g cos by — & sin by ' )
Sumarycznie ograniczenia (3.15), (3.16) mozna zapisa¢ w postaci Pfaffa (2.1) jako
T
v
to
—Coy  — S0, 0 0 RC¢1 —RCel Sy 0 0 0 (bl
S6, —Cy, 0 —R 0 —R891 0 0 0 0 —0
—Co, —S6, -2 0 0 0 0 RC¢2 —R0928¢2 Q/-jl -
sey —Co, O 0O 0 0 -R 0 —Rsy, -
P2
02
(G
(3.17)

3.5 Bezdryfowy uktad sterowania

Przystepujac do wyznaczenia postaci bezdryfowego uktadu sterowania nalezy podja¢ de-
cyzje o wyborze sterowan. Poniewaz wymiar uogolnionego wektora potozen ¢(t), n =
dim(g(t)) =9, a liczba ograniczen [ = 4 to liczba dost¢pnych sterowari wynosi m =n—1 =
5. Najlepszym rozwigzaniem byloby wybranie sterowan tak, aby odzwierciedlaly fizycznie
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dostepne sterowania. Oznaczaloby to wybranie sterowan wpltywajacych bezposrednio na
predkodci gz.él,él,z/.}l, gz'ég,ég,%. Jednakze dostepna liczba sterowan nie pozwala na doko-
nanie takiego wyboru, zmuszajac nas do rezygnacji ze sterowania jednym z powyzszych
katow. Poniewaz robot jest symetryczny pozostaja 3 mozliwo$ci wyboru sterowania. Jed-
nakze rownanie (2.3) dla przypadku, gdy rezygnujemy z bezposredniego sterowania katem
0;, nie daje rozwigzan. W dalszej czesci rozwazane sa pozostate dwa przypadki.

3.5.1 Bezpos$rednie sterowanie wychyleniami i jednym wirowa-
niem

Po wybraniu jako wejsé¢ sterujacych predkosci gz'Sl, 01, @/}1, QZ.527 05, na podstawie ograniczen
(3.17) oraz rownania (2.3) otrzymujemy macierz sterowan uktadu w postaci

Rsg, Rcgycy,  Rec 0 0
Rey, Rsg,cy, —Rsc 0 0
—R*cotbysy, —R'cy, R'd R*cotbysy, Rfcy,
1 0 0 0 0
Glg) = 0 10 0 0 |, (318

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 0 S0 1t 0

L 892 892 892 i

. o R _ _ _
gdzie R* = 5}, cc = 89,59, — CoyCo, Sy, SC = CoySo; T S60C0,S¢5 d = Co, Sy, — Ot B89, S4,, €O

prowadzi do bezdryfowego uktadu sterowania (2.2) danego jako

@ = Rsgym1 + RepyCoy 2 + R(S6,50, — CoyCor S, )73
y: = RC@OTh + R5906¢1n2 - R<C90891 + 5906925@)773
Oo = R*(— cot Oasg,m — Coumo + (CopSpy — €Ot 028,54, )113 + €Ot O3, + Co,115)

?51 =m
01 =1 (3.19)
?ﬂl =
P2 =
b2 = s

1y = csc (1 + sin O3 — n4)
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3.5.2 Bezposrednie sterowanie wirowaniami i trzema wychylenia-
mi

Po wybraniu jako wej$é sterujacych predkosci ¢1, 01,11, 6o, 1o, na podstawie ograniczen
(3.17) oraz rownania (2.3) otrzymujemy macierz sterowan uktadu w postaci

i RS@O RCQOC¢1 R(S@OSgl — Cg,Co, 8¢>1) 0 0 i
—RCgO RSQOC¢1 —R(090891 - 8900918¢1) 0 0
0 —R*cy, —R*cp, 54, —Rfcy, —R"cy,54,
1 0 0 0 0
Glg)=1] 0 1 0 0 0 . (3.20)

0 0 1 0 0
1 0 S0, 0 —S0;
0 0 0 1 0

.0 0 0 0 1 ]

co prowadzi do bezdryfowego uktadu sterowania (2.2) danego jako

& = Rsgym + RcgyCoyM2 + R(S0,50, — CoyCoy 51 )73
y = —Rcgym + Rsg,co,m2 — R(coy S0, + S0,Co, 591 ) 3
QO - R*(—C¢1772 = C015¢1713 — CpoT)a — 0923¢2775>

@1 =T

01 = : (3.21)
1?1 =11

P2 = 11 + 59,73 — S0,75

O = m4

¢2:W5




Rozdzial 4

Uproszczony model kinematyki robota

W celu lepszego zrozumienia zachowania robota poruszajacego sie na dwoch polsferach
wyprowadzono jego model uproszczony. W modelu uproszczonym zastapiono potsfery
skretnymi kotami o zmiennej $rednicy. Takie podejscie umozliwia lepsze poznanie wplywu
sterowan na trajektorie robota. W dalszej czesci wprowadzimy pojecie kota zastepczego,
wyprowadzimy model uproszczony, a takze pokazemy jakie skutki ma przeniesienie stero-
wan z modelu uproszczonego do pelnego.

4.1 Model kola zastepczego

Warto zauwazy¢, ze w uproszczeniu wirujaca potsfera moze zostaé potraktowana jako
obracajace sie koto! o zmiennym promieniu i z mozliwoécia skrecania. Takie spostrzezenie
pozwala spojrze¢ na robota poruszajgcego sie na dwoch polsferach jako na robota klasy
(1,2), posiadajacego dwa kola skretne o zmiennym promieniu®. Aby moc polaczyé oba
modele ze soba nalezy znalez¢ przeksztalcenia miedzy wspotrzednymi opisujacymi potsfere
a wspolrzednymi opisujacymi koto zastepcze (rysunek 4.1). W pracy [5] zostaty pokazane
zaleznosci miedzy wspotrzednymi poétsfery na wspodtrzednymi kota zastepczego. Zaleznosci
te mozna zapisa¢ w postaci

r= R\/(3052 P(sin?0 — 1) + 1, (4.2)

sin 6

(4.3)

0, = arctan —,
cos @ sin ¢

gdzie r to promien kota, 6, kat jego skrecenia a ¢, kat obrotu. Poniewaz naszym celem
jest przeniesienie sterowan z modelu uproszczonego do petnego wyliczmy przeksztalcenia
odwrotne w postaci

Y=y (4.4)
Vr? — R?\/tan?(6,) + 1
\/—R2 — R?tan?(6,) + r2 tan?(6,) 7

= + arcsin r tan(6.)
=1+ (R \/m) . (4.6)

lw celu ujednolicenia nazewnictwa obracanie si¢ kota bedzie nazywane wirowaniem
2takie uproszczenie modelu nie uwzglednia przemieszczania sie korpusu robota wynikajacego z pochy-
lania polsfer, ale pozostate cechy modelu zostaja zachowane.

(4.5)

¢ = + arccos (
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Rysunek 4.1 Model kota zastepczego

T T

Znak wyrazen (4.5), (4.6) jest zalezny od wartosci kata 6, (plus dla 6, € (—57 5), minus

2
robota, aby jego trajektoria nasladowata trajektorie tatwiejszego do sterowania modelu

uproszczonego. Oczywiscie trajektoria nigdy nie bedzie oddana idealnie poniewaz model
uproszczony pomija niektore zjawiska. Jednakze ogolny wyglad sladu robota powinien
zosta¢ zachowany.

Podobnie jak w przypadku modelu pelnego i tu za polozenie robota (x,y) przyjmu-
jemy polozenie srodka jednego z kot (rysunek 4.2). Wektor wspohrzednych uogélnionych
wybieramy w postaci

dla 0, € (g,w) U (—7r, —Z1). Powyzsze rownania umozliwia zadanie takich sterowan dla

Q(t) = (xay>0076u17¢u179u27¢u27r1>T2)T, (47)

gdzie x,y — potozenie robota, 6y — jego orientacja, 0,1, 0,2 — kat skrecenia kot, ¢,1, puo —
kat ich obrotu, 71,7y — promienie kot.

4.2 Ograniczenia nieholonomiczne

Potozenie kota pierwszego jest takie samo jak polozenie catego robota

{ ner (4.8)

n=y

a jego predkosé wynosi

St'l = iIZ'
. .o 4.9
{ YB1=Y (4.9)

Stad ograniczenia wynikajace z braku poslizgu poprzecznego tego kota przyjmuja postacé
& sin (0p + 6y1) — Y cos (0p + 6,1) = 0, (4.10)

za$ brak poslizgu wzdluznego

i cos (0g + Ou1) + §sin (6 + 0u1) — 11wy = 0, (4.11)
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Y a

Rysunek 4.2 Model uproszczony — robot dwukotowy. Wspoélrzedne konfiguracyjne

gdzie ry to promienr kota pierwszego.
Analogicznie, polozenie kota drugiego

To9 = x + 2{sin b,
{ Yo =y — 2l cos by ’ (4.12)
i jego predkosé
$2:$+2lC089000 (4 13)
3}2 = y + 2[ sin 0090 '
Ograniczenia wynikajace z braku poslizgu poprzecznego przyjmuje teraz postaé
g sin (By + Ouz) — 9 cos By + Ouz) + 20 sin (0,2)60) = 0, (4.14)
za$ wzdtuznego
i cos (Bg + Ou1) + 7sin (B + 0u1) + 20 cos (Au2)00 — raduz = 0, (4.15)

gdzie ry to promien kota drugiego. Otrzymane ograniczenia mozna zapisa¢ w postaci Pfaffa
(2.1) jako

T
Y
S0ul _COU1 0 0 0 0 0 00 90
Cour  Soul 0O 0 —-r, 0 0 00 . B
Souz —Cou2 2s,o 0 0 0 0 0 0 Zul =0, (4.16)
Cou2 30U2 2lCu2 0 0 0 —7T9 00 éul
u2
¢u2

gdzie s,1 = sin (0 + 0u1), cour = €08 (0o + 0u1), Souz = sin (6y + u2), couz = cos (6 + bu2),
Su2 = sin 0u27 Cy2 = COS eug.
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4.3 Bezdryfowy uklad sterowania

Poniewaz wymiar uogblnionego wektora polozen ¢(t) n = dim(q(t)) = 9 a liczba ogra-
niczen | = 4 to liczba dostepnych sterowan wynosi m = n — [ = 5. Przyjmujac, ze
dwa z tych sterowan beda okreslaty zmiane promienie kot, podobnie jak w modelu pel-
nym mamy do czynienia z niedoborem jednego sterowania wzgledem fizycznie dostepnych
(0u1, Ouo, Put, Pu2). Dla przypadku, w ktorym rezygnujemy z bezposredniego sterowania
skreceniem kota (zaréwno pierwszego jak i drugiego) rownanie (2.3) nie ma rozwiazar.
Musimy zatem przyja¢ bezposrednie sterowanie dwoma skreceniami i jedna predkoscia
obrotowa, pozwalajac aby druga predkos¢ (¢u2) byla wyliczana automatycznie. Przy ta-
kich zalozeniach oraz ograniczeniach (4.16) mozemy wyliczy¢ macierz sterowania (2.3) w
postaci

0 COS (90 + Qul)rl 0 0O
0 sin (60 + Gul)rl 0 00
0 csc(fuz)sin (B —Ou2)5r 0 0 0
1 0 0 0 O
Glg)=| 0 1 000/, (4.17)
0 0 1 00
0 csc (fy2) sin 9u1% 0 00
0 0 010
| 0 0 00 1]
oraz uklad sterowania (2.2) w postaci
& = cos (0 + Ou1)r1m2
y = sin (Bo + Ou1)rime
‘?0 = ¢sC (Ouz) sin (1 — Ouz) 5512
Qul =
Pur = 12 : (4.18)
e_uQ =13
Guz = ¢ (0y2) sin Oy %772
T1 =14
T2 =15

Warto zauwazy¢, ze zgodnie z otrzymanym modelem zar6wno sterowanie predkoscia
wirowania kota jak i jego promieniem ma wplyw na jego predkosé¢ postepowa. Stad takie
same trajektorie ruchu mozna osiggnaé¢ poprzez zmiane predkoSci obrotowej przy nie-
zmiennym promieniu oraz poprzez zmiane promienia i pozostawienie stalej predkosci wi-
rowania. Predkos¢ postepowa kota jest iloczynem predkos$ci wirowania i promienia. 7
tego powodu pierwszy przypadek jest bardziej intuicyjny, gdyz sterowanie bezpos$rednio
wplywa na predko$¢ postepowa i umozliwia natychmiastows jej zmiane. Jednakze przy
przenoszeniu sterowan z modelu uproszczonego do petlnego predkos¢ wirowania kota od-
powiada predkosci wirowania potsfery i wskazane jest, aby byta niezmienna, a zwalnianie
i przyspieszanie bylo realizowane poprzez zmiane promienia. Przyjmijmy sterowanie pred-
koscig wirowania ¢y (t) = ¢a(t) oraz r;(t) = ro, gdzie dq(t) — zadana funkcja, ro — zadany
(staly) promieni kola. Takie sterowanie mozna przeksztalci¢ do zadania stalej predkosci

] Pa(t)-ro

wirowania ¢, = const oraz zmiennego promienia r(t) = R ktore po zrozniczkowaniu
ul

po czasie pozwolg wyliczy¢ sterowanie promieniem 7(t).
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Y A

Rysunek 4.3 Przypadek specjalny modelu uproszczonego

4.4 Przypadek specjalny

W celu lepszego zrozumienia reakcji robota na sterowania wyprowadzony zostal dodat-
kowo model, w ktorym 6,; = 60,5 = 60, a takze r; = ro = r (rysunek 4.3). Ponadto
przyjmujemy state wartosci r co redukuje wektor wspoétrzednych uogédlnionych do 6 ele-
mentowego q = (z,y, 0o, 0, du1, du2)’ . Macierz ograniczen przyjmuje wowczas postaé

T
sin (6 +60) —cos(6y + 0) 0 0 0 0 Y
cos (fg +6)  sin (6 + 6) 0 —r 0 0 0o | _ 0 (4.19)
sin (6 +60) —cos(6p+6) 2lsinf 0 0 0O 0 | '
cos(6p+60) sin(@p+6) 2lcosd 0 0 —r but
¢u2
a macierz sterowan (przy 6 # 0)
[0 7cos(6y+0) ]
0 rsin(6y+0)
0 0
G(t) = ] 0 : (4.20)
0 1
L 0 1 1
co daje uktad sterowania w postaci
& =rcos (0y + 0)ne
y = rsin (6o + )
80 — 0
: 4.21
¢u1 =M ( )
Quz =112
Guz = 12
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Z otrzymanego uktadu sterowania widaé¢, ze robot w trakcie ruchu nie jest w stanie
zmienia¢ swojej orientacji a predkosci obrotowe obu kot sa takie same. Interesujaca sy-
tuacja ma miejsce, gdy kat 6 osiagnie zero. W takim przypadku macierz ograniczen
(4.19) nie ma pelnego rzedu a wiersz 1 i 3 sa identyczne. To powoduje pojawienie sie
dodatkowego sterowania 713 i odpowiadajacej mu kolumny w macierzy sterowarn (4.20)
g3 = (0,0, 3,0, 0)7 a sterowanie 7, przestaje mie¢ wplyw na predkoéé drugiego kota i jest

postaci go = (7 cos by, rsinfy, —3;,0, 1, 0)7. Nowa macierz sterowan ma postaé

[0 rcosty O
0 7rsinfy
0 -—r T
_ 2 2
G(t) 1 0 0 (4.22)
0 1 0
| O 0 1 ]
Ostatecznie mozemy zapisa¢ bezdryfowy ukltad sterowania w postaci
T =1 cos fyns
Y = rysinfyne
0o = —5 (13 — n2)
: 4.23
C?ul =" ( )
Qu2 =12
¢u2 =13

W takim przypadku model robot zostal sprowadzony do modelu robota klasy (2,0), jed-
nak gdy tylko kat 6 przyjmuje wartos$ci rézne od zera dodatkowe sterowanie przestaje
oddzialywac i robot powraca do klasy (1,2).



Rozdziat 5

Badania symulacyjne

Symulacje zostaly przeprowadzone z uzyciem srodowiska Mathematica [3]. Przygotowano
model robota z ograniczeniami, narzedzia do wizualizacji $ladu ruchu robota i przebiegu
trajektorii ruchu (oraz predkosci). Nastepnie przeprowadzono testy majace na celu we-
ryfikacje poprawnosci modelu oraz otrzymywanych trajektorii. Na wykresach §lad robota
zostal przedstawiony za pomoca trzech krzywych (czerwona, niebieska, zotta) odpowied-
nio dla §ladu srodka, pierwszej i drugiej potsfery (kota).

5.1 Model pelny

Badania petnego modelu obejmowaly sprawdzanie wplywu sterowan oraz warunkéw po-
czatkowych na otrzymywane trajektorie. Parametry robota zostaly przyjete jako [ = 0.1m
a R = 0.03m. Dla zwiekszenia czytelnosci warunki poczatkowe x(0), y(0) zostaly przyjete
tak, aby w chwili poczatkowej §rodek robota znajdowat sie w punkcie (0, 0).

5.1.1 Bezposrednie sterowanie wychyleniami i jednym wirowa-
niem

W pierwszych testach wszystkie sterowania poza ruchem wirowym zostaly przyjete jako
zerowe (n(t) = (0,0,2,0,0)T). W takich warunkach sprawdzono wplyw ustawien poczat-
kowych na zachowanie robota. Dla jednoczesnego (takiego samego) wychylenia katow 0;,
przy zerowych wartosciach poczatkowych pozostatych katéw, robot porusza sie wzdhuz
osi Y z predkoscia postepowa zalezna od wielko$ci wychylenia 6;. Jesli do tego doda-
my niezerowe (takie same) warunki poczatkowe na wychylenie ¢; robot porusza sie po
prostych nie zmieniajgc swojej orientacji. Predko$¢ wirowania drugiej polsfery przyjmuje
wartosci réwne predkosci wirowania pierwszej potsfery. Dla rézniacych sie katow 6; lub
¢; §lad ruchu robota jest wycinkiem okregu, a predko$¢ wirowania drugiej poétsfery do-
stosowuje sie tak, aby zachowac¢ brak poslizgéw. Przy doborze warunkéw poczatkowych
nalezy pamietaé, ze w modelu (3.19) wystepuje dzielenie przez sin 6y, co uniemozliwia
ustawienie fy = 0. Specjalnym przypadkiem jest sytuacja, gdy 6, = 65 = 0, wtedy robot
stoi w miejscu (dla ¢ = ¢ = 0), porusza sie wzdtuz osi X (dla ¢; = ¢y # 0) lub jedzie
po okregu(dla ¢, # ¢y # 0)

Nastepnie przeprowadzono testy wplywu zmieniajacego sie cyklicznie sterowania wy-
chyleniem. Majac na wzgledzie konstrukcje rzeczywistego robota funkcje sterowar nalezy
tak dobra¢ ,aby nie dopusci¢ do zbytniego wychylenia katow 6 i ¢. W pierwszej kolejnosci

t T

sterowania przyjeto jako n(t) = (0,0,2,0, —0.004 sin przy warunkach poczatkowych
yjeto j 5
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Rysunek 5.1 Kat wychylenia, oraz predkosci potsfer. Badanie predkosci drugiej potsfery
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Rysunek 5.2 Kat wychylenia. Badanie wplywu cyklicznych zmian kata na potozenie.
Sterowanie nieobejmujace 1y

q(0) = (0,0.1,0,0,0.1,0,0,0.1,0)T co odpowiada wprawieniu pierwszej polsfery w ruch
obrotowy i pochylaniu i prostowaniu drugiej polstery. Jak wida¢ na rysunku 5.1, gdy kat
wychylenia 6 maleje to predkos¢ obrotowa drugiej potsfery zwieksza sie w celu zapobie-
gniecia poslizgom.

Kolejno warto przyjrze¢ sie reakcji robota na cykliczne, réwnoczesne zmiany katow
01, 0-. Przyjmujac nastepujace warunki poczatkowe ¢(0) = (—0.1,0,%,0,1,0,0,1,0)" oraz
sterowania 7(t) = (0, —0.49sint, 2,0, —0.49sin )T, katy 6; zmieniaja si¢ od 0.1 do niemal
0 (rysunek 5.2). Analizujac $lad (zobacz rysunek 5.3) obserwujemy "bujanie" sie robota
w osi X.

Podobne zachowanie obserwujemy dla cyklicznych zmian kata ¢;. Przyjmijmy teraz
q(0) = (0,0.1,0,0,—0.05,0,0,—0.05,0)% oraz n(t) = (0.1sint,0,2,0.1sint,0)T. W wyniku
takich sterowan powstaje trajektoria przedstawiona na rysunku 5.4, natomiast na wykresie
predkosci 5.5 mozemy zaobserwowaé, ze gdy potsfery wyprostowuja sie spada predkosé
postepowa.

5.1.2 Bezposrednie sterowanie wirowaniami i trzema wychylenia-
mi

Podobnie jak w poprzednim przypadku testy rozpoczeto od sprawdzenia wplywu usta-
wieri poczatkowych przy sterowaniach w postaci n(t) = (0,0,2,0,2)7, czyli obu pol-
sferach wprawionych w ruch wirowy z ta sama predkoscia. Zgodnie z oczekiwaniami,
gdy wychylenie §; = 6y # 0 robot poruszal sie wzdtuz osi Y. Przy ustaleniu katow
$1 = ¢o # 0 §lad staje sie linia prosta, a robot nie zmienia swojej orientacji. Dla
¢1 # ¢9 robot jezdzi po okregu. Jesli predkosci wirowan sa takie same oraz 6, = 6
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Rysunek 5.3 Slad ruchu robota. Badanie wptywu cyklicznych zmian kata na polozenie.
Sterowanie nieobejmujace .
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Rysunek 5.4 Slad ruchu robota. Badanie wplywu cyklicznych zmian kata wychylenia na
polozenie. Sterowanie nie obejmujace 1o
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Rysunek 5.5 Kat wychylenia, oraz predkosé liniowa srodka robota. Badanie wplywu
cyklicznych zmian kata wychylenia na potozenie. Sterowanie nieobejmujace 1),
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Rysunek 5.7 Slad ruchu robota. Sterowanie nieobejmujace ¢,

automatycznie wyliczana predkoscé g'bz rowna sie 0, a kat ¢, pozostaje niezmienny. Jed-
nakze, gdy tylko katy 6; przyjmowaly rézne wartosci automatycznie wyliczana predkosc¢
¢ byla rézna od zera i stalego znaku, co w krotkim czasie prowadzito do przekrocze-
nia ograniczenn wychylenia. Przykladowo wybierajac ¢(0) = (0,0.1,0,0,0.1,0,0,0.2,0)7,
zgodnie 7z (3.21) predkosé ¢y = 0 + sin (0.1) - 2 —sin (0.2) - 2 = —0.2, a co za tym idzie
da(t) = [(do(t))dt = —0.2t, czyli juz po 8s kat przekracza —7% (zobacz rysunek 5.6). Wi-
da¢ wiec, ze rezygnacja z bezposredniego sterowania katem ¢, mimo iz pozwala uniknac
dzielenia przez zero przysparza innych problemoéw. Zgodnie z (3.21) predkosé by zalezy
od wielu zmiennych (¢y ~ f(n1,601,7s,02,715)) trudno jest wiec zachowaé kontrole nad jej
wartoscia, a co za tym idzie samym wychyleniem ¢. W kolejnym kroku sprawdzono re-
akcje uktadu na cykliczne zmiany sterowan. Slad otrzymany dla warunkéw poczatkowych
q(0) = (0,0.1,0,0,0,0,0,0,0)" oraz sterowan n(t) = (0.05sin 15,0,2,0,2)" przedstawiono
na rysunku 5.7. Obserwujemy cykliczne wychylanie sie robota w osi Y. Podobnie jak kat,
cyklicznie zmienia sie takze predkosé postepowa (rysunek 5.8). Kat ¢o w celu uniknie-
cia poslizgow przyjmuje takie same wartosci jak sterowany bezposrednio kat ¢; (zobacz
rysunek 5.8).

5.2 Model uproszczony

W modelu uproszczonym przyjeto podobnie jak dla modelu petnego [ = 0.1m. Jesli nie
napisano inaczej promienie w chwili zero przyjeto jako r; = ro = 0.02m natomiast stero-
wania im odpowiadajace majg wartosci zero.
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Rysunek 5.8 Predkosé¢ postepowa oraz katy ¢. Sterowanie nieobejmujace ¢

Rysunek 5.9 Slad ruchu robota. Model uproszczony

5.2.1 Sterowanie dwoma skreceniami i jednym wirowaniem

Ponownie testy zaczniemy od wprawienia pierwszego kota w ruch obrotowy(n(t) = (0,10, 0)7)
i sprawdzenia wplywu ustawien poczatkowych na trajektorie. Gdy oba katy skreceni sa
rowne, ale rozne od zera slad ruchu robota jest linig prosta, a predkosé obrotowa drugiego
kota jest taka sama jak pierwszego. Gdy 6,5 # 6,2 robot moze porusza¢ sie po okregu.
W zaleznosci, czy drugie koto jest od wewnatrz czy od zewnatrz jego predkosé obroto-
wa odpowiednio sie zmniejsza lub zwieksza. Przyktadowo, dla warunkéw poczatkowych
q(0) = (0,0.1,0,0.1,0,0.2,0)T otrzymujemy trajektorie przedstawiona na rysunku 5.9, a
predkosé ¢us A 5.429.

Przyjmijmy teraz sterowanie w postaci 7(t) = (—0.03sin(%), 1, 0)? oraz warunki po-
czatkowe ¢(0) = (0,0.1,0,0.4,0,0.4,0)". Slad ruchu przedstawiono na rysunku (5.10),
natomiast na rysunku 5.11 mozemy zaobserwowaé zmiany predkosci obrotowej drugiego
kota przy zmianach kata skrecenia.

Jak opisano w rozdziale 4.3 sterowanie predkoscig kola przy stalym promieniu moze
zostaé zastapione poprzez sterowanie zmiang jego promienia przy stalej predkosci obro-

towej. Przyjmijmy warunki poczatkowe jako ¢(0) = (0, 0.1,0,7%,0, 7%, ) oraz sterowanie
tylko predkoscia obrotowa </5u1 takie jak na wykresie 5.12 (predkos¢ qug przyjmuje takie
same wartosci, poniewaz promienie i katy 6,; sa takie same). W efekcie otrzymujemy tra-
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Rysunek 5.10 Slad ruchu robota. Model uproszczony
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Rysunek 5.11 Skrecenie oraz predkos¢ obrotowa kot. Model uproszezony
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Rysunek 5.12  Predkos$é¢ obrotowa kot w modelu uproszczonym
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Rysunek 5.13  Slad ruchu robota. Model uproszczony

jektori¢ jak pokazano na rysunku 5.13, oraz predkos¢ postepowa robota jak na rysunku
5.14. Nastepnie przyjeto stata predkos¢ obrotowa ¢,; = 10 oraz wyliczono r(t) = ¢1'1%02.
Otrzymany §lad oraz predkos¢ postepowa byly takie same jak wczeéniej, co wskazuje na

rownowaznos¢ tych sterowan.

5.2.2 Przypadek specjalny. Katy 0, = 0,0, =10

Jedna z podstawowych zalet modelu 4.21 jest eliminacja wystepujacego w modelu 4.18
dzielenia przez sinf co umozliwia przechodzenie katami skrecenia przez 0. Przyktado-
wo ustalmy warunki poczatkowe jako ¢(0) = (0,0.1,0,—1,0,0)7 oraz sterowania jako

n(t) = (O.l sin 110, 1)T, slad ruchu robota przedstawiono na rysunku 5.15. Robot porusza
sie wzdtuz osi X ,,0scylujac” wokot niej. Jak wspomniano przy okazji wyprowadzania mo-
delu, w przypadku gdy sin € # 0, robot nie jest w stanie zmieni¢ swojej orientacji, jednak
gdy kat 6 osiagnie 0 pojawia sie dodatkowe sterowanie. W takiej sytuacji mozemy nieza-
leznie sterowa¢ predkoscig obrotowa obu kot, co sprawia ze robot moze poruszaé sie po

okregach, tym samym zmieniajac swoja orientacje. Przyktadowo przyjmujac sterowanie
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Rysunek 5.14 Predko$¢ postepowa robota. Model uproszczony
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Rysunek 5.15 Slad ruchu robota. Przypadek specjalny modelu uproszczonego

w postaci n(t) = (0,1,2)" robot porusza sie po okregu (rys 5.16) a jego orientacja ulega
zmianie.

5.3 Przeniesienie sterowan z modelu uproszczonego do
pelnego

W podrozdziale 4.1 pokazano, ze polsfere mozna zastapi¢ kotem skretnym o zmiennym
promieniu oraz, ze taka transformacja jest odwracalna. Obecnie zilustrujemy wyniki otrzy-
mywane w efekcie uzycia trajektorii ruchu modelu uproszczonego do wyznaczenia sterowan
modelu pelnego, co bedziemy nazywa¢ przeniesieniem sterowan. Aby przenie$¢ sterowa-
nie, wybieramy warunki poczatkowe i sterowania dla modelu uproszczonego i wyliczamy
jego trajektorie ruchu. Nastepnie, korzystajac ze wzorow 4.5, 4.6 wyliczmy trajektorie dla
modelu petnego i zadajemy jej pochodna jako sterowanie dla modelu petnego.

Dla ilustracji jako model pelny wybrano ten z bezposrednim sterowaniem wirowa-
niami i trzema wychyleniami (rozdziat 3.5.2). Podobnie jak poprzednio, promieni pots-
fery przyjeto jako R = 0.03m a diugosé¢ [ = 0.1m. W pierwszej kolejnosci wprawiono
model uproszczony w ruch po linii prostej. W tym celu ustawiono warunki poczatkowe

q(0) = (0, 0.1,0,%,0,7,0.02, 0.02)T, a sterowania przyjeto w postaci n(t) = (0,1,0,0,0)7.
Otrzymany $lad dla modelu uproszczonego i pelnego przedstawiono na rysunku 5.17. Jak
wida¢ $lady sa identyczne. Nastepnie zmieniono sterowanie tak, aby robot zatrzymywat sie
i ruszal (n(t) = (0,5sint 4 5,0,0,0)"). Po przeniesieniu sterowari oba modele zachowywa-
ly sie tak samo, jednak zmiana predkosci postepowej dla pelnego modelu bytla realizowana
poprzez zmiane predkosci wirowania. Nastepnie zgodnie z zasada opisang w rozdziale 4.3

zmieniono sterowania tak, aby predkosé¢ postepowa byta stata i wynosita V; = 10, a zmia-

INalezy zauwazy¢, ze w tym przypadku, by zachowaé niezalezne sterowanie predkoéciami obrotowymi
kot pierwsza sktadowa sterowania musi byé¢ rowna zero.
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Rysunek 5.16 Slad ruchu robota. Przypadek specjalny modelu uproszczonego. Niezalezne
sterowanie predkoscig kot.
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Rysunek 5.17 Slad ruchu robota. Przeniesienie sterowan

na predkosci byta realizowana przez zmiane promienia kot zastepczych. Slady robotow
przedstawiono na rysunku 5.18 (liniami przerywanymi oznaczono $lad modelu uproszczo-
nego). Jak wida¢ model pelny ,buja sie” wokol sladu modelu uproszczonego. Dzieje sie
tak poniewaz zmiana promienia kota zastepczego powoduje zmiane wychylenn wirujacej
polsfery ktore z kolei wpltywaja na pozycje robota. Gdy zwieksza sie predkosé¢ V; roznice
staja sie coraz mniej widoczne.

Ustawmy teraz warunki poczatkowe ¢(0) = (0,0.1,0,0.1,0,0.1,0.02, 0.02)T i sterowa-
nia 7(t) = (0.5,10,0.5,0,0)", co odpowiada ciaglemu skrecaniu k6! w jedng strone. Po
przeniesieniu sterowan mozemy zaobserwowac, iz $lady nie pokrywaja sie (rysunek 5.19).
Wrynika to z faktu, ze model uproszczony nie uwzglednia zmiany pozycji robota wraz ze
zmiana kata skrecenia.

Jak wspomniano na poczatku tego podrozdziatu, do ilustracji wykorzystano model
pelny z bezposrednim sterowaniem wirowaniami i trzema wychyleniami. Podobnie poste-
pujac, sterowania mozna réwniez przenie$ na model z bezposrednim sterowaniem jednym
wirowaniem i czterema wychyleniami. W wiekszoéci przypadkow modele zachowuja sie
identycznie (wszystkie omowione wezesniej przypadki) — czasem jednak pojawiaja sie
drobne roznice. Przyjmijmy sterowanie w postaci 7(t) = (—0.03sin(£),1,0,0,0)" oraz
warunki poczatkowe ¢(0) = (0,0.1,0,0.4,0,0.4,0,0.02,0.02)T. Otrzymany dla nich §lad
ruchu dla pierwszego modelu przedstawiono na rysunku (5.20). Mozemy zauwazy¢, ze
w tym przypadku model pelny zostaje w tyle wzgledem modelu uproszczonego. Nato-
miast gdy te sterowania zostaly przeniesione na drugi model, §lady modelu uproszonego
i pelnego pokrywaly sie.
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Rysunek 5.18  Slad ruchu robota. Przeniesienie sterowan. Stata predkosci wirowania
polsfer

Rysunek 5.19  Slad ruchu robota. Przeniesienie sterowar
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Rysunek 5.20 Slad ruchu robota. Przeniesienie sterowan. Badania réznic miedzy modelem
uproszczonym a pelnym



Rozdzial 6

Podsumowanie

Celem pracy bylo wyprowadzenie modelu kinematyki robota napedzanego dwiema pots-
ferami oraz jego uproszczonej wersji z dwoma kotami skretnymi, przeprowadzenie badan
symulacyjnych wptywu sterowan i warunkoéw poczatkowych na otrzymywane trajektorie
oraz poroéwnanie zachowan obu modeli poprzez przeniesienie sterowan z modelu uprosz-
czonego na pelny. Wszystkie cele zostaly zrealizowane.

Przeprowadzono liczne symulacje w celu zrozumienia zachowania robota oraz wplywu
sterowan na otrzymywane trajektorie. Porownujac dwa warianty modelu pelnego (bez-
posrednie sterowanie wychyleniami i jednym wirowaniem, oraz bezposrednie sterowanie
wirowaniami i trzema wychyleniami) pokazalismy zalety i wady kazdego z nich. W pierw-
szym przypadku w modelu pojawiaja sie dzielenia przez sinf, co sprawia ze nie mozemy
sterowa¢ w kazdym punkcie. Dla drugiego przypadku, gdzie kat ¢o byl wyliczany auto-
matycznie mogto dojs¢ do sytuacji gdy przekraczal on dopuszczalne wartosci.

Wyprowadzenie modelu uproszczonego i badanie jego zachowan umozliwito jeszcze
lepsze zrozumienie zachowan robotéow. Przy okazji wyprowadzania przypadku specjalnego
dla modelu uproszczonego pokazano, ze przy okreslonych warunkach pojawia sie dodatko-
we sterowanie. Na koncu pokazano iz mimo ze w modelu uproszczonym nie uwzgledniono
wszystkich wlasciwosci modelu pelnego zachowuje sie on bardzo podobnie i mozliwe jest
przeniesienie sterowan z modelu uproszczonego na pelny. Daje to mozliwos¢é sterowania
skomplikowanym robotem napedzanym dwoma potsferami, tak jakby byl to bardziej in-
tuicyjny robot z dwoma kotami skretnymi.

W przysztosci nalezy sprawdzié¢ teoretyczne eksperymenty z tej pracy na fizycznym
modelu i poréwnaé otrzymywane wyniki. Nalezy takze rozbudowaé¢ model o dynamike
robota. W szczego6lnosci ruch obrotowy polsfer moze mieé¢ znaczacy wplyw na zachowa-
nie robota. Kolejnym zadaniem do wykonania jest zaproponowania sterownika zaréwno
kinematycznego jak i dynamicznego oraz wykonanie odpowiednich symulacji.






Dodatek A

Galeria

Poniewaz niektore otrzymywane §lady ruchu robota byty niezwykle artystyczne i wpra-
wialy nas w zdumienie zdecydowalidémy sie pokazaé¢ co ciekawsze ku uciesze czytelnika.
Slad ktéry najbardziej przypadl nam do gustu i byt inspiracja do dalszego poszukiwa-
nia przedstawiono na rysunku A.1. Niestety warunki poczatkowe i sterowania nie zostalty
zachowane.
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Rysunek A.1 Jeden z najtadniejszych $§ladéw ruchu robota. Niestety warunki poczatkowe
i sterowania nie zostaly zachowane
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Rysunek A.2 ¢(0) = (0,0.1,0,0.4,0,0,0.1,0,0)", n(t) = (0.05sin(%

Rysunek A.3 ¢(0) = (0,0.1,0,0.5,0,0,—0.1,0,0)T, n(t) = (—0.02sin(

)7

i
10

0,2,0,2)"

),0,2,0,2)"
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Rysunek A.4 ¢(0) = (0,0.1,0,0.35,0,0,0.25,0,0)7, n(t) = (—0.04sin &

10° 07 27 07 2)T

Rysunek  A.5 q(0) = (0,0.1,0,0.35,0,0,0.25,0,0),  n(t) =

(—0.02sin £, 0.05sin £, 2, 0.05 sin 5, 2)”
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