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Rozdziaª 1

Wprowadzenie

Wdzisiejszych czasach roboty mobilne znajduj¡ zastosowanie w wielu dziedzinach »ycia.
Koªowe roboty mobilne s¡ jedn¡ z podgrup naziemnych robotów mobilnych, maj¡cych
ogromny obszar zastosowa« � mo»emy wyró»ni¢ m.in roboty wartownicze, antyterrory-
styczne, inspekcyjne, ratownicze czy transportowe. Systemy jezdne koªowych robotów
mobilnych mo»emy sklasy�kowa¢ okre±laj¡c stopie« sterowania nap¦dem oraz stopie«
sterowania kierunkiem. Poprzez stopie« sterowania nap¦dem rozumiemy liczb¦ nieza-
le»nych sterowa« pr¦dko±ci¡ kóª, natomiast poprzez stopie« sterowania kierunkiem �
liczb¦ niezale»nych sterowa« orientacj¡ kóª.

Najcz¦±ciej budowanymi koªowymi robotami mobilnymi przez konstruktorów-ama-
torów s¡ roboty klasy (2, 0), posiadaj¡ce dwa niezale»nie nap¦dzane koªa, a tak»e roboty
klasy (1, 1), posiadaj¡ce jedn¡ o± nap¦dow¡ oraz jedn¡ o± skr¦tn¡. Ze wzgl¦du na
analogi¦ do samochodowego systemu jezdnego, model robota klasy (1, 1) nazywamy
modelem samochodu kinematycznego. Roboty te ze wzgl¦du na najcz¦±ciej realizowane
zadanie ±ledzenia ±cie»ki nazywane s¡ linefollowerami.

Nap¦d koªowy jest jednym z najpopularniejszych i najlepiej zbadanych rodzajów
nap¦du, stosowanych w naziemnych robotach mobilnych. Na przeciwlegªym biegunie
znajduje si¦ nap¦d realizowany za po±rednictwem póªsfery � mimo tego, »e pierwsze
wzmianki dotycz¡ce nap¦du tego typu pojawiªy si¦ w �Mechanics and Handicraft Ma-
gazine� z 1938r. [2] (rys. 1.1, 1.2), dopiero w ostatnich latach konstruktorzy robotów
zwrócili na niego swoj¡ uwag¦. W ramach projektu zrealizowanego w Kole Nauko-
wym Robotyków �KoNaR� powstaªa prototypowa konstrukcja z opisywanym nap¦dem
póªsferycznym � robot Hogger (rys. 1.3).

Istot¡ nap¦du tego rodzaju jest wprawienie sfery w ruch wirowy wokóª wybranej
osi (zazwyczaj z du»¡ pr¦dko±ci¡). Je±li punktem kontaktu tak wiruj¡cej sfery z pªasz-
czyzn¡ podªo»a b¦dzie jeden z punktów jej przeci¦cia z osi¡ wirowania (kiedy to o± ta
jest prostopadªa do pªaszczyzny podªo»a), nap¦dzany sfer¡ pojazd b¦dzie pozostawaª
w bezruchu1. Równocze±nie ka»dorazowe odchylenie osi wirowania od pozycji pionowej
spowoduje przemieszczanie si¦ pojazdu. Przy sferze wiruj¡cej ze staª¡ pr¦dko±ci¡, o kie-
runku i pr¦dko±ci tego przemieszczania decyduj¡ warto±ci k¡tów okre±laj¡cych stopie«
wychylenia osi od pionu. W robocie Hogger zakres zmian k¡tów okre±laj¡cych orientacj¦
osi wirowania jest konstrukcyjnie ograniczony � konstrukcja mechaniczna robota oraz

1oczywi±cie, przy przy zaªo»eniu braku po±lizgów
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Rysunek 1.1 Pogl¡dowa ilustracja wózka z nap¦dem póªsferycznym [1]

Rysunek 1.2 Pogl¡dowa ilustracja zasady dziaªania [1]

zakres dziaªania serwomechanizmów realizuj¡cych pochylanie osi pozwala na zmian¦
k¡tów jej nachylenia w zakresie ±π

4
. Oczywi±cie obrót póªsfery wokóª osi wirowania w

konstrukcji tej jest nieograniczony.
Celem pracy jest wyprowadzenie peªnego i uproszczonego modelu kinematyki ro-

bota nap¦dzanego póªsfer¡, zaproponowanie sprz¦»enia linearyzuj¡cego wybrane wyj-
±cia ukªadu, zbadanie zachowania modeli w ±rodowisku MATLAB, porównanie wyników
symulacji oraz odniesienie ich do zachowania rzeczywistego obiektu.

Ukªad niniejszej pracy jest nast¦puj¡cy. W rozdziale 2 znajduje si¦ wprowadze-
nie teoretyczne dotycz¡ce modelowania matematycznego robotów. W rozdziale 3 wy-
prowadzono model kinematyki robota, uwzgl¦dniaj¡cy wszystkie zjawiska kinematyki
ruchu póªsfery nap¦dowej oraz model traktuj¡cy póªsfer¦ w uproszczeniu, rozdziaª 4
zawiera opis sprz¦»enia linearyzuj¡cego peªny model robota. Wyniki bada« symulacyj-
nych przedstawiono w rozdziale 5. Rozdziaª 6 podsumowuje prac¦.
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Rysunek 1.3 Robot mobilny Hogger � twórcy: Michaª Rybczy«ski, Przemysªaw Jan-
kowski





Rozdziaª 2

Model matematyczny robota mobilnego

Zachowanie robota mobilnego mo»na opisa¢ u»ywaj¡c wspóªrz¦dnych uogólnionych q(t)
∈ IRn, a tak»e pr¦dko±ci uogólnionych 
q(t) ∈ IRn [5]. Ograniczenia w ruchu robota mo»na
zaobserwowa¢, gdy nie wszystkie trajektorie mog¡ zosta¢ zrealizowane. Ograniczenia te
dzielimy na kon�guracyjne, wynikaj¡ce z konstrukcji ukªadu, oraz na fazowe, wynika-
j¡ce ze sposobu realizacji ruchu. W±ród ogranicze« fazowych wyró»niamy ograniczenia
holonomiczne, zmniejszaj¡ce wymiar przestrzeni kon�guracyjnej oraz nieholonomiczne,
redukuj¡ce wymiar przestrzeni dopuszczalnych pr¦dko±ci.

W robotach mobilnych ograniczenia nieholonomiczne wynikaj¡ z zaªo»enia braku
po±lizgu w punkcie styczno±ci kóª z podªo»em � zazwyczaj zaªo»enie to przyjmuje si¦
w postaci zaªo»enia braku po±lizgów wzdªu»nych i poprzecznych. Równania wi¡»¡ce
zachowanie platformy z zadanymi ograniczeniami fazowymi mo»na zapisa¢ w postaci
Pfa�a [5]

A(q) 
q = 0, (2.1)

gdzie A(q) � macierz ogranicze«. Je»eli scaªkowanie ogranicze« (2.1) jest mo»liwe,
oznacza to, »e ograniczenia te s¡ holonomiczne. Poniewa» ograniczaj¡ one przestrze«
kon�guracyjn¡, mo»emy je wª¡czy¢ do ogranicze« kon�guracyjnych.

Dla tak opisanego obiektu model jego kinematyki mo»na przedstawi¢ w formie bez-
dryfowego ukªadu sterowania postaci


q = G(q)η, (2.2)

gdzie η � wektor pr¦dko±ci pomocniczych, b¦d¡cych pewn¡ kombinacj¡ skªadowych
pr¦dko±ci uogólnionych [6], a G(q) � macierz sterowa«, speªniaj¡ca równanie

A(q)G(q) = 0. (2.3)





Rozdziaª 3

Kinematyka robota nap¦dzanego

póªsfer¡

W niniejszym rozdziale wyprowadzimy dwa modele matematyczne analizowanego ro-
bota. Modelowany robot jest platform¡ mobiln¡ o dwóch koªach ustalonych, tworz¡-
cych o± tyln¡. Nap¦d robota tworzy póªsfera o promieniu R, wiruj¡ca wokóª wªasnej
osi symetrii, zawieszona na przegubie o dwóch stopniach swobody w odlegªo±ci l od
osi tylnej, o rozstawie kóª d. Konstrukcja tego przegubu umo»liwia obracanie póªsfery
wokóª dwóch wzajemnie prostopadªych osi, le»¡cych na pªaszczy¹nie prostopadªej do osi
symetrii póªsfery. Punkt przeci¦cia tych trzech osi znajduje si¦ w ±rodku koªa wielkiego
póªsfery i jest pocz¡tkiem pewnych trzech ukªadów wspóªrz¦dnych, pomocnych przy
wyprowadzaniu modelu.

3.1 De�nicja ukªadów wspóªrz¦dnych

Zde�niujmy zewn¦trzny, kartezja«ski ukªad odniesienia XYZ, który b¦dziemy nazywa¢
ukªadem globalnym. Nast¦pnie zde�niujmy pierwszy ze wspomnianych wcze±niej ukªa-
dów o pocz¡tku w ±rodku koªa wielkiego póªsfery, nazwijmy go ukªadem mocowania
póªsfery i oznaczmy jako XmYmZm(zobacz rys. 3.1). Transformacja z globalnego ukªadu
wspóªrz¦dnych do ukªadu mocowania ma posta¢

AMG = Trans(X, x)Trans(Y, y)Trans(Z, R)Rot(Z, θ0)Trans(X, l), (3.1)

gdzie x, y � poªo»enie ±rodka tylnej osi w ukªadzie globalnym, R � promie« póªsfery, θ0 �
orientacja robota wzgl¦dem ukªadu globalnego, l � odlegªo±¢ pomi¦dzy tyln¡ osi¡ robota
a ±rodkiem póªsfery. Nale»y zauwa»y¢, »e ukªad ten przemieszcza si¦ wraz z robotem
jedynie w pªaszczy¹nie XY, natomiast nie ulega on przemieszczeniu w osi Z � decyduje
o tym konstrukcja przegubu, która jest taka, »e przy poruszaniu nim wysoko±¢ punktu
mocowania póªsfery nie ulega zmianie. Równocze±nie orientacja ukªadu mocowania
zmienia si¦ jedynie wzgl¦dem osi Z ukªadu globalnego � k¡t pomi¦dzy osiami X i Xm
jest to»samy z orientacj¡ robota θ0.

Kolejny de�niowany ukªad wspóªrz¦dnych nazwijmy ukªadem przegubu i oznaczmy
jako XpYpZp. Pªaszczyzna XpYp tego ukªadu zawiera w sobie pªaszczyzn¦ koªa wielkiego
póªsfery, a o± Zp pokrywa si¦ z osi¡ symetrii póªsfery (rys. 3.2). Transformacja z ukªadu
mocowania do ukªadu przegubu ma posta¢



10 3. Kinematyka robota nap¦dzanego póªsfer¡

Rysunek 3.1 Transformacja z globalnego ukªadu do ukªadu w miejscu mocowania. Dla
uproszczenia rysunku pomini¦to elementy konstrukcji mechanicznej.

Rysunek 3.2 Transformacja z ukªadu mocowania do ukªadu przegubu � widok z przodu
robota
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Rysunek 3.3 Transformacja z ukªadu przegubu do ukªadu póªsfery � widok z przodu
robota oraz widok na koªo wielkie póª±fery

APM = Rot(Xm, ϕk)Rot(Ym, θk), (3.2)

gdzie ϕk � k¡t obrotu póªsfery wokóª osi Xm, θk � k¡t obrotu póªsfery wokóª osi Ym.
Ostatnim ukªadem wspóªrz¦dnych, maj¡cym pocz¡tek w punkcie mocowania, jest

ukªad zwi¡zany z póªsfer¡, nazwany ukªadem póªsfery i oznaczony jako XkYkZk. Ukªad
ten pozwoli na zde�niowanie ruchu wirowego póªsfery, decyduj¡cego o jej wªa±ciwo±ciach
nap¦dowych (rys. 3.3). Pªaszczyzna XkYk tego ukªadu, podobnie jak pªaszczyzna XpYp
ukªadu przegubu, zawiera w sobie pªaszczyzn¦ koªa wielkiego póªsfery, jednak»e w od-
ró»nieniu od ukªadu XpYpZp ukªad ten na staªe jest zwi¡zany z póªsfer¡. Transformacja
z ukªadu przegubu do ukªadu póªsfery jest dana wzorem

AKP = Rot(Zp, ψk), (3.3)

gdzie ψk � k¡t obrotu póªsfery wokóª osi Zp. Wyst¦puj¡ce w zde�niowanych powy»ej
transformacjach parametry x, y, θ0, ϕk, θk i ψk tworz¡ wektor wspóªrz¦dnych okre±laj¡-
cych poªo»enie robota.

3.2 Peªny model kinematyki

Poni»ej wyprowadzimy peªny model kinematyki robota nap¦dzanego póªsfer¡. W tym
celu zde�niujemy kilka punktów charakterystycznych zwi¡zanych z konstrukcj¡ robota,
a nast¦pnie za»¡damy, aby ich pr¦dko±ci speªniaªy ograniczenia zapewniaj¡ce brak po-
±lizgu.

3.2.1 Ograniczenia nieholonomiczne

Wyprowadzenie peªnego modelu kinematyki opisanego przy pomocy wspóªrz¦dnych
uogólnionych

q = (x, y, θ0, ϕk, θk, ψk)
T , (3.4)

wymaga zde�niowania ogranicze«, wynikaj¡cych z ruchu modelowanego robota. Jak
wspomniano w rozdziale 2, ograniczenia nieholonomiczne wynikaj¡ z zaªo»enia braku
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po±lizgu w punkcie styczno±ci pomi¦dzy podªo»em a koªami robota. W analizowanym
przypadku brak po±lizgu poprzecznego tylnej osi robota opisuje równanie


x sin θ0 − 
y cos θ0 = 0. (3.5)

W celu zapisania warunków okre±laj¡cych brak po±lizgu póªsfery nale»y za»¡da¢, by
pr¦dko±¢ przemieszczania punktu kontaktu póªsfery z podªo»em byªa równa pr¦dko±ci
przemieszczania punktu jej mocowania. �atwo zauwa»y¢, »e punkt kontaktu póªsfery
z podªo»em w ukªadzie mocowania ma wspóªrz¦dne

PkM =

 0

0

−R

 . (3.6)

Poddaj¡c go transformacji do ukªadu póªsfery

PkK =
(
APMA

K
P

)−1
PkM

otrzymujemy

PkK =

 R(cosϕk cosψk sin θk − sinϕk sinψk)
−R(cosψk sin θk + cosϕk sin θk sinψk)

−R cos θk cosϕk

 .
Pr¦dko±¢ przemieszczania si¦ tego punktu, gdy póªsfera porusza si¦ z pr¦dko±ciami
( 
ϕk, 
θk, 
ψk), jest dana wzorem


PkK =
∂PkK
∂ϕk


ϕk +
∂PkK
∂θk


θk +
∂PkK
∂ψk


ψk. (3.7)

Pr¦dko±¢ ta, wyra»ona w ukªadzie mocowania, przyjmuje posta¢


PkM = APMA
K
P

PkK =

R( 
θk cosϕk − 
ψk cos θk sinϕk)
−R( 
ϕk + 
ψk sin θk)

0

 . (3.8)

Identyczne transformacje przeprowadzamy dla punktu mocowania póªsfery, który
w ukªadzie mocowania ma wspóªrz¦dne

PmM
=

00
0

 ,
natomiast w ukªadzie globalnym

PmG
= AMG PmM

=

x+ l cos θ0y+ l sin θ0
R

 .
Wyznaczenie pr¦dko±ci punktu mocowania przeprowadzamy analogicznie jak w (3.7)


PmG
=
∂PmG

∂x

x+

∂PmG

∂y

y+

∂PmG

∂θ0

θ0. (3.9)
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Wyra»aj¡c t¦ pr¦dko±¢ w ukªadzie mocowania


PmM
=
(
AMG
)−1 
PmG

,

otrzymujemy


PmM
=

 
x cos θ0 + 
y sin θ0
l 
θ0 + 
y cos θ0 − 
x sin θ0

0

 . (3.10)

W wyniku porównania pr¦dko±ci (3.8) i (3.10) otrzymujemy dwa równania ograni-
cze« nieholonomicznych na brak po±lizgu póªsfery, a mianowicie{


x cos θ0 + 
y sin θ0 = R( 
θk cosϕk − 
ψk cos θk sinϕk),

l 
θ0 + 
y cos θ0 − 
x sin θ0 = −R( 
ϕk + 
ψk sin θk).
(3.11)

Sumarycznie, ograniczenia (3.5), (3.11), mo»emy zapisa¢ w postaci Pfa�a (2.1)

 sin θ0 − cos θ0 0 0 0 0

cos θ0 sin θ0 0 0 −R cosϕk R sinϕk cos θk
− sin θ0 cos θ0 l R 0 R sin θk





x

y

θ0

ϕk

θk

ψk


= 0. (3.12)

3.2.2 Równania kinematyki

Bazuj¡c na ograniczeniach (3.12) i równaniu (2.2), wyznaczmy macierz sterowa«

G(q) = (g1(q), g2(q), g3(q))

w taki sposób, aby wybrane elementy wektora η miaªy sens sterowania pr¦dko±ciami
zmian k¡tów ϕk, θk oraz ψk. Wówczas macierz G ma posta¢

G(q) =



0 R cosϕk cos θ0 −R cos θ0 cos θk sinϕk
0 R cosϕk sin θ0 −R cos θk sinϕk sin θ0
−R
l

0 −R sin θk
l

1 0 0

0 1 0

0 0 1


, (3.13)

a caªy ukªad sterowania


x = R cosϕk cos θ0η2 − R cos θ0 cos θk sinϕkη3


y = R cosϕk sin θ0η2 − R cos θk sinϕk sin θ0η3

θ0 = −R

l
η1 −

R sin θk
l
η3


ϕk = η1

θk = η2

ψk = η3

(3.14)

Taki ukªad sterowania jest modelem kinematyki badanego robota nap¦dzanego póª-
sfer¡. Korzystaj¡c z otrzymanego modelu mo»emy symulowa¢ i bada¢ jego zachowanie
oraz podj¡¢ prób¦ konstrukcji dedykowanych algorytmów sterowania.
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Rysunek 3.4 Model samochodu kinematycznego

3.3 Uproszczony model kinematyki

Poni»ej, wychodz¡c od klasycznego modelu samochodu kinematycznego, wyprowadzimy
alternatywny model robota nap¦dzanego póªsfer¡. W podej±ciu tym zamodelujemy
póªsfer¦ nap¦dow¡ jako zast¦pcze koªo przednie, b¦d¡ce zarówno koªem skr¦tnym, jak
i nap¦dowym. Nast¦pnie, w wyprowadzonym modelu samochodu kinematycznego do-
konamy zmiany wspóªrz¦dnych uogólnionych ze wspóªrz¦dnych samochodu na wspóª-
rz¦dne robota z póªsfer¡, uwzgl¦dniaj¡c model koªa zast¦pczego.

3.3.1 Model samochodu kinematycznego

Samochód kinematyczny to nieholonomiczny robot mobilny klasy (1,1), przedstawiony
na rysunku (3.4), opisywany we wspóªrz¦dnych uogólnionych

q = (x, y, θ0, θ1, ϕ)
T , (3.15)

gdzie x, y � poªo»enie ±rodka tylnej osi samochodu, θ0 jego orientacja w ukªadzie glo-
balnym ( x, y i θ0 s¡ to»same ze wspóªrz¦dnymi w peªnym modelu z podrozdziaªu 3.2),
θ1 to k¡t skr¦tu przedniego koªa, za± ϕ k¡t jego obrotu.

Zde�niujmy ograniczenie na brak po±lizgu poprzecznego tylnej osi, równowa»ne
z (3.5)


x sin θ0 − 
y cos θ0 = 0. (3.16)

Nast¦pnie zde�niujmy ograniczenie dotycz¡ce braku po±lizgu poprzecznego koªa przed-
niego


ξ sin(θ0 + θ1) − 
η cos(θ0 + θ1) = 0, (3.17)

gdzie ξ = x+l cos θ0, η = y+l sin θ0 � poªo»enie ±rodka przedniego koªa, 
ξ = 
x−l 
θ0 sin θ0
oraz 
η = 
y + l 
θ0 cos θ0 � jego pr¦dko±¢. Uwzgl¦dniaj¡c wyra»enia na 
η i 
ξ w (3.17)
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Rysunek 3.5 Ilustracja idei koªa zast¦pczego - widok z przodu robota

otrzymujemy ograniczenie dane równaniem


x sin(θ0 + θ1) − 
y cos(θ0 + θ1) − l 
θ0 cos θ1 = 0. (3.18)

Ostatnie ograniczenie nieholonomiczne, które nakªadamy na ukªad wynika z zaªo»e-
nia braku po±lizgu wzdªu»nego koªa przedniego, o postaci


ξ cos(θ0 + θ1) − 
η sin(θ0 + θ1) − rk 
ϕ = 0, (3.19)

gdzie rk � promie« koªa.
Podobnie jak w przypadku (3.18), uwzgl¦dniaj¡c wyra»enie na 
η i 
ξ dostajemy


x cos(θ0 + θ1) + 
y sin(θ0 + θ1) + l 
θ0 sin θ1 − rk 
ϕ = 0. (3.20)

Ograniczenia (3.16), (3.18), (3.20) zapisujemy sumarycznie u»ywaj¡c postaci Pfa�a (2.1)

 sin θ0 − cos θ0 0 0 0

sin(θ0 + θ1) − cos(θ0 + θ1) −l cos θ1 0 0

cos(θ0 + θ1) sin(θ0 + θ1) l sin θ1 0 −rk





x

y

θ0

θ1

ϕ

 = 0. (3.21)

3.3.2 Model zast¦pczego koªa przedniego

W uzyskanym modelu samochodu kinematycznego musimy uwzgl¦dni¢ model zast¦p-
czego koªa przedniego. W uproszczeniu póªsfer¦ nap¦dow¡ mo»na potraktowa¢ jak
skr¦cane i pochylane koªo o zmiennym promieniu. Do takiego spojrzenia upowa»nia
nas fakt, »e po ustaleniu k¡tów ϕk i θk, punkt kontaktu pomi¦dzy podªo»em a póªsfer¡
przemieszcza si¦ wraz ze zmian¡ k¡ta ψk po pewnym jej równole»niku o promieniu rk
(rys. 3.5). Mo»emy wi¦c przyj¡¢, »e w takiej kon�guracji póªsfer¦ traktujemy jako
koªo o promieniu równole»nika i pewnym k¡cie nachylenia do pionu. Jak wspomniano
w rozdziale 2, w analizowanym robocie zmienno±¢ promienia koªa nie powoduje ruchu
w osi Z ukªadu globalnego � wynika to z konstrukcji przegubu. Co wi¦cej, fakt pochy-
lania koªa nie wpªywa na jego wªa±ciwo±ci jezdne. St¡d, by wyznaczy¢ parametry koªa
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Rysunek 3.6 Rzut póªsfery na pªaszczyzn¦ XmYm w ukªadzie mocowania � przypadek
dla θk = 0 i ϕk = −π

4
.

zast¦pczego nale»y znale¹¢ dªugo±¢ promienia równole»nika rk oraz k¡t skr¦cenia koªa
θ1 w funkcji wspóªrz¦dnych ϕk, θk, ψk.

Punkt kontaktu Pk póªsfery z podªo»em w ukªadzie mocowania ma wspóªrz¦dne
(3.6). Wyra¹my ten punkt w ukªadzie przegubu

PkP =

rxry
rz

 = (APM)
−1PkM =

 R cosϕk sin θk
−R sinϕk

−R cosϕk cos θk

 . (3.22)

Jak wspomniano, przy ustalonych warto±ciach ϕk i θk punkt ten przemieszcza si¦ po
pewnym równole»niku. Zrzutujmy póªsfer¦ z rysunku 3.5 na pªaszczyzn¦ XmYm ukªadu
mocowania (rys. 3.6). Jak wida¢, dªugo±¢ promienia równole»nika rk mo»emy wyzna-
czy¢ korzystaj¡c ze wspóªrz¦dnych punktu PkP (3.22). W efekcie promie« koªa zast¦p-

czego rk =
√
r2x + r

2
y ma warto±¢

rk = R

√
cos2ϕk(sin

2 θk − 1) + 1, (3.23)

za± warto±¢ k¡ta skr¦cenia koªa zast¦pczego θ1 (rys. 3.6) jest wyra»ona jako

θ1 = ϕ−
π

2
,

gdzie ϕ = arctan ry
rx
, co po uwzgl¦dnieniu (3.23) daje ostateczn¡ posta¢

θ1 = − arctan
sinϕk

cosϕk sin θk
−
π

2
. (3.24)

W sytuacji przedstawionej na rysunku 3.5 póªsfera obrócona jest o k¡ty ϕk = −π
4
,

θk = 0. W efekcie, promie« koªa zast¦pczego ma dªugo±¢ rk = R
√
2
2
, natomiast k¡t

jego skr¦cenia wynosi θ1 = 0. Dla lepszego zrozumienia rozpatrzmy sytuacj¦, w której
póªsfera obrócona jest o k¡ty ϕk = −π

6
, θk = π

6
(rys. 3.7). Dla takiej orientacji póªsfery

promie« koªa zast¦pczego ma dªugo±¢ rk = R
√
7
4
, a k¡t skr¦cenia wynosi θ1 = −0.71.



3.3. Uproszczony model kinematyki 17

Rysunek 3.7 Rzut póªsfery na pªaszczyzn¦ XmYm w ukªadzie mocowania � przypadek
dla θk = π

6
i ϕk = −π

6
.

3.3.3 Równania kinematyki

W celu wyprowadzenia modelu robota nap¦dzanego póªsfer¡, na podstawie modelu
klasycznego samochodu (3.21), nale»y w modelu tym zast¡pi¢ wektor wspóªrz¦dnych
(3.15) wektorem (3.4). W obu tych wektorach wspóªrz¦dne x, y i θ0 s¡ to»same. K¡t
skr¦cenia koªa θ1 jest funkcj¡ k¡tów obrotu póªsfery ϕk i θk, natomiast funkcj¦ k¡ta
obrotu koªa ϕ przyjmuje k¡t obrotu póªsfery ψk. Po uwzgl¦dnieniu tych zale»no±ci
ograniczenia (3.16), (3.18), (3.20) w postaci Pfa�a przyjmuj¡ posta¢

 sin θ0 − cos θ0 0 0 0 0

sin(θ0 + θ1) − cos(θ0 + θ1) −l cos θ1 0 0 0

cos(θ0 + θ1) sin(θ0 + θ1) l sin θ1 0 0 −rk





x

y

θ0

ϕk

θk

ψk


= 0. (3.25)

Bazuj¡c na wyprowadzonych ograniczeniach (3.25) i równaniu (2.2), wyznaczmy
macierz sterowa«

G(q) = (g1(q), g2(q), g3(q))

w taki sposób, aby wybrane elementy wektora η miaªy sens sterowania pr¦dko±ciami
zmian k¡tów ϕk, θk oraz ψk (tak, jak w przypadku peªnego modelu). Wyznaczona
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macierz G(q) ma posta¢

G(q) =



0 0 rk cos θ0 cos θ1
0 0 rk sin θ0 cos θ1
0 0 rk sin θ1

l

1 0 0

0 1 0

0 0 1


, (3.26)

za± ukªad sterowania 


x = rk cos θ0 cos θ1η3


y = rk sin θ0 cos θ1η3

θ0 =

rk sin θ1
l
η3


ϕk = η1

θk = η2

ψk = η3

(3.27)

gdzie θ1 = − arctan sinϕk

cosϕk sin θk
− π

2
.

Taki ukªad sterowania jest uproszczonym modelem kinematyki badanego robota na-
p¦dzanego póªsfer¡. Przyj¦te uproszczenie powoduje, »e zmiana wspóªrz¦dnych ϕk i θk
nie powoduje ruchu robota w globalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych, co w rzeczywisto-
±ci ma miejsce. Uznano jednak, »e ruch robota wynikaj¡cy z wspomnianej zmiany
wspóªrz¦dnych jest znikomy w odniesieniu do ruchu wynikaj¡cego z wpªywu wirowania
póªsfery, co upowa»nia do przyj¦tego uproszczenia.



Rozdziaª 4

Linearyzacja modelu kinematyki

Wobu wyprowadzonych w poprzednim rozdziale modelach kinematyki sterowania w sen-
sie �zycznym s¡ pr¦dko±ciami póªsfery (k¡ty ϕk, θk oraz ψk). Sposób przemieszczania
robota w globalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych wynika z doboru odpowiednich kon�gu-
racji wspomnianych k¡tów. Z punktu widzenia realizacji zadania ±ledzenia trajektorii
stawianego przed robotem, bardziej korzystnym byªoby sterowanie w oparciu o wspóª-
rz¦dne zwi¡zane z poªo»eniem wybranego punktu robota � dla naszego robota zde�niu-
jemy wspóªrz¦dne wyj±ciowe, z pomoc¡ których dokonamy linearyzacji peªnego modelu
robota.

4.1 Model kinematyki z wyj±ciem

Jak wspomniano w rozdziale 2, model kinematyki robota mo»na przedstawi¢ w formie
bezdryfowego ukªadu sterowania postaci


q = G(q)η, (4.1)

gdzie η � wektor pr¦dko±ci pomocniczych, a G(q) � macierz sterowa«. Zde�niujmy
wspóªrz¦dne linearyzuj¡ce

y = k(q) =

x+ l cos θ0 + e cos(θ0 + θ1)y+ l sin θ0 + e sin(θ0 + θ1)
ψk

 , (4.2)

które okre±laj¡ poªo»enie punktu znajduj¡cego si¦ w odlegªo±ci e od punktu mocowania
póªsfery, w kierunku jej jazdy. Wybór takiego wyj±cia wynika z konieczno±ci speªnie-
nia warunków pozwalaj¡cych na linearyzacj¦ modelu [4], za± liczba jego skªadowych
z faktu, i» liczba wspóªrz¦dnych, które mog¡ zosta¢ zlinearyzowane w sposób statyczny,
jest równa wymiarowi dost¦pnych sterowa« [3] Uwzgl¦dniaj¡c (4.1) i (4.2), zachowanie
ukªadu mo»na scharakteryzowa¢ ukªadem równa«{


q = G(q)η

y = k(q)
, (4.3)

gdzie y � nowe wyj±cie ukªadu. Ró»niczkuj¡c równanie (4.2) wzgl¦dem czasu otrzymu-
jemy


y =
∂k

∂q

q. (4.4)
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Uwzgl¦dniaj¡c (4.1) powy»sz¡ zale»no±¢ mo»na zapisa¢ jako


y =
∂k

∂q
G(q)η = v, (4.5)

gdzie v � nowe wej±cie ukªadu, którego skªadowe maj¡ sens pr¦dko±ci wybranego punktu
w kierunku osi X i Y ukªadu globalnego, a tak»e pr¦dko±ci wirowania póªsfery wokóª jej
osi Z. Na podstawie tego równania mo»emy zde�niowa¢ sprz¦»enie linearyzuj¡ce postaci

η =

(
∂k

∂q
G(q)

)−1

v. (4.6)

Ostatecznie, model kinematyki z wyj±ciem linearyzuj¡cym zapisujemy jako

q = G(q)

(
∂k
∂q
G(q)

)−1
v


y = v

y = k(q)

. (4.7)

Efektem dokonanej linearyzacji modelu jest mo»liwo±¢ ªatwego sterowania poªo»eniem
robota w globalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych, poprzez okre±lanie pr¦dko±ci poruszania
si¦ punktu wysuni¦tego przed póªsfer¦, a tak»e jej pr¦dko±ci obrotowej.



Rozdziaª 5

Badania porównawcze

5.1 Opis implementacji

Implementacji modeli dokonano w ±rodowisku MATLAB, wykorzystuj¡c do rozwi¡zywa-
nia równa« ró»niczkowych metod¦ caªkowania Dormanda�Prince'a (ode45). Symulator
podzielono na trzy zasadnicze moduªy � moduª testowy, moduª kinematyczny i mo-
duª gra�czny. Pierwszy z nich sªu»y do inicjalizacji wszystkich zmiennych, ustalenia
parametrów, wspóªrz¦dnych oraz warunków pocz¡tkowych robota. Warto±ci te przeka-
zywane s¡ do moduªu kinematycznego � ka»dy z zaimplementowanych modeli posiada
swój odr¦bny moduª, w którym zapisano odpowiadaj¡c¡ mu macierz G(q) oraz w przy-
padku modelu zlinearyzowanego sprz¦»enie zwrotne (4.6). Na podstawie tych macierzy
dla zadawanych warto±ci sterowa« zawartych w module rozwi¡zywane jest równanie
ruchu (2.2) w zadanym okresie. Wyniki symulacji ilustrowane s¡ na wykresach przez
moduª gra�czny.

5.2 Wyniki bada«

5.2.1 Model peªny i uproszczony

Wszystkie opisane poni»ej badania przeprowadzono zarówno dla peªnego modelu ki-
nematyki robota jak i modelu z koªem zast¦pczym. Jako parametry robota przy-
j¦to: l = 0.2m, d = 0.17m, R = 0.05m (dobrane na podstawie parametrów �zycz-
nych robota Hogger). Pierwsze przeprowadzone badanie dotyczyªo sprawdzenia po-
prawno±ci wyprowadzonych modeli. W tym celu zadano zerowe sterowania. Zgod-
nie z oczekiwaniami, »adna ze wspóªrz¦dnych robota nie ulegªa zmianie. Nast¦pnie
sprawdzono zachowanie modeli przy podstawowych warto±ciach sterowa« � po ustale-
niu warunków pocz¡tkowych dla k¡tów (ϕk0, θk0, ψk0) = (−π

6
,0,0) i zadaniu sterowania

(η1, η2, η3) = (0, 0, 2000π
s
), gdzie η3 = 
ψk, robot w obu przypadkach jechaª do przodu

po linii prostej. Dla dodatniej warto±ci pocz¡tkowej k¡ta ϕk, zgodnie z oczekiwaniami
robot jechaª do tyªu. Podobne badanie wykonano dla niezerowych warto±ci k¡ta θk �
przy dodatniej warto±ci pocz¡tkowej robot skr¦ca w prawo, natomiast przy ujemnej �
w lewo.

Kolejne badanie dotyczyªo wpªywu sterowania k¡tem ϕk na pr¦dko±¢ jazdy � jako
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Rysunek 5.1 �lad ruchu robota przy badaniu wpªywu k¡ta ϕk na pr¦dko±¢ i kierunek
jazdy � model uproszczony

Rysunek 5.2 Pr¦dko±¢ jazdy i orientacja θ0 w funkcji czasu przy badaniu wpªywu k¡ta
ϕk na pr¦dko±¢ i kierunek jazdy � model uproszczony

warunki pocz¡tkowe ustalono warto±ci k¡tów (ϕk0, θk0, ψk0) = (−π
2
, 0, 0) i zadano stero-

wanie (η1, η2, η3) = ( π
2s
, 0, 2000π

s
) w czasie t = 2s, powoduj¡ce liniow¡ zmian¦ warto±ci

varphik do π
2
. W rezultacie teraz robot przez pierwsz¡ sekund¦ jedzie do przodu z ma-

lej¡c¡ pr¦dko±ci¡ a» do zatrzymania, po czym rozp¦dza si¦ jad¡c do tyªu. Porównuj¡c
wyniki uzyskane w tym przypadku dla obu modeli (zobacz rys. 5.1, 5.2 i 5.3, 5.4, gdzie
niebieskim kolorem zaznaczono ±lad ruchu ±rodka tylnej osi robota, a »óªtym póªsfer¦
nap¦dow¡) mo»emy dostrzec pomi¦dzy nimi ró»nic¦ � w peªnym modelu orientacja ro-
bota θ0 w trakcie realizacji ruchu zmienia si¦, podczas gdy w modelu uproszczonym
jest staªa. Wynika to z faktu, i» przy zmianie k¡ta ϕk póªsfera toczy si¦ w kierunku
osi Ym, co powoduje lekkie skr¦canie robota, którego to zjawiska nie uwzgl¦dnia model
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Rysunek 5.3 �lad ruchu robota przy badaniu wpªywu k¡ta ϕk na pr¦dko±¢ i kierunek
jazdy � model peªny

Rysunek 5.4 Pr¦dko±¢ jazdy i orientacja θ0 w funkcji czasu przy badaniu wpªywu k¡ta
ϕk na pr¦dko±¢ i kierunek jazdy � model peªny
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Rysunek 5.5 �lad ruchu robota przy badaniu wpªywu parametru l = 2m na pr¦dko±¢
i kierunek jazdy � model peªny

Rysunek 5.6 Pr¦dko±¢ jazdy i orientacja θ0 w funkcji czasu przy badaniu wpªywu
parametru l = 2m na pr¦dko±¢ i kierunek jazdy � model peªny

uproszczony. Efekt ten zmniejsza si¦ przy zwi¦kszaniu stosunku parametru l do R. Wy-
niki bada« dla takich samych warunków pocz¡tkowych i sterowa« jak powy»ej, lecz dla
l = 2m ilustruj¡ rysunki 5.5, 5.6.

Ostatnie badanie wªasno±ci modeli bez linearyzacji przeprowadzono dla warunków
pocz¡tkowych (ϕk0, θk0, ψk0) = (−π

4
, 0, 0) i sterowa« (η1, η2, η3) = (0, π

6s
, 2000π

s
) w cza-

sie t = 2s. Dzi¦ki temu zbadamy zachowanie modeli w trakcie ruchu ze zmiennym
kierunkiem jazdy. W efekcie zastosowania takiego sterowania robot zaczyna jecha¢ po
spirali. Zaobserwowana ró»nica zachowania modelu uproszczonego i peªnego jest w tym
przypadku nieznaczna (porównaj rys. 5.7, 5.8 z 5.9, 5.10).
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Rysunek 5.7 �lad ruchu robota przy badaniu wpªywu k¡ta θk na poªo»enie ±rodka tylnej
osi i kierunek jazdy � model uproszczony

Rysunek 5.8 Poªo»enie x, y ±rodka tylnej osi i kierunek jazdy θ1 przy badaniu wpªywu
k¡ta θk na poªo»enie ±rodka tylnej osi i kierunek jazdy � model uproszczony
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Rysunek 5.9 �lad ruchu robota przy badaniu wpªywu k¡ta θk na poªo»enie ±rodka tylnej
osi i kierunek jazdy � model peªny

Rysunek 5.10 Poªo»enie x, y ±rodka tylnej osi i kierunek jazdy θ1 przy badaniu wpªywu
k¡ta θk na poªo»enie ±rodka tylnej osi i kierunek jazdy � model peªny
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5.2.2 Model z wyj±ciem linearyzuj¡cym

Podobnie jak w przypadku opisanym w poprzednim podrozdziale, przed rozpocz¦ciem
zasadniczych bada« przetestowano poprawno±¢ zachowania modelu z wyj±ciem line-
aryzuj¡cym w podstawowych sytuacjach: przy braku sterowa«, a tak»e staªych ste-
rowaniach. We wszystkich badaniach, je»eli nie napisano inaczej, warunki pocz¡t-
kowe ustalono na (x0, y0, θ00, ϕk0, θk0, ψk0) = (0, 0, 0,−0.17, 0, 0). Na pocz¡tku za»¡-
dano, aby robot jechaª prosto ze staª¡ pr¦dko±ci¡ w kierunku osi X zadaj¡c sterowania
(v1, v2, v3) = (1m

s
, 0, 2000π

s
) w czasie t = 2s (rys. 5.11, 5.12, gdzie dodatkowo kolorem

czerwonym oznaczono ±lad ruchu punktu przyj¦tego jako skªadowe wspóªrz¦dnych wyj-
±ciowych y). Nast¦pnie, dla tej samej pr¦dko±ci liniowej w kierunku osi X, zmieniono
pr¦dko±¢ obrotow¡ póªsfery � v3 = 4000π

s
(rys. 5.13, 5.14). W efekcie zmniejszeniu

ulegªy warto±ci k¡tów ϕk i θk, co jest zgodne z oczekiwaniami � przy wi¦kszej pr¦dko-
±ci obrotowej póªsfery potrzeba bowiem mniejszego jej wychylenia do uzyskania takiej
samej pr¦dko±ci post¦powej. Badania powtórzono przy zmianie orientacji pocz¡tkowej
robota na θ00 = π

2
oraz θ00 = π. W rezultacie orientacja robota θ0 podczas ruchu robota

zmienia si¦ tak, aby realizowane byªo zadanie jazdy w kierunku osi X ze staª¡ pr¦dko-
±ci¡ liniow¡. Sytuacje te s¡ zilustrowane na rysunkach 5.15, 5.16 i 5.17, 5.18. Robot
zachowuje si¦ analogicznie przy wymuszaniu jazdy po prostej w kierunku osi Y czy pod
k¡tem.

Kolejnym badaniem byªa realizacja jazdy po kwadracie o boku 4m, ze staª¡ zadan¡
pr¦dko±ci¡ liniow¡ równ¡ 4m

s
wzdªu» ka»dego boku. Badania ponownie wykonano dla

dwóch warto±ci pr¦dko±ci obrotowej póªsfery. Uzyskane wyniki ilustruj¡ wykresy 5.19,
5.20 oraz 5.21, 5.22.

Ostatni eksperyment dotyczyª zbadania dziaªania algorytmu linearyzacji oraz uzy-
skiwanych wyników dla praktycznie nieosi¡galnej trajektorii � za»¡dano, aby robot po-
ruszaª si¦ po linii prostej z pr¦dko±ci¡ v1 = 1ms z zerow¡ pr¦dko±ci¡ obrotow¡ 
ψk póªsfery
� zadano wektor sterowa« postaci (v1, v2, v3) = (1m

s
, 0, 0). Poniewa» wyprowadzony mo-

del nie uwzgl¦dnia wyst¦puj¡cych w rzeczywistym robocie ogranicze« kon�guracyjnych,
wynikaj¡cych z dopuszczalnego zakresu ruchu k¡tów ϕk i θk, w uzyskanym tutaj rozwi¡-
zaniu zadany ruch odbywa si¦ dzi¦ki jednostajnej zmianie k¡ta θk przy równoczestnej
korekcji toru ruchu poprzez dostrajanie k¡ta ϕk, co ilustruj¡ wykresy 5.23, 5.24. Nale»y
zauwa»y¢, »e te dwa k¡ty nie podlegaj¡ bezpo±redniej kontroli w naszym zlinearyzowa-
nym ukªadzie.
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Rysunek 5.11 �lad ruchu robota przy zadaniu ruchu w kierunku osi X z pr¦dko±ci¡
v3 = 2000

π
s
dla orientacji pocz¡tkowej θ00 = 0 � model zlinearyzowany

Rysunek 5.12 K¡ty θ0, ϕk i θk w funkcji czasu przy zadaniu ruchu w kierunku osi X z
pr¦dko±ci¡ v3 = 2000πs dla orientacji pocz¡tkowej θ00 = 0 � model zlinearyzowany
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Rysunek 5.13 �lad ruchu robota przy zadaniu ruchu w kierunku osi X z pr¦dko±ci¡
v3 = 4000

π
s
dla orientacji pocz¡tkowej θ00 = 0 � model zlinearyzowany

Rysunek 5.14 K¡ty θ0, ϕk i θk w funkcji czasu przy zadaniu ruchu w kierunku osi X z
pr¦dko±ci¡ v3 = 4000πs dla orientacji pocz¡tkowej θ00 = 0 � model zlinearyzowany
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Rysunek 5.15 �lad ruchu robota przy zadaniu ruchu w kierunku osi X z pr¦dko±ci¡
v3 = 2000

π
s
dla orientacji pocz¡tkowej θ00 = π

2
� model zlinearyzowany

Rysunek 5.16 K¡ty θ0, ϕk i θk w funkcji czasu przy zadaniu ruchu w kierunku osi X
z pr¦dko±ci¡ v3 = 2000πs dla orientacji pocz¡tkowej θ00 = π

2
� model zlinearyzowany
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Rysunek 5.17 �lad ruchu robota przy zadaniu ruchu w kierunku osi X z pr¦dko±ci¡
v3 = 2000

π
s
dla orientacji pocz¡tkowej θ00 = π � model zlinearyzowany

Rysunek 5.18 K¡ty θ0, ϕk i θk w funkcji czasu przy zadaniu ruchu w kierunku osi X
z pr¦dko±ci¡ v3 = 2000πs dla orientacji pocz¡tkowej θ00 = π � model zlinearyzowany
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Rysunek 5.19 �lad ruchu robota przy zadaniu jazdy po kwadracie w modelu zlineary-
zowanym przy sterowaniu v3 = 2000πs

Rysunek 5.20 K¡ty ϕk, θk w funkcji czasu dla realizacji jazdy po kwadracie w modelu
zlinearyzowanym przy sterowaniu v3 = 2000πs
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Rysunek 5.21 �lad ruchu robota przy zadaniu jazdy po kwadracie w modelu zlineary-
zowanym przy sterowaniu v3 = 4000πs

Rysunek 5.22 K¡ty ϕk, θk w funkcji czasu dla realizacji jazdy po kwadracie w modelu
zlinearyzowanym przy sterowaniu v3 = 4000πs
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Rysunek 5.23 �lad ruchu robota przy badaniu wpªywu sterowania v3 = 0 na warto±ci
k¡tów ϕk, θk w modelu zlinearyzowanym

Rysunek 5.24 K¡ty ϕk, θk w funkcji czasu przy badaniu wpªywu sterowania v3 = 0 na
warto±ci k¡tów ϕk, θk w modelu zlinearyzowanym
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Podsumowanie

Celem projektu byªo wyprowadzenie peªnego i uproszczonego modelu kinematyki ro-
bota nap¦dzanego póªsfer¡, zaproponowanie sprz¦»enia linearyzuj¡cego wybrane wyj±cia
ukªadu, zbadanie zachowania modeli w ±rodowisku MATLAB, porównanie wyników sy-
mulacji oraz odniesienie ich do zachowania rzeczywistego obiektu. Wszystkie cele pracy
zostaªy zrealizowane.

Przeprowadzone w ramach projektu symulacje zachowania modeli pozwalaj¡ stwier-
dzi¢, »e w du»ym stopniu odwzorowuj¡ one zachowanie rzeczywistego obiektu � robota
mobilnego Hogger, jednak dla dokªadniejszej analizy tego zagadnienia nale»y rozwin¡¢
konstrukcj¦ robota tak, by umo»liwi¢ uzyskiwanie informacji o jego wektorze stanu.
Jak mo»na si¦ byªo spodziewa¢, badania wykazaªy pewne ró»nice w zachowaniu mo-
deli, wynikaj¡ce z zaªo»onych uproszcze«, dotycz¡cych wpªywu zmian k¡tów θk i ϕk na
zmian¦ poªo»enia i orientacji robota w ukªadzie globalnym. Ró»nice te dotycz¡ przede
wszystkim zmian orientacji korpusu robota i s¡ wyra¹nie zauwa»alne, jednak»e ostatecz-
nej oceny ich istotno±ci mo»na b¦dzie dokona¢ dopiero po dokªadniejszym porównaniu
zachowania modeli z obiektem rzeczywistym. Niewykluczone, »e porównanie to wyka»e
inne, bardziej istotne ¹ródªa rozbie»no±ci zachowania robota i modelu. Warto jedynie
zauwa»y¢, i» w przypadku wykorzystania modelu robota w sprz¦towej implementacji
jego sterownika ªatwiej b¦dzie to zrobi¢ dla przypadku modelu uproszczonego.

W dalszych pracach nale»y podj¡¢ prób¦ wyprowadzenia modelu dynamiki robota,
uwzgl¦dniaj¡cego wszystkie zjawiska zwi¡zane z zastosowanym w nim nap¦dem. Wypro-
wadzenie modelu dynamiki i uwzgl¦dnienie go w procesie sterowania jest o tyle istotne,
»e w trakcie jazdy rzeczywistego robota z szybko wiruj¡c¡ póªsfer¡ zachowuje si¦ on
zdecydowanie inaczej przy skr¦caniu w lewo ni» w prawo. Wynika to zapewne z dy-
namicznego oddziaªywania wiruj¡cej póªsfery, która oddziaªuje na korpus robota jak
»yroskop. Uwzgl¦dnienie tego zjawiska w algorytmie sterowania robota zapewne zniwe-
luje to oddziaªywanie. Nale»y równie» rozwa»y¢ zastosowanie nieliniowych algorytmów
sterowania, jak np. algorytm endogenicznej przestrzeni kon�guracyjnej czy algorytm
linearyzacji dynamicznej, zwracaj¡c szczególn¡ uwag¦ na wpªyw wybranych wspóªrz¦d-
nych oraz wyst¦powanie ogranicze« kon�guracyjnych, wynikaj¡cych z ograniczonego
zakresu dopuszczalnych warto±ci k¡tów odchylenia póªsfery.
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