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Rozdziat 1

Wprowadzenie

W dzisiejszych czasach roboty mobilne znajdujg zastosowanie w wielu dziedzinach zycia.
Kotowe roboty mobilne sg jedng z podgrup naziemnych robotéw mobilnych, majacych
ogromny obszar zastosowan — mozemy wyrdzni¢ m.in roboty wartownicze, antyterrory-
styczne, inspekcyjne, ratownicze czy transportowe. Systemy jezdne kolowych robotow
mobilnych mozemy sklasyfikowaé okre§lajac stopienl sterowania napedem oraz stopien
sterowania kierunkiem. Poprzez stopiei sterowania napedem rozumiemy liczbe nieza-
leznych sterowan predkoscig koél, natomiast poprzez stopieri sterowania kierunkiem —
liczbe niezaleznych sterowan orientacjag kot.

Najczesciej budowanymi kolowymi robotami mobilnymi przez konstruktoréw-ama-
toréow sg roboty klasy (2,0), posiadajace dwa niezaleznie napedzane kola, a takze roboty
klasy (1,1), posiadajace jedng o§ napedowg oraz jedng of skretna. Ze wzgledu na
analogie do samochodowego systemu jezdnego, model robota klasy (1,1) nazywamy
modelem samochodu kinematycznego. Roboty te ze wzgledu na najczesciej realizowane
zadanie §ledzenia §ciezki nazywane sg linefollowerami.

Naped kolowy jest jednym z najpopularniejszych i najlepiej zbadanych rodzajéw
napedu, stosowanych w naziemnych robotach mobilnych. Na przeciwlegltym biegunie
znajduje sie naped realizowany za poSrednictwem poélsfery — mimo tego, ze pierwsze
wzmianki dotyczace napedu tego typu pojawity sie w ,Mechanics and Handicraft Ma-
gazine* z 1938r. [2] (rys. [1.2)), dopiero w ostatnich latach konstruktorzy robotow
zwrocili na niego swojg uwage. W ramach projektu zrealizowanego w Kole Nauko-
wym Robotykéw ,,KoNaR” powstala prototypowa konstrukcja z opisywanym napedem
polsferycznym — robot Hogger (rys. [1.3).

Istota napedu tego rodzaju jest wprawienie sfery w ruch wirowy woko6t wybranej
osi (zazwyczaj z duza predkoscia). Jesli punktem kontaktu tak wirujacej sfery z plasz-
czyzng podloza bedzie jeden z punktdéw jej przeciecia z osig wirowania (kiedy to of ta
jest prostopadia do plaszczyzny podtoza), napedzany sferg pojazd bedzie pozostawatl
w bezruchy’] Réwnoczesnie kazdorazowe odchylenie osi wirowania od pozycji pionowej
spowoduje przemieszczanie sie pojazdu. Przy sferze wirujacej ze statg predkoscia, o kie-
runku i predkosci tego przemieszczania decydujg wartosci katéw okreslajacych stopien
wychylenia osi od pionu. W robocie Hogger zakres zmian katéw okreslajacych orientacje
osi wirowania jest konstrukcyjnie ograniczony — konstrukcja mechaniczna robota oraz

Loczywiscie, przy przy zatozeniu braku poslizgdéw
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Rear view of the Hemisphere Drive Auto with the hemisphere tilted at an
angle to produce forward motion.

Rysunek 1.1 Pogladowa ilustracja wozka z napedem poélsferycznym
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This diagram shows how the hemisphere is rotated through an
arc of 90° to drive the auto at any speed from 0 to maximum.

Rysunek 1.2 Pogladowa ilustracja zasady dziatania [1]

zakres dzialania serwomechanizméw realizujacych pochylanie osi pozwala na zmiane
katéw jej nachylenia w zakresie +7. Oczywiscie obrét poisfery wokot osi wirowania w
konstrukcji tej jest nieograniczony.

Celem pracy jest wyprowadzenie pelnego i uproszczonego modelu kinematyki ro-
bota napedzanego péisfera, zaproponowanie sprzezenia linearyzujacego wybrane wyj-
§cia ukladu, zbadanie zachowania modeli w §rodowisku MATLAB, poréwnanie wynikéw
symulacji oraz odniesienie ich do zachowania rzeczywistego obiektu.

Uklad niniejszej pracy jest nastepujacy. W rozdziale 2| znajduje si¢ wprowadze-
nie teoretyczne dotyczace modelowania matematycznego robotéw. W rozdziale |3| wy-
prowadzono model kinematyki robota, uwzgledniajacy wszystkie zjawiska kinematyki
ruchu pélsfery napedowej oraz model traktujacy pélisfere w uproszczeniu, rozdziat
zawiera opis sprzezenia linearyzujacego pelny model robota. Wyniki badai symulacyj-
nych przedstawiono w rozdziale [5| Rozdzial [f] podsumowuje prace.



Rysunek 1.3 Robot mobilny Hogger — tworcy: Michal Rybczyniski, Przemystaw Jan-
kowski






Rozdziat 2

Model matematyczny robota mobilnego

Zachowanie robota mobilnego mozna opisa¢ uzywajac wspélrzednych uogélnionych q(t)
€ R", a takze predkosci uogélnionych (t) € R™ [5]. Ograniczenia w ruchu robota mozna
zaobserwowac, gdy nie wszystkie trajektorie mogg zostaé zrealizowane. Ograniczenia te
dzielimy na konfiguracyjne, wynikajace z konstrukcji uktadu, oraz na fazowe, wynika-
jace ze sposobu realizacji ruchu. Wéréd ograniczen fazowych wyrézniamy ograniczenia
holonomiczne, zmniejszajace wymiar przestrzeni konfiguracyjnej oraz nieholonomiczne,
redukujace wymiar przestrzeni dopuszczalnych predkosci.

W robotach mobilnych ograniczenia nieholonomiczne wynikaja z zalozenia braku
poslizgu w punkcie stycznosci két z podlozem — zazwyczaj zalozenie to przyjmuje sie
w postaci zalozenia braku poslizgow wzdluznych i poprzecznych. Roéwnania wigzace
zachowanie platformy z zadanymi ograniczeniami fazowymi mozna zapisaé w postaci
Pfaffa [5]

Alq)g =0, (2.1)
gdzie A(q) — macierz ograniczen. Jezeli scatkowanie ograniczen jest mozliwe,
oznacza to, ze ograniczenia te sg holonomiczne. Poniewaz ograniczaja one przestrzen
konfiguracyjna, mozemy je wiaczy¢ do ograniczen konfiguracyjnych.

Dla tak opisanego obiektu model jego kinematyki mozna przedstawi¢ w formie bez-
dryfowego uktadu sterowania postaci

q=G(q)n, (2.2)

gdzie n — wektor predkosci pomocniczych, bedacych pewnag kombinacjg sktadowych
predkosci uogblnionych [6], a G(q) — macierz sterowani, spelniajaca réwnanie

A(q)G(q) =0. (2:3)






Rozdzial 3

Kinematyka robota napedzanego
poOlstera

W niniejszym rozdziale wyprowadzimy dwa modele matematyczne analizowanego ro-
bota. Modelowany robot jest platforma mobilng o dwoéch kotach ustalonych, tworza-
cych of tylng. Naped robota tworzy poélsfera o promieniu R, wirujgca wokél wilasnej
osi symetrii, zawieszona na przegubie o dwdch stopniach swobody w odleglosci 1 od
osi tylnej, o rozstawie k6t d. Konstrukcja tego przegubu umozliwia obracanie poélsfery
woko6t dwoch wzajemnie prostopadtych osi, lezgcych na plaszczyznie prostopadtej do osi
symetrii polsfery. Punkt przeciecia tych trzech osi znajduje sie¢ w §rodku kota wielkiego
poélsfery i jest poczatkiem pewnych trzech ukladéw wspédirzednych, pomocnych przy
wyprowadzaniu modelu.

3.1 Definicja ukltadéw wspolrzednych

Zdefiniujmy zewnetrzny, kartezjanski uktad odniesienia XYZ, ktory bedziemy nazywaé
ukladem globalnym. Nastepnie zdefiniujmy pierwszy ze wspomnianych wcze§niej ukta-
déw o poczatku w §rodku kola wielkiego pélsfery, nazwijmy go ukladem mocowania
poélsfery i oznaczmy jako X, Y Z(zobacz rys. . Transformacja z globalnego uktadu
wspo6lrzednych do uktadu mocowania ma postaé

AM = Trans(X, x)Trans(Y,y)Trans(Z, R)Rot(Z, 8,) Trans(X, 1), (3.1)

gdzie x, y — polozenie §rodka tylnej osi w ukltadzie globalnym, R — promien pétsfery, 6, —
orientacja robota wzgledem ukladu globalnego, 1 — odlegto$¢ pomiedzy tylng osig robota
a §rodkiem pblisfery. Nalezy zauwazyé, ze uklad ten przemieszcza sie wraz z robotem
jedynie w plaszczyznie XY, natomiast nie ulega on przemieszczeniu w osi Z — decyduje
o tym konstrukcja przegubu, ktoéra jest taka, ze przy poruszaniu nim wysokos§¢ punktu
mocowania poélsfery nie ulega zmianie. Réwnoczednie orientacja ukladu mocowania
zmienia sie jedynie wzgledem osi Z ukladu globalnego — kat pomiedzy osiami X 1 X,
jest tozsamy z orientacja robota 0.

Kolejny definiowany uktad wspélrzednych nazwijmy ukladem przegubu i oznaczmy
jako X, Y, Z,. Plaszczyzna X, Y, tego ukladu zawiera w sobie plaszczyzne kota wielkiego
potsfery, a o§ Z, pokrywa si¢ z osig symetrii potsfery (rys. . Transformacja z uktadu
mocowania do uktadu przegubu ma postaé
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X ’X

Rysunek 3.1 Transformacja z globalnego ukladu do ukladu w miejscu mocowania. Dla
uproszczenia rysunku pominieto elementy konstrukcji mechanicznej.

s

Rysunek 3.2 Transformacja z uktadu mocowania do uktadu przegubu — widok z przodu
robota
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Rysunek 3.3 Transformacja z ukladu przegubu do ukladu péisfery — widok z przodu
robota oraz widok na koto wielkie potsfery

An = Rot(Xum, @r)Rot (Yo, 0k), (3-2)

gdzie @y — kat obrotu polsfery wokot osi X, Ok — kat obrotu poétsfery wokédt osi Yo,.

Ostatnim ukladem wspoélrzednych, majagcym poczatek w punkcie mocowania, jest
uklad zwigzany z poéisfera, nazwany ukladem pélsfery i oznaczony jako XyYyZy. Uklad
ten pozwoli na zdefiniowanie ruchu wirowego poélsfery, decydujacego o jej wlasciwosciach
napedowych (rys. . Ptaszczyzna X, Y tego ukladu, podobnie jak ptaszczyzna X,Y,
ukladu przegubu, zawiera w sobie plaszczyzne kola wielkiego polsfery, jednakze w od-
roznieniu od uktadu X,Y,Z, uklad ten na stale jest zwigzany z poisfera. Transformacja
z ukladu przegubu do uktadu pélsfery jest dana wzorem

A = Rot(Z,, i), (3-3)

gdzie . — kat obrotu poélsfery wokoét osi Z,. Wystepujace w zdefiniowanych powyze]
transformacjach parametry x,y, 0o, @y, Ok 1 Py tworzg wektor wspodlrzednych okredlaja-
cych potlozenie robota.

3.2 Pelny model kinematyki

Ponizej wyprowadzimy pelny model kinematyki robota napedzanego polsfera. W tym
celu zdefiniujemy kilka punktéw charakterystycznych zwigzanych z konstrukcjg robota,
a nastepnie zazgdamy, aby ich predkosci spelnialy ograniczenia zapewniajgce brak po-
slizgu.

3.2.1 Ograniczenia nieholonomiczne

Wyprowadzenie pelnego modelu kinematyki opisanego przy pomocy wspbéirzednych
uogélnionych
) (3-4)

wymaga zdefiniowania ograniczen, wynikajacych z ruchu modelowanego robota. Jak

q= (X)y> 90) Py ek)ll)k

wspomniano w rozdziale [2| ograniczenia nieholonomiczne wynikajg z zalozenia braku
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poslizgu w punkcie stycznosci pomiedzy podlozem a kotami robota. W analizowanym
przypadku brak poslizgu poprzecznego tylnej osi robota opisuje réwnanie

xsin 0y —ycos By = 0. (3.5)

W celu zapisania warunkéw okre§lajacych brak poslizgu polsfery nalezy zazadac, by
predko$¢ przemieszczania punktu kontaktu péisfery z podlozem byla réwna predkosci
przemieszczania punktu jej mocowania. Latwo zauwazy¢, ze punkt kontaktu poisfery
z podtozem w ukladzie mocowania ma wspobirzedne

PkM = 0 . (36)

Poddajac go transformacji do uktadu péisfery
-1
Pue = (AMAR)  Pim

otrzymujemy
R(cos @y cos Py sin 0, — sin @y siny)
Pr. = | —R(cosy sin Oy + cos @y sin Oy sin )
—R cos 0y cos @y

Predko$¢ przemieszczania sie tego punktu, gdy poélsfera porusza sie z predkosciami
(Px,0k, k), jest dana wzorem

0Py, -

0Py, . oPy. -
= kK9k+ Py (3.7)

o (02N P 00y (U

Predkoé¢ ta, wyrazona w ukladzie mocowania, przyjmuje postac

P

R(0 cos ©x — Py cos 0y sin o)
Pr,, = AyASP, = —R( @y + Uy sin By) : (3.8)
0

Identyczne transformacje przeprowadzamy dla punktu mocowania pélsfery, ktory
w ukladzie mocowania ma wspbirzedne

0
Pony=101,
0
natomiast w ukladzie globalnym
X + Lcos 0y
P = AP, = | y+1sin 6,

R

Wyznaczenie predkosci punktu mocowania przeprowadzamy analogicznie jak w (3.7))

: oP oP P, .
P, = — G me ¢ ™G . ,
G 3 Xt oy Y+ 30, N (3.9)
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Wryrazajac te predkos¢ w uktadzie mocowania

P = (AM) ™ Prnc,

otrzymujemy
x cos 0y + ysin 0y
Py = | 100 +YcosOp —xsin0 | . (3.10)
0

W wyniku poréwnania predkosci (3.8)) i ([3.10) otrzymujemy dwa réwnania ograni-
czen nieholonomicznych na brak poslizgu pélsfery, a mianowicie

xcos 0y +ysinby = R(6y cos (pk—ti)kcos 0y sin @y ), ( )
. ) 3.11
10y + 1y cos 0y — x 8in 0y = —R(@y + Uy sin Oy ).
Sumarycznie, ograniczenia (3.5), (3.11), mozemy zapisa¢ w postaci Pfaffa
X
sin@ —cosy O 0 0 0 é”
cos 0y sinfp O O —Rcos@, Rsin @y cos Oy 0] =o. (3.12)
—sin®y cosB, 1 R 0 R sin 0y (gk
K
Py

3.2.2 Roéwnania kinematyki
Bazujac na ograniczeniach (3.12]) i réwnaniu ([2.2]), wyznaczmy macierz sterowan
G(q) = (91(q), 92(q), gs(q))

w taki sposob, aby wybrane elementy wektora n miaty sens sterowania predkosciami
zmian katéw ¢y, Oy oraz V. Wéwczas macierz G ma postaé

[0 Rcos@ycosB, —RcosB,cos by sin @y ]
0 Rcos@ysinB®y —Rcos0Oysin @y sin 0,
B _% 0 _Rsi111 Oy
G(q) = 1 0 0 ) (3~13)
0 1 0
0 0 ] |

a caty uktad sterowania

.
x = Rcos @y cos Byny — Rcos 0y cos Oy sin @13

Yy = Rcos @y sin Oyn, — Rcos Oy sin @y sin Oyn;3

0p = — By — ROy,

0 nl ' (3.14)
K="

ék =12

P =13

Taki uktad sterowania jest modelem kinematyki badanego robota napedzanego pot-
sferg. Korzystajac z otrzymanego modelu mozemy symulowaé i bada¢ jego zachowanie
oraz podjac¢ probe konstrukcji dedykowanych algorytméw sterowania.
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Rysunek 3.4 Model samochodu kinematycznego

3.3 Uproszczony model kinematyki

Ponizej, wychodzac od klasycznego modelu samochodu kinematycznego, wyprowadzimy
alternatywny model robota napedzanego poélsferg. W podejsciu tym zamodelujemy
polsfere napedowg jako zastepcze kolo przednie, bedace zaréwno kotem skretnym, jak
i napedowym. Nastepnie, w wyprowadzonym modelu samochodu kinematycznego do-
konamy zmiany wspoélrzednych uogolnionych ze wspoirzednych samochodu na wspél-
rzedne robota z pbélisfera, uwzgledniajagc model kola zastepczego.

3.3.1 Model samochodu kinematycznego

Samochéd kinematyczny to nieholonomiczny robot mobilny klasy (1,1), przedstawiony
na rysunku (3.4)), opisywany we wspolrzednych uogélnionych

q= (X)y)90391,(p)T> (3-15)

gdzie x, y — polozenie §rodka tylnej osi samochodu, 6, jego orientacja w uktadzie glo-
balnym ( x, y i 0, sa tozsame ze wspolrzednymi w pelnym modelu z podrozdziatu [3.2)),
0; to kat skretu przedniego kota, zas ¢ kat jego obrotu.

Zdefiniujmy ograniczenie na brak poslizgu poprzecznego tylnej osi, réwnowazne

z (3.5)

xs8in 0y — Yy cos 0y = 0. (3.16)

Nastepnie zdefiniujmy ograniczenie dotyczace braku poslizgu poprzecznego kota przed-
niego

&sin(60+91) —ﬁcos(90+91) :O) (3.17)

gdzie & = x+1cos 0y, 1 = y+1sin 0, — polozenie §rodka przedniego kota, £ = X—IGO sin 0,

oraz 1 = Yy + 1By cos 0y — jego predkos¢. Uwzgledniajac wyrazenia na 1 i & w ([3.17)
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Rysunek 3.5 Ilustracja idei kota zastepczego - widok z przodu robota

otrzymujemy ograniczenie dane réwnaniem
x8in(0y + 01) — 1y cos (0 + 0;) — 16y cos 6; = 0. (3.18)

Ostatnie ograniczenie nieholonomiczne, ktére naktadamy na uklad wynika z zaloze-
nia braku poslizgu wzdluznego kola przedniego, o postaci

£ cos(0y + 0;) —nsin(8y + 01) — 1@ = 0, (3-19)

gdzie 1 — promien kotla.
Podobnie jak w przypadku (3.18]), uwzgledniajac wyrazenie na 7 i & dostajemy

% cos(0y 4 01) + 1 sin(6y + 61) + 18y sin 67 — 1 = 0. (3.20)

Ograniczenia (3.16)), (3.18]), (3.20]) zapisujemy sumarycznie uzywajac postaci Pfaffa (j2.1)

X

sin 0, —cos 0, 0 0 0 y
sin(0y +07) —cos(By+6;) —lcosO; 0 O 0, | =0. (3.21)

cos(6y+0;) sin(6p+6;) lsin®;, 0 —rc| |6

)

3.3.2 Model zastepczego kota przedniego

W uzyskanym modelu samochodu kinematycznego musimy uwzgledni¢ model zastep-
czego kola przedniego. W uproszczeniu pélsfere napedowa mozna potraktowaé jak
skrecane i pochylane kolo o zmiennym promieniu. Do takiego spojrzenia upowaznia
nas fakt, ze po ustaleniu katow @y i 0y, punkt kontaktu pomiedzy podlozem a polsferg
przemieszcza sie¢ wraz ze zmiang kata 1y po pewnym jej rownolezniku o promieniu Ty
(rys. [B.5). Mozemy wiec przyjaé, ze w takiej konfiguracji polsfere traktujemy jako
kolo o promieniu réwnoleznika i pewnym kacie nachylenia do pionu. Jak wspomniano
w rozdziale [2, w analizowanym robocie zmienno§¢ promienia kota nie powoduje ruchu
w osi Z ukladu globalnego — wynika to z konstrukcji przegubu. Co wiecej, fakt pochy-
lania kota nie wplywa na jego wladciwosci jezdne. Stad, by wyznaczy¢ parametry kota
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Rysunek 3.6 Rzut poéisfery na plaszczyzne XY, w ukladzie mocowania — przypadek
dla 0, =01 @ = —7.

zastepczego nalezy znalezé diugo$¢ promienia réwnoleznika 1, oraz kat skrecenia kota
0; w funkcji wspbirzednych oy, 6y, V.

Punkt kontaktu Py pélsfery z podilozem w ukladzie mocowania ma wspoélrzedne
(3.6). Wyrazmy ten punkt w ukladzie przegubu

Tx R cos @y sin Oy
P, =1 | = (AKA)71PKM = —Rsin @y . (3.22)
T, —R cos @y cos Oy

Jak wspomniano, przy ustalonych wartosciach @, i 8y punkt ten przemieszcza sie po
pewnym réwnolezniku. Zrzutujmy poétsfere z rysunku na plaszczyzne X, Y, uktadu
mocowania (rys. [3.6)). Jak wida¢, dlugos¢ promienia rownoleznika r, mozemy wyzna-
czy¢ korzystajac ze wspolrzednych punktu Py, (3.22). W efekcie promien kola zastep-

czego T = (/T + 15 ma wartosc

T = R\/cos2 Ex(sin® 0 — 1) + 1, (3.23)
za§ warto$¢ kata skrecenia kota zastepczego 01 (rys. jest wyrazona jako
_
0 = (i E)

gdzie @ = arctan I—z, co po uwzglednieniu (3.23)) daje ostateczna postac

sin @y T
0, = —arctan ———— — —. .2
1 cos @ sin B, 2 (3-24)
W sytuacji przedstawionej na rysunku potsfera obrécona jest o katy ¢ = —7,
0y = 0. W efekcie, promiefi kola zastepczego ma dlugos¢ r = R\Z—ﬁ, natomiast kat

jego skrecenia wynosi 0; = 0. Dla lepszego zrozumienia rozpatrzmy sytuacje, w ktorej

polsfera obrécona jest o katy @x = —%, 0 = % (rys. [3.7). Dla takiej orientacji potsfery

_ RV7

promien kota zastepczego ma dtugos¢ . = =1+, a kat skrecenia wynosi 6; = —0.71.
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X A
m ‘\

Rysunek 3.7 Rzut poélsfery na plaszczyzne XY, w ukladzie mocowania — przypadek
dlaek:%‘l(pk:—g

3.3.3 Roéwnania kinematyki

W celu wyprowadzenia modelu robota napedzanego poélsferg, na podstawie modelu
klasycznego samochodu (3.21)), nalezy w modelu tym zastapi¢ wektor wspolrzednych
wektorem ([3.4). W obu tych wektorach wspolrzedne x, y i 6, sa tozsame. Kat
skrecenia kota 07 jest funkcjg katéw obrotu poélsfery ¢y i 0y, natomiast funkcje kata
obrotu kota ¢ przyjmuje kat obrotu péisfery V. Po uwzglednieniu tych zalezno$ci
ograniczenia ((3.16)), (3.18)), (3.20) w postaci Pfaffa przyjmuja posta¢

X

sin 0, — cos 0, 0O 00 0 g
sin(0y +0;) —cos(0y+6;) —lcos®; 0 0 O 01 =o. (3.25)

cos(Bp +0;) sin(0y + 0¢) lsin6; 0 0 —mr (gk

K

Py

Bazujac na wyprowadzonych ograniczeniach (3.25) i réwnaniu (2.2)), wyznaczmy
macierz sterowan

G(q) = (g91(q), 92(q), g3(q))

w taki sposob, aby wybrane elementy wektora n mialy sens sterowania predkosciami
zmian katéw @y, Oy oraz {y (tak, jak w przypadku pelnego modelu). Wyznaczona
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macierz G(q) ma postaé

0 0 TrcosBcosb|
0 0 r¢sinB,cosH;
0 0 T sin 0
Glq) = X 26
=1 0 ) (3.26)
0 1 0
0 0 1 |
za§ uklad sterowania )
X = Ty cos 0 cos 0113
Uy = 1. sin 0y cos 01m;3
éO _ rksine]n3
~ L (3-27)
P =T
O =m2
kll)k =13
gdzie 0, = —arctan mﬁ% —

Taki uktad sterowania jest uproszczonym modelem kinematyki badanego robota na-
pedzanego pbélsfera. Przyjete uproszczenie powoduje, ze zmiana wspodlrzednych @y i 0
nie powoduje ruchu robota w globalnym ukladzie wspélrzednych, co w rzeczywisto-
§ci ma miejsce. Uznano jednak, ze ruch robota wynikajacy z wspomnianej zmiany
wspo6lrzednych jest znikomy w odniesieniu do ruchu wynikajacego z wplywu wirowania
polsfery, co upowaznia do przyjetego uproszczenia.



Rozdzial 4

Linearyzacja modelu kinematyki

W obu wyprowadzonych w poprzednim rozdziale modelach kinematyki sterowania w sen-
sie fizycznym sg predkosciami polsfery (katy ¢y, Ox oraz ). Sposdéb przemieszczania
robota w globalnym ukladzie wspoélrzednych wynika z doboru odpowiednich konfigu-
racji wspomnianych katéw. Z punktu widzenia realizacji zadania §ledzenia trajektorii
stawianego przed robotem, bardziej korzystnym bytoby sterowanie w oparciu o wspél-
rzedne zwiazane z polozeniem wybranego punktu robota — dla naszego robota zdefiniu-
jemy wspoélrzedne wyjsciowe, z pomocg ktérych dokonamy linearyzacji pelnego modelu
robota.

4.1 Model kinematyki z wyjSciem

Jak wspomniano w rozdziale |2, model kinematyki robota mozna przedstawi¢ w formie
bezdryfowego uktadu sterowania postaci

q=G(q)n, (4.1)

gdzie n — wektor predkosci pomocniczych, a G(q) — macierz sterowan. Zdefiniujmy
wspoblrzedne linearyzujace

x + lcos 0y + ecos(6y + 01)

y=k(q)=|y-+1sin0 + esin(6y + 6;) |, (4.2)

P
ktére okreslajg polozenie punktu znajdujacego sie w odlegtosci e od punktu mocowania
poélsfery, w kierunku jej jazdy. Wybdr takiego wyjscia wynika z koniecznodci spelnie-
nia warunkéw pozwalajacych na linearyzacje modelu [4], za$ liczba jego sktadowych
z faktu, iz liczba wspoélrzednych, ktére moga zostac zlinearyzowane w sposoéb statyczny,
jest rowna wymiarowi dostepnych sterowan [3] Uwzgledniajac i (4.2]), zachowanie

uktadu mozna scharakteryzowaé ukladem réwnan

{qzemm
y =k(q)

gdzie y — nowe wyjscie uktadu. Roézniczkujac réwnanie (|4.2) wzgledem czasu otrzymu-
jemy

, (4.3)

ok .

y= 2% (4.4)
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Uwzgledniajac (4.1)) powyzsza zaleznos¢ mozna zapisaé jako

y=—G(qgn=v, (4-5)

gdzie v — nowe wejScie uktadu, ktérego sktadowe maja sens predkosci wybranego punktu
w kierunku osi X i Y uktadu globalnego, a takze predkosci wirowania péisfery wokoét jej
osi Z. Na podstawie tego réwnania mozemy zdefiniowaé sprzezenie linearyzujace postaci

ok -
= — . .6
n=(ga6l@) v (45)
Ostatecznie, model kinematyki z wyj$ciem linearyzujacym zapisujemy jako
-1

4= Gla) (%6(@) v

y=v : (4.7)

y = k(q)

Efektem dokonanej linearyzacji modelu jest mozliwos¢ tatwego sterowania polozeniem
robota w globalnym ukladzie wspélrzednych, poprzez okre§lanie predkosci poruszania
sie punktu wysunietego przed pélsfere, a takze jej predkosci obrotowe;.



Rozdziat 5

Badania poréwnawcze

5.1 Opis implementacji

Implementacji modeli dokonano w §rodowisku MATLAB, wykorzystujac do rozwiazywa-
nia réwnan roézniczkowych metode catkowania Dormanda-Prince’a (ode45). Symulator
podzielono na trzy zasadnicze moduly — modul testowy, modul kinematyczny i mo-
dul graficzny. Pierwszy z nich stuzy do inicjalizacji wszystkich zmiennych, ustalenia
parametréow, wspolrzednych oraz warunkéw poczatkowych robota. Wartosdci te przeka-
zywane sg do modutu kinematycznego — kazdy z zaimplementowanych modeli posiada
swoj odrebny modutl, w ktérym zapisano odpowiadajacg mu macierz G(q) oraz w przy-
padku modelu zlinearyzowanego sprzezenie zwrotne . Na podstawie tych macierzy
dla zadawanych wartodci sterowan zawartych w module rozwigzywane jest réwnanie
ruchu w zadanym okresie. Wyniki symulacji ilustrowane sg na wykresach przez
modutl graficzny.

5.2 Wymniki badan

5.2.1 Model pelny i uproszczony

Wszystkie opisane ponizej badania przeprowadzono zaréwno dla pelnego modelu ki-
nematyki robota jak i modelu z kolem zastepczym. Jako parametry robota przy-
jeto: 1 = 0.2m, d = 0.17m, R = 0.05m (dobrane na podstawie parametréw fizycz-
nych robota Hogger). Pierwsze przeprowadzone badanie dotyczylo sprawdzenia po-
prawnosci wyprowadzonych modeli. W tym celu zadano zerowe sterowania. Zgod-
nie z oczekiwaniami, zadna ze wspobirzednych robota nie ulegla zmianie. Nastepnie
sprawdzono zachowanie modeli przy podstawowych warto§ciach sterowan — po ustale-
niu warunkéw poczatkowych dla katéow (o, ko, Wio) = (—%,0,0) i zadaniu sterowania
(M1,m2,m3) = (0,0,2000%), gdzie n3 = Py, robot w obu przypadkach jechal do przodu
po linii prostej. Dla dodatniej wartosci poczatkowej kata ¢y, zgodnie z oczekiwaniami
robot jechal do tytu. Podobne badanie wykonano dla niezerowych wartosci kata 0, —
przy dodatniej wartoéci poczatkowej robot skreca w prawo, natomiast przy ujemnej —
w lewo.

Kolejne badanie dotyczylo wplywu sterowania katem ¢y na predkos¢ jazdy — jako
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¥ [m]
T
b
|

Rysunek 5.1 Slad ruchu robota przy badaniu wptywu kata ¢, na predkosé i kierunek
jazdy — model uproszczony

Predkosc liniowa w funkcji czasu
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Rysunek 5.2 Predko$¢ jazdy i orientacja 6y w funkcji czasu przy badaniu wptywu kata
@ na predko$¢ i kierunek jazdy — model uproszczony

warunki poczatkowe ustalono wartosci katéw (o, 0o, Wio) = (—5,0,0) i zadano stero-
wanie (n1,M2,M3) = (3;,0,2000%) w czasie t = 2s, powodujace liniowg zmiang wartosci
varphiy, do 5. W rezultacie teraz robot przez pierwszg sekundg jedzie do przodu z ma-
lejaca predkoscig az do zatrzymania, po czym rozpedza sie jadgc do tytu. Poréwnujac
wyniki uzyskane w tym przypadku dla obu modeli (zobacz rys. i gdzie
niebieskim kolorem zaznaczono $lad ruchu $§rodka tylnej osi robota, a zo6ttym poélsfere
napedowa) mozemy dostrzec pomiedzy nimi réznice — w pelnym modelu orientacja ro-
bota 0, w trakcie realizacji ruchu zmienia sie, podczas gdy w modelu uproszczonym
jest stala. Wynika to z faktu, iz przy zmianie kata @y poélsfera toczy sie w kierunku

osi Y., co powoduje lekkie skrecanie robota, ktoérego to zjawiska nie uwzglednia model
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Rysunek 5.3 Slad ruchu robota przy badaniu wplywu kata ¢y na predkosé i kierunek
jazdy — model pelny

Predkosc liniowa w funkcji czasu

)

E
5
4
3

v [ms)

- ; : ; ; : =

keat [deg]

a0 H : -

A0 : : -

0 \ \ \ i i i I i i

Rysunek 5.4 Predko$¢ jazdy i orientacja 0y w funkcji czasu przy badaniu wplywu kata
@y na predko$c¢ i kierunek jazdy — model pelny
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1/

Rysunek 5.5 Slad ruchu robota przy badaniu wplywu parametru | = 2m na predkosé
i kierunek jazdy — model pelny

Predkosc liniowa w funkcji czasu

v [mfs)

B
5
4
3l
2
1
0

czas [s]

Kat 6, wfunkcji czasu

kat [deg]

“o 0z 04 06 (k=) 1 12 1.4 18 18 2

Rysunek 5.6 Predko§¢ jazdy i orientacja 0, w funkcji czasu przy badaniu wplywu
parametru 1 = 2m na predko$¢ 1 kierunek jazdy — model peiny

uproszczony. Efekt ten zmniejsza sie przy zwiekszaniu stosunku parametru 1 do R. Wy-
niki badain dla takich samych warunkéw poczatkowych i sterowan jak powyzej, lecz dla

1 = 2m ilustruja rysunki 5.5, [5.6]

Ostatnie badanie wilasno$ci modeli bez linearyzacji przeprowadzono dla warunkéw
poczatkowych (@i, B, Wio) = (—7, 0, 0) i sterowan (1;,12,m3) = (0, &,2000%) w cza-
sie t = 2s. Dazieki temu zbadamy zachowanie modeli w trakcie ruchu ze zmiennym
kierunkiem jazdy. W efekcie zastosowania takiego sterowania robot zaczyna jechaé¢ po

spirali. Zaobserwowana roznica zachowania modelu uproszczonego i pelnego jest w tym

przypadku nieznaczna (poréwnaj rys. z 5.10).
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Rysunek 5.7 Slad ruchu robota przy badaniu wplywu kata 6y na poltozenie §rodka tylnej
osi 1 kierunek jazdy — model uproszczony

Polozenie srodka tylnej osi X w funkcji czasu
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Rysunek 5.8 Polozenie x, y $rodka tylnej osi i kierunek jazdy 0, przy badaniu wplywu
kata 0y na potozenie srodka tylnej osi i kierunek jazdy — model uproszczony
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% [m]

Rysunek 5.9 Slad ruchu robota przy badaniu wplywu kata 6y na poltozenie §rodka tylnej
osi 1 kierunek jazdy — model pelny

Polozenie srodka tylnej osi X w funkcji czasu
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Rysunek 5.10 Polozenie x, y §rodka tylnej osi i kierunek jazdy 0; przy badaniu wplywu
kata 0y na potozenie Srodka tylnej osi i kierunek jazdy — model pelny
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5.2.2 Model z wyjsSciem linearyzujacym

Podobnie jak w przypadku opisanym w poprzednim podrozdziale, przed rozpoczeciem
zasadniczych badan przetestowano poprawnos$¢ zachowania modelu z wyjsciem line-
aryzujacym w podstawowych sytuacjach: przy braku sterowan, a takze stalych ste-
rowaniach. We wszystkich badaniach, jezeli nie napisano inaczej, warunki poczat-
kowe ustalono na (xo, Yo, 00, Proy Oxo, Wxo) = (0,0,0,—0.17,0,0). Na poczatku zaza-
dano, aby robot jechal prosto ze stalg predkoscia w kierunku osi X zadajac sterowania
(i, v2,v3) = (1%,0,2000%) w czasie t = 2s (rys. [p.11} gdzie dodatkowo kolorem
czerwonym oznaczono $lad ruchu punktu przyjetego jako sktadowe wspélrzednych wyj-
§ciowych y). Nastepnie, dla tej samej predkosci liniowej w kierunku osi X, zmieniono
predko$¢ obrotowa, potsfery — vz = 40002 (rys. [b.14). W efekcie zmniejszeniu
ulegly wartosci katéw @y 1 Oy, co jest zgodne z oczekiwaniami — przy wiekszej predko-
§ci obrotowe]j polsfery potrzeba bowiem mniejszego jej wychylenia do uzyskania takiej
same]j predkosci postepowej. Badania powtoérzono przy zmianie orientacji poczatkowej
robota na 0y = 5 oraz 0y = 7. W rezultacie orientacja robota 0y podczas ruchu robota
zmienia sie¢ tak, aby realizowane bylo zadanie jazdy w kierunku osi X ze stalg predko-
§cig liniowa. Sytuacje te sg zilustrowane na rysunkach (5.15] [5.16|15.17], |5.18, Robot
zachowuje sie analogicznie przy wymuszaniu jazdy po prostej w kierunku osi Y czy pod
katem.

Kolejnym badaniem by!a realizacja jazdy po kwadracie o boku 4m, ze stalg zadana
predkoscig liniowg réwng 47 wzdiuz kazdego boku. Badania ponownie wykonano dla
dwoch wartodci predkosci obrotowej poélsfery. Uzyskane wyniki ilustruja wykresy
oraz [5.21} 5.22]

Ostatni eksperyment dotyczy!t zbadania dzialania algorytmu linearyzacji oraz uzy-
skiwanych wynikéw dla praktycznie nieosiagalnej trajektorii — zazadano, aby robot po-
ruszat si¢ po linii prostej z predkoscig vi = 17+ z zerowg predkoscia obrotowg | polsfery
— zadano wektor sterowan postaci (vi,v2,v3) = (1%,0,0). Poniewaz wyprowadzony mo-
del nie uwzglednia wystepujacych w rzeczywistym robocie ograniczen konfiguracyjnych,
wynikajacych z dopuszczalnego zakresu ruchu katow oy i 0y, w uzyskanym tutaj rozwia-
zaniu zadany ruch odbywa sie dzieki jednostajnej zmianie kata 0y przy réwnoczestnej
korekcji toru ruchu poprzez dostrajanie kata ¢y, co ilustrujg wykresy 5.24] Nalezy
zauwazyc, ze te dwa katy nie podlegaja bezposredniej kontroli w naszym zlinearyzowa-
nym uktadzie.
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Rysunek 5.11 Slad ruchu robota przy zadaniu ruchu w kierunku osi X z predkoscia
v3 = 2000% dla orientacji poczatkowej 0y = 0 — model zlinearyzowany
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Rysunek 5.12 Katy 0y, @k i 0y w funkcji czasu przy zadaniu ruchu w kierunku osi X z
predkoscig v; = 20007 dla orientacji poczatkowej 0y = 0 — model zlinearyzowany
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Rysunek 5.13 Slad ruchu robota przy zadaniu ruchu w kierunku osi X z predkoscia
v3 =4000% dla orientacji poczatkowej 0yp = 0 — model zlinearyzowany
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Rysunek 5.14 Katy 0y, @k i 0y w funkcji czasu przy zadaniu ruchu w kierunku osi X z
predkoscig v; = 40007 dla orientacji poczatkowej 0y = 0 — model zlinearyzowany
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Rysunek 5.15 Slad ruchu robota przy zadaniu ruchu w kierunku osi X z predkoscia
v3 = 2000% dla orientacji poczatkowej 0yp = 5 — model zlinearyzowany
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Rysunek 5.16 Katy 0y, @y 1 0, w funkcji czasu przy zadaniu ruchu w kierunku osi X
— model zlinearyzowany

z predkoscia v; = 20007 dla orientacji poczatkowej 0o = 3

U
2
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Rysunek 5.17 Slad ruchu robota przy zadaniu ruchu w kierunku osi X z predkoscia
v3 = 2000% dla orientacji poczatkowej 0y = 7 — model zlinearyzowany
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Rysunek 5.18 Katy 0y, @y 1 0, w funkcji czasu przy zadaniu ruchu w kierunku osi X
z predkoscig v; = 20007 dla orientacji poczatkowej 0o = 7t — model zlinearyzowany
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Rysunek 5.19 Slad ruchu robota przy zadaniu jazdy po kwadracie w modelu zlineary-
zowanym przy sterowaniu v3 = 20007
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Rysunek 5.20 Katy oy, 0x w funkcji czasu dla realizacji jazdy po kwadracie w modelu
zlinearyzowanym przy sterowaniu v3 = 2000%
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Rysunek 5.21 Slad ruchu robota przy zadaniu jazdy po kwadracie w modelu zlineary-

zowanym przy sterowaniu v3 = 40007
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Rysunek 5.22 Katy oy, 0x w funkcji czasu dla realizacji jazdy po kwadracie w modelu
zlinearyzowanym przy sterowaniu v3 = 4000%
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Rysunek 5.24 Katy ¢y, 0 w funkcji czasu przy badaniu wplywu sterowania v; = 0 na
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Rozdzial 6

Podsumowanie

Celem projektu bylo wyprowadzenie pelnego i uproszczonego modelu kinematyki ro-
bota napedzanego péisfera, zaproponowanie sprzezenia linearyzujacego wybrane wyjscia
uktadu, zbadanie zachowania modeli w §rodowisku MATLAB, poréwnanie wynikéw sy-
mulacji oraz odniesienie ich do zachowania rzeczywistego obiektu. Wszystkie cele pracy
zostaly zrealizowane.

Przeprowadzone w ramach projektu symulacje zachowania modeli pozwalajg stwier-
dzi¢, ze w duzym stopniu odwzorowuja one zachowanie rzeczywistego obiektu — robota
mobilnego Hogger, jednak dla dokladniejszej analizy tego zagadnienia nalezy rozwinaé
konstrukcje robota tak, by umozliwi¢ uzyskiwanie informacji o jego wektorze stanu.
Jak mozna si¢ bylo spodziewaé, badania wykazaly pewne réznice w zachowaniu mo-
deli, wynikajace z zalozonych uproszczen, dotyczacych wplywu zmian katéw 0y i @y na
zmiane polozenia i orientacji robota w ukltadzie globalnym. Réznice te dotycza przede
wszystkim zmian orientacji korpusu robota i sg wyraznie zauwazalne, jednakze ostatecz-
nej oceny ich istotnosci mozna bedzie dokonaé dopiero po dokltadniejszym poréwnaniu
zachowania modeli z obiektem rzeczywistym. Niewykluczone, ze poréwnanie to wykaze
inne, bardziej istotne Zrédla rozbieznodci zachowania robota i modelu. Warto jedynie
zauwazyC, iz w przypadku wykorzystania modelu robota w sprzetowej implementacji
jego sterownika tatwiej bedzie to zrobi¢ dla przypadku modelu uproszczonego.

W dalszych pracach nalezy podja¢ prébe wyprowadzenia modelu dynamiki robota,
uwzgledniajgcego wszystkie zjawiska zwigzane z zastosowanym w nim napedem. Wypro-
wadzenie modelu dynamiki i uwzglednienie go w procesie sterowania jest o tyle istotne,
ze w trakcie jazdy rzeczywistego robota z szybko wirujaca poélsferg zachowuje sie on
zdecydowanie inaczej przy skrecaniu w lewo niz w prawo. Wynika to zapewne z dy-
namicznego oddzialywania wirujacej poéisfery, ktéra oddziatuje na korpus robota jak
zyroskop. Uwzglednienie tego zjawiska w algorytmie sterowania robota zapewne zniwe-
luje to oddzialywanie. Nalezy réwniez rozwazy¢ zastosowanie nieliniowych algorytmoéw
sterowania, jak np. algorytm endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej czy algorytm
linearyzacji dynamicznej, zwracajac szczegblng uwage na wplyw wybranych wspbirzed-
nych oraz wystepowanie ograniczen konfiguracyjnych, wynikajacych z ograniczonego
zakresu dopuszczalnych wartosci katéw odchylenia poéisfery.
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