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Rozdziaª 1

Wst¦p

Wraz z rozwojem technologii coraz wi¦ksz¡ rol¦ w »yciu czªowieka odgrywaj¡ ró»nego ro-
dzaju maszyny. Pocz¡tkowo jedynie zwi¦kszaj¡ce nasze mo»liwo±ci, aby ostatecznie sta¢
si¦ w peªni autonomicznymi robotami, które nie potrzebuj¡ ci¡gªej obsªugi przez czªo-
wieka. Takie niezale»ne urz¡dzenia wymagaj¡ odpowiednio zaprojektowanego algorytmu
sterowania, który pozwoli im na poprawne wykonywanie zada«, do których zostaªy prze-
znaczone.

Jednym z tego typu urz¡dze« jest system balansowania kul¡ na równowa»ni, którego
zadaniem jest przeprowadzenie kuli przez zadan¡ trajektori¦ lub utrzymanie jej pozycji
w przestrzeni jednowymiarowej. Jego rozszerzon¡ wersj¡ jest system balansowania kul¡
na pªaszczy¹nie wykonuj¡cy to samo zadanie w dwóch wymiarach. W literaturze dotycz¡-
cej sterowania mo»na znale¹¢ wiele ró»norodnych sposobów sterowania takim systemem.
Najcz¦±ciej spotykanymi metodami jest zastosowanie regulatora PID [3], regulatora roz-
mytego [4] lub obserwatora stanu [5].

Celem pracy jest dokonanie przegl¡du i implementacji wybranych metod sterowania
kul¡. W efekcie w±ród zada« znajduje si¦ wyprowadzenie i analiza modelu matematyczne-
go kuli, skonstruowanie ±rodowiska do implementacji metod sterowania, przegl¡d metod
sterowania kul¡, implementacja wybranych algorytmów i zbadanie ich wªasno±ci.

Ukªad pracy jest nast¦puj¡cy. W rozdziale 2 przedstawiono konstrukcj¦ stanowiska
wykorzystanego do przeprowadzenia bada«. W rozdziale 3 wyprowadzono modele mate-
matyczne kuli poruszaj¡cej si¦ po pªaszczy¹nie. Kolejny rozdziaª zawiera przegl¡d istnie-
j¡cych metod sterowania. W rozdziale 5 przeprowadzono badania symulacyjne dotycz¡ce
analizy wªasno±ci wyprowadzonych modeli matematycznych. Opracowanie metod stero-
wania, ich analiza oraz wery�kacja poprawno±ci zaimplementowanych algorytmów zostaªy
opisane w rozdziale 6. Caªo±¢ podsumowuje rozdziaª 7.





Rozdziaª 2

Konstrukcja stanowiska

Skonstruowane stanowisko pozwala na przeprowadzenie bada« skuteczno±ci algorytmów
balansowania kul¡ na pªaszczy¹nie. Jego architektura umo»liwia implementacj¦ dowolnych
algorytmów proponowanych przez eksperymentatora. Cz¦±¢ mechaniczna stanowiska ma
na celu umo»liwi¢ zadanie poªo»enia k¡towego powierzchni, na której znajduje si¦ kula
w dwóch wzajemnie prostopadªych osiach. Poprawno±¢ dziaªania urz¡dzenia zapewniona
jest, gdy w pozycji spoczynkowej obie te osie s¡ dodatkowo prostopadªe do linii pola
grawitacyjnego. Schemat ideowy stanowiska zostaª przedstawiony na rysunkach 2.1 i 2.2,
gdzie α, β � k¡t nachylenia pªaszczyzny do poziomu, x, y � wspóªrz¦dne poªo»enia kuli,
R � jej promie«, M1,M2 � nap¦dy. U»yty w stanowisku panel dotykowy pozwala na
okre±lenie poªo»enia kuli, na podstawie którego realizowane jest zadanie sterowania, a
nast¦pnie za pomoc¡ nap¦dów, ustawienie platformy w takiej pozycji, aby kula osi¡gn¦ªa
okre±lon¡ trajektori¦. Skonstruowane stanowisko zostaªo przedstawione na rysunku 2.3.
Jego elementami skªadowymi s¡:

• powierzchnia, po której porusza si¦ kula,

• silniki ustalaj¡ce orientacj¦ platformy,

• element pomiarowy, okre±laj¡cy poªo»enie kuli na pªaszczy¹nie,

• mikrokontroler obsªuguj¡cy element pomiarowy, silniki i realizuj¡cy komunikacj¦ z
komputerem,

• komputer ze ±rodowiskiem Simulink realizuj¡cy zadanie sterowania.

Jako powierzchni¦ po której porusza si¦ kula wykorzystano czteroprzewodowy rezy-
stancyjny panel dotykowy, który peªni równie» rol¦ elementu pomiarowego. W przypadku
takiego panelu ustalanie wspóªrz¦dnych, w których wyst¡piª dotyk polega na pomiarze
napi¦cia na odpowiednich elektrodach. Do obsªugi panelu wykorzystano przetwornik A/C
z 10-bitow¡ rozdzielczo±ci¡ co pozwoliªo otrzyma¢ 1024∗1024 pozycje na platformie. Sche-
mat wykonywania pomiarów zostaª przedstawiony na rysunkach 2.4 i 2.5, gdzie Z1, Z2
� wykorzystywane do detekcji dotyku, X, Y � sªu»¡ce okre±laniu wspóªrz¦dnych dotyku.
Rol¦ nap¦dów ustalaj¡cych orientacj¦ platformy peªni¡ dwa niezale»ne serwomechani-
zmy modelarskie TowerPro MG995, których moment obrotowy przy napi¦ciu 6V wynosi
15[kg ∗ cm] natomiast pr¦dko±¢ obrotowa 60

0.13

[ ◦
s

]
≈ 450 ◦

s
[1]. Mikrokontrolerem umo»-

liwiaj¡cym obsªug¦ urz¡dze« peryferyjnych (panel dotykowy i serwomechanizmy) jest
STM32F401 umieszczony na pªytce rozwojowej Nucleo-F401RE, natomiast komunikacja
z komputerem odbywa si¦ za pomoc¡ interfejsu USB.
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Rysunek 2.1 Schemat ideowy stanowiska

Rysunek 2.2 Schemat ideowy stanowiska � rzut z boku

Rysunek 2.3 Skonstruowane stanowisko



7

Rysunek 2.4 Schemat peªnego cyklu pomiarowego
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Rysunek 2.5 Kon�guracja panelu dotykowego dla ka»dego z czterech kroków pomiarowych
(na podstawie [11])
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Rysunek 2.6 Schemat poª¡czenia nap¦du z panelem rezystancyjnym

Schemat poª¡czenia nap¦dów z pªaszczyzn¡ po której porusza si¦ kula zostaª przedsta-
wiony na rysunku 2.6. Konstrukcj¦ wykonano w taki sposób, aby unikn¡¢ wykonywania
oblicze« zwi¡zanych z zamian¡ poªo»enia k¡towego orczyka serwomechanizmu na poªo»e-
nie k¡towe panelu dotykowego. W tym celu nap¦dy usytowano tak, aby osie obrotu ich
waªów byªy do siebie prostopadªe, natomiast punkt ich przeci¦cia byª przesuni¦ty wzgl¦-
dem ±rodka geometrycznego panelu dotykowego jedynie w pionie. Poª¡czenia orczyków z
powierzchni¡, na której znajduje si¦ kula, dokonano za pomoc¡ przekªadni ci¦gnowej.





Rozdziaª 3

Model ukªadu

W celu wyprowadzenia modelu matematycznego kuli poruszaj¡cej si¦ po pªaszczy¹nie
posªu»ono si¦ formalizmem Eulera Lagrange'a. W pracy przyj¦to nast¦puj¡ce zaªo»enia:

• kula w »adnym przypadku nie traci kontaktu z platform¡,

• pomi¦dzy kul¡ a platform¡ nie wyst¦puje po±lizg.

Równanie Eulera-Lagrange'a dla ukªadu kuli tocz¡cej si¦ po pªaszczy¹nie wyra»a si¦ wzo-
rem

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0, (3.1)

gdzie q � wektor kon�guracyjny systemu, L � lagran»ian, który w mechanice klasycznej
jest dany jako

L = Ek − Ep, (3.2)

gdzie Ek � energia kinetyczna ukªadu, Ep � jego energia potencjalna.
Poni»ej zostaªy wyprowadzone dwa modele ukªadu balansowania kul¡ na pªaszczy¹nie

ró»ni¡ce si¦ od siebie skªadowymi energii kinetycznej.

3.1 Model uproszczony

Do wyznaczenia modelu uproszczonego zaªo»ono, »e na energi¦ kinetyczn¡ kuli skªada si¦
energia wynikaj¡ca z jej ruchu obrotowego i ruchu post¦powego wzdªu» osi X i Y , co daje

Ek =
1
2
mv2 +

1
2
Iω2 =

1
2

(
m+

I

r2

) (
ẋ2 + ẏ2

)
(3.3)

gdzie m, r � masa i promie« kuli, v, ω � jej pr¦dko±¢ liniowa i k¡towa, I � jej moment
bezwªadno±ci. Wspóªrz¦dne poªo»enia kuli x, y tworz¡ w tym wypadku wektor kon�guracji
ukªadu q = (x, y)T . Energia potencjalna, zale»na jedynie od poªo»enia kuli wzdªu» linii
pola grawitacyjnego, przyjmuje posta¢

Ep = mg (x sinα + y sin β) , (3.4)

gdzie g � przy±pieszenie grawitacyjne, za± k¡ty α i β okre±laj¡ce orientacj¦ platformy b¦d¡
traktowane jako parametry modelu. St¡d, lagran»ian systemu przedstawia si¦ w postaci

L = Ek − Ep =
1
2

(
m+

I

r2

) (
ẋ2 + ẏ2

)
−mg (x sinα + y sin β) . (3.5)
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Ró»niczkuj¡c wyra»enie (3.5) zgodnie z zaªo»eniami równania (3.1), otrzymujemy nast¦-
puj¡ce skªadowe równa« Eulera-Lagrange'a:

∂L

∂ẋ
=
(
m+

I

r2

)
ẋ,

∂L

∂x
= −mg sinα,

d

dt

∂L

∂ẋ
=
(
m+

I

r2

)
ẍ,

∂L

∂ẏ
=
(
m+

I

r2

)
ẏ,

∂L

∂y
= −mg sin β,

d

dt

∂L

∂ẏ
=
(
m+

I

r2

)
ÿ.

Zatem równania ruchu kuli na pªaszczy¹nie przyjmuj¡ posta¢


(
m+

I

r2

)
ẍ+mg sinα = 0(

m+
I

r2

)
ÿ +mg sin β = 0

. (3.6)

3.2 Model peªny

W modelu peªnym w wyra»eniu na energi¦ kinetyczn¡ dodatkowo uwzgl¦dniono energi¦
wynikaj¡c¡ z ruchu obrotowego platformy, któremu towarzyszy przemieszczanie kuli w
pionie. W tym wypadku wektor kon�guracji q = (x, y, α, β)T . Obecnie

Ek =
1
2
mv2 +

1
2
Iω2 +

1
2
mv2o +

1
2

(
m(x2 + y2) + Ip

) (
α̇2 + β̇2

)
, (3.7)

gdzie vo = α̇x + β̇y � przybli»ona pr¦dko±¢ ruchu post¦powego kuli(dla α, β ≈ 0) wyni-
kaj¡cego z ruchu obrotowego platformy, Ip � moment bezwªadno±ci panelu dotykowego.
Ostatecznie

Ek =
1
2

(
m+

I

r2

) (
ẋ2 + ẏ2

)
+
1
2
m
(
α̇2x2 + 2α̇xβ̇y + β̇2y2

)
+

1
2

(
m(x2 + y2) + Ip

) (
α̇2 + β̇2

)
.

(3.8)

Podobnie jak poprzednio

Ep = mg (x sinα + y sin β) . (3.9)

Podstawiaj¡c równania (3.8) i (3.9) do równania (3.2) otrzymujemy lagran»ian

L =
1
2

(
m+

I

r2

) (
ẋ2 + ẏ2

)
+
1
2
m
(
α̇2x2 + 2α̇xβ̇y + β̇2y2

)
+

1
2

(
m(x2 + y2) + Ip

) (
α̇2 + β̇2

)
−mg (x sinα + y sin β) .

(3.10)
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Skªadowe równa« Eulera-Lagrange'a przyjmuj¡ teraz posta¢:

∂L

∂ẋ
=
(
m+

I

r2

)
ẋ,

∂L

∂x
= 2mα̇2x+mα̇β̇y +mβ̇2x−mg sinα,

d

dt

∂L

∂ẋ
=
(
m+

I

r2

)
ẍ,

∂L

∂ẏ
=
(
m+

I

r2

)
ẏ,

∂L

∂y
= 2mβ̇2y +mα̇β̇x+mα̇2y −mg sin β,

d

dt

∂L

∂ẋ
=
(
m+

I

r2

)
ÿ,

∂L

∂α̇
= 2mα̇x2 +mxβ̇y +mα̇y2 + Ipα̇,

∂L

∂α
= −mgx cosα,

d

dt

∂L

∂α̇
= 2mα̈x2 + 4mα̇xẋ+mẋβ̇y +mβ̈xy +mβ̇xẏ +mα̈y2 + 2mα̇yẏ + Ipα̈,

∂L

∂β̇
= mα̇xy + 2mβ̇y2 +mβ̇x2 + Ipβ̇,

∂L

∂β
= −mgy cos β,

d

dt

∂L

∂β̇
= mα̈xy +mα̇ẋy +mα̇xẏ + 2mβ̈y2 + 4mβ̇yẏ +mβ̈x2 + 2mβ̇xẋ+ Ipβ̈.

Zatem równania ruchu kuli na pªaszczy¹nie s¡ dane jako

(
m+

I

r2

)
ẍ− 2mα̇2x−mα̇β̇y −mβ̇2x+mg sinα = 0(

m+
I

r2

)
ÿ − 2mβ̇2y −mα̇β̇x−mα̇2y +mg sin β = 0(

Ip + 2mx2 +my2
)
α̈ + 4mα̇xẋ+mẋβ̇y +mβ̈xy +mβ̇xẏ + 2mα̇yẏ +mgx cosα = 0(

Ip + 2my2 +mx2
)
β̈ + 4mβ̇yẏ +mα̇ẋy +mα̈xy +mα̇xẏ + 2mβ̇xẋ+mgy cos β = 0

.(3.11)





Rozdziaª 4

Algorytmy sterowania

Poni»ej przedstawione zostaªy dwie metody sterowania, które zdecydowano si¦ zaimple-
mentowa¢ w ramach niniejszej pracy.

4.1 Regulator PID

Jedn¡ z najpopularniejszych metod regulacji ze sprz¦»eniem zwrotnym jest algorytm PID,
cz¦sto wykorzystywany w zastosowaniach przemysªowych, ukªadach automatyki budynko-
wej, czy nap¦dach [12]. Zadaniem takiego regulatora jest podanie na obiekt takiej warto±ci
sterowania, która pozwoli na uzyskanie i utrzymanie na wyj±ciu obiektu warto±ci zadanej.
Ukªad sterowania z zamkni¦t¡ p¦tl¡ sprz¦»enia zwrotnego mierzy ró»nic¦ mi¦dzy warto-
±ci¡ zadan¡ i warto±ci¡ wyj±ciow¡ obiektu, a nast¦pnie na podstawie zaprojektowanego
algorytmu oblicza sygnaª, który pozwoli t¦ ró»nic¦ zmniejszy¢, st¡d regulator PID reali-
zuje algorytm

u(t) = Kpe(t) +Ki

∫ t

0
e(τ)dτ +Kd

de(t)
dt

, (4.1)

gdzie Kp � wspóªczynnik wzmocnienia skªadowej proporcjonalnej, Ki � wspóªczynnik
wzmocnienia skªadowej caªkuj¡cej, Kd � wspóªczynnik wzmocnienia skªadowej ró»niczku-
j¡cej, u(t) � warto±¢ wyj±ciowa regulatora, e(t) � uchyb regulacji.

Jak wida¢ regulator PID skªada si¦ z trzech niezale»nych czªonów, suma wyj±¢ tych
czªonów de�niowana jest jako sygnaª steruj¡cy. Warto±¢ sygnaªu idealnego regulatora
przedstawiona zostaªa w równaniu (4.1), a jego schemat widoczny jest na rysunku 4.1.
Bie»¡ca warto±¢ wyj±cia obiektu jest odejmowana od warto±ci zadanej w celu uzyskania
uchybu sterowania (rysunek 4.2), który jest przetwarzany przez nast¦puj¡ce bloki:

• Blok proporcjonalny (P) jest wzmacniaczem, który w prostych obiektach mógªby
by¢ stosowany samodzielnie, poniewa» gdy warto±¢ wyj±ciowa obiektu jest równa
warto±ci zadanej, uchyb regulacji jest równy zero. Jednak z powodu inercji obiektu,
regulator skªadaj¡cy si¦ z samego czªonu proporcjonalnego nie pozwala na osi¡gni¦-
cie stanu ustalonego w odpowiednio krótkim czasie.

• Blok caªkuj¡cy (I) kompensuje akumulacj¦ uchybów z przeszªo±ci. W przypadku
niezerowego uchybu regulacji, powoduje powoln¡, lecz staª¡ zmian¦ sygnaªu wyj±cio-
wego. Poniewa» czªon caªkuj¡cy wprowadza do systemu opó¹nienia regulacji, jego
zbyt du»e wzmocnienie spowoduje powstanie oscylacji o cz¦stotliwo±ci mniejszej od
tych spowodowanych czªonem proporcjonalnym.
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Rysunek 4.1 Schemat regulatora PID

Rysunek 4.2 Schemat ukªadu regulacji z p¦tl¡ sprz¦»enia zwrotnego

Du»¡ wad¡ czªonu caªkuj¡cego jest tzw. wind-up [6]. Zjawisko to wyst¦puje w przy-
padku gdy przy du»ej zmianie warto±ci zadanej czªon caªkuj¡cy zmagazynuje bª¡d
przekraczaj¡cy warto±¢ maksymaln¡ zmiennej regulowanej, co w skrajnych przy-
padkach mo»e doprowadzi¢ do zniszczenia urz¡dzenia.

• Blok ró»niczkuj¡cy (D) kompensuje przewidywane warto±ci uchybów w przyszªo±ci.
Jego wyj±cie jest proporcjonalne do szybko±ci zmiany uchybu, co pomaga wytªumi¢
oscylacje spowodowane przez bloki caªkuj¡cy i proporcjonalny.

4.2 Sterowanie rozmyte

Sterowanie rozmyte opiera si¦ na logice rozmytej, stanowi¡cej uogólnienie klasycznej logiki
dwuwarto±ciowej [7]. W logice rozmytej pomi¦dzy stanem 0 (faªsz) i 1 (prawda) istniej¡
stany po±rednie okre±laj¡ce stopie« przynale»no±ci elementu do danego zbioru. Schemat
przykªadowego regulatora rozmytego zostaª przedstawiony na rysunku 4.3. W klasycznym
sterowniku rozmytym wyró»nia si¦ trzy podstawowe etapy pracy:

• rozmywanie (ang. fuzzy�cation) � odwzorowywanie konkretnej warto±ci sygnaªu wej-
±ciowego na zbiór rozmyty, czyli przypisywanie jej stopnia przynale»no±ci do danego
zbioru,

• wnioskowanie (inferenecja) � obliczanie wynikowej funkcji przynale»no±ci sygnaªu
wej±ciowego w oparciu o baz¦ reguª. Na baz¦ reguª skªada si¦ zbiór instrukcji warun-
kowych reprezentuj¡cych wiedz¦ projektanta sterownika o mo»liwych warto±ciach
zmiennych stanu i po»¡danym stanie urz¡dzenia. Reguªy znajduj¡ce si¦ w bazie
przyjmuj¡ ogóln¡ posta¢

IF (x1 jest A1) AND . . .AND(xn jest An) THEN
(y1 jest B1) AND . . .AND (yn jest Bn),

gdzie Ai, Bi s¡ zbiorami rozmytymi, xi s¡ danymi wej±ciowymi, a yj s¡ zmiennymi
wyj±ciowymi modelu lingwistyczego. Wyra»enia warunkowe bazy reguª mówi¡ nam
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Rysunek 4.3 Schemat regulatora rozmytego z dwoma wej±ciami i jednym wyj±ciem

jak powinien zachowywa¢ si¦ sterowany obiekt w momencie zaj±cia konkretnego
przypadku na wej±ciu.

• wyostrzanie (ang. defuzzy�cation) � zamiana wynikowej funkcji przynale»no±ci na
konkretn¡ warto±¢ liczbow¡, któr¡ mo»na poda¢ na wej±cie sterowanego obiektu.
Wyró»nia si¦ kilka metod wyostrzania. Do najpopularniejszych nale»¡ [8]:

a) metoda pierwszego maksimum,

b) metoda ostatniego maksimum,

c) metoda ±rodkowego maksimum.





Rozdziaª 5

Badania symulacyjne

W celu wybrania modelu, na podstawie którego zaimplementowano algorytmy sterowania
zdecydowano si¦ porówna¢ trajektorie kuli obu modeli w odpowiedzi na to samo wymusze-
nie. Poniewa» wszystkie symulacje wykonane zostaªy w Simulinku nale»aªo odpowiednio
przeksztaªci¢ równania (3.6) i (3.11) oraz zde�niowa¢ wej±cia systemów. W przypadku
modelu peªnego (3.11) jako wymuszenie przyj¦to momenty obrotowe ux i uy wywieraj¡ce
na platformie ruch obrotowy odpowiednio wokóª osi Y i X, w efekcie czego otrzymano
model

(
m+

I

r2

)
ẍ− 2mα̇2x−mα̇β̇y −mβ̇2x+mg sinα = 0(

m+
I

r2

)
ÿ − 2mβ̇2y −mα̇β̇x−mα̇2y +mg sin β = 0(

Ip + 2mx2 +my2
)
α̈ + 4mα̇xẋ+mẋβ̇y +mβ̈xy +mβ̇xẏ + 2mα̇yẏ +mgx cosα = ux(

Ip + 2my2 +mx2
)
β̈ + 4mβ̇yẏ +mα̇ẋy +mα̈xy +mα̇xẏ + 2mβ̇xẋ+mgy cos β = uy

.(5.1)

Po przeksztaªceniach równania ruchu (5.1) przyjmuj¡ posta¢

ẍ =
(
1

m+ I
r2

)(
2mα̇2x+mα̇β̇y +mβ̇2x−mg sinα

)
ÿ =

(
1

m+ I
r2

)(
2mβ̇2y +mα̇β̇x+mα̇2y −mg sin β

)

α̈ =
ux −m

(
4α̇xẋ+ ẋβ̇y + β̈xy + β̇xẏ + 2α̇yẏ + gx cosα

)
Ip + 2mx2 +my2

β̈ =
uy −m

(
4β̇yẏ + α̇ẋy + α̈xy + α̇xẏ + 2β̇xẋ+ gy cos β

)
Ip + 2my2 +mx2

. (5.2)

Dla modelu uproszczonego zde�niowano wektor wej±¢ jako u = (ux, uy)T = (α, β)T , co
prowadzi do równa« ruchu w postaci

ẍ =
(
1

m+ I
r2

)
(−mg sinux)

ÿ =
(
1

m+ I
r2

)
(−mg sinuy)

. (5.3)

Poniewa» w przypadku modelu peªnego wej±ciami systemu s¡ momenty obrotowe, nato-
miast w przypadku modelu uproszczonego s¡ nimi poªo»enia k¡towe, nie mo»na bezpo-
±rednio zada¢ obu modelom tego samego sygnaªu wej±ciowego. Z tego powodu, w celu
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Rysunek 5.1 Model w simulinku wykorzystany do porównania trajektorii kuli obu modeli

zbadania trajektorii kuli dla obu modeli zadano wymuszenie na model peªny, a nast¦pnie
otrzyman¡ trajektorie k¡tow¡ platformy wykorzystano jako wej±cie modelu uproszczone-
go.

Symulacje wykonano dla nast¦puj¡cych warto±ci parametrów ukªadu: m = 0.26[kg],
r = 0.02[m], I = 4.16∗10−5[kg∗m2], mp = 0.1[kg], Ip = 0.5[kg∗m2], g = 9.8[ms2 ]. Model w
Simulinku, na podstawie którego przeprowadzono badania przedstawiony jest na rysunku
5.1. W oparciu o wyprowadzone równania ruchu (5.2) i (5.3) spodziewano si¦, »e wraz ze
wzrostem odlegªo±ci poªo»enia pocz¡tkowego kuli od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych ró»nice
w trajektoriach kuli dla obu modeli b¦d¡ si¦ nasila¢. Z tego powodu przeprowadzono cykl
eksperymentów dla ró»nych warunków pocz¡tkowych x0 i y0. Poni»ej przedstawiono dwie
reprezentatywne trajektorie ukªadów: dla wymuszenia ux = uy = 1[N ∗m] na okres 0.1[s]
i (x0, y0) = 0 (rys. 5.2 i 5.3) oraz dla wymuszenia trwaj¡cego 0.4[s] i (x0, y0) = (0.15, 0.15)
(rys. 5.4 i 5.5).

Porównanie wykresów na rysunkach 5.3 i 5.5 dowodzi, »e zgodnie z zaªo»eniami, w
przypadku, gdy kula pocz¡tkowo znajdowaªa si¦ blisko pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych
ró»nice w trajektoriach s¡ znikome. Natomiast, gdy kula znajdowaªa si¦ daleko od punktu
(0, 0) rozbie»no±ci trajektorii nie byªy na tyle znacz¡ce, by mie¢ podstawy do stosowania
modelu peªnego. St¡d w dalszych badaniach zdecydowano si¦ wykorzysta¢ równania ruchu
(5.3) wyprowadzone na podstawie modelu uproszczonego.
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Rysunek 5.2 Trajektoria zmian orientacji platformy dla (x0, y0) = 0
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Rysunek 5.3 Trajektoria poªo»enia kuli dla (x0, y0) = 0
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Rysunek 5.4 Trajektoria zmian orientacji platformy dla (x0, y0) = (0.15, 0.15)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

t[s]

x[
m

]

x
0
=y

0
=0,15[m]

 

 
Model uproszczony
Model rozszerzony

Rysunek 5.5 Trajektoria poªo»enia kuli dla (x0, y0) = (0.15, 0.15)
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Implementacja wybranych sposobów

sterowania systemu

Do opracowania sterowników systemu balansuj¡cego kul¡ na pªaszczy¹nie i przeprowa-
dzenia symulacji jego zachowania posªu»ono si¦ ±rodowiskiem Matlab/Simulink. W poni»-
szym rozdziale zostaª przedstawiony proces projektowania tych sterowników oraz wyniki
przeprowadzonych bada«. Dodatkowo zawarto w nim rezultaty wery�kacji opracowanych
algorytmów na rzeczywistym modelu systemu.

6.1 Regulator PID

Blok regulatora PID w ±rodowisku Simulink, wykonuje zadanie sterowania zgodnie ze
schematem przedstawionym na rysunku 6.1, gdzie N � wspóªczynnik �ltru bloku ró»nicz-
kuj¡cego. W celu dobrania nastaw posªu»ono si¦ narz¦dziem do strojenia dost¦pnym w
pakiecie Simulink Control Design, który realizuje swoje zadanie linearyzuj¡c model wokóª
zadanego punktu pracy. Symulacje przeprowadzono dla nast¦puj¡cych nastaw regulatora:
Kp = −1.31∗10−2, Ki = −1.03∗10−4, Kd = −0.151, N = 2.12. Na wykresach 6.2 i 6.3 zo-
staª przedstawiony ±lad ruchu kuli dla trajektorii zadanej w postaci okr¦gu oraz warunkach
pocz¡tkowych odpowiednio (x0, y0) = (0, 0.1) i (x0, y0) = (0, 0). Trajektoria wygenerowa-
na zostaªa za pomoc¡ zªo»enia dwóch sinusoid o amplitudzie A = 0.1[m] i cz¦stotliwo±ci
f = 1[1

s
] przesuni¦tych wzgl¦dem siebie w fazie o θ = π

2 . Wykresy 6.4 i 6.5 przedsta-
wiaj¡ wyniki symulacji dla warunków pocz¡tkowych odpowiednio (x0, y0) = (−0.1,−0.1),
(x0, y0) = (0, 0) i trajektorii zadanej w postaci kwadratu , która jest wynikiem zªo»enia
czterech punktów de�niuj¡cych wierzchoªki, gdzie czas, w którym warto±¢ zadana przyj-
muje wspóªrz¦dne danego wierzchoªka wynosi 4[s].

Analizuj¡c wykresy 6.2�6.5 stwierdzono, »e zaimplementowany regulator PID popraw-
nie realizuje zadanie sterowania systemem balansuj¡cym kul¡ na pªaszczy¹nie.

6.2 Sterowanie rozmyte

W oparciu o prace dotycz¡ce systemu balansowania kul¡ na równowa»ni [9, 10] zdecy-
dowano si¦ zaimplementowa¢ regulator rozmyty skªadaj¡cy si¦ z dwóch wej±¢ (Error �
uchyb regulacji i ErrorDerivative � zmiana uchybu regulacji) oraz jednego wyj±cia (Angle
� orientacja orczyka serwomechanizmu). Schemat zaimplementowanego regulatora i jego
funkcje przynale»no±ci zostaªy przedstawione na rysunkach 6.6�6.9, natomiast baza reguª
widoczna jest w tabeli 6.1. Wykres przedstawiaj¡cy zale»no±¢ wyj±cia regulatora od jego
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Rysunek 6.1 Schemat regulatora PID zaimplementowanego w ±rodowisku Simulink [13]
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Rysunek 6.2 Trajektoria kuli przy zastosowaniu regulatora PID dla trajektorii zadanej
w postaci okr¦gu i warunków pocz¡tkowych (x0, y0) = (0, 0.1)



6.2. Sterowanie rozmyte 25

−0.1 −0.05 0 0.05 0.1 0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

x

y

x
0
=0, y

0
=0

 

 
Trajektoria zadana
Trajektoria rzeczywista

Rysunek 6.3 Trajektoria kuli przy zastosowaniu regulatora PID dla trajektorii zadanej
w postaci okr¦gu i warunków pocz¡tkowych (x0, y0) = (0, 0)
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Rysunek 6.4 Trajektoria kuli przy zastosowaniu regulatora PID dla trajektorii zadanej
w postaci kwadratu i warunków pocz¡tkowych (x0, y0) = (−0.1,−0.1)
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Rysunek 6.5 Trajektoria kuli przy zastosowaniu regulatora PID dla trajektorii zadanej
w postaci kwadratu i warunków pocz¡tkowych (x0, y0) = (0, 0)

Tabela 6.1 Baza reguª regulatora rozmytego
``````````````̀ErrorDerivative

Error
PH PL O NL NH

NH O PL PH PH PH
NL NL O PL PH PH
O NH NL O PL PH
PL NH NH NL O PL
PH NH NH NH NL O

wej±¢ zostaª przedstawiony na rysunku 6.10. Zarówno dla osi X jaki i Y zastosowano
regulator o takich samych wªasno±ciach. Wykresy 6.11 i 6.12 przedstawiaj¡ ±lad ruchu
kuli dla trajektorii zadanej w postaci okr¦gu oraz warunkach pocz¡tkowych odpowiednio
(x0, y0) = (0, 0.1) i (x0, y0) = (0, 0). Wyniki symulacji dla zadanego toru ruchu w postaci
kwadratu znajduj¡ si¦ na wykresach 6.13 i 6.14. Generowanie trajektorii zadanych odbyªo
si¦, tak jak w przypadku regulatora PID.

Wyniki przeprowadzonych bada« dowodz¡, »e zarówno regulator PID jak i regulator
rozmyty poprawnie realizuj¡ zadanie sterowania systemem balansuj¡cym kul¡ na pªasz-
czy¹nie. Zauwa»ono, »e gdy warto±¢ uchybu e(t) jest zbli»ona do zera w czasie t = 0,
regulator rozmyty osi¡ga lepsze rezultaty. Natomiast w innym przypadku, system osi¡ga
stan, w którym e(t) ≈ 0 znacznie szybciej w przypadku wykorzystania regulatora PID.
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Rysunek 6.6 Schemat zaimplementowanego regulatora rozmytego

Rysunek 6.7 Funkcja przynale»no±ci uchybu

Rysunek 6.8 Funkcja przynale»no±ci zmiany uchybu
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Rysunek 6.9 Funkcja przynale»no±ci orientacji orczyka

Rysunek 6.10 Gra�czna reprezentacja zale»no±ci wyj±cia regulatora od jego wej±¢
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Rysunek 6.11 Trajektoria kuli przy zastosowaniu regulatora rozmytego dla trajektorii
zadanej w postaci okr¦gu i warunków pocz¡tkowych (x0, y0) = (0, 0.1)
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Rysunek 6.12 Trajektoria kuli przy zastosowaniu regulatora rozmytego dla trajektorii
zadanej w postaci okr¦gu i warunków pocz¡tkowych (x0, y0) = (0, 0)
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Rysunek 6.13 Trajektoria kuli przy zastosowaniu regulatora rozmytego dla trajektorii
zadanej w postaci kwadratu i warunków pocz¡tkowych (x0, y0) = (−0.1,−0.1)
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Rysunek 6.14 Trajektoria kuli przy zastosowaniu regulatora rozmytego dla trajektorii
zadanej w postaci kwadratu i warunków pocz¡tkowych (x0, y0) = (0, 0)
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Rysunek 6.15 �lad ruchu kuli przy zastosowaniu regulatora PID

6.3 Rzeczywisty model systemu

Wpierwszej fazie eksperymentów system miaª za zadanie utrzyma¢ kul¦ w pozycji (x, y) =
(0, 0). Przeprowadzone badania, których wyniki przedstawione zostaªy na rysunkach 6.15
i 6.16 wykazaªy, »e opracowane algorytmy nie realizuj¡ poprawnie zadania sterowania dla
skonstruowanego systemu. W przypadku regulatora PID z automatycznie dobranymi na-
stawami jest to prawdopodobnie spowodowane zbyt maª¡ rozdzielczo±ci¡, z która mo»na
ustala¢ pozycj¦ serwomechanizmów, co prowadziªo do braku reakcji nap¦dów, gdy warto±¢
na wyj±ciu regulatora byªa mniejsza ni» 0.01[rad]. Niezgodne z symulacjami zachowanie
systemu przy zastosowaniu zaprojektowanego regulatora rozmytego jest przypuszczalnie
wynikiem zastosowania bloku ró»niczkuj¡cego w celu uzyskania zmiany uchybu, który
mógª generowa¢ niepoprawne dane spowodowane szumami sygnaªu wej±ciowego. W ko-
lejnym kroku podj¦to prób¦ eksperymentalnego dobrania nastaw regulatora PID, które
pozwoliªyby osi¡gn¡¢ stabilno±¢ systemu. Najbardziej satysfakcjonuj¡ce efekty, uzyskano
dla warto±ci Kp = −1.5, Ki = −0.1, Kd = −2, N = 5. Wyniki bada« dla tak dobranych
nastaw przedstawione zostaªy na rysunkach 6.17 i 6.18, gdzie trajektori¡ zadan¡ byªy
odpowiednio punkt (0, 0), a nast¦pnie okr¡g o promieniu 1[cm].
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Rysunek 6.16 �lad ruchu kuli przy zastosowaniu regulatora rozmytego
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Rysunek 6.17 �lad ruchu kuli przy zastosowaniu regulatora PID z eksperymentalnie
dobranymi nastawami
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Rysunek 6.18 �lad ruchu kuli przy zastosowaniu regulatora PID z eksperymentalnie
dobranymi nastawami i trajektori¡ zadan¡ w postaci okr¦gu o promieniu 1[cm]
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Wnioski

W ramach pracy przygotowano stanowisko badawcze pozwalaj¡ce na implementacj¦ do-
wolnych algorytmów sterowania proponowanych przez eksperymentatora oraz zbadano
wªasno±ci dwóch algorytmów sterowania - regulatora PID i sterownika rozmytego. W celu
dokonania wyboru algorytmów wyprowadzono, w oparciu o równania Eulera-Lagrange'a,
dwa modele matematyczne kuli przemieszczaj¡cej si¦ po ruchomej pªaszczy¹nie. Ró»ni¡ si¦
one skªadowymi energii kinetycznych wykorzystanych do ich wyznaczenia. Na podstawie
symulacji wykonanych w ±rodowisku Matlab/Simulink wykazano, »e ró»nice trajektorii
kuli obu modeli w odpowiedzi na takie same wymuszenia s¡ nieznaczne. Nast¦pnie prze-
prowadzono przegl¡d najpopularniejszych metod sterowania systemem balansuj¡cym kul¡
na pªaszczy¹nie oraz opracowano wªasne algorytmy. Wykonane badania pozwalaj¡ stwier-
dzi¢, »e w przypadku, gdy warto±¢ uchybu w czasie t = 0 wynosi e(0) ≈ 0 zaimplemento-
wany regulator rozmyty osi¡ga lepsze rezultaty ni» regulator PID o nastawach dobranych
za pomoc¡ narz¦dzia do strojenia, udost¦pnionego w pakiecie Simulink Control Design.
Natomiast w przypadku gdy uchyb ten jest wi¦kszy, regulator PID szybciej doprowadza
do jego zmniejszenia. Zauwa»ono, »e regulatory zaprojektowane do bada« symulacyjnych
nie realizuj¡ poprawnie zadania sterowania w przypadku rzeczywistego obiektu. Podj¦-
ta próba eksperymentalnego doboru nastaw regulatora PID przyniosªa satysfakcjonuj¡ce
efekty. Gdy na system nie dziaªaªy »adne siªy zewn¦trzne kula pozostawaªa w zadanej po-
zycji, natomiast w przypadku wytr¡cenia jej z poªo»enia równowagi, regulator poprawnie
generowaª warto±ci sterowania d¡»¡ce do zmniejszenia uchybu.

Dalsze badania powinny obejmowa¢, mi¦dzy innymi, implementacj¦ �ltru tªumi¡cego
szumy na wej±ciu systemu, który pozwoliªby na popraw¦ dziaªania zaimplementowanego
regulatora rozmytego, zwi¦kszenie rozdzielczo±ci, z któr¡ mo»na ustala¢ pozycj¦ serwome-
chanizmów w celu dokªadniejszej wery�kacji poprawno±ci regulatora PID z automatycznie
dobranymi nastawami oraz implementacj¦ regulatorów w oparciu o równania ruchu (5.1),
co pozwoliªoby na dokªadniejsz¡ analiz¦ ró»nic pomi¦dzy wyprowadzonymi modelami (3.6)
i (3.11).
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