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Rozdziat 1

Wstep

Wsrod robotow mobilnych zdecydowana wiekszosé wykorzystuje kota jezdne (roboty ko-
lowe) albo $migta (roboty latajace) jako element przeniesienia napedu. W odroznieniu,
w robotach z napedem inercyjnym do przeniesienia napedu wykorzystywane sa kota za-
machowe, ktorych zmiana predkosci generuje moment napedowy, umozliwiajacy robotowi
ruch.

Wsrod wielu sposobow konstruowania robotéw z napedem inercyjnym mozna wyr6znic¢
taki, w ktorym robot przyjmuje posta¢ sze$cianu, w ktérego Scianach zamocowane sa
obracajace sie tarcze. To rozwigzanie pozwala na przemieszczanie szeScianu w serii ruchow
polegajacych na zmianie Sciany, na ktorej on spoczywa. W tym celu nalezy znalez¢ sie
w fazie balansowania na krawedzi lub wierzchotku, a nastepnie w kontrolowany sposéb
upas¢ w odpowiednim kierunku.

Wykorzystanie kot zamachowych do przemieszczania robota umozliwia zabudowanie
wszystkich mechanizmoéw i elektroniki w jego wnetrzu. W ten spos6b mozna zbudowad
robota nieposiadajacego zadnych ruchomych elementéw na zewnatrz. Otwiera to catkiem
nowe perspektywy i mozliwosci jezeli chodzi o zabezpieczenie robota przed dostepem wody
i innych substancji do wnetrza. Ponadto jak pokazano w pracy [2] stwarza mozliwosé
bezglosnego poruszania sie.

Realizacja wyzej wymienionych celéw wymaga opracowania odpowiednich algorytmow
sterowania. Aby moc je rozwija¢ niezbedne jest poznanie sposobu zachowania robota, ko-
rzystajac z ich modeli matematycznych. Nastepnie, na podstawie modelu, mozna zapro-
ponowa¢ odpowiedni algorytm sterowania.

Celem pracy jest opracowanie modelu dynamiki balansujacego robota mobilnego z na-
pedem inercyjnym, analiza jego wlasciwosci oraz zaproponowanie prostego algorytmu ste-
rowania. Robot bedzie w ksztalcie szeScianu z trzema tarczami inercyjnymi umieszczonymi
w Scianach, co odpowiada typowej konstrukcji robotéw tego rodzaju.

Inspiracja do podjecia pracy sa roboty zbudowane w przeciaggu kilku ostatnich lat na
takich uczelniach jak ETH [1| czy MIT [4]. Zainteresowanie czolowych uczelni na $wiecie
pokazuje, ze istnieje zapotrzebowanie na tworzenie tego typu konstrukeji.

Uklad pracy jest nastepujacy. W rozdziale 2 przedstawione zostaly wyprowadzone
w jej ramach modele dynamiki. W rozdziale 3 pokazano efekty symulacyjnego badania
zachowania robota. Rozdziat 4 podsumowuje calosé.






Rozdziat 2

Modele dynamiki robota

Roéwnania dynamiki uktadu robotycznego opisuja szybko$¢ zmian jego stanu w funkcji
tego stanu. Znajac taki model, mozna symulacyjnie zbadaé¢ zachowanie robota a takze
projektowac i testowac roznorodne uktady sterowania. Przeprowadzenie symulacji z wyko-
rzystaniem parametrow rzeczywistego obiektu (takich jak masa, momenty bezwtadnosci,
maksymalne dostepne momenty napedowe silnikow) pozwala okresli¢, czy projektowany
robot bedzie w stanie wykona¢ planowane zadania.

Wyprowadzenie rownan dynamiki uktadu na podstawie analizy wystepujacych w nim
sit jest zazwyczaj zadaniem skomplikowanym i czasochlonnym. Duzo prostszym podej-
Sciem jest zastosowanie formalizmu Eulera-Lagrange’a [7]. Pozwala on rozpatrywa¢ mo-
delowany obiekt przez pryzmat energii (kinetycznej i potencjalnej), co jest zadaniem sto-
sunkowo prostym i intuicyjnym. Ponadto w literaturze dotyczacej robotéw manipulacyj-
nych prezentowane sa ogolne zaleznosci okreslajace ich energie kinetyczna i potencjalna,
wymagajace jedynie znajomosci konfiguracji uktadéw kinematycznych i macierzy pseudo-
inercji poszczegolnych ogniw manipulatora [6]. Taki stan rzeczy pozwala na opracowanie
oprogramowania w wybranym systemie obliczenn symbolicznych, ktore wyliczy réwnania
dynamiki bazujac na wspomnianym powyzej opisie manipulatora.

Opis geometrii robota na potrzeby wyprowadzenia jego modelu dynamiki mozna uzy-
ska¢ na dwa sposoby. Pierwszym sposobem jest bezposrednia analiza geometryczna ukta-
du, pozwalajaca w efekcie na okreslenie wystepujacych w nim energii kinetycznych i po-
tencjalnych. Sposob ten bedzie w niniejszej pracy nazywany metoda geometryczna. Drugi
sposob jest bardziej formalny i polega na wykorzystaniu w tym samym celu algorytmu
Denavita-Hartenberga 6] i wyliczeniu z jego uzyciem transformacji do uktadoéw wspotrzed-
nych, zwigzanych z elementami sktadowymi robota. Taki sposéb postepowania bedziemy
nazywac¢ metoda formalna.

Ponizej wyprowadzono kolejno coraz bardziej rozbudowane modele dynamiki robota
balansujacego z napedem inercyjnym, poczynajac od prostego przypadku dwuwymiaro-
wego, finalnie dochodzac do postaci, ktéra mozna uznaé¢ za odpowiadajaca rzeczywistemu
robotowi w ksztalcie szescianu.

2.1 Model 2D

Na rysunku 2.1 przedstawiono najprostszy, dwuwymiarowy model balansujacego robota
z napedem inercyjnym. Mozna go traktowa¢ jako planarny manipulator o dwoéch prze-
gubach rotacyjnych w postaci podwojnego wahadla, tak jak pokazano w [5]. Pierwsze
rami¢ robota stanowi jednorodny pret o diugosci [, masie m, i momencie bezwladnosci 1,
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Rysunek 2.1 Model odwréconego wahadta z kotem inercyjnym jako napedem

wzgledem jego §rodka. W miejsce drugiego standardowego ramienia wahadta zamocowana
jest jednorodna tarcza o masie m; i momencie bezwladnosci I, wzgledem swojego $rodka
masy, znajdujacego sie w punkcie (z,,, ¥ ). Wspotrzedne konfiguracyjne takiej konstruk-
cji stanowi wektor ¢ = (6, a)T. Przyjmujemy, ze moment napedowy u przytozony jest do
tarczy.

W celu wyznaczenia modelu matematycznego rozpatrywanego uktadu zastosowano
metode geometryczng. Potozenia i predkosci punktu srodka masy tarczy m, dane sa row-
naniami

{$mt =[sin6 (2.1)

Ym, = lcos b,

G, = 1 cOs 00 (2.2)
U, = —1sin 06, '
v =d? 4k = 120° (2.3)

Na podstawie twierdzenia Steinera |8] moment bezwladnosci preta wzgledem punktu (0, 0)
ma wartosc

Z 2
Ly =1, +m, <2> . (2.4)

Stad energia kinetyczna preta i tarczy wyrazona jest w postaci

1o, 1 . 1 A
K, = 51,,092 = 5Ip92 + 5 <2> 0°, (2.5)
Lo e 1 o
Energia potencjalna preta i tarczy dana jest wzorami
[
Vp = Mpg 7 Cos 9, (2.7)

Vi = mygl cos b, (2.8)
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gdzie g oznacza warto$¢ przyspieszenia ziemskiego. Lagranzian calego uktadu przyjmuje
forme
L=K,+K,—-V,-V,=
- (11 b im 4 im z2> i1 a2- (1m —i—m) I cos 6.
p'r T gl T 2 g )9
Wyliczajac dla lagranzianu (2.9) rownanie Eulera-Lagrange’a otrzymujemy model dyna-
miki rozpatrywanego robota dany jako

(2.9)

{(im?ZQ +myl? 4+ I, + ]a> 0+ L6 — (mt + %mp) glsing =0 (2.10)

[a(émz):o.

Warto zauwazy¢, ze rownania (2.10) maja posta¢ ogdlna rownan dynamiki ukladu
robotycznego
Qq)i+C(q,9) ¢+ D(q) =F, (2.11)

gdzie @ (q) jest macierza bezwladnosci uktadu, C (g, ¢) to macierz sit odsrodkowych i Co-
riolisa, D (q) stanowi wektor sil grawitacji, zas F' sa to wszelakie sily niepotencjalne
(sterownia, ograniczenia).

W ramach pracy zalozono wystepowanie w analizowanych modelach tarcia lepkiego
o wartoéci proporcjonalnej do predkosci ruchu. Stad uwzgledniajac sterowanie, wektor sit
niepotencjalnych F' przyjmuje postac

F = <—019,u — cgd)T, (2.12)

gdzie ¢1 i co to wspolezynniki tarcia a u jest momentem napedowym tarczy. Ostatecznie,

model dynamiki dwuwymiarowego robota balansujacego z napedem inercyjnym przyjmuje

postac

(impl2 +ml? + I, + Ia) 0 + 1,6 — (mt + %mp> glsinf = —c10

I . (2.13)
1, (6—1—a) =u — CaQv.

2.2 Uproszczony model 3D

W niniejszym podrozdziale wyprowadzono dwa uproszczone, trojwymiarowe modele ro-
bota. Pierwszy model posiada dwie napedzane tarcze inercyjne zamontowane na korcu
preta reprezentujacego korpus robota i do jego wyprowadzenia zastosowano metode geo-
metryczna. Drugi model wykorzystuje zamontowane podobnie trzy tarcze inercyjne. Do
jego wyprowadzenia zastosowano metode formalna. Uproszczenie polega tu na zamoco-
waniu $rodka tarcz w jednym miejscu, na korncu preta.

2.2.1 Model z dwiema tarczami

Na rysunku 2.2 przedstawiono model prostego wahadta sferycznego o dwoch stopniach
swobody z zamontowanymi dwiema tarczami inercyjnymi. Kazda z tarcz umieszczona
jest w takiej sposob, by wptywala na jedng zmienna konfiguracyjna preta, tzn. tarcza
umieszczona w plaszczyznie I.J wplywa na wartosé kata 6, natomiast tarcza umieszczona
w plaszczyznie ZH wplywa na kat ¢, co ilustruja rzuty przedstawione na rysunkach 2.3
i 2.4. O§ 1 jest osia preta, natomiast o§ j jest to oS prostopadta do osi ¢ oraz rownoleglta
do plaszcezyzny XY. Warto zauwazy¢, ze sytuacje przedstawione na rysunkach 2.3 i 2.4
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Rysunek 2.2 Model wahadta sferycznego z kotami inercyjnymi jako aktuatorami

sa analogiczne do przypadku modelu dwuwymiarowego robota (rysunek 2.1). Polozenie
takiego uktadu mozna opisa¢ wektorem wspotrzednych konfiguracyjnych ¢ = (¢, 0, «, 6)T.
Przyjmujemy, ze moment napedowy u; przytozony jest do tarczy I,, natomiast moment
u do tarczy I.

Postepujac w sposob analogiczny do przypadku wahadta dwuwymiarowego otrzymu-
jemy wyrazenie opisujace kwadrat predkosci punktu srodka masy m; w postaci

v =@ 4%+ 27 =17 (07 +sin?0?). (2.14)
Energia kinetyczna tarcz I, i Iz dana jest wyrazeniem
K, =11, (p+ &) + 1Ig (6+ 5’)2 - (62 +sin?0¢?), (2.15)
2 2 2
gdzie:
e [, — moment bezwladno$ci tarczy umieszczonej w ptaszczyznie I.J,
e /3 — moment bezwladnosci tarczy umieszczonej w ptaszczyznie ZH,
e m,; — suma mas obu tarcz,
e [ — dlugos¢ preta.
Energia kinetyczna preta przyjmuje postaé

1. .1 1 (1),
Ky = 51wt + 51" + 5, (2) (6% +5in%05%) (2.16)

gdzie:
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Yy z

x h
Rysunek 2.3 Rzut wahadta na plaszczy- Rysunek 2.4 Rzut wahadla na plaszczy-
zne XY zne ZH
e [,3 — moment bezwladnosci preta w plaszezyznie ZH wzgledem punktu my,
e [,, — moment bezwladnosci preta w plaszczyznie IJ wzgledem punktu my,
® m, — masa preta.

Energia potencjalna uktadu wyraza sie wzorem

!
V = myglcosf + Myl cos 6 (2.17)

z g oznaczajacym wektor przyspieszenia ziemskiego. Lagranzian calego modelu przyjmuje
ogoblna forme

L=K+K,-V, (2.18)
a po podstawieniu wszystkich wyrazen
1 1 N2 1. 1
1 m . 1 (2.19)
+§ZQ (mt + 4;;) (92 + sin® 6@2) — (mt + Qmp> glcosf.

Zaktadajac ponownie model tarcia proporcjonalnego do predkosci ruchu, wektor sit nie-
potencjalnych przyjmuje postac

. N\T
F= (—019, —02@7’&1 - ng, U — C46> > (220)

gdzie ¢;, 1 = 1,...,4 to wspoOtczynniki tarcia, a u; i us to momenty napedowe tarcz.
Wyliczajac dla lagranzianu (2.19) rownanie Eulera-Lagrange’a otrzymujemy model
dynamiki rozpatrywanego robota dany jako

1 ..

§l (—49 sin @ (m, + 2my) + 210 (m, + 4m;) — Lsin (20)p* (m,, + 4mt)) +
+]p5é + I (5 + 9) = —016"

: (12 sin @ (my, + 4my) (29@ cos 6 4+ ¢ sin «9)) + Lo + Lo (G + @) = —cop

Itcp (Oé + QO) = Uy — ng

Lo (B +0) = us — ca.

(2.21)
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Rysunek 2.5 Uproszczony robot z trzema tarczami

2.2.2 Model z trzema tarczami

Ponizej zostanie przedstawiony sposob wyprowadzenia modelu ukladu przedstawionego
na rysunku 2.5, ktory odzwierciedla rzeczywistego robota z jednym uproszeniem: przyj-
mujemy, ze tarcze zamiast by¢ zamocowane w Scianach sze$cianu sa zamocowane w jego
srodku. W stosunku do modelu przedstawionego w podrozdziale 2.2.1 dodana zostata jed-
na tarcza. Umozliwia ona zmiane orientacji robota, poprzez obrét korpusu robota wokot
wlasnej osi.

Ze wzgledu na docelowe rozmieszenie tarcz inercyjnych na $cianach szescianu, wyko-
rzystanie do wyprowadzenia modelu matematycznego metody geometrycznej, staje sie
zadaniem trudnym. Wymaga ona recznego wyprowadzenia rownan opisujacych potozenie
i predkosci wszystkich mas w przestrzeni 3D. Dlatego ponizej, do wyprowadzenia modelu
matematycznego, wykorzystamy metode formalng. Ze wzgledu na ztozonos¢ otrzymanych
wyrazen przedstawimy jedynie sposob postepowania i wykorzystania w nim formut, bez
szczegOlowe] postaci uzyskanych wyrazeri. Wspolrzedne konfiguracyjne rozpatrywanego
uktadu stanowi wektor ¢ = (p,0,v, «, 0, ’y)T. Moment napedowy przyltozony jest do kaz-
dej 7 trzech tarcz.

Pierwszy etap metody formalnej polega na opisaniu polozenia mas wystepujacych
w ukladzie. Do tego celu wykorzystamy transformacje uktadéw wspotrzednych zgodnie
z formalizmem Denavita-Hartenberga. Na rysunku 2.6 pokazano uktad wspotrzednych
skojarzony z konicowka preta. Przeksztalcenie od podstawowego uktadu wspotrzednych
XoYpZy do uktadu X,Y,Z, opisane jest zestawem transformacji

Ay = Rot (z, ) Rot <a:, —;T)
A3 = Rot (z,0) Rot (x, g) (2.22)
AS = Rot (z,¢) Trans (z,1) .
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Rysunek 2.6 Uktad wspotrzednych skojarzony z koncowka preta

Uktad X,Y,Z, traktowany bedzie jako uklad bazowy dla opisu orientacji wystepujacych
w modelu tarcz. Punkt (0,0, 0) tego uktadu stanowi srodek obrotu wszystkich trzech tarcz.
Na rysunku 2.7 przedstawiony jest sposob umieszczenia trzeciej, nowej tarczy. Zro-
biono to tak, ze jej ruch wptywa na zmienng v, czyli kat obrotu preta wokét wlasnej
osi. Omawiana tarcza umieszczona jest w plaszczyznie X,Y,. Transformacja do ukladu
wspolrzednych skojarzonego z tg tarcza z uktadu X,Y,Z7,, wyraza si¢ przeksztalceniem

AY = Rot (z,a). (2.23)

Pozostale dwie tarcze umieszczono odpowiednio w plaszczyznach X,7, i Y,Z, ukladu
X,Y,Z,, co zilustrowano na rysunkach 2.8 i 2.9. Tarcze te wplywaja odpowiednio na
zmienne 0 i p. Polozenie uktadu wspotrzednych tarczy umieszczonej w plaszczyznie X, 2,
opisane jest transformacja

Ag = Rot <x, 72T> Rot (z,3), (2.24)

natomiast polozenie ostatniej tarczy, umieszczonej w plaszczyznie Y,Z,, dane jest prze-
ksztatceniem

5o
Al Rot(z,2 Rot z, 5 Rot (z,7) . (2.25)

Energie kinetyczna robota balansujacego z napedem inercyjnym mozna przedstawic
jako sume energii kinetycznych trzech manipulatoréw szeregowych ztozonych z preta i ko-
lejnych tarcz'. Wykorzystamy do tego celu sposob podany w [6]. Energia kinetyczna i-tego
przegubu manipulatora wyraza si¢ wzorem

Ky, (qi ) Xn: tr (%2; ( )JLZ. (g?f (qi)> )Q'jqk, (2.26)

!Pamietajac o tym, ze dynamike preta nalezy uwzgledni¢ jedynie w jednym z nich. W ramach tego
rozdzialu zalozono, ze cala masa robota zawarta jest w jego tarczach.
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Rysunek 2.8 Transformacja do ukladu tarczy w plaszczyznie X,Z,
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Rysunek 2.9 Transformacja do ukladu tarczy w plaszczyznie Y,Z,

gdzie:
e J;, — macierz pseudoinercji i-tego ramienia,
e Ai(q") — macierz transformacji do i-tego uktadu wspotrzednych,
e ¢; — wspolrzedna konfiguracyjna i-tego ramienia,
o ¢ =(q,....q)"
Ogolna posta¢ macierzy pseudoinercji i-tego ramienia wyraza sie wzorem

22 Yy w2

X

2

_ vy oy yr oy

JLi_/mi v (2.27)
1

x Yy z

Zaktadajac jednorodnosé tarcz ich macierz pseudoinercji przyjmuje postac

(Lo + Ly, + Lz, 0 0 0
S 0 3 (Lo = Iy, + L) 0
L, 0 0 Wl + Iy, = o) O |
0 0 0 m;
(2.28)
gdzie:

e [,, — moment bezwladnosSci tarczy wzgledem osi Z (0§ obrotu, w ktorej przytozony
jest moment obrotowy silnikow),
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e [, — moment bezwtadnosci tarczy wzgledem osi X,
e [,, — moment bezwladnosci tarczy wzgledem osi Y,
e M — masa tarczy.
Energia potencjalna manipulatora wyrazona jest wzorem

Vig) = - z;migTAé(qi)Riy (2.29)

gdzie:
e m; — masa i—tego przegubu,
e R, — wspotrzedne jednorodne srodka masy,
e g — wektor grawitacji,
e Al(q") — macierz transformacji do i-tego uktadu wspolrzednych.
Lagranzian catego modelu przyjmuje ogolng forme
L=K-YV, (2.30)

gdzie K stanowi sume energii kinetycznych trzech manipulatoréw przedstawionych powy-
zej, natomiast V to suma energii potencjalnych tych manipulatorow.

Wektor sit niepotencjalnych F', dla zalozonego modelu tarcia, przyjmuje nastepujaca
postac

—Clé
_029'?
po| et | (2.31)
Uy — C4&x
Uz — CsB
Uz — Ce7Y
gdzie ¢;, 1 = 1,...,6 to wspolczynniki tarcia, natomiast u;, ¢ = 1, ..., 6 stanowiag momenty

napedowe tarcz.

Dla tak wyliczonego lagranzianu wyliczamy rownania Eulera-Lagrange’a, otrzymujac
model dynamiki rozpatrywanego robota w standardowej postaci (2.11), ktory ze wzgledu
na swoj rozmiar nie zostanie tutaj przytoczony. Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze przy
6 = 0 analizowany manipulator osiaga konfiguracje osobliwa.

2.3 Pelny model 3D

Wszystkie modele pojawiajace sie w poprzednich rozdziatach maja istotne uproszenie
w postaci tarcz umieszczonych w jednym miejscu w przestrzeni. Jest to zalozenie, ktorego
nie mozna zrealizowa¢ w rzeczywistym robocie. W niniejszym podrozdziale, z wykorzy-
staniem wynikow zamieszczonych w poprzednich podrozdziatach, zostanie wyprowadzony
model robota z tarczami rozsunietymi w przestrzeni, w taki sposob, by znalazty sie na
Scianach szescianu, ktérego forme ma analizowany robot.

W wyprowadzaniu transformacji dla tarcz umieszczonych na $§cianach szcze$cnianu
mozna wykorzystaé¢ transformacje (2.22) do uktadu koncowki preta dla uproszczonego
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Rysunek 2.10 Transformacja dla tarczy umieszczonej w uktadzie XY

modelu z trzema taraczami. Gdy reprezentujacy korpus uproszczonego robota pret znaj-
duje sie w konfiguracji # = arctan V2, ¢ = 1,¥ = 0 pokryje si¢ on z przekatna szescianu
o wierzchotku w punktie (0,0,0) i Scianach lezacych w plaszczynach XYy, XoZo, YoZ0.
Korzystajac z tej wlasciwosci mozemy rozsunaé¢ tarcze uproszczonego robota do plasz-
czyzn XoYy, XoZo, YoZo wzgledem koncowki preta, uzyskujac model robota w ksztalcie
szeScianu. Przy wyznaczaniu transformacji dla tak przesunietych tarcz pomocny okazal
sie program “GUI for Denavit-Hartenberg parameters robot arm design” z pakietu MRPT
[3].

Postepujac w zaproponowany sposob, przyjmujac chwilowa konfiguracje preta rowna
6 = arctan /2, ¢ = 1% = 0, tarczg przedstawiong na rysunku 2.7 przesuniemy na plasz-
czyzne XoYy globalnego uktadu wspolrzednych, czego efekt przedstawiono na rysunku
2.10. Potozenie tarczy wzgledem koricowki preta wyraza przeksztalcenie

AY = Rot (:c, ;T) Rot (z, arctan \/5) Rot <:1:, ;T)
2.32)
I3 (
Trans (z, {) Rot (z,a) .

Kolejne dwie tarcze umieszczono w plaszczyznach XoZy i YyZy uktadu XgYyZy, co poka-
zano na rysunkach 2.11 oraz 2.12. Potozenie ukladu wspoélrzednych tarczy umieszczonej
w plaszczyznie XoZy opisane jest transformacja

Ag = Rot (x, ;T) Rot (z, arctan \/5) Rot (:U, ;T) Rot (z, iw)
(2.33)
Trans (x, l}?) Rot (z, ;T) Rot (x, ;T) Rot (z,3),

natomiast polozenie ostatniej tarczy, umieszczonej w plaszczyznie YyZ,, dane jest prze-
ksztatceniem
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2. Modele dynamiki robota

Zo

Rysunek 2.11 Transformacja dla tarczy umieszczonej w uktadzie XZ

Rysunek 2.12 Transformacja dla tarczy umieszczonej w ukladzie ZY
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T s 3
A} = Rot <£E, 2) Rot (z, arctan \/5) Rot <3c, —2) Rot <z, 47r>

Trans (L l\g§> Rot (z, ;T) Rot (x, g) Rot (z,7) .

Przy tak zdefiniowanych transformacjach, postepujac analogicznie jak w podrozdziale
2.2.2, wyliczamy réwnania rézniczkowe opisujace dynamike rzeczywistego robota.

(2.34)






Rozdzial 3

Badania symulacyjne

Badania symulacyjne obejmowaty sprawdzenie zachowania modeli przedstawionych w roz-
dziale 2. Zostaly przeprowadzone w $rodowisku Mathematica. Badania mialy na celu
weryfikacje poprawnosci opracowanych modeli, oraz podjecie proby realizacji zadania ste-
rowania.

3.1 Zachowanie modelu 2D
Podczas badan modelu zatozono nastepujace parametry robota
my =1,m; =0.5,1l=0.1,9g=9.81,1, =1, I, = 20. (3.1)

Pierwszym eksperymentem byto zbadanie zachowania modelu przedstawionego w roz-
dziale 2.1 w punktach rownowagi (6 = 0, m)'. Potozenie robota pozostawalo stale.

Wykres na rysunku 3.1 przedstawia zachowanie balansujacego robota wytraconego
z polozenia rownowagi chwiejnej (6 = 0). Zauwazono, ze czeS¢ energii potencjalnej robota
przeksztalca sie w energie kinetyczna tarczy.

Na rysunku 3.2 przedstawiono zachowanie systemu z przytozonym momentem napedo-
wym u do tarczy. Dostarczana do uktadu energia trafia do tarczy, ktorej srednia predkosé
stale sie zwieksza, natomiast warto$¢ potozenia korpusu robota 6 oscyluje ze stata ampli-
tuda.

Nastepnie zbadano balansujacego robota wytraconego z potozenia rownowagi, z uwzgled-
nieniem tarcia. Wyniki badania przedstawiono na rysunku 3.3. Jak nalezalo sie spodzie-
waé, robot z czasem wytraca energie i dazy do punktu rownowagi 6 = 7.

Kolejno przetestowano zachowanie robota z przytozonym niewielkim momentem na-
pedowym i tarciem w systemie. Rezultat przedstawiony jest na wykresie 3.4. Analizujac
zachowanie robota obserwujemy wychylenie robota z pozycji ,zwisania”, ktore z czasem
sie zmniejsza. Wynika to z tego, ze aby utrzymaé robota w takiej pozycji trzeba ciagle
przyspieszaé tarcze. Ciagle przyspieszanie tarczy z kolei powoduje coraz wieksze straty
zwigzane z tarciem, z czasem sprawiajac, ze calo$¢ dostarczanego momentu przeznaczona
jest na pokonanie tarcia.

Nastepnie przylozono do tarczy odpowiednio duzy moment napedowy, czego efekt
przedstawiono na wykresie 3.5. Zaobserwowano, ze startujac w pozycji zwisajacej (0 = )
i przyktadajac wystarczajaco duzy moment, mozliwe jest osiagniecie przez robota pozycji
0 =0.

W dalszej czesci rozdzialu znalezienie sie robota w pierwszej z wymienionych konfiguracji bedziemy
nazywaé balansowaniem, za§ drugiej zwisaniem.
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P S RS SR
10 20 30

(a) Przebieg kata 0 (b) Przebieg predkosci tarczy a

Rysunek 3.1 Zachowanie balansujacego robota wytraconego z polozenia réwnowagi
(0(0) = 0.001), przy warunkach poczatkowych: 8(0) = &(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

0.2

‘ ‘ ‘ ‘
[ 1&u V20 30 40 50
Lt i

1 I I I
10 20 30 40 50

(a) Przebieg kata 6 (b) Przebieg predkosci tarczy a

Rysunek 3.2 Zachowanie zwisajacego robota (6(0) = ) z przytozonym momentem u = 0.1
do tarczy, przy warunkach poczatkowych: (0) = &(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

I I I I I
10 20 30 40 50

(a) Przebieg kata 6 (b) Przebieg predkosci tarczy a

Rysunek 3.3 Zachowanie robota wytraconego z polozenia réwnowagi (6(0) = 0.001), przy
warunkach poczatkowych: 6(0) = &(0) = 0 oraz tarciem ¢; = ¢o = 0.1
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(a) Przebieg kata 6 (b) Przebieg predkosci tarczy a

Rysunek 3.4 Zachowanie zwisajacego robota (6(0) = 7) z przytozonym momentem u = 0.1
do tarczy, przy warunkach poczatkowych: 6(0) = &(0) = 0 oraz tarciem ¢; = ¢3 = 0.2

‘\““\““\““\““\t

F 10 20 30 40 50

(a) Przebieg kata 6 (b) Przebieg predkosci tarczy a

Rysunek 3.5 Zachowanie zwisajacego robota (6(0) = 7) z przytozonym momentem u = 1
do tarczy, przy warunkach poczatkowych: 6(0) = &(0) = 0 oraz tarciem ¢; = ¢3 = 0.2
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a) Przebieg katow 60 i ¢ (b) Przebieg predkosci tarcz a i 8
Rysunek 3.6 Zachowanie robota wytraconego z potozenia rownowagi (6(0) = 0.001,

©(0) = 0), przy warunkach poczatkowych: 8(0) = ¢(0) = &(0) = § = 0 oraz bez tar-
cia w systemie

0 ap
12 °
10f oL
s — 0 -
6F Yo ¢ T ’8
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. / s 2 % a0 o L

0 2 30 40 st s

(a) Przebieg katow 6 i ¢ (b) Przebieg predkosci tarcz o i 8

Rysunek 3.7 Zachowanie robota wytraconego z polozenia réwnowagi (6(0) = 0.001), przy
warunkach poczatkowych: (0) = ¢(0) = &(0) = § = 0 oraz bez tarcia w systemie

3.2 Zachowanie uproszczonego modelu 3D

3.2.1 Model z dwiema tarczami

W niniejszym rozdziale zbadane zostato zachowanie modelu przedstawionego w rozdziale
2.2.1. Na wstepie sprawdzono zachowanie robota w pozycji zwisania (§ = ) oraz balan-
sowania (6 = 0). Polozenie robota pozostalo stale.

Na rysunku 3.6 przedstawiono zachowanie balansujacego robota wytraconego z po-
tozenia rownowagi. Warto zauwazy¢, ze jego zachowanie jest analogiczne do zachowania
modelu 2D z rysunku 3.1.

Nastepnie sprawdzono, czy na zachowanie robota wpltywa poczatkowa predkos¢ tarcz
oraz poczatkowa wartosé i predkos$¢ zmiennej ¢. Wyniki symulacji pokazane sa na wykre-
sie 3.7. Zaobserwowano, ze predkosci poczatkowe tarcz nie maja wpltywu na zachowanie
modelu nie uwzgledniajacego tarcia. Warto zauwazy¢, ze wartos$¢ i predkosé poczatkowa
kata ¢ nie wplywa na trajektorie kata 6.

Przyktadajac moment napedowy do obu tarcz, zbadano wplyw sterownia na zacho-
wanie robota. Efekt przedstawiono na wykresie 3.8. Zauwazono, ze kat 6 zachowuje sie
analogicznie jak w modelu 2D (wykres 3.2), natomiast kat ¢ caly czas przyspiesza.

Kolejnym eksperymentem byt spadek robota z pozycji balansowania (6 = 0) z uwzgled-
nieniem tarcia w systemie, ktorego wynik przedstawiono na rysunku 3.9. Zachowanie mo-
delu jest analogiczne do zachowania modelu 2D (rysunek 3.3).
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(a) Przebieg katow 6 i ¢
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0.3+
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(b) Przebieg predkosci tarcz a i 8

Rysunek 3.8 Zachowanie zwisajacego robota (6(0) = ), z przytozonym momentem u; =
0.001, us = 0.1, przy warunkach poczatkowych: 6(0) = $(0) = &(0) = 5 = 0 oraz bez

tarcia w systemie

L L L L L t
10 20 30 40 50

(a) Przebieg katow 6 i ¢

(b) Przebieg predkosci tarcz o i 8

Rysunek 3.9 Zachowanie robota wytraconego z polozenia rownowagi (6(0) = 0.001), przy
warunkach poczatkowych: 6(0) = ¢(0) = &(0) = § = 0 oraz tarciem ¢; = ¢g = ¢3 = ¢4 =
0.05
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Rysunek 3.10 Zachowanie robota wytraconego z polozenia rownowagi (/(0) = 0.001)
z przylozonym momentem u; = 0.001, uy = 0.1, przy warunkach poczatkowych:6(0) =

$(0) = &(0) = B = 0 oraz tarciem ¢; = co = c3 = ¢4 = 0.05
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(a) Przebieg katow 0 ¢ 9 (b) Przebieg predkosci tarczy « 5 ~
Rysunek 3.11 Zachowanie balansujgcego robota (6(0) = 7) wytraconego z polozenia

rownowagi (¢ = 0.1), przy warunkach poczatkowych: 0(0) = ¢(0) = ¥(0) = &(0) =
B(0) = 4(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

Ustawmy teraz model robota z tarciem w konfiguracji poczatkowej 0(0) = 7, ¢(0) =0
i przytozmy do tarcz momenty napedowe. Zachowanie zmiennej 6 jest analogiczne do
zachowania w modelu 2D z tarciem i momentem napedowym. Natomiast przyspieszenie
zmiennej ¢ jest z czasem ograniczone przez tarcie. Wyniki symulacji pokazane sa na
rysunku 3.10.

3.2.2 Model z trzema tarczami

Ze wzgledu na wystepowanie w modelu osobliwosci do symulacji przyjeto wektor grawitacji
skierowany wzdtuz osi X g = (9.81,0, O)T. W zwiazku z tym robot znajduje si¢ w zwisie

dla 6 = —7 za$ balansuje przy 0 = 7.

Ponownie pierwszym eksperymentem bylo sprawdzenie zachowania robota podczas
balansowania (¢ = 7, ¢ = 0) oraz zwisu (¢ = —7, ¢ = 0). Polozenie robota pozostato
state.

=T

W kolejnym eksperymencie ustawiono robota w pozycji balansowania (6(0) = 7) i wy-
tracono z polozenia rownowagi (¢ = 0.1). Zachowanie robota zilustrowano na wykresie
3.11. Warto zauwazy¢, ze jest ono analogiczne do zachowania modelu z dwiema tarczami
(wykres 3.6). Nastepnie zbadano identyczny przypadek, z ta roznica, ze zmieniona zostala
warto$¢ poczatkowa zmiennej 6(0) = 7 4 0.1. Rezultat zostal przedstawiony na wykresie
3.12.



3.3. Zachowanie peilnego modelu 3D 25

By apy

i e —a

4+ 0 B

3+ h | t .
w 5 10 15 20 25 30 V

A MMM MM M

HARANANARANANA

s T R L
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Rysunek 3.12 Zachowanie balansujacego robota (6(0) = 7 +0.1) wytraconego z polozenia
rownowagi (¢ = 0.1), przy warunkach poczatkowych: 6(0) = ¢(0) = ¢(0) = &(0) =
B(0) = 4(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie
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(a) Przebieg katow 0 ¢ 9 (b) Przebieg predkosci tarczy « 3
Rysunek 3.13 Zachowanie balansujgcego robota (6(0) = 7) wytraconego z polozenia

rownowagi (¢ = 0.1),przy warunkach poczatkowych: 0(0) = ¢(0) = (0) = a(0) =
B(0) = 4(0) = 0 oraz tarciem ¢; = .. = ¢g = 0.05

W kolejnym kroku zmodyfikowano poprzednie symulacje uwzgledniajac w nich tar-
cie. Rezultat przedstawiono odpowiednio na wykresach 3.13 i 3.14. Po raz kolejny warto
zauwazy¢ analogie zachowania przedstawionego na wykresie 3.13 do zachowania modelu
z dwiema tarczami (rysunek 3.9).

Na wykresach 3.15, 3.16 i 3.17 przedstawiono zachowanie robota bez tarcia, z przy-
tozonymi momentami wuy, us, uz, ktore wptywaja odpowiednio na zmienne v, 0, ¢. Jak
nalezalto sie spodziewa¢, przytozenie momentu u; sprawito, ze korpus caty czas przyspie-
sza. Natomiast momenty us i ug spowodowaty oscylacje odpowiednio zmiennych 6 i .

3.3 Zachowanie pelnego modelu 3D

W niniejszym rozdziale przebadane zostanie zachowanie modelu rzeczywistego robota,
w porownaniu do uproszczonego modelu robota z trzema tarczami. Wszystkie warunki
poczatkowe symulacji sa identyczne z tymi zawartymi w podrozdziale 3.2.1. W pelnym
modelu réwniez wystepuje osobliwo$¢, dlatego ponownie skierowano wektor grawitacji
wzdtuz osi X g = (9.81,0, O)T. W zwiazku z tym robot znajduje si¢ w zwisie dla 0 = —7
za$ balansuje przy 0 = 7.

Pierwszym eksperymentem ponownie bylto sprawdzenie zachowania robota podczas
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Rysunek 3.14 Zachowanie balansujacego robota (0(0) = 5 4 0.1)wytraconego z polozenia
rownowagi (¢ = 0.1), przy warunkach poczatkowych: 0(0) = ¢(0) = ¥(0) = &(0) =

B(0) = 4(0) = 0 oraz tarciem ¢; = .. = ¢g = 0.05
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Rysunek 3.15 Zachowanie zwisajacego robota (0(0) = —7, = 0) z przytozonym momen-

tem napedowym u; = 0.1 do tarczy przy warunkach poczatkowych: 0(0) = ¢(0) = (0) =
&(0) = B(0) = 4(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie
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(a) Przebieg katow 0 ¢ 9 (b) Przebieg predkosci tarczy « 5 ~
Rysunek 3.16 Zachowanie zwisajacego robota (6(0) = —5,9 = 0) z przylozonym mo-

mentem napedowym uy; = 0.1 do tarczy, przy warunkach poczatkowych: 0(0) = ¢(0) =
»(0) = &(0) = 5(0) = 4(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie
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Rysunek 3.17 Zachowanie zwisajacego robota (0(0) = —%, ¢ = 0) z przylozonym mo-

mentem napedowym uz = 0.1 do tarczy, przy warunkach poczatkowych: 0(0) = ¢(0) =
»(0) = &(0) = 5(0) = 4(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie
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Rysunek 3.18 Zachowanie balansujacego rzeczywistego robota (6(0) = %) wytraconego
7 potozenia réwnowagi (¢ = 0.1), przy warunkach poczatkowych: 0(0) = p(0) = (0) =
&(0) = B(0) = 4(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

balansowania (0 = 7, ¢ = 0) oraz zwisu (§ = —%, ¢ = 0 ). Polozenie robota pozostato

stale.

Na rysunkach 3.18 1 3.19 przedstawiono zachowanie balansujacego robota wytraconego
z polozenia réwnowagi. Warto zwroci¢ uwage na przebieg predkosci tarcz, ktory jest rozny
od przebiegu przedstawionego na rysunku 3.11. Pomimo identycznego ruchu calego robo-
ta, w przypadku uproszczonego modelu ruch kata 6 wplywa na predkos$¢ jednej tarczy.
Natomiast w rzeczywistym modelu ruch kata 6 wptywa jednoczesnie na dwie tarcze.

Na rysunkach 3.20 i 3.21 przedstawiono wplyw tarcia na zachowanie spadajacego robo-
ta. Dodanie tarcia skutkuje podobnymi efektami jak w modelu uproszczonym. Powoduje
zbieganie katow 6, o, 1 do polozenia w ktérym robot zwisa, oraz zbieganie predkosci tarcz
do zera.

Nastepnie analogicznie jak w modelu uproszczonym przytozono napedy do tarcz. Za-
chowanie rzeczywistego robota przedstawiono na wykresach 3.22, 3.23, i 3.24. W przeci-
wienstwie do uproszczonego modelu zataczenie ktéregokolwiek z napedow powoduje obrot
korpusu robota (ciagte przyspieszanie zmiennej 1)).
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Rysunek 3.19  Zachowanie balansujacego rzeczywistego robota (0(0) = 5 +
0.1)wytraconego z potozenia réownowagi (¢ = 0.1), przy warunkach poczatkowych:

0(0) = ¢(0) = ¢(0) = &(0) = 5(0) = 4(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie
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(a) Przebieg katow 0 ¢ 9 (b) Przebieg predkosci tarczy « 3~y

Rysunek 3.20 Zachowanie balansujacego rzeczywistego robota (6(0) = 7)wytraconego
z polozenia réwnowagi (p = 0.1), przy warunkach poczatkowych: 0(0) = ¢(0) = (0) =
&(0) = 4(0) = 4(0) = 0 oraz tarciem ¢;_g = 0.05

(a) Przebieg katow 0 ¢ 9 (b) Przebieg predkosci tarczy « 8~y
Rysunek 3.21  Zachowanie balansujacego rzeczywistego robota (0(0) = 5 +
0.1)wytraconego z polozenia roéwnowagi (¢ = 0.1), przy warunkach poczatkowych:

0(0) = ¢(0) = 1(0) = &(0) = B(0) = 4(0) = 0 oraz oraz tarciem ¢, _g = 0.05
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(a) Przebieg katow 0 ¢ 9 (b) Przebieg predkosci tarczy « 5

Rysunek 3.22 Zachowanie zwisajacego rzeczywistego robota (6(0) = —7, = 0) z przy-
lozonym momentem napedowym u; = 0.1 do tarczy, przy warunkach poczatkowych:
6(0) = ¢(0) = ¢(0) = &(0) = B(0) = 4(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie
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Rysunek 3.23 Zachowanie zwisajacego rzeczywistego robota (6(0) = —7,0 = 0) z przy-
lozonym momentem napedowym wus = 0.1 do tarczy, przy warunkach poczatkowych:

6(0) = ¢(0) = 9(0) = &(0) = 5(0) = 4(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie
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Rysunek 3.24 Zachowanie zwisajacego rzeczywistego robota (6(0) = —7, ¢ = 0) z przyto-

zonym momentem napedowym u; = 0.1 do tarczy przy warunkach pocz@tkowych:é(O) =
©(0) = ¥(0) = &(0) = B(0) = 4(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie
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3.4 Sterowanie modelem 2D

Jednym z lepszych algorytmow sterownia manipulatoréw w przestrzeni konfiguracyjnej
jest algorytm obliczanego momentu, ktory polega ona globalnej linearyzacji z wykorzy-
staniem sprzezenia zwrotnego [6]. Ze wzgledu na pokrewienstwo struktury omawianego
robota do struktury manipulatora szeregowego zbadano dziatanie takiego algorytmu, na
przyktadzie modelu robota 2D.

Podstawiajac do rownania dynamiki (2.11) sterowanie w postaci

(0):@<q>v+c<q,q>qwq, (3.2)

u

gdzie v to nowe wejscie sterujace, otrzymujemy zlinearyzowany obiekt. Na wejscie v tego
obiektu podajemy sygnal z regulatora PID, opisanego wzorem

t
v=Kye+ Kgé+ Ki/ e dt, (3.3)
0

gdzie e = 0;—0 to uchyb regulacji, 0, to zadana trajektoria, zas K, K4, K; to wzmocnienia
regulatora.

3.4.1 Sterowanie przy pelnej znajomosci modelu

Jako parametry modelu robota w symulacjach zatozono wartosci
my, =1,m; =0.5,0 =0.1,g =9.81,1, = 1,1, = 20. (3.4)

Parametry te dobrano tak, by odpowiadaly typowemu robotowi wspomnianemu we wste-
pie. W ramach tego podrozdziatu korzystano z modelu robota bez tarcia. W symulacji
wzmocnienia regulatora PID miaty wartosci K, = 1.09, K; = 1.45, K; = 0.51 i zostaly
wyznaczone eksperymentalnie. Parametry modelu wykorzystanego w sterowniku przyjeto
identyczne z tymi zalozonymi w modelu robota.

Zadanie polega na utrzymaniu rownowagi w punkcie ; = 0. Jako warunki poczatkowe
wybrano 6(0) = %, 9(0) = a(0) = &(0) = 0. Takie zadanie odpowiada sytuacji w ktorej
robot spoczywa na jednej ze swojej Scian i jego celem jest powstanie na wierzchotek.

Na rysunku 3.25(a) przedstawiono wykres wartosci zmiennej 6. Postawiony cel jest
skutecznie realizowany przez sterownik.

Rysunek 3.25(b) przedstawia predkosé jaka osiaga tarcza. Warto zauwazy¢, ze w mo-
mencie balansowania na wierzchotku predkos¢ ta jest niezerowa. Ze wzgledu na wystepo-
wanie tarcia w rzeczywistym robocie, moze wymagaé to sporych naktadéw energii zwia-
zanych z koniecznoscia utrzymania tej predkosci. Warto jednocze$nie zauwazy¢, ze od-
powiednie ustalenie predkosci poczatkowej tarczy pozwoli, by predko§é tarczy w stanie
ustalonym byta zblizona do zera.

Przedstawiona na ryskunku 3.25(c) warto§¢ momentu obrotowego, przytozonego do
tarczy przez sterownik w celu balansowania, jest niestetety wieksza niz momenty, ktore
sa w stanie generowaé silniki elektryczne o masie rownej masie catego robota. Dlatego
w rzeczywistym robocie moze zaj$¢ potrzeba zastosowania hamulca pozwalajacego na
wygenereowanie duzych momentéow w efekcie hamowania rozpedzonej tarczy. Podejscie
takie zostato przedstawione w pracy [1].
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Rysunek 3.25 Sterowanie modelem 2D przy pelnej znajomosci modelu
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Rysunek 3.26 Sterowanie modelem 2D przy parametrycznej nieznajomosci modelu

3.4.2 Sterowanie przy parametrycznej nieznajomo$ci modelu

W rzeczywistosci idealna identyfikacja modelu robota nie jest mozliwa, dlatego posta-
nowiono zbadaé¢ wrazliwos¢ sterowania na nie znajomo$¢ wartosci parametréow modelu.
W symulacjach zalozono parametry modelu robota identyczne jak w poprzednim podroz-
dziale, wyrazone w (3.4). Natomiast parametry modelu zastosowane w sterowniku zostaly
zmienione i przyjmuja one wartosci

m, = 0.7,m, = 04,1 =0.08,g = 9.81,1, = 0.8, I, = 15. (3.5)

Nastepnie ponownie eksperymentalnie nastrojono regulator PID. Nastawy regulatora przy-
jety wartosci K, = 0.63, K; = 0.58, K; = 0.43. Zadanie ponownie polega na utrzymaniu
rownowagi w punkcie 6; = 0. Jako warunki poczatkowe wybrano jak poprzednio 6(0) = 7,
0(0) = «(0) = (0) = 0.

Na rysunku 3.26 przedstawiono wyniki symulacji. W stosunku do przypadku przed-
stawionego w poprzednim podrozdziale jako$¢ sterowania pogorszyta sie, cho¢ nadal po-
stawione zadanie zostalo zrealizowane. Wystepuje delikatne przeregulowanie, ktorego nie
udalo sie zlikwidowaé¢ dobierajac wspotczynniki regulatora PID.



Rozdzial 4

Podsumowanie

Celem pracy bylo wyprowadzenie modelu dynamiki robota napedzanego tarczami iner-
cyjnymi oraz symulacyjne zbadanie jego zachowania. Wszystkie postawione cele udato sie
zrealizowac.

Podczas wyprowadzenia modelu pokazano, ze podejécie formalne dobrze sie sprawdza
do rozwiazywania skomplikowanych probleméw. Kluczowe bylo wykorzystanie narzedzia
"GUI for D-H parametrs", gdyz umozliwito ono weryfikacje poprawnosci wyprowadzo-
nych transformacji uktadéw wspotrzednych. Pakiet obliczern symbolicznych Mathematica
umozliwit wykonanie wielu obliczen, ktore recznie nie bylyby mozliwe (uzyskane réwnania
dynamiki w formie symbolicznej maja 5000 wyrazer).

Przeprowadzono liczne symulacje modelu 2D i trzech modeli 3D w celu sprawdzenia,
czy zachowanie robota w szczegolnych sytuacjach jest zgodne z intuicyjnymi przypuszcze-
niami. Stwierdzono, ze modele zachowuja sie zgodnie z zalozeniami.

W pracy zaproponowano rowniez prosty regulator dla modelu 2D robota. Nie uwzgled-
nia on ograniczen sterowania, ale poprawnie realizuje zadanie balansowania robotem.
W przysztosci warto wyproébowaé algorytm przetaczany w celu rozbujania robota i mi-
nimalizacji sterowan. Innym podej$ciem do rozwigzania problemu duzych sterowan jest
zalozenie hamulcow na tarcze, tak jak zostalo to zrobione w robocie Cubli z ETH. War-
to rowniez zbadaé¢ sterowanie z rozpedzonymi tarczami, tak aby podczas balansowania
predkosci tarcz byty bliskie zeru. Taki algorytm powinien by¢ bardziej efektywny energe-
tycznie.

Podczas prac nad modelem, zauwazono, ze robot z rozwazanym napedem moze przyj-
mowa¢ inne ksztalty niz szeScian. W przysztosci warto zbadaé¢ dziatanie robota o ksztalcie
elipsoidy lub kuli.
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