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Rozdziaª 1

Wst¦p

W±ród robotów mobilnych zdecydowana wi¦kszo±¢ wykorzystuje koªa jezdne (roboty ko-
ªowe) albo ±migªa (roboty lataj¡ce) jako element przeniesienia nap¦du. W odró»nieniu,
w robotach z nap¦dem inercyjnym do przeniesienia nap¦du wykorzystywane s¡ koªa za-
machowe, których zmiana pr¦dko±ci generuje moment nap¦dowy, umo»liwiaj¡cy robotowi
ruch.

W±ród wielu sposobów konstruowania robotów z nap¦dem inercyjnym mo»na wyró»ni¢
taki, w którym robot przyjmuje posta¢ sze±cianu, w którego ±cianach zamocowane s¡
obracaj¡ce si¦ tarcze. To rozwi¡zanie pozwala na przemieszczanie sze±cianu w serii ruchów
polegaj¡cych na zmianie ±ciany, na której on spoczywa. W tym celu nale»y znale¹¢ si¦
w fazie balansowania na kraw¦dzi lub wierzchoªku, a nast¦pnie w kontrolowany sposób
upa±¢ w odpowiednim kierunku.

Wykorzystanie kóª zamachowych do przemieszczania robota umo»liwia zabudowanie
wszystkich mechanizmów i elektroniki w jego wn¦trzu. W ten sposób mo»na zbudowa¢
robota nieposiadaj¡cego »adnych ruchomych elementów na zewn¡trz. Otwiera to caªkiem
nowe perspektywy i mo»liwo±ci je»eli chodzi o zabezpieczenie robota przed dost¦pem wody
i innych substancji do wn¦trza. Ponadto jak pokazano w pracy [2] stwarza mo»liwo±¢
bezgªo±nego poruszania si¦.

Realizacja wy»ej wymienionych celów wymaga opracowania odpowiednich algorytmów
sterowania. Aby móc je rozwija¢ niezb¦dne jest poznanie sposobu zachowania robota, ko-
rzystaj¡c z ich modeli matematycznych. Nast¦pnie, na podstawie modelu, mo»na zapro-
ponowa¢ odpowiedni algorytm sterowania.

Celem pracy jest opracowanie modelu dynamiki balansuj¡cego robota mobilnego z na-
p¦dem inercyjnym, analiza jego wªa±ciwo±ci oraz zaproponowanie prostego algorytmu ste-
rowania. Robot b¦dzie w ksztaªcie sze±cianu z trzema tarczami inercyjnymi umieszczonymi
w ±cianach, co odpowiada typowej konstrukcji robotów tego rodzaju.

Inspiracj¡ do podj¦cia pracy s¡ roboty zbudowane w przeci¡gu kilku ostatnich lat na
takich uczelniach jak ETH [1] czy MIT [4]. Zainteresowanie czoªowych uczelni na ±wiecie
pokazuj¦, »e istnieje zapotrzebowanie na tworzenie tego typu konstrukcji.

Ukªad pracy jest nast¦puj¡cy. W rozdziale 2 przedstawione zostaªy wyprowadzone
w jej ramach modele dynamiki. W rozdziale 3 pokazano efekty symulacyjnego badania
zachowania robota. Rozdziaª 4 podsumowuje caªo±¢.





Rozdziaª 2

Modele dynamiki robota

Równania dynamiki ukªadu robotycznego opisuj¡ szybko±¢ zmian jego stanu w funkcji
tego stanu. Znaj¡c taki model, mo»na symulacyjnie zbada¢ zachowanie robota a tak»e
projektowa¢ i testowa¢ ró»norodne ukªady sterowania. Przeprowadzenie symulacji z wyko-
rzystaniem parametrów rzeczywistego obiektu (takich jak masa, momenty bezwªadno±ci,
maksymalne dost¦pne momenty nap¦dowe silników) pozwala okre±li¢, czy projektowany
robot b¦dzie w stanie wykona¢ planowane zadania.

Wyprowadzenie równa« dynamiki ukªadu na podstawie analizy wyst¦puj¡cych w nim
siª jest zazwyczaj zadaniem skomplikowanym i czasochªonnym. Du»o prostszym podej-
±ciem jest zastosowanie formalizmu Eulera-Lagrange'a [7]. Pozwala on rozpatrywa¢ mo-
delowany obiekt przez pryzmat energii (kinetycznej i potencjalnej), co jest zadaniem sto-
sunkowo prostym i intuicyjnym. Ponadto w literaturze dotycz¡cej robotów manipulacyj-
nych prezentowane s¡ ogólne zale»no±ci okre±laj¡ce ich energi¦ kinetyczn¡ i potencjaln¡,
wymagaj¡ce jedynie znajomo±ci kon�guracji ukªadów kinematycznych i macierzy pseudo-
inercji poszczególnych ogniw manipulatora [6]. Taki stan rzeczy pozwala na opracowanie
oprogramowania w wybranym systemie oblicze« symbolicznych, które wyliczy równania
dynamiki bazuj¡c na wspomnianym powy»ej opisie manipulatora.

Opis geometrii robota na potrzeby wyprowadzenia jego modelu dynamiki mo»na uzy-
ska¢ na dwa sposoby. Pierwszym sposobem jest bezpo±rednia analiza geometryczna ukªa-
du, pozwalaj¡ca w efekcie na okre±lenie wyst¦puj¡cych w nim energii kinetycznych i po-
tencjalnych. Sposób ten b¦dzie w niniejszej pracy nazywany metod¡ geometryczn¡. Drugi
sposób jest bardziej formalny i polega na wykorzystaniu w tym samym celu algorytmu
Denavita-Hartenberga [6] i wyliczeniu z jego u»yciem transformacji do ukªadów wspóªrz¦d-
nych, zwi¡zanych z elementami skªadowymi robota. Taki sposób post¦powania b¦dziemy
nazywa¢ metod¡ formaln¡.

Poni»ej wyprowadzono kolejno coraz bardziej rozbudowane modele dynamiki robota
balansuj¡cego z nap¦dem inercyjnym, poczynaj¡c od prostego przypadku dwuwymiaro-
wego, �nalnie dochodz¡c do postaci, któr¡ mo»na uzna¢ za odpowiadaj¡c¡ rzeczywistemu
robotowi w ksztaªcie sze±cianu.

2.1 Model 2D

Na rysunku 2.1 przedstawiono najprostszy, dwuwymiarowy model balansuj¡cego robota
z nap¦dem inercyjnym. Mo»na go traktowa¢ jako planarny manipulator o dwóch prze-
gubach rotacyjnych w postaci podwójnego wahadªa, tak jak pokazano w [5]. Pierwsze
rami¦ robota stanowi jednorodny pr¦t o dªugo±ci l, masie mp i momencie bezwªadno±ci Ip
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Rysunek 2.1 Model odwróconego wahadªa z koªem inercyjnym jako nap¦dem

wzgl¦dem jego ±rodka. W miejsce drugiego standardowego ramienia wahadªa zamocowana
jest jednorodna tarcza o masie mt i momencie bezwªadno±ci Iα wzgl¦dem swojego ±rodka
masy, znajduj¡cego si¦ w punkcie (xm, ym). Wspóªrz¦dne kon�guracyjne takiej konstruk-
cji stanowi wektor q = (θ, α)T . Przyjmujemy, »e moment nap¦dowy u przyªo»ony jest do
tarczy.

W celu wyznaczenia modelu matematycznego rozpatrywanego ukªadu zastosowano
metod¦ geometryczn¡. Poªo»enia i pr¦dko±ci punktu ±rodka masy tarczy mt dane s¡ rów-
naniami xmt = l sin θymt = l cos θ,

(2.1)

ẋmt = l cos θθ̇ẏmt = −l sin θθ̇,
(2.2)

v2mt = ẋ
2
mt + ẏ

2
mt = l

2θ̇2. (2.3)

Na podstawie twierdzenia Steinera [8] moment bezwªadno±ci pr¦ta wzgl¦dem punktu (0, 0)
ma warto±¢

Ip0 = Ip +mp

(
l

2

)2
. (2.4)

St¡d energia kinetyczna pr¦ta i tarczy wyra»ona jest w postaci

Kp =
1
2
Ip0 θ̇

2 =
1
2
Ipθ̇
2 +
1
2
mp

(
l

2

)2
θ̇2, (2.5)

Kt =
1
2
Iα(θ̇ + α̇)2 +

1
2
mtl
2θ̇2. (2.6)

Energia potencjalna pr¦ta i tarczy dana jest wzorami

Vp = mpg
l

2
cos θ, (2.7)

Vt = mtgl cos θ, (2.8)
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gdzie g oznacza warto±¢ przyspieszenia ziemskiego. Lagran»ian caªego ukªadu przyjmuje
form¦

L = Kp +Kt − Vp − Vt =

=
(1
2
Ip +
1
8
mpl

2 +
1
2
mtl
2
)
θ̇2 +
1
2
Iα(θ̇ + α̇)2 −

(1
2
mp +mt

)
gl cos θ.

(2.9)

Wyliczaj¡c dla lagran»ianu (2.9) równanie Eulera-Lagrange'a otrzymujemy model dyna-
miki rozpatrywanego robota dany jako

(
1
4mpl

2 +mtl
2 + Ip + Iα

)
θ̈ + Iαα̈−

(
mt + 12mp

)
gl sin θ = 0

Iα
(
θ̈ + α̈

)
= 0.

(2.10)

Warto zauwa»y¢, »e równania (2.10) maj¡ posta¢ ogóln¡ równa« dynamiki ukªadu
robotycznego

Q (q) q̈ + C (q, q̇) q̇ +D (q) = F, (2.11)

gdzie Q (q) jest macierz¡ bezwªadno±ci ukªadu, C (q, q̇) to macierz siª od±rodkowych i Co-
riolisa, D (q) stanowi wektor siª grawitacji, za± F s¡ to wszelakie siªy niepotencjalne
(sterownia, ograniczenia).

W ramach pracy zaªo»ono wyst¦powanie w analizowanych modelach tarcia lepkiego
o warto±ci proporcjonalnej do pr¦dko±ci ruchu. St¡d uwzgl¦dniaj¡c sterowanie, wektor siª
niepotencjalnych F przyjmuje posta¢

F =
(
−c1θ̇, u− c2α̇

)T
, (2.12)

gdzie c1 i c2 to wspóªczynniki tarcia a u jest momentem nap¦dowym tarczy. Ostatecznie,
model dynamiki dwuwymiarowego robota balansuj¡cego z nap¦dem inercyjnym przyjmuje
posta¢ 

(
1
4mpl

2 +mtl
2 + Ip + Iα

)
θ̈ + Iαα̈−

(
mt + 12mp

)
gl sin θ = −c1θ̇

Iα
(
θ̈ + α̈

)
= u− c2α̇.

(2.13)

2.2 Uproszczony model 3D

W niniejszym podrozdziale wyprowadzono dwa uproszczone, trójwymiarowe modele ro-
bota. Pierwszy model posiada dwie nap¦dzane tarcze inercyjne zamontowane na ko«cu
pr¦ta reprezentuj¡cego korpus robota i do jego wyprowadzenia zastosowano metod¦ geo-
metryczn¡. Drugi model wykorzystuje zamontowane podobnie trzy tarcze inercyjne. Do
jego wyprowadzenia zastosowano metod¦ formaln¡. Uproszczenie polega tu na zamoco-
waniu ±rodka tarcz w jednym miejscu, na ko«cu pr¦ta.

2.2.1 Model z dwiema tarczami

Na rysunku 2.2 przedstawiono model prostego wahadªa sferycznego o dwóch stopniach
swobody z zamontowanymi dwiema tarczami inercyjnymi. Ka»da z tarcz umieszczona
jest w takiej sposób, by wpªywaªa na jedn¡ zmienn¡ kon�guracyjn¡ pr¦ta, tzn. tarcza
umieszczona w pªaszczy¹nie IJ wpªywa na warto±¢ k¡ta θ, natomiast tarcza umieszczona
w pªaszczy¹nie ZH wpªywa na k¡t ϕ, co ilustruj¡ rzuty przedstawione na rysunkach 2.3
i 2.4. O± i jest osi¡ pr¦ta, natomiast o± j jest to o± prostopadªa do osi i oraz równolegªa
do pªaszczyzny XY . Warto zauwa»y¢, »e sytuacje przedstawione na rysunkach 2.3 i 2.4
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Rysunek 2.2 Model wahadªa sferycznego z koªami inercyjnymi jako aktuatorami

s¡ analogiczne do przypadku modelu dwuwymiarowego robota (rysunek 2.1). Poªo»enie
takiego ukªadu mo»na opisa¢ wektorem wspóªrz¦dnych kon�guracyjnych q = (ϕ, θ, α, β)T .
Przyjmujemy, »e moment nap¦dowy u1 przyªo»ony jest do tarczy Iα, natomiast moment
u2 do tarczy Iβ.

Post¦puj¡c w sposób analogiczny do przypadku wahadªa dwuwymiarowego otrzymu-
jemy wyra»enie opisuj¡ce kwadrat pr¦dko±ci punktu ±rodka masy mt w postaci

v2 = ẋ 2 + ẏ 2 + ż 2 = l2
(
θ̇ 2 + sin2 θ ϕ̇ 2

)
. (2.14)

Energia kinetyczna tarcz Iα i Iβ dana jest wyra»eniem

Kt =
1
2
Iα (ϕ̇+ α̇)

2 +
1
2
Iβ
(
θ̇ + β̇

)2
+
1
2
mtl
2
(
θ̇ 2 + sin2 θ ϕ̇ 2

)
, (2.15)

gdzie:

• Iα � moment bezwªadno±ci tarczy umieszczonej w pªaszczy¹nie IJ ,

• Iβ � moment bezwªadno±ci tarczy umieszczonej w pªaszczy¹nie ZH,

• mt � suma mas obu tarcz,

• l � dªugo±¢ pr¦ta.

Energia kinetyczna pr¦ta przyjmuje posta¢

Kp =
1
2
Ipθθ̇

2 +
1
2
Ipϕϕ̇

2 +
1
2
mp

(
l

2

)2 (
θ̇ 2 + sin2 θ ϕ̇ 2

)
(2.16)

gdzie:
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Rysunek 2.3 Rzut wahadªa na pªaszczy-
zn¦ XY

Rysunek 2.4 Rzut wahadªa na pªaszczy-
zn¦ ZH

• Ipβ � moment bezwªadno±ci pr¦ta w pªaszczy¹nie ZH wzgl¦dem punktu mp,

• Ipα � moment bezwªadno±ci pr¦ta w pªaszczy¹nie IJ wzgl¦dem punktu mp,

• mp � masa pr¦ta.

Energia potencjalna ukªadu wyra»a si¦ wzorem

V = mtgl cos θ +mpg
l

2
cos θ (2.17)

z g oznaczaj¡cym wektor przyspieszenia ziemskiego. Lagran»ian caªego modelu przyjmuje
ogóln¡ form¦

L = Kt +Kp − V, (2.18)

a po podstawieniu wszystkich wyra»e«

L =
1
2
Itα (ϕ̇+ α̇)

2 +
1
2
Itβ

(
θ̇ + β̇

)2
+
1
2
Ipβ θ̇

2 +
1
2
Ipαϕ̇

2+

+
1
2
l2
(
mt +

mp

4

) (
θ̇ 2 + sin2 θ ϕ̇ 2

)
−
(
mt +

1
2
mp

)
gl cos θ.

(2.19)

Zakªadaj¡c ponownie model tarcia proporcjonalnego do pr¦dko±ci ruchu, wektor siª nie-
potencjalnych przyjmuje posta¢

F =
(
−c1θ̇,−c2ϕ̇, u1 − c3α̇, u2 − c4β̇

)T
, (2.20)

gdzie ci, i = 1, . . . , 4 to wspóªczynniki tarcia, a u1 i u2 to momenty nap¦dowe tarcz.
Wyliczaj¡c dla lagran»ianu (2.19) równanie Eulera-Lagrange'a otrzymujemy model

dynamiki rozpatrywanego robota dany jako

1
8
l
(
−4g sin θ (mp + 2mt) + 2lθ̈ (mp + 4mt)− l sin (2θ)ϕ̇2 (mp + 4mt)

)
+

+Ipβ θ̈ + Itβ
(
β̈ + θ̈

)
= −c1θ̇

1
4

(
l2 sin θ (mp + 4mt)

(
2θ̇ϕ̇ cos θ + ϕ̈ sin θ

))
+ Ipαϕ̈+ Itα (α̈ + ϕ̈) = −c2ϕ̇

Itϕ (α̈ + ϕ̈) = u1 − c3α̇
Itθ
(
β̈ + θ̈

)
= u2 − c4β̇.

(2.21)
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Rysunek 2.5 Uproszczony robot z trzema tarczami

2.2.2 Model z trzema tarczami

Poni»ej zostanie przedstawiony sposób wyprowadzenia modelu ukªadu przedstawionego
na rysunku 2.5, który odzwierciedla rzeczywistego robota z jednym uproszeniem: przyj-
mujemy, »e tarcze zamiast by¢ zamocowane w ±cianach sze±cianu s¡ zamocowane w jego
±rodku. W stosunku do modelu przedstawionego w podrozdziale 2.2.1 dodana zostaªa jed-
na tarcza. Umo»liwia ona zmian¦ orientacji robota, poprzez obrót korpusu robota wokóª
wªasnej osi.

Ze wzgl¦du na docelowe rozmieszenie tarcz inercyjnych na ±cianach sze±cianu, wyko-
rzystanie do wyprowadzenia modelu matematycznego metody geometrycznej, staje si¦
zadaniem trudnym. Wymaga ona r¦cznego wyprowadzenia równa« opisuj¡cych poªo»enie
i pr¦dko±ci wszystkich mas w przestrzeni 3D. Dlatego poni»ej, do wyprowadzenia modelu
matematycznego, wykorzystamy metod¦ formaln¡. Ze wzgl¦du na zªo»ono±¢ otrzymanych
wyra»e« przedstawimy jedynie sposób post¦powania i wykorzystania w nim formuª, bez
szczegóªowej postaci uzyskanych wyra»e«. Wspóªrz¦dne kon�guracyjne rozpatrywanego
ukªadu stanowi wektor q = (ϕ, θ, ψ, α, β, γ)T . Moment nap¦dowy przyªo»ony jest do ka»-
dej z trzech tarcz.

Pierwszy etap metody formalnej polega na opisaniu poªo»enia mas wyst¦puj¡cych
w ukªadzie. Do tego celu wykorzystamy transformacje ukªadów wspóªrz¦dnych zgodnie
z formalizmem Denavita-Hartenberga. Na rysunku 2.6 pokazano ukªad wspóªrz¦dnych
skojarzony z ko«cówk¡ pr¦ta. Przeksztaªcenie od podstawowego ukªadu wspóªrz¦dnych
X0Y0Z0 do ukªadu XpYpZp opisane jest zestawem transformacji

A10 = Rot (z, ϕ)Rot
(
x,−π
2

)
A21 = Rot (z, θ)Rot

(
x,
π

2

)
Ap2 = Rot (z, ψ)Trans (z, l) .

(2.22)
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Rysunek 2.6 Ukªad wspóªrz¦dnych skojarzony z ko«cówk¡ pr¦ta

Ukªad XpYpZp traktowany b¦dzie jako ukªad bazowy dla opisu orientacji wyst¦puj¡cych
w modelu tarcz. Punkt (0, 0, 0) tego ukªadu stanowi ±rodek obrotu wszystkich trzech tarcz.

Na rysunku 2.7 przedstawiony jest sposób umieszczenia trzeciej, nowej tarczy. Zro-
biono to tak, »e jej ruch wpªywa na zmienn¡ ψ, czyli k¡t obrotu pr¦ta wokóª wªasnej
osi. Omawiana tarcza umieszczona jest w pªaszczy¹nie XpYp. Transformacja do ukªadu
wspóªrz¦dnych skojarzonego z t¡ tarcz¡ z ukªadu XpYpZp, wyra»a si¦ przeksztaªceniem

Aαp = Rot (z, α) . (2.23)

Pozostaªe dwie tarcze umieszczono odpowiednio w pªaszczyznach XpZp i YpZp ukªadu
XpYpZp, co zilustrowano na rysunkach 2.8 i 2.9. Tarcze te wpªywaj¡ odpowiednio na
zmienne θ i ϕ. Poªo»enie ukªadu wspóªrz¦dnych tarczy umieszczonej w pªaszczy¹nie XpZp
opisane jest transformacj¡

Aβp = Rot
(
x,
π

2

)
Rot (z, β) , (2.24)

natomiast poªo»enie ostatniej tarczy, umieszczonej w pªaszczy¹nie YpZp, dane jest prze-
ksztaªceniem

Aγp = Rot
(
z,
π

2

)
Rot

(
x,
π

2

)
Rot (z, γ) . (2.25)

Energi¦ kinetyczn¡ robota balansuj¡cego z nap¦dem inercyjnym mo»na przedstawi¢
jako sum¦ energii kinetycznych trzech manipulatorów szeregowych zªo»onych z pr¦ta i ko-
lejnych tarcz1. Wykorzystamy do tego celu sposób podany w [6]. Energia kinetyczna i�tego
przegubu manipulatora wyra»a si¦ wzorem

KLi

(
qi, q̇i

)
=
1
2

n∑
j,k=1

tr

∂Ai0
∂qj

(
qi
)
JLi

(
∂Ai0
∂qk

(
qi
))T q̇j q̇k, (2.26)

1Pami¦taj¡c o tym, »e dynamik¦ pr¦ta nale»y uwzgl¦dni¢ jedynie w jednym z nich. W ramach tego
rozdziaªu zaªo»ono, »e caªa masa robota zawarta jest w jego tarczach.
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Rysunek 2.7 Transformacja do ukªadu tarczy w pªaszczy¹nie XpYp

Rysunek 2.8 Transformacja do ukªadu tarczy w pªaszczy¹nie XpZp
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Rysunek 2.9 Transformacja do ukªadu tarczy w pªaszczy¹nie YpZp

gdzie:

• JLi � macierz pseudoinercji i�tego ramienia,

• Ai0(q
i) � macierz transformacji do i�tego ukªadu wspóªrz¦dnych,

• qi � wspóªrz¦dna kon�guracyjna i�tego ramienia,

• qi = (q1, . . . , qi)
T .

Ogólna posta¢ macierzy pseudoinercji i�tego ramienia wyra»a si¦ wzorem

JLi =
∫
mi


x2 xy xz x
xy y2 yz y
xz yz z2 z
x y z 1

 dm. (2.27)

Zakªadaj¡c jednorodno±¢ tarcz ich macierz pseudoinercji przyjmuje posta¢

JLi =


1
2

(
−Ixxi + Iyyi + Izzi

)
0 0 0

0 1
2

(
Ixxi − Iyyi + Izzi

)
0 0

0 0 1
2

(
Ixxi + Iyyi − Izzi

)
0

0 0 0 mi

 ,
(2.28)

gdzie:

• Izz � moment bezwªadno±ci tarczy wzgl¦dem osi Z (o± obrotu, w której przyªo»ony
jest moment obrotowy silników),
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• Ixx � moment bezwªadno±ci tarczy wzgl¦dem osi X,

• Iyy � moment bezwªadno±ci tarczy wzgl¦dem osi Y,

• m � masa tarczy.

Energia potencjalna manipulatora wyra»ona jest wzorem

V (q) = −
n∑
i=1

mig
TAi0(q

i)Ri, (2.29)

gdzie:

• mi � masa i�tego przegubu,

• Ri � wspóªrz¦dne jednorodne ±rodka masy,

• g � wektor grawitacji,

• Ai0(q
i) � macierz transformacji do i�tego ukªadu wspóªrz¦dnych.

Lagran»ian caªego modelu przyjmuje ogóln¡ form¦

L = K − V, (2.30)

gdzie K stanowi sum¦ energii kinetycznych trzech manipulatorów przedstawionych powy-
»ej, natomiast V to suma energii potencjalnych tych manipulatorów.

Wektor siª niepotencjalnych F , dla zaªo»onego modelu tarcia, przyjmuje nast¦puj¡c¡
posta¢

F =



−c1θ̇
−c2ϕ̇
−c3ψ̇

u1 − c4α̇
u2 − c5β̇
u3 − c6γ̇


, (2.31)

gdzie ci, i = 1, . . . , 6 to wspóªczynniki tarcia, natomiast ui, i = 1, . . . , 6 stanowi¡ momenty
nap¦dowe tarcz.

Dla tak wyliczonego lagran»ianu wyliczamy równania Eulera-Lagrange'a, otrzymuj¡c
model dynamiki rozpatrywanego robota w standardowej postaci (2.11), który ze wzgl¦du
na swój rozmiar nie zostanie tutaj przytoczony. Nale»y zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e przy
θ = 0 analizowany manipulator osi¡ga kon�guracj¦ osobliw¡.

2.3 Peªny model 3D

Wszystkie modele pojawiaj¡ce si¦ w poprzednich rozdziaªach maj¡ istotne uproszenie
w postaci tarcz umieszczonych w jednym miejscu w przestrzeni. Jest to zaªo»enie, którego
nie mo»na zrealizowa¢ w rzeczywistym robocie. W niniejszym podrozdziale, z wykorzy-
staniem wyników zamieszczonych w poprzednich podrozdziaªach, zostanie wyprowadzony
model robota z tarczami rozsuni¦tymi w przestrzeni, w taki sposób, by znalazªy si¦ na
±cianach sze±cianu, którego form¦ ma analizowany robot.

W wyprowadzaniu transformacji dla tarcz umieszczonych na ±cianach szcze±cnianu
mo»na wykorzysta¢ transformacj¦ (2.22) do ukªadu ko«cówki pr¦ta dla uproszczonego
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Rysunek 2.10 Transformacja dla tarczy umieszczonej w ukªadzie XY

modelu z trzema taraczami. Gdy reprezentuj¡cy korpus uproszczonego robota pr¦t znaj-
duje si¦ w kon�guracji θ = arctan

√
2, ϕ = π

4 ,ψ = 0 pokryje si¦ on z przek¡tn¡ sze±cianu
o wierzchoªku w punktie (0, 0, 0) i ±cianach le»¡cych w pªaszczynach X0Y0, X0Z0, Y0Z0.
Korzystaj¡c z tej wªa±ciwo±ci mo»emy rozsun¡¢ tarcze uproszczonego robota do pªasz-
czyzn X0Y0, X0Z0, Y0Z0 wzgl¦dem ko«cowki pr¦ta, uzyskuj¡c model robota w ksztaªcie
sze±cianu. Przy wyznaczaniu transformacji dla tak przesuni¦tych tarcz pomocny okazaª
si¦ program �GUI for Denavit-Hartenberg parameters robot arm design� z pakietu MRPT
[3].

Post¦puj¡c w zaproponowany sposób, przyjmuj¡c chwilow¡ kon�guracje pr¦ta równ¡
θ = arctan

√
2, ϕ = π

4 ,ψ = 0, tarcz¦ przedstawion¡ na rysunku 2.7 przesuniemy na pªasz-
czyzn¦ X0Y0 globalnego ukªadu wspóªrz¦dnych, czego efekt przedstawiono na rysunku
2.10. Poªo»enie tarczy wzgl¦dem ko«cówki pr¦ta wyra»a przeksztaªcenie

Aαp = Rot
(
x,
π

2

)
Rot

(
z, arctan

√
2
)
Rot

(
x,
π

2

)
Trans

(
z,
l
√
3
3

)
Rot (z, α) .

(2.32)

Kolejne dwie tarcze umieszczono w pªaszczyznach X0Z0 i Y0Z0 ukªadu X0Y0Z0, co poka-
zano na rysunkach 2.11 oraz 2.12. Poªo»enie ukªadu wspóªrz¦dnych tarczy umieszczonej
w pªaszczy¹nie X0Z0 opisane jest transformacj¡

Aβp = Rot
(
x,
π

2

)
Rot

(
z, arctan

√
2
)
Rot

(
x,
π

2

)
Rot

(
z,
3
4
π
)

Trans

(
x,
l
√
3
3

)
Rot

(
z,
π

2

)
Rot

(
x,
π

2

)
Rot (z, β) ,

(2.33)

natomiast poªo»enie ostatniej tarczy, umieszczonej w pªaszczy¹nie Y0Z0, dane jest prze-
ksztaªceniem
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Rysunek 2.11 Transformacja dla tarczy umieszczonej w ukªadzie XZ

Rysunek 2.12 Transformacja dla tarczy umieszczonej w ukªadzie ZY
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Aγp = Rot
(
x,
π

2

)
Rot

(
z, arctan

√
2
)
Rot

(
x,−π
2

)
Rot

(
z,
3
4
π
)

Trans

(
x,
l
√
3
3

)
Rot

(
z,
π

2

)
Rot

(
x,
π

2

)
Rot (z, γ) .

(2.34)

Przy tak zde�niowanych transformacjach, post¦puj¡c analogicznie jak w podrozdziale
2.2.2, wyliczamy równania ró»niczkowe opisuj¡ce dynamik¦ rzeczywistego robota.





Rozdziaª 3

Badania symulacyjne

Badania symulacyjne obejmowaªy sprawdzenie zachowania modeli przedstawionych w roz-
dziale 2. Zostaªy przeprowadzone w ±rodowisku Mathematica. Badania miaªy na celu
wery�kacj¦ poprawno±ci opracowanych modeli, oraz podj¦cie próby realizacji zadania ste-
rowania.

3.1 Zachowanie modelu 2D

Podczas bada« modelu zaªo»ono nast¦puj¡ce parametry robota

mp = 1,mt = 0.5, l = 0.1, g = 9.81, Ip = 1, It = 20. (3.1)

Pierwszym eksperymentem byªo zbadanie zachowania modelu przedstawionego w roz-
dziale 2.1 w punktach równowagi (θ = 0, π)1. Poªo»enie robota pozostawaªo staªe.

Wykres na rysunku 3.1 przedstawia zachowanie balansuj¡cego robota wytr¡conego
z poªo»enia równowagi chwiejnej (θ = 0). Zauwa»ono, »e cz¦±¢ energii potencjalnej robota
przeksztaªca si¦ w energi¦ kinetyczn¡ tarczy.

Na rysunku 3.2 przedstawiono zachowanie systemu z przyªo»onym momentem nap¦do-
wym u do tarczy. Dostarczana do ukªadu energia tra�a do tarczy, której ±rednia pr¦dko±¢
stale si¦ zwi¦ksza, natomiast warto±¢ poªo»enia korpusu robota θ oscyluje ze staª¡ ampli-
tud¡.

Nast¦pnie zbadano balansuj¡cego robota wytr¡conego z poªo»enia równowagi, z uwzgl¦d-
nieniem tarcia. Wyniki badania przedstawiono na rysunku 3.3. Jak nale»aªo si¦ spodzie-
wa¢, robot z czasem wytraca energi¦ i d¡»y do punktu równowagi θ = π.

Kolejno przetestowano zachowanie robota z przyªo»onym niewielkim momentem na-
p¦dowym i tarciem w systemie. Rezultat przedstawiony jest na wykresie 3.4. Analizuj¡c
zachowanie robota obserwujemy wychylenie robota z pozycji �zwisania�, które z czasem
si¦ zmniejsza. Wynika to z tego, »e aby utrzyma¢ robota w takiej pozycji trzeba ci¡gle
przyspiesza¢ tarcze. Ci¡gªe przyspieszanie tarczy z kolei powoduje coraz wi¦ksze straty
zwi¡zane z tarciem, z czasem sprawiaj¡c, »e caªo±¢ dostarczanego momentu przeznaczona
jest na pokonanie tarcia.

Nast¦pnie przyªo»ono do tarczy odpowiednio du»y moment nap¦dowy, czego efekt
przedstawiono na wykresie 3.5. Zaobserwowano, »e startuj¡c w pozycji zwisaj¡cej (θ = π)
i przykªadaj¡c wystarczaj¡co du»y moment, mo»liwe jest osi¡gniecie przez robota pozycji
θ = 0.

1W dalszej cz¦±ci rozdziaªu znalezienie si¦ robota w pierwszej z wymienionych kon�guracji b¦dziemy
nazywa¢ balansowaniem, za± drugiej zwisaniem.
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(a) Przebieg k¡ta θ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α

Rysunek 3.1 Zachowanie balansuj¡cego robota wytr¡conego z poªo»enia równowagi
(θ(0) = 0.001), przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = α̇(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

(a) Przebieg k¡ta θ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α

Rysunek 3.2 Zachowanie zwisaj¡cego robota (θ(0) = π) z przyªo»onymmomentem u = 0.1
do tarczy, przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = α̇(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

(a) Przebieg k¡ta θ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α

Rysunek 3.3 Zachowanie robota wytr¡conego z poªo»enia równowagi (θ(0) = 0.001), przy
warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = α̇(0) = 0 oraz tarciem c1 = c2 = 0.1
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(a) Przebieg k¡ta θ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α

Rysunek 3.4 Zachowanie zwisaj¡cego robota (θ(0) = π) z przyªo»onymmomentem u = 0.1
do tarczy, przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = α̇(0) = 0 oraz tarciem c1 = c2 = 0.2

(a) Przebieg k¡ta θ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α

Rysunek 3.5 Zachowanie zwisaj¡cego robota (θ(0) = π) z przyªo»onym momentem u = 1
do tarczy, przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = α̇(0) = 0 oraz tarciem c1 = c2 = 0.2
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(a) Przebieg k¡tów θ i ϕ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarcz α i β

Rysunek 3.6 Zachowanie robota wytr¡conego z poªo»enia równowagi (θ(0) = 0.001,
ϕ(0) = 0), przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = ϕ̇(0) = α̇(0) = β̇ = 0 oraz bez tar-
cia w systemie

(a) Przebieg k¡tów θ i ϕ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarcz α i β

Rysunek 3.7 Zachowanie robota wytr¡conego z poªo»enia równowagi (θ(0) = 0.001), przy
warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = ϕ̇(0) = α̇(0) = β̇ = 0 oraz bez tarcia w systemie

3.2 Zachowanie uproszczonego modelu 3D

3.2.1 Model z dwiema tarczami

W niniejszym rozdziale zbadane zostaªo zachowanie modelu przedstawionego w rozdziale
2.2.1. Na wst¦pie sprawdzono zachowanie robota w pozycji zwisania (θ = π) oraz balan-
sowania (θ = 0). Poªo»enie robota pozostaªo staªe.

Na rysunku 3.6 przedstawiono zachowanie balansuj¡cego robota wytr¡conego z po-
ªo»enia równowagi. Warto zauwa»y¢, »e jego zachowanie jest analogiczne do zachowania
modelu 2D z rysunku 3.1.

Nast¦pnie sprawdzono, czy na zachowanie robota wpªywa pocz¡tkowa pr¦dko±¢ tarcz
oraz pocz¡tkowa warto±¢ i pr¦dko±¢ zmiennej ϕ. Wyniki symulacji pokazane s¡ na wykre-
sie 3.7. Zaobserwowano, »e pr¦dko±ci pocz¡tkowe tarcz nie maj¡ wpªywu na zachowanie
modelu nie uwzgl¦dniaj¡cego tarcia. Warto zauwa»y¢, »e warto±¢ i pr¦dko±¢ pocz¡tkowa
k¡ta ϕ nie wpªywa na trajektori¦ k¡ta θ.

Przykªadaj¡c moment nap¦dowy do obu tarcz, zbadano wpªyw sterownia na zacho-
wanie robota. Efekt przedstawiono na wykresie 3.8. Zauwa»ono, »e k¡t θ zachowuje si¦
analogicznie jak w modelu 2D (wykres 3.2), natomiast k¡t ϕ caªy czas przyspiesza.

Kolejnym eksperymentem byª spadek robota z pozycji balansowania (θ = 0) z uwzgl¦d-
nieniem tarcia w systemie, którego wynik przedstawiono na rysunku 3.9. Zachowanie mo-
delu jest analogiczne do zachowania modelu 2D (rysunek 3.3).



3.2. Zachowanie uproszczonego modelu 3D 23

(a) Przebieg k¡tów θ i ϕ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarcz α i β

Rysunek 3.8 Zachowanie zwisaj¡cego robota (θ(0) = π), z przyªo»onym momentem u1 =
0.001, u2 = 0.1, przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = ϕ̇(0) = α̇(0) = β̇ = 0 oraz bez
tarcia w systemie

(a) Przebieg k¡tów θ i ϕ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarcz α i β

Rysunek 3.9 Zachowanie robota wytr¡conego z poªo»enia równowagi (θ(0) = 0.001), przy
warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = ϕ̇(0) = α̇(0) = β̇ = 0 oraz tarciem c1 = c2 = c3 = c4 =
0.05
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(a) Przebieg k¡tów θ i ϕ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarcz α i β

Rysunek 3.10 Zachowanie robota wytr¡conego z poªo»enia równowagi (θ(0) = 0.001)
z przyªo»onym momentem u1 = 0.001, u2 = 0.1, przy warunkach pocz¡tkowych:θ̇(0) =
ϕ̇(0) = α̇(0) = β̇ = 0 oraz tarciem c1 = c2 = c3 = c4 = 0.05

(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.11 Zachowanie balansuj¡cego robota (θ(0) = π
2 ) wytr¡conego z poªo»enia

równowagi (ϕ = 0.1), przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = ϕ̇(0) = ψ̇(0) = α̇(0) =
β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

Ustawmy teraz model robota z tarciem w kon�guracji pocz¡tkowej θ(0) = π, ϕ(0) = 0
i przyªó»my do tarcz momenty nap¦dowe. Zachowanie zmiennej θ jest analogiczne do
zachowania w modelu 2D z tarciem i momentem nap¦dowym. Natomiast przyspieszenie
zmiennej ϕ jest z czasem ograniczone przez tarcie. Wyniki symulacji pokazane s¡ na
rysunku 3.10.

3.2.2 Model z trzema tarczami

Ze wzgl¦du na wyst¦powanie w modelu osobliwo±ci do symulacji przyj¦to wektor grawitacji
skierowany wzdªu» osi X g = (9.81, 0, 0)T . W zwi¡zku z tym robot znajduj¦ si¦ w zwisie
dla θ = −π

2 za± balansuje przy θ =
π
2 .

Ponownie pierwszym eksperymentem byªo sprawdzenie zachowania robota podczas
balansowania (θ = π

2 , ϕ = 0) oraz zwisu (θ = −π
2 , ϕ = 0). Poªo»enie robota pozostaªo

staªe.

W kolejnym eksperymencie ustawiono robota w pozycji balansowania (θ(0) = π
2 ) i wy-

tr¡cono z poªo»enia równowagi (ϕ = 0.1). Zachowanie robota zilustrowano na wykresie
3.11. Warto zauwa»y¢, »e jest ono analogiczne do zachowania modelu z dwiema tarczami
(wykres 3.6). Nast¦pnie zbadano identyczny przypadek, z t¡ ró»nic¡, »e zmieniona zostaªa
warto±¢ pocz¡tkowa zmiennej θ(0) = π

2 + 0.1. Rezultat zostaª przedstawiony na wykresie
3.12.
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(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.12 Zachowanie balansuj¡cego robota (θ(0) = π
2 +0.1) wytr¡conego z poªo»enia

równowagi (ϕ = 0.1), przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = ϕ̇(0) = ψ̇(0) = α̇(0) =
β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.13 Zachowanie balansuj¡cego robota (θ(0) = π
2 ) wytr¡conego z poªo»enia

równowagi (ϕ = 0.1),przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = ϕ̇(0) = ψ̇(0) = α̇(0) =
β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz tarciem c1 = .. = c6 = 0.05

W kolejnym kroku zmody�kowano poprzednie symulacje uwzgl¦dniaj¡c w nich tar-
cie. Rezultat przedstawiono odpowiednio na wykresach 3.13 i 3.14. Po raz kolejny warto
zauwa»y¢ analogi¦ zachowania przedstawionego na wykresie 3.13 do zachowania modelu
z dwiema tarczami (rysunek 3.9).

Na wykresach 3.15, 3.16 i 3.17 przedstawiono zachowanie robota bez tarcia, z przy-
ªo»onymi momentami u1, u2, u3, które wpªywaj¡ odpowiednio na zmienne ψ, θ, ϕ. Jak
nale»aªo si¦ spodziewa¢, przyªo»enie momentu u1 sprawiªo, »e korpus caªy czas przyspie-
sza. Natomiast momenty u2 i u3 spowodowaªy oscylacje odpowiednio zmiennych θ i ϕ.

3.3 Zachowanie peªnego modelu 3D

W niniejszym rozdziale przebadane zostanie zachowanie modelu rzeczywistego robota,
w porównaniu do uproszczonego modelu robota z trzema tarczami. Wszystkie warunki
pocz¡tkowe symulacji s¡ identyczne z tymi zawartymi w podrozdziale 3.2.1. W peªnym
modelu równie» wyst¦puje osobliwo±¢, dlatego ponownie skierowano wektor grawitacji
wzdªu» osi X g = (9.81, 0, 0)T . W zwi¡zku z tym robot znajduje si¦ w zwisie dla θ = −π

2
za± balansuje przy θ = π

2 .

Pierwszym eksperymentem ponownie byªo sprawdzenie zachowania robota podczas
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(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.14 Zachowanie balansuj¡cego robota (θ(0) = π
2 +0.1)wytr¡conego z poªo»enia

równowagi (ϕ = 0.1), przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = ϕ̇(0) = ψ̇(0) = α̇(0) =
β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz tarciem c1 = .. = c6 = 0.05

(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.15 Zachowanie zwisaj¡cego robota (θ(0) = −π
2 ,ϕ = 0) z przyªo»onym momen-

tem nap¦dowym u1 = 0.1 do tarczy przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = ϕ̇(0) = ψ̇(0) =
α̇(0) = β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.16 Zachowanie zwisaj¡cego robota (θ(0) = −π
2 ,ϕ = 0) z przyªo»onym mo-

mentem nap¦dowym u2 = 0.1 do tarczy, przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = ϕ̇(0) =
ψ̇(0) = α̇(0) = β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie
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(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.17 Zachowanie zwisaj¡cego robota (θ(0) = −π
2 , ϕ = 0) z przyªo»onym mo-

mentem nap¦dowym u3 = 0.1 do tarczy, przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = ϕ̇(0) =
ψ̇(0) = α̇(0) = β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.18 Zachowanie balansuj¡cego rzeczywistego robota (θ(0) = π
2 ) wytr¡conego

z poªo»enia równowagi (ϕ = 0.1), przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = ϕ̇(0) = ψ̇(0) =
α̇(0) = β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

balansowania (θ = π
2 , ϕ = 0) oraz zwisu (θ = −π

2 , ϕ = 0 ). Poªo»enie robota pozostaªo
staªe.

Na rysunkach 3.18 i 3.19 przedstawiono zachowanie balansuj¡cego robota wytr¡conego
z poªo»enia równowagi. Warto zwróci¢ uwag¦ na przebieg pr¦dko±ci tarcz, który jest ró»ny
od przebiegu przedstawionego na rysunku 3.11. Pomimo identycznego ruchu caªego robo-
ta, w przypadku uproszczonego modelu ruch k¡ta θ wpªywa na pr¦dko±¢ jednej tarczy.
Natomiast w rzeczywistym modelu ruch k¡ta θ wpªywa jednocze±nie na dwie tarcze.

Na rysunkach 3.20 i 3.21 przedstawiono wpªyw tarcia na zachowanie spadaj¡cego robo-
ta. Dodanie tarcia skutkuje podobnymi efektami jak w modelu uproszczonym. Powoduje
zbieganie k¡tów θ, ϕ, ψ do poªo»enia w którym robot zwisa, oraz zbieganie pr¦dko±ci tarcz
do zera.

Nast¦pnie analogicznie jak w modelu uproszczonym przyªo»ono nap¦dy do tarcz. Za-
chowanie rzeczywistego robota przedstawiono na wykresach 3.22, 3.23, i 3.24. W przeci-
wie«stwie do uproszczonego modelu zaª¡czenie któregokolwiek z nap¦dów powoduje obrót
korpusu robota (ci¡gªe przyspieszanie zmiennej ψ).
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(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.19 Zachowanie balansuj¡cego rzeczywistego robota (θ(0) = π
2 +

0.1)wytr¡conego z poªo»enia równowagi (ϕ = 0.1), przy warunkach pocz¡tkowych:
θ̇(0) = ϕ̇(0) = ψ̇(0) = α̇(0) = β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.20 Zachowanie balansuj¡cego rzeczywistego robota (θ(0) = π
2 )wytr¡conego

z poªo»enia równowagi (ϕ = 0.1), przy warunkach pocz¡tkowych: θ̇(0) = ϕ̇(0) = ψ̇(0) =
α̇(0) = β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz tarciem c1...6 = 0.05

(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.21 Zachowanie balansuj¡cego rzeczywistego robota (θ(0) = π
2 +

0.1)wytr¡conego z poªo»enia równowagi (ϕ = 0.1), przy warunkach pocz¡tkowych:
θ̇(0) = ϕ̇(0) = ψ̇(0) = α̇(0) = β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz oraz tarciem c1...6 = 0.05
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(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.22 Zachowanie zwisaj¡cego rzeczywistego robota (θ(0) = −π
2 ,ϕ = 0) z przy-

ªo»onym momentem nap¦dowym u1 = 0.1 do tarczy, przy warunkach pocz¡tkowych:
θ̇(0) = ϕ̇(0) = ψ̇(0) = α̇(0) = β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.23 Zachowanie zwisaj¡cego rzeczywistego robota (θ(0) = −π
2 ,ϕ = 0) z przy-

ªo»onym momentem nap¦dowym u2 = 0.1 do tarczy, przy warunkach pocz¡tkowych:
θ̇(0) = ϕ̇(0) = ψ̇(0) = α̇(0) = β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie

(a) Przebieg k¡tów θ ϕ ψ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy α β γ

Rysunek 3.24 Zachowanie zwisaj¡cego rzeczywistego robota (θ(0) = −π
2 , ϕ = 0) z przyªo-

»onym momentem nap¦dowym u1 = 0.1 do tarczy przy warunkach pocz¡tkowych:θ̇(0) =
ϕ̇(0) = ψ̇(0) = α̇(0) = β̇(0) = γ̇(0) = 0 oraz bez tarcia w systemie
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3.4 Sterowanie modelem 2D

Jednym z lepszych algorytmów sterownia manipulatorów w przestrzeni kon�guracyjnej
jest algorytm obliczanego momentu, który polega ona globalnej linearyzacji z wykorzy-
staniem sprz¦»enia zwrotnego [6]. Ze wzgl¦du na pokrewie«stwo struktury omawianego
robota do struktury manipulatora szeregowego zbadano dziaªanie takiego algorytmu, na
przykªadzie modelu robota 2D.

Podstawiaj¡c do równania dynamiki (2.11) sterowanie w postaci

(
0
u

)
= Q (q) v + C (q, q̇) q̇ +Dq, (3.2)

gdzie v to nowe wej±cie steruj¡ce, otrzymujemy zlinearyzowany obiekt. Na wej±cie v tego
obiektu podajemy sygnaª z regulatora PID, opisanego wzorem

v = Kpe+Kdė+Ki

∫ t

0
e dt, (3.3)

gdzie e = θd−θ to uchyb regulacji, θd to zadana trajektoria, za±Kp,Kd,Ki to wzmocnienia
regulatora.

3.4.1 Sterowanie przy peªnej znajomo±ci modelu

Jako parametry modelu robota w symulacjach zaªo»ono warto±ci

mp = 1,mt = 0.5, l = 0.1, g = 9.81, Ip = 1, It = 20. (3.4)

Parametry te dobrano tak, by odpowiadaªy typowemu robotowi wspomnianemu we wst¦-
pie. W ramach tego podrozdziaªu korzystano z modelu robota bez tarcia. W symulacji
wzmocnienia regulatora PID miaªy warto±ci Kp = 1.09, Kd = 1.45, Ki = 0.51 i zostaªy
wyznaczone eksperymentalnie. Parametry modelu wykorzystanego w sterowniku przyj¦to
identyczne z tymi zaªo»onymi w modelu robota.

Zadanie polega na utrzymaniu równowagi w punkcie θd = 0. Jako warunki pocz¡tkowe
wybrano θ(0) = π

4 , θ̇(0) = α(0) = α̇(0) = 0. Takie zadanie odpowiada sytuacji w której
robot spoczywa na jednej ze swojej ±cian i jego celem jest powstanie na wierzchoªek.

Na rysunku 3.25(a) przedstawiono wykres warto±ci zmiennej θ. Postawiony cel jest
skutecznie realizowany przez sterownik.

Rysunek 3.25(b) przedstawia pr¦dko±¢ jak¡ osi¡ga tarcza. Warto zauwa»y¢, »e w mo-
mencie balansowania na wierzchoªku pr¦dko±¢ ta jest niezerowa. Ze wzgl¦du na wyst¦po-
wanie tarcia w rzeczywistym robocie, mo»e wymaga¢ to sporych nakªadów energii zwi¡-
zanych z konieczno±ci¡ utrzymania tej pr¦dko±ci. Warto jednocze±nie zauwa»y¢, »e od-
powiednie ustalenie pr¦dko±ci pocz¡tkowej tarczy pozwoli, by pr¦dko±¢ tarczy w stanie
ustalonym byªa zbli»ona do zera.

Przedstawiona na ryskunku 3.25(c) warto±¢ momentu obrotowego, przyªo»onego do
tarczy przez sterownik w celu balansowania, jest niestetety wi¦ksza ni» momenty, które
s¡ w stanie generowa¢ silniki elektryczne o masie równej masie caªego robota. Dlatego
w rzeczywistym robocie mo»e zaj±¢ potrzeba zastosowania hamulca pozwalaj¡cego na
wygenereowanie du»ych momentów w efekcie hamowania rozp¦dzonej tarczy. Podej±cie
takie zostaªo przedstawione w pracy [1].
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(a) Przebieg k¡ta θ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy

(c) Przebieg momentu obrotowego przyªo»onego do tarczy

Rysunek 3.25 Sterowanie modelem 2D przy peªnej znajomo±ci modelu
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(a) Przebieg k¡ta θ (b) Przebieg pr¦dko±ci tarczy

(c) Przebieg momentu obrotowego przyªo»onego do tarczy

Rysunek 3.26 Sterowanie modelem 2D przy parametrycznej nieznajomo±ci modelu

3.4.2 Sterowanie przy parametrycznej nieznajomo±ci modelu

W rzeczywisto±ci idealna identy�kacja modelu robota nie jest mo»liwa, dlatego posta-
nowiono zbada¢ wra»liwo±¢ sterowania na nie znajomo±¢ warto±ci parametrów modelu.
W symulacjach zaªo»ono parametry modelu robota identyczne jak w poprzednim podroz-
dziale, wyra»one w (3.4). Natomiast parametry modelu zastosowane w sterowniku zostaªy
zmienione i przyjmuj¡ one warto±ci

mp = 0.7,mt = 0.4, l = 0.08, g = 9.81, Ip = 0.8, It = 15. (3.5)

Nast¦pnie ponownie eksperymentalnie nastrojono regulator PID. Nastawy regulatora przy-
j¦ªy warto±ci Kp = 0.63, Kd = 0.58, Ki = 0.43. Zadanie ponownie polega na utrzymaniu
równowagi w punkcie θd = 0. Jako warunki pocz¡tkowe wybrano jak poprzednio θ(0) = π

4 ,

θ̇(0) = α(0) = α̇(0) = 0.
Na rysunku 3.26 przedstawiono wyniki symulacji. W stosunku do przypadku przed-

stawionego w poprzednim podrozdziale jako±¢ sterowania pogorszyªa si¦, cho¢ nadal po-
stawione zadanie zostaªo zrealizowane. Wyst¦puje delikatne przeregulowanie, którego nie
udaªo si¦ zlikwidowa¢ dobieraj¡c wspóªczynniki regulatora PID.



Rozdziaª 4

Podsumowanie

Celem pracy byªo wyprowadzenie modelu dynamiki robota nap¦dzanego tarczami iner-
cyjnymi oraz symulacyjne zbadanie jego zachowania. Wszystkie postawione cele udaªo si¦
zrealizowa¢.

Podczas wyprowadzenia modelu pokazano, »e podej±cie formalne dobrze si¦ sprawdza
do rozwi¡zywania skomplikowanych problemów. Kluczowe byªo wykorzystanie narz¦dzia
"GUI for D-H parametrs", gdy» umo»liwiªo ono wery�kacj¦ poprawno±ci wyprowadzo-
nych transformacji ukªadów wspóªrz¦dnych. Pakiet oblicze« symbolicznych Mathematica
umo»liwiª wykonanie wielu oblicze«, które r¦cznie nie byªyby mo»liwe (uzyskane równania
dynamiki w formie symbolicznej maj¡ 5000 wyra»e«).

Przeprowadzono liczne symulacje modelu 2D i trzech modeli 3D w celu sprawdzenia,
czy zachowanie robota w szczególnych sytuacjach jest zgodne z intuicyjnymi przypuszcze-
niami. Stwierdzono, »e modele zachowuj¡ si¦ zgodnie z zaªo»eniami.

W pracy zaproponowano równie» prosty regulator dla modelu 2D robota. Nie uwzgl¦d-
nia on ogranicze« sterowania, ale poprawnie realizuje zadanie balansowania robotem.
W przyszªo±ci warto wypróbowa¢ algorytm przeª¡czany w celu rozbujania robota i mi-
nimalizacji sterowa«. Innym podej±ciem do rozwi¡zania problemu du»ych sterowa« jest
zaªo»enie hamulców na tarcze, tak jak zostaªo to zrobione w robocie Cubli z ETH. War-
to równie» zbada¢ sterowanie z rozp¦dzonymi tarczami, tak aby podczas balansowania
pr¦dko±ci tarcz byªy bliskie zeru. Taki algorytm powinien by¢ bardziej efektywny energe-
tycznie.

Podczas prac nad modelem, zauwa»ono, »e robot z rozwa»anym nap¦dem mo»e przyj-
mowa¢ inne ksztaªty ni» sze±cian. W przyszªo±ci warto zbada¢ dziaªanie robota o ksztaªcie
elipsoidy lub kuli.
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