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Rozdziat 1

Wprowadzenie

Dynamika pojedynczego ciata decyduje o sposobie jego ruchu, jako reakcji na dzialajace
na nie sity zewnetrzne. Uklad dynamiczny zazwyczaj ztozony jest z grupy takich obiektéw,
polaczonych ze soba wiezami kinematycznymi. W rezultacie wystepuja w nim dodatkowe
oddzialywania dynamiczne pomiedzy poszczeg6lnymi elementami. W celu opisania zacho-
wania uktadu dynamicznego wykorzystujemy znane metody wyprowadzania ich modeli,
ktore pozwalaja na otrzymanie uktadu réwnan roézniczkowych, nazywanych réwnaniami
ruchu [I]. Rozwiazanie tych réwnan dostarcza nam informacji na temat przemieszczen,
predkosci oraz przyspieszen wystepujacych w badanym uktadzie. W procesie konstruowa-
nia nowoczesnych uktadow sterowania, poprawne wyprowadzenie modelu dynamiki jest
istotnym krokiem przed doborem oraz implementacja algorytmu sterowania dla danego
obiektu [5].

Poniewaz modele uktadéw dynamicznych zwykle sg wyprowadzane z przyjeciem co
najmniej kilku uproszczen, bardzo wazna jest umiejetnosé krytycznego spojrzenia na uzy-
skany wynik i stwierdzenia, w jakim stopniu otrzymany model imituje rzeczywiste zjawi-
sko. W tym celu pomocne okazuja sie narzedzia pozwalajace na przeprowadzanie symulacji
oraz wizualizacji wyniku. I tak réwnania ruchu mozna zaimplementowaé jako réwnania
rozniczkowe w Srodowisku takim jak Matlab [3] lub Mathematica [11]. Mozna takze zapisaé
je metoda blokowa w pakiecie Matlab/Simulink [4]. Inny sposob na zbadanie zachowania
obiektu to implementacja opisujacych go rownan w jezyku C/C++ z wykorzystaniem de-
dykowanych bibliotek jak np. biblioteki ODE [6]. Waznym elementem implementacji jest
wlasciwy dobor interfejsu, pozwalajacy na dokonanie oceny uzyskiwanych wynikéw. Re-
zultaty przeprowadzonych symulacji moga by¢ przedstawione na wykresach funkcji czasu,
portretach fazowych lub animacjach, dzieki czemu mozliwe jest niemal natychmiastowe
zrozumienie dziatania badanego uktadu.

Celem projektu jest przygotowanie systemu umozliwiajagcego swobodna zmiane pa-
rametrow przyktadowych uktadéw dynamicznych czy warunkoéw poczatkowych oraz ob-
serwowanie symulacji ich zachowania. Zbiér badanych obiektéw dobrano na podstawie
zawartosci kursu ,Mechanika analityczna” [8, [7], aplikacje zaimplementowano natomiast
korzystajac ze srodowiska Mathematica [11] oraz powigzanego z nim projektu Wolfram
Demonstrations Project [10]. Zamystem autora byto, by wykonany system symulacji ukla-
dow dynamicznych stanowit pomoc dydaktyczng podczas prowadzenia zaje¢ ze studentami
poznajacymi metody mechaniki analityczne;j.

Uktad niniejszej pracy jest nastepujacy. W rozdziale [2l oméwimy podstawowe metody
modelowania ukladéw dynamicznych, po czym w rozdziale [3| skupimy sie na metodach sy-
mulacji oraz wizualizacji ich zachowan. Rozdzial 4| zawiera przyktady uktadéw dynamicz-
nych, ktore zostaly wykorzystane w opisanej w rozdziale [o] aplikacji. Rozdzial [6] stanowi
podsumowanie projektu.



Rozdziat 2

Metody modelowania ukladow
dynamicznych

W rozwazaniach na temat modelowania uktadéw dynamicznych omoéwimy trzy podejscia,
dzieki ktéorym mozemy wyprowadzi¢ réwnania ruchu. Pierwsze z nich, oparte na mechani-
ce Newtona, polega na wykonaniu rachunku sit dziatajacych na dany obiekt. Przy opisie
uktadu szczegolnie istotna jest w tym podejs$ciu druga zasada dynamiki, najczeéciej zapi-
sywana wzorem

F=ma,

d3z

2> €O mozna zapisac

przy czym a =
F =mi, (2.1)

gdzie F' — wypadkowy wektor sit dziatlajgcych na ciato, x — potozenie ciata, m — jego masa,
a — wypadkowe przyspieszenie, t — czas. Dla kazdego obiektu wchodzacego w sktad uktadu
dynamicznego nalezy napisa¢ roOwnanie, ktorego lewa strona jest wyrazeniem o postaci
, a prawa strona to suma dziatajacych na opisywana mase sil. Rozwiazaniem jest
rOwnanie ruchu, przedstawione jako n réwnan rézniczkowych drugiego rzedu, gdzie n —
rozmiar wektora wspohrzednych uktadu [2].

Drugi sposob na wyprowadzenie rownan dynamiki polega na wykorzystaniu formali-
zmu Eulera-Lagrange’a [2]. Korzystajac z tej metody, nalezy znalez¢ wyrazenia na catkowi-
ta energie kinetyczna uktadu Ej, oraz jego catkowita energie potencjalng £, na podstawie
ktorych wyliczany jest lagranzjan L, wedtug formuty

L(q,q) = Ex(q,q4) — Ep(q), (2.2)

gdzie ¢ € R” jest wektorem wspotrzednych uogolnionych uktadu. Ostatnim etapem jest
napisanie réwnan ruchu w postaci

9= 9E . (2.3)

Podobnie jak w metodzie newtonowskiej i tutaj otrzymujemy n réwnan rézniczkowych
drugiego rzedu dla n wspotrzednych uktadu.

Trzecie podejscie, pozwalajace uzyska¢ réwnania ruchu, opiera sie na mechanice Ha-
miltona. Podstawowym elementem w wyprowadzeniach jest hamiltonian H, wyrazajacy
energie catkowita uktadu w kategoriach potozenia ¢ i pedu uogdlnionego p, jako

H(q,p) = Ex(q,p) + Ep(q).
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Na jego podstawie mozna zapisa¢ réwnania kanoniczne Hamiltona

W odréznieniu od wcezesniej opisywanych metod, w tym podej$ciu rownania ruchu wyra-
zone sa jako 2n rownan rézniczkowych pierwszego rzedu, dla n wspotrzednych uktadu [2].

Dla uktadéw mechanicznych otrzymywane réwnania ruchu mozna zapisa¢ w ogolnej
postaci rownari dynamiki [9]

M(q)G+ C(q,4)q + D(q) =0, (2.4)

gdzie M(q) — macierz sit bezwtadnosci, C'(q,¢) — macierz sit odsrodkowych i Coriolisa,
D(q) — wetkor sil potencjalnych. Zapis rownan ruchu uktadu robotycznego w formie
jest powszechnie wykorzystywany w algorytmach sterowania.

W opisanych metodach wyprowadzania modeli uktadéw dynamicznych uwzgledniamy
dzialanie tylko kilku czynnikéw rzeczywistych: sit bezwladnosci, odsrodkowych, Coriolisa
czy potencjalnych. Pomijamy natomiast wiele innych zjawisk obecnych w rzeczywistych
uktadach. Najistotniejszym z nich jest wystepowanie tarcia, dla ktérego podstawowym
modelem jest model tarcia wiskotycznego, zaktadajacy ze sita (lub moment sil) tarcia jest
proporcjonalna do predkosci miedzy ruchomo potaczonymi obiektami. Mozna ja wyrazi¢
jako

Fr = pq,
gdzie p to wspétezynnik tarcia, a ¢ to predkosé ruchu. Opisany w ten sposob model tarcia
uwzgledniamy w réwnaniu dynamiki otrzymujac

M(q)i+ C(q,4)q + D(q) + Fr(¢) = 0. (2.5)

Mozna modelowaé¢ réwniez inne czynniki rzeczywiste, takie jak nieidealna sztywnosé obiek-
tow czy obecno$é¢ ograniczen fazowych. Wowcezas otrzymane réwnania uwzglednialyby
przyktadowo zmiane ksztaltu poruszajacych sie elementéow, co z kolei moze prowadzi¢
chociazby do powstawania rezonansow. Jednak tego typu efekty sa trudne do modelowa-
nia [I] i wykraczaja poza zakres niniejszej pracy.



Rozdzial 3

Metody symulacji 1 wizualizac]

W celu przeprowadzenia symulacji zachowania uktadu dynamicznego korzystamy z éro-
dowisk dostarczajacych metod implementacji oraz rozwigzywania rownan rézniczkowych.
Przyktadami programéw, w ktorych rownania dynamiki mozna rozwigza¢ korzystajac z ich
matematycznej postaci sa Mathematica [I1] oraz Matlab [3]. Mozliwe jest rowniez zaimple-
mentowanie rownania dynamiki w postaci blokowej korzystajac z pakietu Matlab/Simulink
[4], czy opracowanie wlasnego oprogramowania przy wykorzystaniu popularnych jezykow
programowania i dostepnych dla nich bibliotek (np. ODE [6] w C/C++). Warto zauwa-
7y¢, ze rezultat moze by¢ rozny w zaleznosci od przyjetej metody rozwigzywania réwnan
rozniczkowych czy catkowania numerycznego [1].

W zaleznosci od wybranego $rodowiska pracy, rozwiazania réwnan rézniczkowych mo-
ga by¢ otrzymane w roznej postaci. Matlab jako efekt swojego dziatania podaje wektory
rozwigzan oraz czasu, podczas gdy Mathematica zwraca funkcje interpolujace rozwigzania.
Nalezy o tym pamieta¢ podczas ustawiania parametréow symulacji.

Jak wspomniano we wstepie uzyskane wyniki mozna wizualizowa¢ na wiele sposobéw.
Podstawowy z nich to wykres zaleznosci funkcji od czasu, pozwalajacy na obserwowanie
potozen, predkosci oraz przemieszczen dynamicznego obiektu. Niestety korzystajac z te-
go sposobu wizualizacji, interpretacja zachowania uktadu zazwyczaj wymaga wnikliwej
analizy wykreséw wspomnianych funkcji od czasu.

Innym znanym sposobem wizualizacji rozwigzan symulacyjnych jest portret fazowy.
Uzyskuje sie go rysujac zestaw wykresow zalezno$ci pomiedzy wspotrzednymi stanu ukta-
du. Kazdy 7z nanoszonych wykreséw przedstawia zachowanie uktadu dla wybranych wa-
runkow poczatkowych. Portret fazowy mozna réowniez interpretowaé jako poziomice ha-
miltonianu na trojwymiarowym wykresie zaleznosci energii catkowitej uktadu (0§ Z) od
dwoch badanych wielkosci (osie X, Y).

Rozwigzania symulacji moga by¢ takze przedstawione w formie animacji. W rezultacie
otrzymujemy pewnego rodzaju potaczenie wykresé6w polozenia, predkosci oraz przyspie-
szenn od czasu. Wizualizowanie wynikow symulacji poprzez animacje pozwala w bardzo
intuicyjny sposob przedstawi¢ dynamiczne zachowanie uktadu.



Rozdzial 4

Przyktady ukladéw dynamicznych

Rozwiazywanie zadan zwiazanych z uktadami dynamicznymi jest istotna czeScig kursow
wprowadzajacych studentéw w $wiat robotyki. Ponizej, na podstawie notatek sporza-
dzonych podczas ¢wiczen z Mechaniki analitycznej, opisano kolejne kroki prowadzace do
rozwiazania przyktadowych zadan [7].

4.1 Naelektryzowana masa punktowa na sprezynie

Zadanie

Naelektryzowana masa punktowa m o tadunku ¢ zostala zawieszona na liniowej spre-
zynie o wspotczynniku sprezystosci k£ nad tadunkiem punktowym @), przeciwnym do ¢,
umieszczonym w odlegtosci [ (zobacz rys . Wyznaczy¢ rownanie ruchu takiego uktadu
i narysowad jego portret fazowy.

Rozwigzanie

Oznaczmy chwilowe polozenie natadowanej masy jako x (rys . Wowezas korzystajac
z drugiej zasady dynamiki Newtona oraz przeprowadzajac rachunek sit dziatajacych
na mase m otrzymujemy

m:i:FQ—Fk, (41)

gdzie Fo = % jest sita oddzialywania tadunkow elektrycznych, zas Fj, = kx sity dzia-
tajaca na mase pochodzaca od sprezyny. Nalezy zauwazy¢, ze uktad sit obowigzuje
wylacznie dla © < [, a znak ,,—” przy Iy wynika z przeciwnych wartosci tadunkoéw. Po
podstawieniu do réwnania (4.1) wyrazen na Fy i Fj, oraz przeniesieniu wyrazoéw na jedna

strone, otrzymujemy réwnanie roézniczkowe 2 rzedu, o postaci

Qq

m:'zj+k:x+<l_x)2

~0. (4.2)

Zadanie wyznaczania rOwnan ruchu mozna réwniez rozwigzaé¢ korzystajac z formali-
zmu Eulera-Lagrange’a. W celu znalezienia langranzjanu dla badanego uktadu, obliczamy
wyrazenia na jego catkowita energie kinetyczna
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Rysunek 4.1 Rysunek do zadania ,Naelektryzowana masa punktowa na sprezynie”

oraz calkowita energie potencjalng

ka? Qq
R N e

i podstawiamy je do wzoru (22.2)) uzyskujac

Nastepnie obliczamy elementy sktadowe rownania (2.3)), kolejno otrzymujac

oL
or D
don_
ator
oL _ .. Q4
or (1 —x)?

Zapisanie otrzymanych wyrazen w formie rownania (2.3) daje ostatecznie rownanie (4.2)).
Po wprowadzeniu zmiennej pomocniczej y = & mozemy zapisa¢ roOwnanie dynamiki
wahadta (4.2) w formie uktadu dwoch rownan rozniczkowych 1 rzedu, a mianowicie

T =y,
k Qq

T m T mi— 2

co stanowi model analizowanego uktadu zapisany w jego przestrzeni stanu z wektorem
stanu (z,y)7. Dzielac drugie z otrzymanych w ten sposob réwnan przez pierwsze dosta-

jemy
dy  kx Qq

de— my my(l—z)?
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Rysunek 4.2 Portret fazowy do zadania ,Naelektryzowana masa punktowa na sprezynie”

Nastepnie mnozymy nasze rownanie obustronnie przez ydx, aby uzyskac
kx Qq
dy=(—-—— - ———— | dux,
o ( m m(z—x>2>

ktore w kolejnym kroku catkujemy, otrzymujac

yj__k:xQ_ Qq +g
2 2m m(-=xz) 2’

gdzie C' — stala catkowania o wartosci wynikajacej z warunkéw poczatkowych. Ostatecznie,
otrzymujemy wyrazenie o postaci

2
+ + =C, 4.3
Y m  m(l —x) (4:3)
poniewaz y = & jest predkoscia ruchu masy punktowej m zas$ x jej potozeniem, wyznaczo-
na formuta pozwala na wykreslenie rodziny krzywych (dla roznych wartosci parametru
(') stanowigcych razem portret fazowy analizowanego ukladu, pokazany na rysunku

Strzatki znajdujace sie na narysowanych trajektoriach wskazuja kierunek zmian stanu
uktadu.
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X4 Xy X

Rysunek 4.3 Rysunek do zadania ,,Podw6jne wahadto”

4.2 Podwo6jne wahadlo

Zadanie

Dane jest podlegajace dziataniu sity grawitacji podwojne wahadto, sktadajace si¢ z ramion
o dtugosciach [y, ls oraz punktowych mas my, ms umieszczonych na koricach ramion.
Korzystajac z formalizmu Eulera-Lagrange’a wyznaczy¢ réwnania ruchu wahadta.

Rozwigzanie

W celu wyprowadzenia modelu wahadla oznaczmy potozenie konca pierwszego ramienia
jako (1, 1), a drugiego (z2,y2), tak jak pokazano na rysunku[4.3] Dla opisywanego ukladu
katy 61, 0> jednoznacznie okreslajace konfiguracje uktadu tworza wektor jego potozenia
q = (01,0,)T. Wowczas polozenie mas uktadu jest opisane jako
(z1,91) = (lis1, lien),
(22,92) = (5181 + las12, licy + 12012)7

gdzie dla zachowania przejrzystosci przyjeto oznaczenia s;=sin @, c;=cosf;, So=sin s,
ca=c08 0y, s19=sin(6 + ) oraz cjo=cos(0; + O2). W celu zastosowania metody Eulera-
Lagrange’a wyliczamy calkowitg energie kinetyczna i potencjalna ukladu. Do tego naj-
pierw znajdujemy sktadowe predkosci liniowej obydwu mas punktowych

(flyyl) = <l101917 —l18191) )
(T2, 1) = (llclél + lacr2 (91 + 92) ,—l15101 — los10 (91 + 92) )
W kolejnym kroku obliczamy kwadrat predkosci liniowej masy pierwszej

U% = ﬁ + y% = <l1019.1)2 + (_llslél)Q = l%éf,
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oraz drugiej

. . . 2 . . . 2
"Ug = IE% + yg = (l10191 -+ 12612 (91 + 92) ) -+ ( — l18191 — 12812 (91 -+ 92) ) =
. . . . . N2
= 1303 + 2L 10y (01 + 02) ¢ + 13 (01 + 62) ",

co ostatecznie prowadzi do uzyskania wyrazenia na caltkowita energie kinetyczna uktadu
dang wzorem

1 1 . 1 . . . . . )
By = (mavf +mav3) = 5 mlil + Sma <z%9§ +2lx0y (61 + 0) e + 13 (01 + 62) ) —

1 : Lo ) 1 . SN2
= 5 (m1 + mg) l%@f + m2l1l20201 (91 + 92) + 57’)’12[% (91 + 02) .
Wyliczenie catkowitej energii potencjalnej prowadzi do wyrazenia

Ep = mi1gy1 + maoglys = m1g1161 + mgg(llcl + l2€12) = (m1 + m2>gl1C1 + m2912012.

Dla tak okreslonych energii lagranzjan (2.2) przyjmuje postac
1 959 . . . 1 9 (7 N
L= §(m1 +m) 707 +malilocaby (91 + 92) + §m2l2 (91 + 92) — (m1+ma)glici —maglacis.

W rozpatrywanym przypadku dla wektora polozenia q = (6, 605)” réwnania (2.3)) tworza
nastepujacy uktad rownan

doL_oL
dtog, 00,

(4.4)
N T T
dtog, 00y

Poszczegdlne elementy sktadowe rownania (4.4) wyrazone sa jako

oL ; ) g ) 1
g = mi+ ma)l3601 + malilacy (20, + 02) +mol3 (61 + 62) ,
1
d oL 2 i, (26, + 0 iy + 0 S (01 +0
Hoh (my + mg)l767 — malylasels (291 + 92) + malilacs (291 + 92) +maly (01 T 02) ’
1
oL
8791 — (ml —+ m2)gl181 + m29l28127
oL . L
67 = m2l112C291 + mglg (01 + 92) )
2
£87 = —migl1ly8960207 + malilasa6y + m2lg (01 + 92) )
2
b, —malilas26: (61 + 02) + maglasia.

Ostatecznie, po podstawieniu sktadowych, rownanie (4.4) przyjmuje postaé

((ml + mg)l3 + 2malilycy + mzlg)@i + (m2l1l202 + mgl%)éz-F
—m2l1l232 (29192 + 9%) — (m1 + mg)gllsl — mgglzslg = 0, (45)

(m2l1l232 + mgl%) 6).1 + mglgég — m2l1l252 (-0%) — mgglgslg = 0
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Xm X

Rysunek 4.4 Ilustracja zadania ,Odwrécone wahadto na wozku”

Na podstawie macierzowej postaci rownan dynamiki (2.4)) oraz uktadu rownan (4.5)) mozna
dla analizowanego obiektu wyznaczy¢ macierze

M( ) . (m1 -+ mg)l% —+ 2m2l1l202 -+ mglg m2l1l202 + mglg
U= m2l11202 + mgl% m2l§ ’

. 20, 0
C<Q7q> = _m2l1l282 [_921 02‘| )
oraz wektor

mq + ma)li81 + molss
D(q):—g<( 1 2)11 2212>.

malas12

4.3 Odwroécone wahadlo na wozku

Zadanie

Dane jest podlegajace dziataniu sity grawitacji odwrocone wahadto o dtugosci [, zakoriczo-
ne masa punktowa m, umieszczone na przemieszczajacym sie w poziomie wozku o masie
M. Korzystajac z formalizmu Eulera-Lagrange’a wyznaczy¢ réwnania ruchu.

Rozwigzanie

Dla uktadu wahadla mozna wprowadzi¢ wektor polozenia postaci ¢ = (x,0), gdzie z —
pozycja wozka, 6 — kat nachylenia wahadta tak jak pokazano na rysunku Oznaczmy
polozenie korica wahadta jako (x,,, ¥, ). Mozna je wyrazi¢ w funkcji wektora polozenia ¢
jako

(T, Ym) = (z 4+ cos b, lsind). (4.6)

Analogicznie, wprowadzajac wspolrzedne potozenia wozka (xpr, yar) mozemy napisaé

(war,ynr) = (2,0). (4~7)
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W celu znalezienia wyrazen na predkosci mas ukladu liczymy pochodng potozenia chwi-
lowego korica wahadta (4.6|)

(s Um) = (& — 1sin 06, 1 cos 00),
a nastepnie pochodna potozenia chwilowego wozka
(@, 9nr) = (2, 0).
Teraz mozemy napisa¢ wyrazenie na catkowita energie kinetyczna uktadu jako
E, = ;M(x'fw +937) + ;m(jcfn + ) = ;Mj;? + ;m (5& — 241 sin 00 + l20'2) . (4.8)
Wyrazenie na catkowita energie potencjalng wyglada nastepujaco

E, = mgn = mglsin.
Majac wyliczone Ej i E, oraz korzystajac ze wzoru (2.2) mozemy wyznaczy¢ lagranzjan

1 1 . .
L= §(M +m)i* + 5™ (l292 — 2@l sin 99) — mglsin6.

W kolejnym kroku znajdujemy skladowe réwnania Eulera-Lagrange’a (12.3))

L .
oL _ (M +m)i — mlsin 66,

Di
dt‘;_ — (M + m)i — ml cos 067 — ml sin 0,
Xz
oL

or
@ = ml?0 — milsiné,
00
d oL . .
—8—. = ml*0 — milsin @ — mal cos 66,
dt 90

oL . :
i —mal cos 00 — mgl cos 6.

Ostatecznie zapisujemy rownanie ruchu w postaci

0,

{(M +m)i — mlsin 00 — ml cos 06* = 0, (4.9)

—ml sin 0 + mi20 + mgl cos 0 = 0.

Na podstawie otrzymanych rownan (4.9)), znajac macierzowa posta¢ rownan dynamiki
(2.4), mozna dla analizowanego ukladu wyliczy¢ macierze

—mlsin g mil?

M+m —mlsinf
M(Q):[ ]

) 0 —mlcosf

oraz wektor

Dlq) = (mgl(zzos 0) '
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y

X X

Rysunek 4.5 Tlustracja zadania ,Noga robota”

4.4 Noga robota

Zadanie

Dana jest noga robota o dlugosci nominalnej [y, wspotczynniku sprezystosci k oraz masie
m, w fazie kontaktu z podtozem. Korzystajac z formalizmu Eulera-Lagrange’a wyznaczy¢
roOwnania jej ruchu.

Rozwiagzanie
Przyjeto wektor polozenia ¢ = (I, ), gdzie [ — dtugos¢ nogi, a 0 — kat nachylenia w stosunku
do podloza. Wspotrzedne konica nogi oznaczono (z,y), jak pokazano na rysunku
Mozemy napisa¢ nastepujace wyrazenie na polozenie konca nogi
(z,y) = (lcosf,lsinb),
nastepnie liczac jego pochodng otrzymujemy
(2,79) = (I cos§ — Isin 06, [ sin 6 +  cos 09),
co po podniesieniu do kwadratu i zsumowaniu sktadowych daje kwadrat predkosci liniowej
v? =12+ 1%0%.
Natychmiastowo otrzymujemy wyrazenie na catkowita energie kinetyczng uktadu o postaci
Lo a0

Catkowita energia potencjalna jest rowna energii sumie energii potencjalnych grawitacji
oraz sprezystosci, co zapisujemy

1
E,= 5/c(l —lp)* + mglsinb,
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gdzie lp — nominalna dlugosé¢ nogi. Korzystajac ze wzoru (2.2) wyznaczamy lagranzjan
L 5o 240 1 2 .
L = im(l +1°0°) — §k(l —1p)" — mglsin 0,
po czym obliczamy sktadowe réwnania ([2.3))
oL _
ol
d 0L
-l —m
dt ol ’

ml,

L .
oL = mlf* — k(I — ly) — mgsin 6,

ol
a—l./ = mlzé,
00

4oL _ 2 + 2mllb,
dt 96

oL
20 = —mgl cos .

Ostatecznie rownanie (2.3) przyjmuje postac

(4.10)

ml — mlf* — k(I — ly) + mgsind = 0,
mi20 + 2mlif 4+ mgl cos 0 = 0,

z ktorego mozemy dla analizowanego obiektu wyznaczy¢ macierze

M=o el

2mlf 0

C(q,d)zl 0 —ml@]’

oraz wektor

D(q) = (—k(l — lg) + mgssin 9) |

mgl cos 6



Rozdzial 5
Opis aplikacji

System symulacji zachowania ukladéw dynamicznych przygotowano w srodowisku Ma-
thematica [11]. Poniewaz przy implementacji kazdego z interaktywnych interfejsow wy-
konywano wiele analogicznych operacji, ponizej przedstawiony zostanie najpierw ogdlny
schemat tworzenia tego typu aplikacji, a dopiero w dalszej czesci zaprezentowane zostana
poszczegblne rozwigzania. Podstawowa trudnosé przy tworzeniu takich interfejséw polega
na znalezieniu kompromisu pomiedzy funkcjonalnoscia, a przejrzystos$cig aplikacji. Da-
jac uzytkownikowi zbyt wiele parametréow do kontroli sprawiamy, ze moze poczué sie on
zdezorientowany. Rownie niekorzystne odczucia wywoluje ograniczanie jego mozliwosci
oddziatywania z programem.

5.1 Schemat tworzenia aplikacji

Przed przystapieniem do implementacji interfejsu nalezy przygotowaé wyrazenia opisu-
jace wektor zmiennych stanu, kinematyke wszystkich elementéw obiektu oraz macierze
rownania dynamiki (2.4). Nastepnie nalezy okresli¢, ktore sposrod parametrow uktadu
beda kontrolowane przez uzytkownika oraz jaka metoda wizualizacji zostanie uzyta.

Implementacje zaczynamy od napisania funkeji inicjalizujacej. Jej zadaniem jest wpro-
wadzenie wszystkich zmiennych (w znaczeniu programistycznym) odpowiadajacych para-
metrom uktadu, statym fizycznym oraz wektorowi wspotrzednych. Nastepnie tworzymy
funkcje pozwalajaca na rozwiazanie rownan dynamiki z uwzglednieniem zadanych warun-
kow poczatkowych i wybranych przez uzytkownika parametrow uktadu.

Otrzymane rozwigzanie jest gotowe do przedstawienia na wykresie w zaleznosci od
czasu. Inne metody wizualizacji wynikéw wymagaja dodatkowych operacji. Jezeli wyko-
nujemy animacje, to potrzebna jest lista grafik otrzymana przez wielokrotne podstawienie
(w zadanych odstepach czasu) rozwiazania rownania dynamiki do macierzy kinematyki
uktadu. Natomiast jezeli chcemy uzyska¢ portret fazowy, to nalezy wykorzysta¢ funk-
cje do rysowania wykreséw funkcji uwiktanych, w ktorej argumencie podajemy réwnania
opisujace poziomice hamiltonianu w zaleznosci od interesujacych nas wielkosci.

W kolejnym kroku przystepujemy do implementacji interaktywnej czesci aplikacji.
W tym celu wykorzystujemy funkcje Manipulate. Jej sktadnia pozwala na podanie obiektu
i metody wizualizacji oraz dodanie suwakow i przyciskow wraz z opisami, dzieki ktérym
uzytkownik moze przygotowa¢ uktad dynamiczny do wizualizacji oraz kontrolowaé¢ proces
symulacji. Napisane funkcje przenosimy nastepnie do specjalnie przygotowanego notatnika
programu Mathematica o nazwie demonstration, po czym wysylamy go na strone projektu
,Wolfram Demonstrations Project” [10], ktora zamienia go na gotowy interfejs cdf.
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5.2 Naelektryzowana masa punktowa na sprezynie

Glownym zalozeniem interfejsu do zadania ,Naelektryzowana masa punktowa na sprezy-
nie” jest jednoczesna wizualizacja potozenia punkowej masy na animacji oraz odpowiada-
jacych mu stanéw na portrecie fazowym. Wykorzystane elementy interakcji z uzytkowni-
kiem to:

e suwaki parametrow modelu: masa m, odlegtos¢ [, wspotczynnik sprezystosci k, war-
tos¢ tadunku nieruchomego @), warto$é¢ tadunku masy punktowej g,

e suwaki warunkow poczatkowych: polozenie poczatkowe masy xg, predkosé¢ poczat-
kowa masy Z,

e kontrola symulacji: znacznik odtwarzania symulacji w petli, krotno$¢ zwolnienia
czasu symulacji w stosunku do czasu rzeczywistego, roznica czasu miedzy kolejnymi
klatkami animacji wyrazona w sekundach,

e przyciski: ponowne wykonanie symulacji z uwzglednieniem wartosci ustawionych
suwakami (przelicz), przykladowa niestabilna konfiguracja poczatkowa uktadu, dla
ktorej masa punktowa dwukrotnie niemal catkowicie zatrzymuje sie (ciekawy), sy-
tuacja, w ktorej kulka znajduje sie w pierwszym punkcie rownowagi (pkt. rown. 1),
sytuacja, w ktorej kulka znajduje sie w drugim punkcie rownowagi (pkt. réwn. 2),
przywrocenie konfiguracji startowej (reset).

Przyjeta konfiguracja startowa to nastepujace ustawienie parametréw w chwili urucho-
mienia aplikacji: m = 0.2, [ =1, k = 20, Q = —1, ¢ = 2 oraz warunkéow poczatkowych:
xo = 0.5, o = 0. Na rysunku przedstawiono wyglad zaimplementowanego interfejsu.

5.3 Podwobjne wahadlo

Celem implementacji interfejsu do zadania ,Podwojne wahadto” byto pokazanie zachowa-
nia dynamicznego obiektu za pomoca animacji oraz umozliwienie uzytkownikowi wpty-
wania na nastepujace elementy symulacji:

e suwaki parametréow modelu: dhugosé pierwszego ramienia [, masa pierwszego ra-
mienia my, dtugo$¢ drugiego ramienia [5, masa drugiego ramienia ms, wspotczynnik
tarcia p,

e suwaki dynamiki obiektu: wzmocnienie sit bezwladnosci (poza diagonala macierzy
M(q)), wzmocnienie sit odsrodkowych i Coriolisa (macierz C(q, ¢)), wzmocnienie sit
potencjalnych (wektor D(q)),

e kontrola symulacji: znacznik odtwarzania symulacji w petli, czas trwania animacji,
roznica czasu miedzy kolejnymi klatkami animacji wyrazona w sekundach, liczba
wyswietlanych poprzednich klatek animacji,

e przyciski: ponowne wykonanie symulacji z uwzglednieniem wartosci ustawionych
suwakami (przelicz), sytuacja, w ktorej obiekt jest rozprzegniety, tzn. poszczegol-
ne ramiona zachowuja sie jak dwa dynamicznie niezalezne pojedyncze wahadta
(M = I.M), sytuacja, w ktorej na zachowanie obiektu wplywaja sily tarcia (tarcie),
sytuacja, w ktorej wykorzystano parametr pozwalajacy na obserwacje sladu ruchu
obiektu ($lad), przywrocenie konfiguracji startowej (reset).
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Parametry modelu:

1 02 [} 1 —} 20 0 -1

masa kulki m[kg] odlegtoic | [m] wsp. spregystosci k [M/m] wartosd ladunku G

Warunki poczatkowe:

[}- osema [}

paotoZenie xg [m] predkosc iy [m)s]

Ustawienia symulacji:

-10 —{} 10
petla  upkyw czasu [5)...]

. D 2

wartosc fadunku q

i} 0.0005
rozmiar kroku [s]

| Phkt.rown.l | Pkt.rown.2 | Ciekawy praykiad |

Reset

DB

] )

[

[

-1.0w

Rysunek 5.1 Wyglad interfejsu do zadania ,Naelektryzowana masa punktowa na sprezy-

nie”
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Przyjeta konfiguracja startowa to nastepujace ustawienie parametréw w chwili urucho-
mienia aplikacji: [y = 1, [y = 1, my = 1, my = 1, u = 0 oraz warunkéw poczatkowych:
O = 7, 910 =0, Oy = 0, 920 = —0.01. Na rysunku przedstawiono wyglad interfejsu
w trakcie animacji.

5.4 Odwrdécone wahadlo na wozku

W kolejnym interfejsie wizualizowano za pomoca animacji ,Odwrécone wahadlo na woz-
ku”. Elementy interakcji udostepnione uzytkownikowi to:

e suwaki parametréow modelu: dlugo$é wahadta [, masa wahadta m, masa wozka M,
wspoOtczynnik tarcia p,

e suwaki dynamiki obiektu: wzmocnienie sit bezwtadnosci (poza diagonala macierzy
M (q)), wzmocnienie sil odsrodkowych i Coriolisa (macierz C(q, ¢)), wzmocnienie sil
potencjalnych (wektor D(q)),

e kontrola symulacji: znacznik odtwarzania symulacji w petli, czas trwania animacji,
roznica czasu miedzy kolejnymi klatkami animacji wyrazona w sekundach, liczba
wys$wietlanych poprzednich klatek animacji, (xf) predko$é¢ poczatkowa wozka,

e przyciski: ponowne wykonanie symulacji z uwzglednieniem wartosci ustawionych su-
wakami (przelicz), sytuacja, w ktorej obiekt jest rozprzegniety, tzn. wozek i wahadto
zachowuja sie jak dwa dynamicznie niezalezne ciata (M = I.M), sytuacja, w ktorej
na zachowanie obiektu wplywaja sily tarcia (tarcie), sytuacja, w ktorej wykorzysta-
no parametr pozwalajacy na obserwacje $ladu ruchu obiektu (§lad), przywrocenie
konfiguracji startowej (reset).

Przyjeta konfiguracja startowa to nastepujace ustawienie parametréw w chwili urucho-
mienia aplikacji: m = 1 M = 10, [ = 0.5 p = 0 oraz warunkow poczatkowych zo = 0,
9 = 0.1 6y =0, 6y = —0.1. Na rysunku dpokazano zaimplementowany interfejs.

5.5 Noga robota

W ramach implementacji interfejsu przygotowano wizualizacje do zadania ,Noga robota”
korzystajac z funkcji animacji. Przygotowano nastepujace elementy interakcji z uzytkow-
nikiem:

e suwaki parametrow modelu: dtugosé nogi [, masa nogi m, wspotczynnik sprezystosci

k, wspoOtczynnik tarcia p,

e suwaki dynamiki obiektu: wzmocnienie sit odsrodkowych i Coriolisa (macierz C'(q, ¢)),
wzmocnienie sit potencjalnych (wektor D(q)),

e suwaki warunkow poczatkowych: nachylenie poczatkowe nogi robota 6y, wektor
predkosci liniowej stawianej nogi vy,

e kontrola symulacji: znacznik odtwarzania symulacji w petli, ilo§¢ klatek animacji
sktadajacych sie na calo$¢ wizualizacji ruchu nogi robota, ilo$¢ wyswietlanych po-
przednich klatek animacji,
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Parametry model

D

dtugosé Iy [m]

u
3

Dynamika obiektu:

wZm, macierzy M

Symulacja:
petla  Czas [s]

¢

{l
masa my [kg]
fJ1
50

{1 2 T = 0 07

dtugaosé Iy [m] masa my [kg] wzm. tarcia g

1 b 1

WZm. macierzy C wzm, wektora D

[ 0.01 1 0

Krok [s] Sledzenie krakéw [n]

[nl M:I.M”:IZ Tarcie”na §|edzenie” Reset

DA

w1
[=]

b

-4

[}

%]
-

4}

Rysunek 5.2 Wyglad interfejsu do zadania ,,Podwdjne wahadto”
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Parametry modelu:

D 0.5 D 1 D 10 D 1]

dhugosic | [m] masa wahadta m[ka] masa wozka M [kg] wzm, tarcia

Dynamika:

B o 0 { t
wzm, macierzy M wzm. macierzy C wzm, wektora D

Symulacja:

& [} 10 {] oof} 0 — 0a
petla a5 [s] krok [s] iledzenie [n] krokdw g [mjs]

(=1 M=1M|[22 Tarcie|[=3 Sledzenie|| Reset |

t ] PEE=

-t

0.4t

I 1
=10 -0.5 R 0.5 10 o 15 20

Rysunek 5.3 Wyglad interfejsu do zadania ,,Odwrécone wahadto na wozku”
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e przyciski: ponowne wykonanie symulacji z uwzglednieniem wartosci ustawionych
suwakami (przelicz), sytuacja, w ktorej robot stawia noge stojac (stojac), sytuacja,
w ktorej obserwujemy stawianie nogi idacego robota (idac), konfiguracja przedsta-
wiajaca sytuacje, w ktorej robot stawia noge w biegu (biegnac).

W zaimplementowanej aplikacji warunkiem poczatkowym przy rozwigzywaniu réwnan
ruchu sa pary (ly,6) oraz (io,é’g). Jednak, o ile parametry [ oraz 6, maja oczywista
interpretacje w kontekscie nogi robota, o tyle wielkosci Iy i 6y nie sa juz tak intuicyjne.
W zwiazku z powyzszym zaproponowano skorzystanie z pomocniczej predkosci poczat-
kowej vy, ktora interpretujemy jako wektor predkosci liniowej masy m. Wzorujac sie na
rysunku [4.5] mozna napisac¢

Vo = VoL + Volf

przy czym sktadowe prostopadta i rownoleglta predkosci moga byé¢ opisane jako

VoL = |vo| sin(arctan vy — 6y),
vo|| = |vo| cos(arctan vy — 6p).

Ostatecznie mozna zapisac

Iy = Vo|| = |vo| cos(arctan vy — 6p),
g - VoL _ |vo| sin(arctan vy — )
Tl lo ‘

Na rysunku przedstawiono interfejs bedacy rezultatem procesu implementacji.
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Parametry modelu:

(1 1

diugosc | [m]

[ 1 Il 125 [} 0

masa m [kg] wsp. sprez. [M/m] wzm. tarcia

Dynamika: Warunki poczatkowe:
Vi
) [I 1 D 1 D 60 "’ﬂ)(: -4
wzm. macierzy C wzm. wektora D g [deq] Voy= -3
Symulagja:
1 500 [} 0
petla  Tlose krokdw [n] Sledzenie [n] krokdw

Przelicz

ltt 1 stojac] [tt 2 idacl ltt 3 biegnac

] DNEME

08

D.ﬁ}

-13

-10 -03 0.0 0.3 1.0 1.3

Rysunek 5.4 Wyglad interfejsu do zadania ,,Noga robota”
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Podsumowanie

Podjety projekt polegal na opracowaniu systemu symulacji zachowania przyktadowych
ukltadéw dynamicznych. W celu zrealizowania postawionego zadania opisano metody mo-
delowania takich uktadéw. W dalszej czesci przedstawiono metody symulacji i wizualizacji
zachowan omawianych ukladéw dynamicznych. Nastepnie zapisano rozwiazania zadarn,
ktore w dalszej czesci zaimplementowano w $rodowisku Mathematica [11]. Ostatecznie
opisano wypracowany schemat tworzenia interfejséw i przedstawiono elementy utworzo-
nej aplikacji, tym samym realizujgc w pelni postawione zadanie. Podczas prac szczegélnie
pomocne okazaly sie pozycje I, 2, 9] oraz notatki z kursu ,Mechanika analityczna” [7].

Dalsze rozwijanie aplikacji mogtoby polega¢ na utworzeniu bardziej ztozonych inter-
fejsow lub przygotowaniu ogélnych rozwiazan dla tych juz wykonanych. Dla przyktadu
zamiast symulowa¢ zachowanie podwojnego wahadta mozna przygotowac¢ rozwiazanie dla
dowolnej liczby ramion dobieranej przez uzytkownika. W dalszych pracach nad utworzona
aplikacja nalezaloby przeprowadzi¢ optymalizacje interfejsu dla zadania ,Naelektryzowa-
na masa punktowa na sprezynie”. Aktualne rozwigzanie zaktada stata wartos¢ parametru
PlotPoints w funkcji rysujacej portret fazowy. Jest to spowodowane niepoprawnym ryso-
waniem dla domys$lnej wartosci parametru PlotPoints. Wada zastosowanego rozwiazania
jest znacznie wiekszy czas obliczen oraz niezapewnienie poprawnego dzialania w kazdym
przypadku.

W celu ostatecznego rozstrzygniecia konfliktu miedzy funkcjonalnoscig a przejrzysto-
Scig interfejsu nalezatoby umozliwi¢ rozwijanie i chowanie suwakéw kontroli parametrow
lub utworzy¢ osobna, uproszczona wersje aplikacji. Niezaleznie od obranej drogi, nalezy
ZwroOcié szczegblng uwage na intuicyjnos$é interfejsu.

Oczywistym rozwinieciem projektu jest utworzenie systemu symulacji sterowania ukta-
dami dynamicznymi. W ramach takiego zadania nalezaloby zaimplementowaé¢ odpowied-
nie algorytmy sterowania w oparciu o wyprowadzone modele dynamiki. Wskazane bytoby
porzucenie idei kontrolowania wszystkich wtasnosci obiektu na rzecz funkcjonalnosci zwia-
zanych z doborem r6znych trajektorii oraz parametrow sterowania.
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