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Rozdziaª 1

Wprowadzenie

Dynamika pojedynczego ciaªa decyduje o sposobie jego ruchu, jako reakcji na dziaªaj¡ce
na nie siªy zewn¦trzne. Ukªad dynamiczny zazwyczaj zªo»ony jest z grupy takich obiektów,
poª¡czonych ze sob¡ wi¦zami kinematycznymi. W rezultacie wyst¦puj¡ w nim dodatkowe
oddziaªywania dynamiczne pomi¦dzy poszczególnymi elementami. W celu opisania zacho-
wania ukªadu dynamicznego wykorzystujemy znane metody wyprowadzania ich modeli,
które pozwalaj¡ na otrzymanie ukªadu równa« ró»niczkowych, nazywanych równaniami
ruchu [1]. Rozwi¡zanie tych równa« dostarcza nam informacji na temat przemieszcze«,
pr¦dko±ci oraz przyspiesze« wyst¦puj¡cych w badanym ukªadzie. W procesie konstruowa-
nia nowoczesnych ukªadów sterowania, poprawne wyprowadzenie modelu dynamiki jest
istotnym krokiem przed doborem oraz implementacj¡ algorytmu sterowania dla danego
obiektu [5].

Poniewa» modele ukªadów dynamicznych zwykle s¡ wyprowadzane z przyj¦ciem co
najmniej kilku uproszcze«, bardzo wa»na jest umiej¦tno±¢ krytycznego spojrzenia na uzy-
skany wynik i stwierdzenia, w jakim stopniu otrzymany model imituje rzeczywiste zjawi-
sko. W tym celu pomocne okazuj¡ si¦ narz¦dzia pozwalaj¡ce na przeprowadzanie symulacji
oraz wizualizacji wyniku. I tak równania ruchu mo»na zaimplementowa¢ jako równania
ró»niczkowe w ±rodowisku takim jakMatlab [3] lubMathematica [11]. Mo»na tak»e zapisa¢
je metod¡ blokow¡ w pakiecie Matlab/Simulink [4]. Inny sposób na zbadanie zachowania
obiektu to implementacja opisuj¡cych go równa« w j¦zyku C/C++ z wykorzystaniem de-
dykowanych bibliotek jak np. biblioteki ODE [6]. Wa»nym elementem implementacji jest
wªa±ciwy dobór interfejsu, pozwalaj¡cy na dokonanie oceny uzyskiwanych wyników. Re-
zultaty przeprowadzonych symulacji mog¡ by¢ przedstawione na wykresach funkcji czasu,
portretach fazowych lub animacjach, dzi¦ki czemu mo»liwe jest niemal natychmiastowe
zrozumienie dziaªania badanego ukªadu.

Celem projektu jest przygotowanie systemu umo»liwiaj¡cego swobodn¡ zmian¦ pa-
rametrów przykªadowych ukªadów dynamicznych czy warunków pocz¡tkowych oraz ob-
serwowanie symulacji ich zachowania. Zbiór badanych obiektów dobrano na podstawie
zawarto±ci kursu �Mechanika analityczna� [8, 7], aplikacj¦ zaimplementowano natomiast
korzystaj¡c ze ±rodowiska Mathematica [11] oraz powi¡zanego z nim projektu Wolfram
Demonstrations Project [10]. Zamysªem autora byªo, by wykonany system symulacji ukªa-
dów dynamicznych stanowiª pomoc dydaktyczn¡ podczas prowadzenia zaj¦¢ ze studentami
poznaj¡cymi metody mechaniki analitycznej.

Ukªad niniejszej pracy jest nast¦puj¡cy. W rozdziale 2 omówimy podstawowe metody
modelowania ukªadów dynamicznych, po czym w rozdziale 3 skupimy si¦ na metodach sy-
mulacji oraz wizualizacji ich zachowa«. Rozdziaª 4 zawiera przykªady ukªadów dynamicz-
nych, które zostaªy wykorzystane w opisanej w rozdziale 5 aplikacji. Rozdziaª 6 stanowi
podsumowanie projektu.



Rozdziaª 2

Metody modelowania ukªadów

dynamicznych

W rozwa»aniach na temat modelowania ukªadów dynamicznych omówimy trzy podej±cia,
dzi¦ki którym mo»emy wyprowadzi¢ równania ruchu. Pierwsze z nich, oparte na mechani-
ce Newtona, polega na wykonaniu rachunku siª dziaªaj¡cych na dany obiekt. Przy opisie
ukªadu szczególnie istotna jest w tym podej±ciu druga zasada dynamiki, najcz¦±ciej zapi-
sywana wzorem

F = ma,

przy czym a = d
2x
dt2 , co mo»na zapisa¢

F = mẍ, (2.1)

gdzie F � wypadkowy wektor siª dziaªaj¡cych na ciaªo, x � poªo»enie ciaªa, m � jego masa,
a � wypadkowe przyspieszenie, t � czas. Dla ka»dego obiektu wchodz¡cego w skªad ukªadu
dynamicznego nale»y napisa¢ równanie, którego lewa strona jest wyra»eniem o postaci
(2.1), a prawa strona to suma dziaªaj¡cych na opisywan¡ mas¦ siª. Rozwi¡zaniem jest
równanie ruchu, przedstawione jako n równa« ró»niczkowych drugiego rz¦du, gdzie n �
rozmiar wektora wspóªrz¦dnych ukªadu [2].

Drugi sposób na wyprowadzenie równa« dynamiki polega na wykorzystaniu formali-
zmu Eulera-Lagrange'a [2]. Korzystaj¡c z tej metody, nale»y znale¹¢ wyra»enia na caªkowi-
t¡ energi¦ kinetyczn¡ ukªadu Ek oraz jego caªkowit¡ energi¦ potencjaln¡ Ep, na podstawie
których wyliczany jest lagran»jan L, wedªug formuªy

L(q, q̇) = Ek(q, q̇)− Ep(q), (2.2)

gdzie q ∈ Rn jest wektorem wspóªrz¦dnych uogólnionych ukªadu. Ostatnim etapem jest
napisanie równa« ruchu w postaci

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0. (2.3)

Podobnie jak w metodzie newtonowskiej i tutaj otrzymujemy n równa« ró»niczkowych
drugiego rz¦du dla n wspóªrz¦dnych ukªadu.

Trzecie podej±cie, pozwalaj¡ce uzyska¢ równania ruchu, opiera si¦ na mechanice Ha-
miltona. Podstawowym elementem w wyprowadzeniach jest hamiltonian H, wyra»aj¡cy
energi¦ caªkowit¡ ukªadu w kategoriach poªo»enia q i p¦du uogólnionego p, jako

H(q, p) = Ek(q, p) + Ep(q).
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Na jego podstawie mo»na zapisa¢ równania kanoniczne Hamiltona{
q̇ = ∂H

∂p
,

ṗ = −∂H
∂q
.

W odró»nieniu od wcze±niej opisywanych metod, w tym podej±ciu równania ruchu wyra-
»one s¡ jako 2n równa« ró»niczkowych pierwszego rz¦du, dla n wspóªrz¦dnych ukªadu [2].

Dla ukªadów mechanicznych otrzymywane równania ruchu mo»na zapisa¢ w ogólnej
postaci równa« dynamiki [9]

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +D(q) = 0, (2.4)

gdzie M(q) � macierz siª bezwªadno±ci, C(q, q̇) � macierz siª od±rodkowych i Coriolisa,
D(q) � wetkor siª potencjalnych. Zapis równa« ruchu ukªadu robotycznego w formie (2.4)
jest powszechnie wykorzystywany w algorytmach sterowania.

W opisanych metodach wyprowadzania modeli ukªadów dynamicznych uwzgl¦dniamy
dziaªanie tylko kilku czynników rzeczywistych: siª bezwªadno±ci, od±rodkowych, Coriolisa
czy potencjalnych. Pomijamy natomiast wiele innych zjawisk obecnych w rzeczywistych
ukªadach. Najistotniejszym z nich jest wyst¦powanie tarcia, dla którego podstawowym
modelem jest model tarcia wiskotycznego, zakªadaj¡cy »e siªa (lub moment siª) tarcia jest
proporcjonalna do pr¦dko±ci mi¦dzy ruchomo poª¡czonymi obiektami. Mo»na j¡ wyrazi¢
jako

FT = µq̇,

gdzie µ to wspóªczynnik tarcia, a q̇ to pr¦dko±¢ ruchu. Opisany w ten sposób model tarcia
uwzgl¦dniamy w równaniu dynamiki (2.4) otrzymuj¡c

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +D(q) + FT (q̇) = 0. (2.5)

Mo»na modelowa¢ równie» inne czynniki rzeczywiste, takie jak nieidealn¡ sztywno±¢ obiek-
tów czy obecno±¢ ogranicze« fazowych. Wówczas otrzymane równania uwzgl¦dniaªyby
przykªadowo zmian¦ ksztaªtu poruszaj¡cych si¦ elementów, co z kolei mo»e prowadzi¢
chocia»by do powstawania rezonansów. Jednak tego typu efekty s¡ trudne do modelowa-
nia [1] i wykraczaj¡ poza zakres niniejszej pracy.
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Metody symulacji i wizualizacji

W celu przeprowadzenia symulacji zachowania ukªadu dynamicznego korzystamy z ±ro-
dowisk dostarczaj¡cych metod implementacji oraz rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych.
Przykªadami programów, w których równania dynamiki mo»na rozwi¡za¢ korzystaj¡c z ich
matematycznej postaci s¡Mathematica [11] orazMatlab [3]. Mo»liwe jest równie» zaimple-
mentowanie równania dynamiki w postaci blokowej korzystaj¡c z pakietuMatlab/Simulink
[4], czy opracowanie wªasnego oprogramowania przy wykorzystaniu popularnych j¦zyków
programowania i dost¦pnych dla nich bibliotek (np. ODE [6] w C/C++). Warto zauwa-
»y¢, »e rezultat mo»e by¢ ró»ny w zale»no±ci od przyj¦tej metody rozwi¡zywania równa«
ró»niczkowych czy caªkowania numerycznego [1].

W zale»no±ci od wybranego ±rodowiska pracy, rozwi¡zania równa« ró»niczkowych mo-
g¡ by¢ otrzymane w ró»nej postaci. Matlab jako efekt swojego dziaªania podaje wektory
rozwi¡za« oraz czasu, podczas gdyMathematica zwraca funkcje interpoluj¡ce rozwi¡zania.
Nale»y o tym pami¦ta¢ podczas ustawiania parametrów symulacji.

Jak wspomniano we wst¦pie uzyskane wyniki mo»na wizualizowa¢ na wiele sposobów.
Podstawowy z nich to wykres zale»no±ci funkcji od czasu, pozwalaj¡cy na obserwowanie
poªo»e«, pr¦dko±ci oraz przemieszcze« dynamicznego obiektu. Niestety korzystaj¡c z te-
go sposobu wizualizacji, interpretacja zachowania ukªadu zazwyczaj wymaga wnikliwej
analizy wykresów wspomnianych funkcji od czasu.

Innym znanym sposobem wizualizacji rozwi¡za« symulacyjnych jest portret fazowy.
Uzyskuje si¦ go rysuj¡c zestaw wykresów zale»no±ci pomi¦dzy wspóªrz¦dnymi stanu ukªa-
du. Ka»dy z nanoszonych wykresów przedstawia zachowanie ukªadu dla wybranych wa-
runków pocz¡tkowych. Portret fazowy mo»na równie» interpretowa¢ jako poziomice ha-
miltonianu na trójwymiarowym wykresie zale»no±ci energii caªkowitej ukªadu (o± Z) od
dwóch badanych wielko±ci (osie X, Y).

Rozwi¡zania symulacji mog¡ by¢ tak»e przedstawione w formie animacji. W rezultacie
otrzymujemy pewnego rodzaju poª¡czenie wykresów poªo»enia, pr¦dko±ci oraz przyspie-
sze« od czasu. Wizualizowanie wyników symulacji poprzez animacj¦ pozwala w bardzo
intuicyjny sposób przedstawi¢ dynamiczne zachowanie ukªadu.
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Przykªady ukªadów dynamicznych

Rozwi¡zywanie zada« zwi¡zanych z ukªadami dynamicznymi jest istotn¡ cz¦±ci¡ kursów
wprowadzaj¡cych studentów w ±wiat robotyki. Poni»ej, na podstawie notatek sporz¡-
dzonych podczas ¢wicze« z Mechaniki analitycznej, opisano kolejne kroki prowadz¡ce do
rozwi¡zania przykªadowych zada« [7].

4.1 Naelektryzowana masa punktowa na spr¦»ynie

Zadanie

Naelektryzowana masa punktowa m o ªadunku q zostaªa zawieszona na liniowej spr¦-
»ynie o wspóªczynniku spr¦»ysto±ci k nad ªadunkiem punktowym Q, przeciwnym do q,
umieszczonym w odlegªo±ci l (zobacz rys 4.1). Wyznaczy¢ równanie ruchu takiego ukªadu
i narysowa¢ jego portret fazowy.

Rozwi¡zanie

Oznaczmy chwilowe poªo»enie naªadowanej masy jako x (rys 4.1). Wówczas korzystaj¡c
z drugiej zasady dynamiki Newtona (2.1) oraz przeprowadzaj¡c rachunek siª dziaªaj¡cych
na mas¦ m otrzymujemy

mẍ = FQ − Fk, (4.1)

gdzie FQ = −Qq
(l−x)2 jest siª¡ oddziaªywania ªadunków elektrycznych, za± Fk = kx siª¡ dzia-

ªaj¡c¡ na mas¦ pochodz¡c¡ od spr¦»yny. Nale»y zauwa»y¢, »e ukªad siª (4.1) obowi¡zuje
wyª¡cznie dla x < l, a znak �−� przy FQ wynika z przeciwnych warto±ci ªadunków. Po
podstawieniu do równania (4.1) wyra»e« na FQ i Fk oraz przeniesieniu wyrazów na jedn¡
stron¦, otrzymujemy równanie ró»niczkowe 2 rz¦du, o postaci

mẍ+ kx+
Qq

(l − x)2
= 0. (4.2)

Zadanie wyznaczania równa« ruchu mo»na równie» rozwi¡za¢ korzystaj¡c z formali-
zmu Eulera-Lagrange'a. W celu znalezienia langran»janu dla badanego ukªadu, obliczamy
wyra»enia na jego caªkowit¡ energi¦ kinetyczn¡

Ek =
mẋ2

2
,
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Rysunek 4.1 Rysunek do zadania �Naelektryzowana masa punktowa na spr¦»ynie�

oraz caªkowit¡ energi¦ potencjaln¡

Ep =
kx2

2
+

Qq

l − x
,

i podstawiamy je do wzoru (2.2) uzyskuj¡c

L =
mẋ2

2
− kx2

2
− Qq

l − x
.

Nast¦pnie obliczamy elementy skªadowe równania (2.3), kolejno otrzymuj¡c

∂L

∂ẋ
= mẋ,

d

dt

∂L

∂ẋ
= mẍ,

∂L

∂x
= −kx− Qq

(l − x)2
.

Zapisanie otrzymanych wyra»e« w formie równania (2.3) daje ostatecznie równanie (4.2).
Po wprowadzeniu zmiennej pomocniczej y = ẋ mo»emy zapisa¢ równanie dynamiki

wahadªa (4.2) w formie ukªadu dwóch równa« ró»niczkowych 1 rz¦du, a mianowicie
ẋ = y,

ẏ = − k
m
− Qq

m(l − x)2
,

co stanowi model analizowanego ukªadu zapisany w jego przestrzeni stanu z wektorem
stanu (x, y)T . Dziel¡c drugie z otrzymanych w ten sposób równa« przez pierwsze dosta-
jemy

dy
dx
= − kx

my
− Qq

my(l − x)2
.
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Rysunek 4.2 Portret fazowy do zadania �Naelektryzowana masa punktowa na spr¦»ynie�

Nast¦pnie mno»ymy nasze równanie obustronnie przez ydx, aby uzyska¢

ydy =
(
−kx
m
− Qq

m(l − x)2

)
dx,

które w kolejnym kroku caªkujemy, otrzymuj¡c

y2

2
= −kx

2

2m
− Qq

m(l − x)
+
C

2
,

gdzie C � staªa caªkowania o warto±ci wynikaj¡cej z warunków pocz¡tkowych. Ostatecznie,
otrzymujemy wyra»enie o postaci

y2 +
kx2

m
+
2Qq

m(l − x)
= C, (4.3)

poniewa» y = ẋ jest pr¦dko±ci¡ ruchu masy punktowej m za± x jej poªo»eniem, wyznaczo-
na formuªa pozwala na wykre±lenie rodziny krzywych (dla ró»nych warto±ci parametru
C) stanowi¡cych razem portret fazowy analizowanego ukªadu, pokazany na rysunku 4.2.
Strzaªki znajduj¡ce si¦ na narysowanych trajektoriach wskazuj¡ kierunek zmian stanu
ukªadu.
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Rysunek 4.3 Rysunek do zadania �Podwójne wahadªo�

4.2 Podwójne wahadªo

Zadanie

Dane jest podlegaj¡ce dziaªaniu siªy grawitacji podwójne wahadªo, skªadaj¡ce si¦ z ramion
o dªugo±ciach l1, l2 oraz punktowych mas m1, m2 umieszczonych na ko«cach ramion.
Korzystaj¡c z formalizmu Eulera-Lagrange'a wyznaczy¢ równania ruchu wahadªa.

Rozwi¡zanie

W celu wyprowadzenia modelu wahadªa oznaczmy poªo»enie ko«ca pierwszego ramienia
jako (x1, y1), a drugiego (x2, y2), tak jak pokazano na rysunku 4.3. Dla opisywanego ukªadu
k¡ty θ1, θ2 jednoznacznie okre±laj¡ce kon�guracj¦ ukªadu tworz¡ wektor jego poªo»enia
q = (θ1, θ2)T . Wówczas poªo»enie mas ukªadu jest opisane jako

(x1, y1) = (l1s1, l1c1),

(x2, y2) =
(
l1s1 + l2s12, l1c1 + l2c12

)
,

gdzie dla zachowania przejrzysto±ci przyj¦to oznaczenia s1=sin θ1, c1=cos θ1, s2=sin θ2,
c2=cos θ2, s12=sin(θ1 + θ2) oraz c12=cos(θ1 + θ2). W celu zastosowania metody Eulera-
Lagrange'a wyliczamy caªkowit¡ energi¦ kinetyczn¡ i potencjaln¡ ukªadu. Do tego naj-
pierw znajdujemy skªadowe pr¦dko±ci liniowej obydwu mas punktowych

(ẋ1, ẏ1) =
(
l1c1θ̇1,−l1s1θ̇1

)
,

(ẋ2, ẏ2) =
(
l1c1θ̇1 + l2c12

(
θ̇1 + θ̇2

)
,−l1s1θ̇1 − l2s12

(
θ̇1 + θ̇2

))
.

W kolejnym kroku obliczamy kwadrat pr¦dko±ci liniowej masy pierwszej

v21 = ẋ
2
1 + ẏ

2
1 =

(
l1c1θ̇1

)2
+
(
−l1s1θ̇1

)2
= l21θ̇

2
1,
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oraz drugiej

v22 = ẋ
2
2 + ẏ

2
2 =

(
l1c1θ̇1 + l2c12

(
θ̇1 + θ̇2

))2
+
(
− l1s1θ̇1 − l2s12

(
θ̇1 + θ̇2

))2
=

= l21θ̇
2
1 + 2l1l2θ̇1

(
θ̇1 + θ̇2

)
c2 + l22

(
θ̇1 + θ̇2

)2
,

co ostatecznie prowadzi do uzyskania wyra»enia na caªkowit¡ energi¦ kinetyczn¡ ukªadu
dan¡ wzorem

Ek =
1
2

(
m1v

2
1 +m2v

2
2

)
=
1
2
m1l

2
1θ̇
2
1 +
1
2
m2

(
l21θ̇
2
1 + 2l1l2θ̇1

(
θ̇1 + θ̇2

)
c2 + l22

(
θ̇1 + θ̇2

)2 )
=

=
1
2
(m1 +m2) l21θ̇

2
1 +m2l1l2c2θ̇1

(
θ̇1 + θ̇2

)
+
1
2
m2l

2
2

(
θ̇1 + θ̇2

)2
.

Wyliczenie caªkowitej energii potencjalnej prowadzi do wyra»enia

Ep = m1gy1 +m2gy2 = m1gl1c1 +m2g(l1c1 + l2c12) = (m1 +m2)gl1c1 +m2gl2c12.

Dla tak okre±lonych energii lagran»jan (2.2) przyjmuje posta¢

L =
1
2
(m1+m2)l21θ̇

2
1+m2l1l2c2θ̇1

(
θ̇1 + θ̇2

)
+
1
2
m2l

2
2

(
θ̇1 + θ̇2

)2
−(m1+m2)gl1c1−m2gl2c12.

W rozpatrywanym przypadku dla wektora poªo»enia q = (θ1, θ2)T równania (2.3) tworz¡
nast¦puj¡cy ukªad równa« 

d

dt

∂L

∂θ̇1
− ∂L

∂θ1
= 0,

d

dt

∂L

∂θ̇2
− ∂L

∂θ2
= 0.

(4.4)

Poszczególne elementy skªadowe równania (4.4) wyra»one s¡ jako

∂L

∂θ̇1
= (m1 +m2)l21θ̇1 +m2l1l2c2

(
2θ̇1 + θ̇2

)
+m2l22

(
θ̇1 + θ̇2

)
,

d

dt

∂L

∂θ̇1
= (m1 +m2)l21θ̈1 −m2l1l2s2θ̇2

(
2θ̇1 + θ̇2

)
+m2l1l2c2

(
2θ̈1 + θ̈2

)
+m2l22

(
θ̈1 + θ̈2

)
,

∂L

∂θ1
= (m1 +m2)gl1s1 +m2gl2s12,

∂L

∂θ̇2
= m2l1l2c2θ̇1 +m2l22

(
θ̇1 + θ̇2

)
,

d

dt

∂L

∂θ̇2
= −m2l1l2s2θ̇2θ̇1 +m2l1l2s2θ̈1 +m2l22

(
θ̈1 + θ̈2

)
,

∂L

∂θ2
= −m2l1l2s2θ̇1(θ̇1 + θ̇2) +m2gl2s12.

Ostatecznie, po podstawieniu skªadowych, równanie (4.4) przyjmuje posta¢


(
(m1 +m2)l21 + 2m2l1l2c2 +m2l

2
2

)
θ̈1 +

(
m2l1l2c2 +m2l22

)
θ̈2+

−m2l1l2s2
(
2θ̇1θ̇2 + θ̇22

)
− (m1 +m2)gl1s1 −m2gl2s12 = 0,

(m2l1l2s2 +m2l22) θ̈1 +m2l
2
2θ̈2 −m2l1l2s2

(
−θ̇21

)
−m2gl2s12 = 0.

(4.5)
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Rysunek 4.4 Ilustracja zadania �Odwrócone wahadªo na wózku�

Na podstawie macierzowej postaci równa« dynamiki (2.4) oraz ukªadu równa« (4.5) mo»na
dla analizowanego obiektu wyznaczy¢ macierze

M(q) =
[
(m1 +m2)l21 + 2m2l1l2c2 +m2l

2
2 m2l1l2c2 +m2l22

m2l1l2c2 +m2l22 m2l
2
2

]
,

C(q, q̇) = −m2l1l2s2
[
2θ̇2 θ̇2
−θ̇1 0

]
,

oraz wektor

D(q) = −g
(
(m1 +m2)l1s1 +m2l2s12

m2l2s12

)
.

4.3 Odwrócone wahadªo na wózku

Zadanie

Dane jest podlegaj¡ce dziaªaniu siªy grawitacji odwrócone wahadªo o dªugo±ci l, zako«czo-
ne mas¡ punktow¡ m, umieszczone na przemieszczaj¡cym sie w poziomie wózku o masie
M . Korzystaj¡c z formalizmu Eulera-Lagrange'a wyznaczy¢ równania ruchu.

Rozwi¡zanie

Dla ukªadu wahadªa mo»na wprowadzi¢ wektor poªo»enia postaci q = (x, θ)T , gdzie x �
pozycja wózka, θ � k¡t nachylenia wahadªa tak jak pokazano na rysunku 4.4. Oznaczmy
poªo»enie ko«ca wahadªa jako (xm, ym). Mo»na je wyrazi¢ w funkcji wektora poªo»enia q
jako

(xm, ym) = (x+ l cos θ, l sin θ). (4.6)

Analogicznie, wprowadzaj¡c wspóªrz¦dne poªo»enia wózka (xM , yM) mo»emy napisa¢

(xM , yM) = (x, 0). (4.7)
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W celu znalezienia wyra»e« na pr¦dko±ci mas ukªadu liczymy pochodn¡ poªo»enia chwi-
lowego ko«ca wahadªa (4.6)

(ẋm, ẏm) = (ẋ− l sin θθ̇, l cos θθ̇),

a nast¦pnie pochodn¡ poªo»enia chwilowego wózka (4.7)

(ẋM , ẏM) = (ẋ, 0).

Teraz mo»emy napisa¢ wyra»enie na caªkowit¡ energi¦ kinetyczn¡ ukªadu jako

Ek =
1
2
M(ẋ2M + ẏ

2
M) +

1
2
m(ẋ2m + ẏ

2
m) =

1
2
Mẋ2 +

1
2
m
(
ẋ2 − 2ẋl sin θθ̇ + l2θ̇2

)
. (4.8)

Wyra»enie na caªkowit¡ energi¦ potencjaln¡ wygl¡da nast¦puj¡co

Ep = mgη = mgl sin θ.

Maj¡c wyliczone Ek i Ep oraz korzystaj¡c ze wzoru (2.2) mo»emy wyznaczy¢ lagran»jan

L =
1
2
(M +m)ẋ2 +

1
2
m
(
l2θ̇2 − 2ẋl sin θθ̇

)
−mgl sin θ.

W kolejnym kroku znajdujemy skªadowe równania Eulera-Lagrange'a (2.3)

∂L

∂ẋ
= (M +m)ẋ−ml sin θθ̇,

d

dt

∂L

∂ẋ
= (M +m)ẍ−ml cos θθ̇2 −ml sin θθ̈,

∂L

∂x
= 0,

∂L

∂θ̇
= ml2θ̇ −mẋl sin θ,

d

dt

∂L

∂θ̇
= ml2θ̈ −mẍl sin θ −mẋl cos θθ̇,

∂L

∂θ
= −mẋl cos θθ̇ −mgl cos θ.

Ostatecznie zapisujemy równanie ruchu w postaci(M +m)ẍ−ml sin θθ̈ −ml cos θθ̇2 = 0,−ml sin θẍ+ml2θ̈ +mgl cos θ = 0.
(4.9)

Na podstawie otrzymanych równa« (4.9), znaj¡c macierzow¡ posta¢ równa« dynamiki
(2.4), mo»na dla analizowanego ukªadu wyliczy¢ macierze

M(q) =
[
M +m −ml sin θ
−ml sin θ ml2

]
,

C(q, q̇) =
[
0 −ml cos θθ̇
0 0

]
,

oraz wektor

D(q) =
(

0
mgl cos θ

)
.
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Rysunek 4.5 Ilustracja zadania �Noga robota�

4.4 Noga robota

Zadanie

Dana jest noga robota o dªugo±ci nominalnej l0, wspóªczynniku spr¦»ysto±ci k oraz masie
m, w fazie kontaktu z podªo»em. Korzystaj¡c z formalizmu Eulera-Lagrange'a wyznaczy¢
równania jej ruchu.

Rozwi¡zanie

Przyj¦to wektor poªo»enia q = (l, θ), gdzie l � dªugo±¢ nogi, a θ � k¡t nachylenia w stosunku
do podªo»a. Wspóªrz¦dne ko«ca nogi oznaczono (x, y), jak pokazano na rysunku 4.5.
Mo»emy napisa¢ nast¦puj¡ce wyra»enie na poªo»enie ko«ca nogi

(x, y) = (l cos θ, l sin θ),

nast¦pnie licz¡c jego pochodn¡ otrzymujemy

(ẋ, ẏ) = (l̇ cos θ − l sin θθ̇, l̇ sin θ + l cos θθ̇),

co po podniesieniu do kwadratu i zsumowaniu skªadowych daje kwadrat pr¦dko±ci liniowej

v2 = l̇2 + l2θ̇2.

Natychmiastowo otrzymujemy wyra»enie na caªkowit¡ energi¦ kinetyczn¡ ukªadu o postaci

Ek =
1
2
m(l̇2 + l2θ̇2).

Caªkowita energia potencjalna jest równa energii sumie energii potencjalnych grawitacji
oraz spr¦»ysto±ci, co zapisujemy

Ep =
1
2
k(l − l0)2 +mgl sin θ,
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gdzie l0 � nominalna dªugo±¢ nogi. Korzystaj¡c ze wzoru (2.2) wyznaczamy lagran»jan

L =
1
2
m(l̇2 + l2θ̇2)− 1

2
k(l − l0)2 −mgl sin θ,

po czym obliczamy skªadowe równania (2.3)

∂L

∂l̇
= ml̇,

d

dt

∂L

∂l̇
= ml̈,

∂L

∂l
= mlθ̇2 − k(l − l0)−mg sin θ,

∂L

∂θ̇
= ml2θ̇,

d

dt

∂L

∂θ̇
= ml2θ̈ + 2mll̇θ̇,

∂L

∂θ
= −mgl cos θ.

Ostatecznie równanie (2.3) przyjmuje posta¢ml̈ −mlθ̇2 − k(l − l0) +mg sin θ = 0,ml2θ̈ + 2mll̇θ̇ +mgl cos θ = 0,
(4.10)

z którego mo»emy dla analizowanego obiektu wyznaczy¢ macierze

M(q) =
[
m 0
0 ml2

]
,

C(q, q̇) =
[
0 −mlθ̇
2mlθ̇ 0

]
,

oraz wektor

D(q) =
(
−k(l − l0) +mg sin θ

mgl cos θ

)
.
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Opis aplikacji

System symulacji zachowania ukªadów dynamicznych przygotowano w ±rodowisku Ma-
thematica [11]. Poniewa» przy implementacji ka»dego z interaktywnych interfejsów wy-
konywano wiele analogicznych operacji, poni»ej przedstawiony zostanie najpierw ogólny
schemat tworzenia tego typu aplikacji, a dopiero w dalszej cz¦±ci zaprezentowane zostan¡
poszczególne rozwi¡zania. Podstawowa trudno±¢ przy tworzeniu takich interfejsów polega
na znalezieniu kompromisu pomi¦dzy funkcjonalno±ci¡, a przejrzysto±ci¡ aplikacji. Da-
j¡c u»ytkownikowi zbyt wiele parametrów do kontroli sprawiamy, »e mo»e poczu¢ si¦ on
zdezorientowany. Równie niekorzystne odczucia wywoªuje ograniczanie jego mo»liwo±ci
oddziaªywania z programem.

5.1 Schemat tworzenia aplikacji

Przed przyst¡pieniem do implementacji interfejsu nale»y przygotowa¢ wyra»enia opisu-
j¡ce wektor zmiennych stanu, kinematyk¦ wszystkich elementów obiektu oraz macierze
równania dynamiki (2.4). Nast¦pnie nale»y okre±li¢, które spo±ród parametrów ukªadu
b¦d¡ kontrolowane przez u»ytkownika oraz jaka metoda wizualizacji zostanie u»yta.

Implementacj¦ zaczynamy od napisania funkcji inicjalizuj¡cej. Jej zadaniem jest wpro-
wadzenie wszystkich zmiennych (w znaczeniu programistycznym) odpowiadaj¡cych para-
metrom ukªadu, staªym �zycznym oraz wektorowi wspóªrz¦dnych. Nast¦pnie tworzymy
funkcj¦ pozwalaj¡c¡ na rozwi¡zanie równa« dynamiki z uwzgl¦dnieniem zadanych warun-
ków pocz¡tkowych i wybranych przez u»ytkownika parametrów ukªadu.

Otrzymane rozwi¡zanie jest gotowe do przedstawienia na wykresie w zale»no±ci od
czasu. Inne metody wizualizacji wyników wymagaj¡ dodatkowych operacji. Je»eli wyko-
nujemy animacj¦, to potrzebna jest lista gra�k otrzymana przez wielokrotne podstawienie
(w zadanych odst¦pach czasu) rozwi¡zania równania dynamiki do macierzy kinematyki
ukªadu. Natomiast je»eli chcemy uzyska¢ portret fazowy, to nale»y wykorzysta¢ funk-
cj¦ do rysowania wykresów funkcji uwikªanych, w której argumencie podajemy równania
opisuj¡ce poziomice hamiltonianu w zale»no±ci od interesuj¡cych nas wielko±ci.

W kolejnym kroku przyst¦pujemy do implementacji interaktywnej cz¦±ci aplikacji.
W tym celu wykorzystujemy funkcj¦Manipulate. Jej skªadnia pozwala na podanie obiektu
i metody wizualizacji oraz dodanie suwaków i przycisków wraz z opisami, dzi¦ki którym
u»ytkownik mo»e przygotowa¢ ukªad dynamiczny do wizualizacji oraz kontrolowa¢ proces
symulacji. Napisane funkcje przenosimy nast¦pnie do specjalnie przygotowanego notatnika
programuMathematica o nazwie demonstration, po czym wysyªamy go na stron¦ projektu
�Wolfram Demonstrations Project� [10], która zamienia go na gotowy interfejs cdf.
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5.2 Naelektryzowana masa punktowa na spr¦»ynie

Gªównym zaªo»eniem interfejsu do zadania �Naelektryzowana masa punktowa na spr¦»y-
nie� jest jednoczesna wizualizacja poªo»enia punkowej masy na animacji oraz odpowiada-
j¡cych mu stanów na portrecie fazowym. Wykorzystane elementy interakcji z u»ytkowni-
kiem to:

• suwaki parametrów modelu: masa m, odlegªo±¢ l, wspóªczynnik spr¦»ysto±ci k, war-
to±¢ ªadunku nieruchomego Q, warto±¢ ªadunku masy punktowej q,

• suwaki warunków pocz¡tkowych: poªo»enie pocz¡tkowe masy x0, pr¦dko±¢ pocz¡t-
kowa masy ẋ0,

• kontrola symulacji: znacznik odtwarzania symulacji w p¦tli, krotno±¢ zwolnienia
czasu symulacji w stosunku do czasu rzeczywistego, ró»nica czasu mi¦dzy kolejnymi
klatkami animacji wyra»ona w sekundach,

• przyciski: ponowne wykonanie symulacji z uwzgl¦dnieniem warto±ci ustawionych
suwakami (przelicz), przykªadowa niestabilna kon�guracja pocz¡tkowa ukªadu, dla
której masa punktowa dwukrotnie niemal caªkowicie zatrzymuje si¦ (ciekawy), sy-
tuacja, w której kulka znajduje si¦ w pierwszym punkcie równowagi (pkt. równ. 1),
sytuacja, w której kulka znajduje si¦ w drugim punkcie równowagi (pkt. równ. 2),
przywrócenie kon�guracji startowej (reset).

Przyj¦ta kon�guracja startowa to nast¦puj¡ce ustawienie parametrów w chwili urucho-
mienia aplikacji: m = 0.2, l = 1, k = 20, Q = −1, q = 2 oraz warunków pocz¡tkowych:
x0 = 0.5, ẋ0 = 0. Na rysunku 5.1 przedstawiono wygl¡d zaimplementowanego interfejsu.

5.3 Podwójne wahadªo

Celem implementacji interfejsu do zadania �Podwójne wahadªo� byªo pokazanie zachowa-
nia dynamicznego obiektu za pomoc¡ animacji oraz umo»liwienie u»ytkownikowi wpªy-
wania na nast¦puj¡ce elementy symulacji:

• suwaki parametrów modelu: dªugo±¢ pierwszego ramienia l1, masa pierwszego ra-
mienia m1, dªugo±¢ drugiego ramienia l2, masa drugiego ramienia m2, wspóªczynnik
tarcia µ,

• suwaki dynamiki obiektu: wzmocnienie siª bezwªadno±ci (poza diagonal¡ macierzy
M(q)), wzmocnienie siª od±rodkowych i Coriolisa (macierz C(q, q̇)), wzmocnienie siª
potencjalnych (wektor D(q)),

• kontrola symulacji: znacznik odtwarzania symulacji w p¦tli, czas trwania animacji,
ró»nica czasu mi¦dzy kolejnymi klatkami animacji wyra»ona w sekundach, liczba
wy±wietlanych poprzednich klatek animacji,

• przyciski: ponowne wykonanie symulacji z uwzgl¦dnieniem warto±ci ustawionych
suwakami (przelicz), sytuacja, w której obiekt jest rozprz¦gni¦ty, tzn. poszczegól-
ne ramiona zachowuj¡ si¦ jak dwa dynamicznie niezale»ne pojedyncze wahadªa
(M = I.M), sytuacja, w której na zachowanie obiektu wpªywaj¡ siªy tarcia (tarcie),
sytuacja, w której wykorzystano parametr pozwalaj¡cy na obserwacj¦ ±ladu ruchu
obiektu (±lad), przywrócenie kon�guracji startowej (reset).
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Rysunek 5.1 Wygl¡d interfejsu do zadania �Naelektryzowana masa punktowa na spr¦»y-
nie�
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Przyj¦ta kon�guracja startowa to nast¦puj¡ce ustawienie parametrów w chwili urucho-
mienia aplikacji: l1 = 1, l2 = 1, m1 = 1, m2 = 1, µ = 0 oraz warunków pocz¡tkowych:
θ10 = π, θ̇10 = 0, θ20 = 0, θ̇20 = −0.01. Na rysunku 5.2 przedstawiono wygl¡d interfejsu
w trakcie animacji.

5.4 Odwrócone wahadªo na wózku

W kolejnym interfejsie wizualizowano za pomoc¡ animacji �Odwrócone wahadªo na wóz-
ku�. Elementy interakcji udost¦pnione u»ytkownikowi to:

• suwaki parametrów modelu: dªugo±¢ wahadªa l, masa wahadªa m, masa wózka M ,
wspóªczynnik tarcia µ,

• suwaki dynamiki obiektu: wzmocnienie siª bezwªadno±ci (poza diagonal¡ macierzy
M(q)), wzmocnienie siª od±rodkowych i Coriolisa (macierz C(q, q̇)), wzmocnienie siª
potencjalnych (wektor D(q)),

• kontrola symulacji: znacznik odtwarzania symulacji w p¦tli, czas trwania animacji,
ró»nica czasu mi¦dzy kolejnymi klatkami animacji wyra»ona w sekundach, liczba
wy±wietlanych poprzednich klatek animacji, (x′0) pr¦dko±¢ pocz¡tkowa wózka,

• przyciski: ponowne wykonanie symulacji z uwzgl¦dnieniem warto±ci ustawionych su-
wakami (przelicz), sytuacja, w której obiekt jest rozprz¦gni¦ty, tzn. wózek i wahadªo
zachowuj¡ si¦ jak dwa dynamicznie niezale»ne ciaªa (M = I.M), sytuacja, w której
na zachowanie obiektu wpªywaj¡ siªy tarcia (tarcie), sytuacja, w której wykorzysta-
no parametr pozwalaj¡cy na obserwacj¦ ±ladu ruchu obiektu (±lad), przywrócenie
kon�guracji startowej (reset).

Przyj¦ta kon�guracja startowa to nast¦puj¡ce ustawienie parametrów w chwili urucho-
mienia aplikacji: m = 1 M = 10, l = 0.5 µ = 0 oraz warunków pocz¡tkowych x0 = 0,
ẋ0 = 0.1 θ0 = 0, θ̇0 = −0.1. Na rysunku 5.3 pokazano zaimplementowany interfejs.

5.5 Noga robota

W ramach implementacji interfejsu przygotowano wizualizacj¦ do zadania �Noga robota�
korzystaj¡c z funkcji animacji. Przygotowano nast¦puj¡ce elementy interakcji z u»ytkow-
nikiem:

• suwaki parametrów modelu: dªugo±¢ nogi l, masa nogi m, wspóªczynnik spr¦»ysto±ci
k, wspóªczynnik tarcia µ,

• suwaki dynamiki obiektu: wzmocnienie siª od±rodkowych i Coriolisa (macierz C(q, q̇)),
wzmocnienie siª potencjalnych (wektor D(q)),

• suwaki warunków pocz¡tkowych: nachylenie pocz¡tkowe nogi robota θ0, wektor
pr¦dko±ci liniowej stawianej nogi v0,

• kontrola symulacji: znacznik odtwarzania symulacji w p¦tli, ilo±¢ klatek animacji
skªadaj¡cych si¦ na caªo±¢ wizualizacji ruchu nogi robota, ilo±¢ wy±wietlanych po-
przednich klatek animacji,
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Rysunek 5.2 Wygl¡d interfejsu do zadania �Podwójne wahadªo�
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Rysunek 5.3 Wygl¡d interfejsu do zadania �Odwrócone wahadªo na wózku�
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• przyciski: ponowne wykonanie symulacji z uwzgl¦dnieniem warto±ci ustawionych
suwakami (przelicz), sytuacja, w której robot stawia nog¦ stoj¡c (stoj¡c), sytuacja,
w której obserwujemy stawianie nogi id¡cego robota (id¡c), kon�guracja przedsta-
wiaj¡ca sytuacj¦, w której robot stawia nog¦ w biegu (biegn¡c).

W zaimplementowanej aplikacji warunkiem pocz¡tkowym przy rozwi¡zywaniu równa«
ruchu s¡ pary (l0, θ0) oraz (l̇0, θ̇0). Jednak, o ile parametry l0 oraz θ0 maj¡ oczywist¡
interpretacj¦ w kontek±cie nogi robota, o tyle wielko±ci l̇0 i θ̇0 nie s¡ ju» tak intuicyjne.
W zwi¡zku z powy»szym zaproponowano skorzystanie z pomocniczej pr¦dko±ci pocz¡t-
kowej v0, któr¡ interpretujemy jako wektor pr¦dko±ci liniowej masy m. Wzoruj¡c si¦ na
rysunku 4.5 mo»na napisa¢

v0 = v0⊥ + v0‖,

przy czym skªadowe prostopadªa i równolegªa pr¦dko±ci mog¡ by¢ opisane jakov0⊥ = |v0| sin(arctan v0 − θ0),v0‖ = |v0| cos(arctan v0 − θ0).

Ostatecznie mo»na zapisa¢
l̇0 = v0‖ = |v0| cos(arctan v0 − θ0),

θ̇0 =
v0⊥
l0
=
|v0| sin(arctan v0 − θ0)

l0
.

Na rysunku 5.4 przedstawiono interfejs b¦d¡cy rezultatem procesu implementacji.
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Rysunek 5.4 Wygl¡d interfejsu do zadania �Noga robota�
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Podsumowanie

Podj¦ty projekt polegaª na opracowaniu systemu symulacji zachowania przykªadowych
ukªadów dynamicznych. W celu zrealizowania postawionego zadania opisano metody mo-
delowania takich ukªadów. W dalszej cz¦±ci przedstawiono metody symulacji i wizualizacji
zachowa« omawianych ukªadów dynamicznych. Nast¦pnie zapisano rozwi¡zania zada«,
które w dalszej cz¦±ci zaimplementowano w ±rodowisku Mathematica [11]. Ostatecznie
opisano wypracowany schemat tworzenia interfejsów i przedstawiono elementy utworzo-
nej aplikacji, tym samym realizuj¡c w peªni postawione zadanie. Podczas prac szczególnie
pomocne okazaªy si¦ pozycje [1, 2, 9] oraz notatki z kursu �Mechanika analityczna� [7].

Dalsze rozwijanie aplikacji mogªoby polega¢ na utworzeniu bardziej zªo»onych inter-
fejsów lub przygotowaniu ogólnych rozwi¡za« dla tych ju» wykonanych. Dla przykªadu
zamiast symulowa¢ zachowanie podwójnego wahadªa mo»na przygotowa¢ rozwi¡zanie dla
dowolnej liczby ramion dobieranej przez u»ytkownika. W dalszych pracach nad utworzon¡
aplikacj¡ nale»aªoby przeprowadzi¢ optymalizacj¦ interfejsu dla zadania �Naelektryzowa-
na masa punktowa na spr¦»ynie�. Aktualne rozwi¡zanie zakªada staª¡ warto±¢ parametru
PlotPoints w funkcji rysuj¡cej portret fazowy. Jest to spowodowane niepoprawnym ryso-
waniem dla domy±lnej warto±ci parametru PlotPoints. Wad¡ zastosowanego rozwi¡zania
jest znacznie wi¦kszy czas oblicze« oraz niezapewnienie poprawnego dziaªania w ka»dym
przypadku.

W celu ostatecznego rozstrzygni¦cia kon�iktu mi¦dzy funkcjonalno±ci¡ a przejrzysto-
±ci¡ interfejsu nale»aªoby umo»liwi¢ rozwijanie i chowanie suwaków kontroli parametrów
lub utworzy¢ osobn¡, uproszczon¡ wersj¦ aplikacji. Niezale»nie od obranej drogi, nale»y
zwróci¢ szczególn¡ uwag¦ na intuicyjno±¢ interfejsu.

Oczywistym rozwini¦ciem projektu jest utworzenie systemu symulacji sterowania ukªa-
dami dynamicznymi. W ramach takiego zadania nale»aªoby zaimplementowa¢ odpowied-
nie algorytmy sterowania w oparciu o wyprowadzone modele dynamiki. Wskazane byªoby
porzucenie idei kontrolowania wszystkich wªasno±ci obiektu na rzecz funkcjonalno±ci zwi¡-
zanych z doborem ró»nych trajektorii oraz parametrów sterowania.
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